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Resumen

En este trabajo de tesis estudiaremos la geometria de la relatividad general. Co-
menzamos con un breve estudio de tensores, variedades diferenciables, fibrados vec-
toriales, campos de tensores y métricas de Riemann y pseudoriemannianas. Luego, in-
troduciremos conceptos de relatividad general tales como estructura causal y espacio-
tiempos, donde nos centraremos en el espacio tiempo de Schwarzschild como solu-
cién a las ecuaciones de Einstein. Finalmente, discutiremos acerca de las ecuaciones
generales de movimiento, considerando el movimiento de caida libre de una particula

o foton (luz) en un campo gravitacional.
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Introduccion

Si hay dos ideas claves que han permeado la historia de la geometria diferencial
hasta la fecha, estas son el deseo de entender y ampliar el trabajo de E Gauss con la
continua influencia de problemas fisicos en la direccién de varias vias de investiga-
cion . En el periodo entre 1854 y 1900 los ge6metras estaban mas obsesionados con el
lenguaje de la geometria diferencial que con el tema en si. Esta obsesion por el sim-
bolismo culminé con el desarrollo del calculo tensorial de G. Ricci (1853-1925) y su
estudiante T. Levi-Civita (1873-1941), ver [5} 9} 14]. Fue sobre la vista abstracta de B.
Riemann acerca del espacio y el cdlculo tensorial que A. Einstein (1879-1955) basé su
teoria de gravitacion, cominmente llamada Teoria General de la Relatividad, la cual
es considerada por muchos como el principal logro del pensamiento humano sobre la

obtencion de una teoria que formaliza el comportamiento de la naturaleza, ver [2].

La Teoria Especial de la Relatividad propuesta por Einstein en 1905, surgi6é con el
objetivo de conciliar dos grandes teorias de la fisica cldsica: la Mecanica Newtonia-
nay la Teoria Electromagnética de Maxwell. En 1908, H. Minkowski, antiguo profesor
de Einstein en Zurich, propuso una formulacién geométrica de la teoria de Einstein
introduciendo el espacio-tiempo de Minkowski, ver [4]. Mdas tarde, Einstein concluy6
que un campo gravitatorio produce una curvatura en el espacio-tiempo, es decir, sus-
tituir la accién a distancia que produce un campo gravitatorio creado por un cuerpo,
segun la Teoria Clasica de Gravitacion, por la idea de que tal cuerpo lo que produce es
una distorsion del espacio a su alrededor, la cual es medida por un concepto estudia-
do en la geometria Riemanniana; la curvatura. Ademas, Einstein concluyé que debia
expresarse como una variacion en la métrica de Minkowski 7, sustituyéndola por una

métrica de Lorentz g, ver [11].



Introducci6én 2

En 1915, Einstein pudo llegar a la formulacién completa de la Teoria General de
la Relatividad, presentando las ecuaciones que determinan el campo gravitatorio g a
partir de las condiciones del medio, esto es, relacionan la presencia de materia con la
curvatura del espacio-tiempo. Mds exactamente, cuanto mayor sea la concentracion
de materia representada por el tensor de energia-momento, mayores seran las com-

ponentes del tensor de curvatura de Ricci, ver [11}12].

Pese a la dificultad de estas ecuaciones y para la sorpresa de Einstein, pocos meses
después que presentara sus ecuaciones, Karl Schwarzschild (1873-1916) usando sime-
trias presenté una solucién exacta, modelando el campo gravitatorio exterior a una
estrella con distribucién de masa uniforme e independiente del tiempo. Este resultado
tiene una enorme importancia debido, entre otras cosas, a que permite estudiar algu-
nos fenémenos gravitatorios en la naturaleza, como el avance del perihelio de mercu-
rio, que la Teoria Clésica de Gravitacion propuesta por I. Newton en el siglo XVII no
explicaba. En 1923, G. D. Birkhoff (1884-1944) estableci6 que las tinicas soluciones de
la ecuacion de Einstein con simetria esférica en el vacio venian dada por la métrica de
Schwarzschild, la cual predice fenémenos tales como la existencia de agujeros negros
y de ondas gravitacionales, entre otros. Ver [2}10].

El propésito de esta tesis es describir el campo gravitatorio producido por un cuer-
po esférico, simétrico, estdtico (una estrella) que supondremos situado en el espacio-
tiempo descrito por la Teoria General de la Relatividad. Supondremos que en el exterior
de la estrella, no existen fen6menos fisicos de naturaleza no gravitatoria y en cuyo ca-
so, la métrica que representa el campo gravitatorio debe tener tensor de Ricci nulo. En
resumen, el objetivo principal es escribir un estudio sobre la geometria de la solucion
de Schwarzschild. Dado que la Relatividad General es un area que se ha desarrollado
durante varias décadas y los autores han utilizado una variedad de enfoques y nota-
ciones diferentes, nuestro propdsito es escribir una presentacion unificada de algunos

de los resultados en este campo.



Capitulo 1

Algunos resultados preliminares sobre

geometria diferencial.

Mediante una rigurosa revision bibliogréfica, analizaremos algunos resultados so-
bre tensores, variedades diferenciables y geometria pseudo-riemanniana. Asi, este ca-
pitulo contendrd la basé tedrica. Los detalles pueden ser encontrados en [1,/5,(9,14}15].

1.1. Tensores

En matematica, hay diferentes formas de definir el concepto de tensor. Nosotros es-
tudiaremos los tensores a través del lenguaje de las funciones multilineales y también,
los veremos como cantidades y como estas son afectadas ante un cambio de coordena-
das mediante una ley de transformacion, estableciendo una equivalencia entre ambas

definiciones.

La motivacién para estudiar el cdlculo tensorial es que este nos permitira definir
formalmente métricas riemannianas y pseudo-riemannianas. Asi, comenzamos con
la definicién de tensor sobre un espacio vectorial: como funciones multilineales desde
el producto cartesiano de una cantidad fija de veces un espacio vectorial por una can-
tidad fija de veces su espacio dual, sobre el cuerpo ante el cual estd definido el espacio

vectorial.

Para mayor detalle de lo que veremos en esta seccion, ver [1}[7].
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Sea V un espacio vectorial definido sobre R y de dimensién n € N. Ademads, sea
P ={ey,ey,...,e,} unabase para V. Sabemos que cada vector v € V lo podemos escribir
de forma tinica como v = Z?zl v'e; donde los escalares reales v’ son las componentes

de v en la base 98. Para simplicar notaciones introduciremos la siguiente convencion.

Notacion. Suma de Einstein: si previamente hemos fijado el nimero n, por conven-
men

cién se omite el simbolo de sumatoria Y., si "i" aparece como subindice y como

superindice en la misma expresion. Por ejemplo,

n
xia'+...+xpa = Z xja' seexpresard por x;a'.
i=1
Note que bajo esta convencion x;a', xja’ y xqa” representan la misma suma. Esto

significa que escribiremos el vector v = v*e; omitiendo el simbolo de sumatoria.

1.1.1. Espacios dualesy biduales

Primero veremos algunos elementos del espacio dual que seran de utilidad para
estudiar los tensores. En lo que sigue, asumiremos espacios vectoriales de dimension
finita n.

Definicion 1.1.1. Sea V' un espacio vectorial y K un cuerpo sobre el cual estd definido.
El conjunto
LVK):={f:V—=K | f eslineal}

es un espacio vectorial sobre K y es llamado espacio dual de V, el cual denotaremos por
V*.

La estructura de espacio vectorial estd dada por la adicion y el producto escalar
usual

M fi+ o)) = fi(v) + A2 o ().

Dado que V* es un espacio vectorial, podemos definir su dual.

Definicion 1.1.2. Sea V un espacio vectorial y K un cuerpo sobre el cual estd definido.
El conjunto
(V*=L(V*K):={¢p:V* =K | ¢ eslineal }



CAPITULO 1. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE GEOMETRIA
DIFERENCIAL. 5

es un espacio vectorial sobre K y es llamado espacio bidual de V que denotaremos por
|7

Teorema 1.1.3. Sea V un espacio vectorial sobre R y 98 base de V. Entonces el conjunto
B ={e*"}_, definido por

a=1

e**. Vv — R

u — u% donde u=u"%e,

esuna basede V*. Ademds
e*“(eﬁ) = 6%.

Demostraciéon. Veamos que e*® : V — K es lineal. En efecto,
e*“(yu+dv) = e*“(y(uﬁeﬁ) + 6(vﬁeﬁ))
=e**((yul + 6vﬁ)eﬁ)
= (yu®+6v%)

=ye**(u)+6e* % (v).

Veamos ahora que B es linealmente independiente y que genera a todo el espacio.
Para ello, primero consideremos la combinacién lineal

2 +x,e* =0,

xie*l + xpe*
donde el cero esta definido como

0:V—R
x — 0(x)=0,

por lo que evaluando en ey, con a = 1,..., n, se tiene
x18* (eq) + X202 (eq) + ...+ xpe*"(eq) = Xq =0,

es decir x, =0 paraa =1,2,...,n. Lo que prueba la independencia lineal de ‘5.
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Sea f € V* y veamos que podemos expresar f como combinacion lineal de los ele-

mentos de ‘B. De hecho, probemos que

f=flex)e*.
En efecto, sea u € V, y consideremos u = ub eg. Luego

fleg)e™ (w) = fleg)e™ (uPep)
= fleg)u”
= f(uaea)
= f(w).

Por lo que f(ey)e*™ = f. Es decir, *B genera a V*. Concluimos que *B es una base para

el espacio vectorial V*. O

Si f e V*, digamos f = f(eq)e*?, alos f(ey) los lamaremos componentes cova-

riantes de f en la base ‘B.

Observacion: cada base de V permite definir un isomorfismo distinto entre V' 'y V*.
Esto es, si{eq}_, ¥ {bﬁ}gzl son bases distintas para V, las funciones lineales que satis-

facen

p: V— V*

eq— pleg) =e**

v: V— V*
ba —_ W(ba) = b*a

son isomorfismos diferentes, pues en general ¢(e;) # w(e;). En efecto, por un lado
@(e) = e*!. Por otra parte, dado que e; € V'y {bﬁ}gzl es base de V, entonces pode-
mos expresar

e1=y1b1+v2bo+...+ynby.
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Aplicando v a esta expresion

w(e1) =1y (b1) + 2w (b2) +...+ vy (by)
=110 +yob* 2+ 4y, bt

donde podemos expresar b*! = a,-je*f, por lo que y(e;) = y,-a,-je*j. Asi y(ey) # e*!
en general, por lo tanto los isomorfismos no son los mismos, estos dependen de la

eleccion de las bases.

Ejemplo 1.1.4. Sea{eq}>_, la base canénica de R®. Esto es

or=[§) e=[3) =[5,

Luego
e*len) =1, e*l(e)) =0, e*l(e3)=0
e*?(e)) =0, e*(e)) =1, e*(e3) =0
e*3(e1) =0, e*3(e)) =0, e*3(e3) =1
ast

X
e*! (JZ’) =e*l(xe, + ye, + ze3)
*1 *1 *1
=xe (e1) +ye "(e2) +ze (e3)
= X.

*

. x . x
Andlogamente se tiene que e*? (JZ’) = y, mientras que e*3 (JZ’) =z. Estoes, e*' =m;

donde m;(x1, X2, X3) = X;, es la proyeccion a la i-ésima coordenada.

Ejemplo 1.1.5. Sea U un subconjunto abierto deR" y f : U c R" — R una funcién
diferenciableen a€ U, es decir f(a+ h) = f(a)+df(a)(h) +r(h), dondea+heUy

. r(h)

Im——=0.
h—o0 || hl|

*a\n

Sea {eq}],_, base candnica deR" y sea {e**}] _,

la base dual correspondiente de (R™)* .
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Sabemos del cdlculo diferencial que si x = (x,...,X;,) entonces

df(a)(x)=(Vf(a),x)
af(a)
Z

af(a) i
Z

Ademds, tenemos que

" g
df @)=Y g(“)
i=1

dx;(x),

i
esdecire* =dx;, coni=1,2,....n
Teorema 1.1.6. Sea V un K-espacio vectorial. La funcion dada por
b V. — v
x — ¢x):V'—K
= oMX(NH)=fx)
es isomorfismo el cual no depende de la eleccion de las bases y es llamado isomorfismo

natural.

Demostracion. Veamos que ¢ es un isomorfismo. Primero veremos que la aplicacion

estd bien definida. En efecto, sean f,ge V*ya,feK

ox)(af+pg =(af+pg)(x)
=af(x)+pgx)
=adp(x)(f) + Bp(x)(g)

y asi ¢p(x) € L(V*,K) = V**. Ahora, con f € V* arbitrario, x,y € V y para a, 8 € K se

tiene

dlax+Py)(f) = flax+ By)
=af(xX)+pf(y)
= adpx) () + PPN (f).

Para ver que ¢ es inyectiva, supongamos x € ker¢. Esto es ¢p(x) = 0 de donde
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f(x) =0,V f e V*. Considerando {e,}]_, una base de V y dado que e** € V* entonces

e*%(x)=0,conx= xﬁeﬁ e V. Luego

e*“(xﬁeﬁ) =0

x* =0,

es decir, x* =0, para a = 1,2,---, n, luego x = 0. Por lo que ker¢ = {0} y por lo tanto se

tiene que ¢ es inyectiva.

Por otro lado, por el teorema de la dimension, tenemos que
dim(V)—dim(ker¢p) =dim(Imdeo),

entonces dim(V) =dim(Im¢) =dim(V**). Luego ¢ es biyectiva y note que este isomor-
fismo no depende de la eleccion de las bases. O

Observacion: sea 2 base de V y B base del dual V*, como V** es el espacio dual de
V*, podemos hablar de la base dual 4 = {e,} en V** y es fcil probar que ¢(e,) = e,.
Del Teorema se tiene (,b(ea)(e*ﬁ) = e*ﬁ(ea) = 65, donde por definicién de la base
dual
eq: V¥ — K
e*f —  eqle*h) = 5&,

ademas ea(uﬁe*ﬁ) = u?.
Notemos que los elementos de V se identifican de manera natural con su imagen

en el bidual via isomorfismo ¢ del teorema anterior. Sea x € V, y € V** tal que ¢p(x) = y,
sieq € V entonces ¢p(e,) = ey € V**. Asi, para x = y;e; se tiene y = ¢(x) = y;e;. Luego

Y1
Y
(xlz =[xz = ,2

Yn

A continuacion, generalizaremos la nocién de funcién lineal para definir funciones

multilineales de un producto cartesiano de espacios vectoriales.
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Definicion 1.1.7. Sean V1, V5,..., V),V espacios vectoriales sobre un cuerpo K. La fun-

cion
fVixVox. . xV,—V

es p—lineal si verifica,
1. f(xl,...,xi+x;.,...,xp) :f(xl,...,xi,...,xp)+f(x1,...,x;.,...,xp)
2. f(x1,. 0 Ay, Xp) = Af (X1, 0y Xy ey Xp)
para cadaxj € V; y para cada x; € V; coni, j € {1,2,..., p} y para A € K.
El espacio vectorial de todas las funciones multilineales desde V1 x Vo x ... x V,a V

se denotara por L(Vy,..., Vp; V).

En particular, si V; = V paratodo i € {1,2,..., p} entonces L( V,V,...,V; V) se deno-
—_—

p—veces

tapor LP(V,V). Si f € LP(V,R) entonces f es llamada forma p-lineal sobre V.

Observaciéon: L'(V,R) = L(V,R) = V*.

Ejemplo 1.1.8. Sidefinimos

f: Vxv* — R
(x,g — g,

se tiene que [ es lineal en la primera componente por la linealidad de g € V* y es lineal
en la segunda componente debido a la definicion de suma y producto por escalar de

funciones.
Definicion 1.1.9. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

1. El conjunto dado por

T,(V)={f:VxVx..xV—IK | fesp-lineal }
—_———

p—veces

es un espacio vectorial sobre K, llamado espacio de los tensores p-veces covarian-

tes sobre K. A los elementos de T, (V) los llamaremos tensores del tipo (2).
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2. El conjunto dado por

TIV)={p: V" xV* x..xV* — K | ¢ es g- lineal }

q-veces

es un espacio vectorial sobre K, llamado espacio de los tensores g-veces contrava-
riantes sobre K. A los elementos de T (V) los llamaremos tensores del tipo ().

3. El conjunto

T;](V):{n:y* xV* X...xV’ixyxVi...xK—>K | 1 es (p+q)-lineal }

~
q—-veces p—veces

es un espacio vectorial sobre K llamado espacio de los tensores p-veces covarian-
tes y g-veces contravariantes sobre K. A los elementos de Tg (V) los llamaremos
tensores del tipo (}}).

Ejemplo 1.1.10. Sea V un espacio vectorial. Si se define

f: V'xV'x. . xV'xVxVx..xV — R
p—zTeces p—;;ces

(gl;---;gp)xlr---yxp) = gl(xl)gZ(x.Z)---gp(xp)y

tal que sea lineal de manera independiente en cada coordenada, entonces f € T 5 (V).

Observacion:

1. Sean fj € V* con j=1,2,...,q. Sea B = {e,} base de V y sea ™ = {¢*“} la base
dual, ademads digamos f; = fj(eq)e*®. Si¢p € T9(V), entonces

(/)(fl (eal)e*aly ---»fn(eaq)e*aq) = fl (e(xl) ---fq(eaq)¢(e*a1;---,e*aq)-

2. Sean G € T’?(V),fj €V*conj=12,...,qysean xj,Xz,...,Xp € V. Digamos

f}- = ﬁ(eaj)e*aj yXi= xlﬁi eﬁi’ luegO

G(fl)-'-)fq)xl)-XZ)---)xp) = G(fl(eal)e*al)“-)fq(eaq)e*aq)xlﬁl eﬁl)-'-)xgpeﬁp)

).

:fl(eal)...fq(eaq)xll...xﬁpG(e*“l,...,e*“q,eﬁl,...,eﬁp
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1.1.2. El producto tensorial

Sobre diversos contextos de las matematicas el producto tensorial se construye so-
bre moédulos por medio de generadores y relaciones. En este caso, se define como una

forma bilineal.

Definicion 1.1.11. 1. Sea f € T,(V) y g € T4(V). Se define el producto tensorial de f
y & como la funcion p + q lineal

feg: VxVx..xVxVxVx..xV — K

v v
p—veces g—veces

(xl,---,xp,J/1;---,J/q) = f(xl;---,xp)g(J/b---,J/q)-

2. Seape TP (V) ype T9(V). Sedefine el producto tensorial de ¢ y o como la funcion

p + q lineal
Ppe@: V' xVix. . xV xV*'xV'x..xV*" — K
p—;;ces q—%ces
(f])---)fprgly---)gq) — (P(fl;,fp)(,ﬂ(gly;gq)

3. Sea f € T,(V)ygpe T9(V). Sedefine el producto tensorial de f y ¢ como la funcion
p+q lineal

feep: V' xV'x. . xV'xVxVx..xV — K
q—;gces p—;gces

(hi,....,hg, x1,..., Xp) = fx1,..,xp)@hy, ..., hy).

Generalizando esta definicién,

Definicion 1.1.12. SiF e le(V) yGe T;(V) entonces F® Ge Tllfqp(V) estd dado por

Fe® G(wlr-”)wk!wk+l)-”)wk+p! Voot VU Ul41y e ey vl+q)

=F(w1,...,05, V1., V) G(Wk41, -+ o, Okt py V415 -+ +» Vitg),

conw;e V*yv;eV.

Se sigue directamente de la definicion que:
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Teoremal.1.13. 1. SifeT,(V)yge T,(V), entonces f ® g€ T 4(V).
2. SipeTP(V)ype TI(V), entoncesp® @ € TPTI(V).

3. SifeT,(V)ypeT4(V), entonces f ® p € T, (V).

Observacion: en general f ® g # g ® f, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.14. Sean f = e*' —e*? y g =2e*!. Entonces

fegle,e)= (e —e**)®2e*) (e, e2)
= ((e*! —e*?)(e1)2e* ! (ey)
=2(e* = e*?)(e1)e*(en)

=0.

Andlogamente se tiene que g ® f(e1,e2) = —2.

Directamente de la definiciéon de producto tensorial y dado que las funciones son

multilineales se tiene la siguiente propiedad (ver [I|]).

Proposicién 1.1.15. Sean f, f' € T,(V), g,8' € T, (V) y h € T4(V), entonces

(f+fHeg=feg+feg
Afleg=felg=A(fog)

feg+gh=feg+fog

fe(geh) =(feg)eh.

Las propiedades anteriores también se cumplen para los tensores contravariantes

y tensores mixtos.

*an

Teorema 1.1.16. Sean {e,}],_, base de V' y {e*“}]

_, la base dual asociada, entonces
{fe*%® e*ﬁ}g poy €S una base de T>(V) y por lo tanto dimT>(V) = n?.

Demostracién. Sabemos que e*®*® e*f € T»(V), ya que e*® € Ty (V) y e*P € T1(V). Basta

probar que {e*® ® e*F} es linealmente independiente y genera a T» (V).
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Consideremos la combinacién lineal dada por
Aape™ @ ®e*P =0y € To(V),
asi, para i, j fijoscon1<1i,j < ntenemos
Aape™™ ® e*P(e;, ej) =0k (e;, ej) € To(V),

es decir A;j = 0(e;, e;), asi A;; =0 para i, j € {1,2,..., n}, entonces {e** ® e*P} es lineal-

mente independiente.

Veamos ahora que {e** ® e*F} genera a T»(V). Sea f € T»(V), veamos que
f=fleaepe®sel.
Sea (u1,u) e VxVconu;= ufeﬁ, entonces

flea ep)e*®®eP(uy, up) = flea, ep)e™® (1) e*P (up)
=f(ea,eﬁ)u‘fuf
= f(uleq, ub ep)

= f(u1, up).

Observacion: en general se puede probar que
1. Si{ey} esbase de V'y{e*?} es base dual asociada, entonces

a e*®...® e’”'!’}i1 ,,,,, ip=1,.,n €S UNA base de T), (V)
b) dimT,(V) = n”
¢) SifeT,(V)setiene que f = f(e;y,...,e;,)e* 1 ®...@e*r.
2. Si{e*“*} es base dual de V* y {e,} es base bidual de V**, entonces
a) {e; ®...®e;,}i, . i,=1,..,n €S unabase de T(V)
b) dimT9(V)=n4

c) Si¢pe T9(V) setiene que(/):</>(e’”'1,...,e"‘i‘?)ei1 ®...8€;,.
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3. Si{e,} es base de V, {e*%} es base dual asociada y {e,} es base bidual, respectiva-

mente, entonces
a) {e*'®..@e*?®ej ®...8¢; } esunabase de T (V)
b) dimT, (V) = nP*d
¢ SiGe T;’ (V) se tiene que
*i

G:G(e*“,...,e*f‘f,eil,...,eip)ejl®...®e]~q®e ®...0e"",

1.1.3. El problema de cambio de base

Para realizar una transformaciéon de coordenadas (cambio de base) para elemen-
tos expresados en diferentes bases de un mismo espacio vectorial, consideremos lo

siguiente:

Sean % = {es}, € = {bg} bases del espacio vectorial V' y B = {e*%}, € = {b*P} las
respectivas bases duales. Si sabemos como se relacionan las bases 4 y €, la pregunta

natural es, ;como se relacionan 8 y ¢?.

Sea f € V*, entonces podemos escribir f = f(eg)e**y f = f(bﬁ)b*ﬁ. Como {b*F} es
la base dual asociada a bg, entonces

e*% =e**(bp)b*F, (1.1)

ademads como bg € V'y {e,} es base de V, entonces existen nlﬁ,n%, ...,ng € K tal que los

elementos de la base {bg} los podemos expresar en términos de la base {e,} por

1 2
bp=nge1+1nge: +...+ngen
=1je0-
Asireemplazando esta ultima expresion en la ecuacion (1.1) se tiene

e*a — e*a(n%ea)b*ﬁ
— X *B
—nﬁb .
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Dado que la representacion en una base es tinica, y debido a la linealidad de f se tiene

que
fbp) = flean’,

lo que nos indica que al conocer ciertas propiedades con respecto a las bases es posible
escribir un mismo elemento en ambas bases, estas caracteristicas son de vital impor-

tancia a la hora evadir grandes célculos dentro de un sistemas coordenado especifico.

Si bg = n%eg entonces e*% = n%b*ﬁ. Asi la matriz de cambio de base de % a € es

[I]g = (n%)nxn, donde by =nje; +...+n"ey, es decir

-0 \|e
ny M5 ... 05 || e
My M5 --- M) \en

Luego e*! = nib*! +n3b* 2 +...+0L,b*", e*? =n3b* +n5b* +.. .+ 1%, b*", etc. Matricial-
mente

m Ny - M| [0

m G . || D

S

ny ... Ny \b*"

n

U
-1

" ; - ¢ _ T B _ T
Asi la matriz de cambio de base dual [/]g; = (n%) y Ulg = ((n%) ) .

Ejemplo 1.1.17. Sea f € T»(V) y x1,x2 € V son dados por x1 = x{'eq y X2 = x5 eq. Enton-
ces

flxn,x2) = f(xi"ea,xfeﬁ)

= xixxff(eay eﬁ)-

Esta ultima expresion la podemos expresar en su forma matricial si expandimos los in-
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dices de la sumatoria
_1.1 1.2 1.n
fx1,x2) =x1 x5 f(er,e1) + x1 x5 f(e1, e2) +... + x1 X, fe1,en)+
2.1 2.2 2.n
X1 X, f (e, e1) + x7x5 f (e, e2) +...+ x7X, f ez, ep)+
n,l n.,2 n.,n
X1 X5 f(en,e1) +x; x5 f(en,e2) +...+ X1 X, f(en, en),

de donde podemos expresar

F,x2) = X1 (6l fler, ei)) + X2 (X2 f ez, €3,)) + ... + X[ (X2 f(en, €1,))-

Dado que cada sumatoria es independiente, podemos cambiar los indices i, 1o,...

por un pardmetro de sumatoria o. Luego

ng(el)ea')
1 .2 n ngf(ezyea)
fx1,x2) = (%7, x7,..., x7) '

ng(en, es)

expandiendo los términos de la sumatoria tenemos una ecuaciéon matricial

fler,en) fler, e ... fle,en) | [ %

(ea,e1) flez,e2) ... flea,en) || x2
[, x2) = (x1, 3,000, %] d . f, o d : ?

flen,e1) flen e2) ... flen en)

Ky!

equivalentemente
Jlx,x2) = xff(ea,eﬁ)xf.

Observacion: del ejemplo anterior, si {by} es otra base de V y sean b; = n? e,

bj= 17‘]? ey, entonces la ecuacion anterior se escribe

f(bi;bj) =77§77(}f(€r,ea)-

En general, si {e,} y {bg} son bases de V mientras que {e*%y {b*P} son las bases
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duales asociadas, si se tiene que

il
bh—ﬂjlem

=ni2e,
b]z_njzelz’

bj, = n;l;eip’
y f € T,(V), entonces
f(bjl’bjz""’ bjn) = f(nj-llen’nzeiz,---,ﬂ;p eip)
P
- 7731117322,..ni.’l’gf(eil,eiz,...,e,-p).
Por otro lado, si consideramos

b*kl :plo? et
1 )

*k; ky s«
b*™ =pg e,

pka = pgze*aq,
yy € T9(V) entonces
wbh bk bRy = pléllp’(ffz...plé‘;u/(e*“l,e*“z,...,e*“q).
Mientras que paraGe T ;,7 (V), entonces se tiene

G(bjl’bjz""’bjp;b*kl,b*kz,...,b*kq) —

i1 i ip ki ko kq *Q *a
77]'177]-2---ﬂjppalpaz---paqG €ijy-er €y € L...,e %],
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1.1.4. Tensores desde un punto de vista fisico-geométrico

Sean (x!,...,x™) y (x!,..., ™ las coordenadas de un mismo punto en dos sistemas
de coordenadas. Supongamos que existen para k = 1,2,..., n relaciones independien-

tes entre las coordenadas anteriores

Todas las funciones se suponen continuas y con derivadas continuas. A cada coorde-
nada (x!,..., %) en un sistema le corresponde una tinica coordenada (x',...,x") en el
otro sistema, de manera que

parak=1,2,...,n.

Las relaciones anteriores definen formulas de transformacion de coordenadas de

un sistema de coordenadas a otro.
Definicion 1.1.18. Todas las funciones se suponen continuas y con derivadas continuas.

1. Supongamos que tenemos n-funciones escalares A* en un sistema de coordenadas
relacionadas con otras n-funciones escalares A’ en otro sistema de coordenadas
parai = 1,2,...,n por medio de la regla de transformacion convenida anterior-
mente, es decir

T _
0x®

diremos que A* determinan las componentes de un tensor una vez contravariante

_. 0%t
A

o tensor contravariante de primer orden.

2. De manera andloga si tenemos n-funciones A, en un sistema de coordenadas re-
lacionadas con otras n-funciones A; en otro sistema de coordenadas con
i=1,2,...,n por medio de la regla de transformacién convenida

- 0x“

Ai:ﬁAa i:1,2,...,l’l,

diremos que Ay determinan las componentes de un tensor una vez covariante o

un tensor covariante de primer orden.
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Definicién 1.1.19. 1. Supongamos que tenemos n> funciones escalares A*F donde
a,fell,2,...,n}. Si podemos obtener otras n? funciones escalares Al mediante la
transformacion o
i = 9% 0% f 1<ij<n,
0x%* axP

diremos que A*P son los componentes de un tensor dos veces contravariante o

también llamado tensor contravariante de segundo orden.

2. Supongamos que tenemos n® funciones escalares Aqp donde a, € {1,2,...,n}. Si
odemos obtener otras n® funciones escalares A; ; mediante la transformacion
J

- 0x% 9xP

ij:ﬁﬁjqaﬁ’ 1Si,j$7’l,

diremos que Aqg son los componentes de un tensor dos veces covariante o también

llamado tensor covariante de segundo orden.

Definicién 1.1.20. Supongamos que tenemos nP*9 funciones escalares Aﬁiﬁiﬁ‘; donde

l<Bjaj<sn,paral <i<qyl=s js< p.Sipodemos obtener otras n’*9 funciones

- '1 '2... . .,
escalares Afl 52 l] " mediante la transformacion
el

g _ 0XM 0x%2 0x% O 02 0%I1 pip,.p,
ff-lp — 9xi 9xlz T gxiv OxP1 OxP2 T gy W

. 1P2... .
diremos que Aﬁlﬁzmﬁ‘; son los componentes de un tensor q-veces contravariante y p-veces

covariante.

1.1.5. Equivalencia entre las dos definiciones de tensores.

Supongamos que tenemos T € T11 (R™) y una transformacién de coordenadas

¢: UcR® — VcR"

— (b a?, ., x),

donde Uy V son abiertos de R”, asi x* = x! (%', %2, ..., ") donde i = 1,2, ..., n. Ademds,
supongamos {e;}?_,, {ba},_, bases de R" y {e*“}, {b*P} las respectivas bases duales.
Denotemos

T/ =T(e*),e) y TP =TWw*, by). 1.2)
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Sabemos que

T=T(e" e))e* ®e; (1.3)

_ d xi )
—Tie ®e;.

Por otro lado, como en Ejemplo denotaremos

) ) o oxt oxP .
el =dil, b*P=dxP, dii =T ax® y dxf =T axl,
ox® ox/

entonces de la ecuacion (1.2) y (1.3) se tiene

T = T(b*P, by)
=T/ e ®e;(b*P, by)
=T/di ee;(dxP, ba)
0%t oxP .
_ 7] =
=T; axadxaebej (def,ba)
0_32’ (axﬁ . )

*]
| =——e*/,b
0% o

es decir, o
p_ gy 0% 0x
Ta=1; 0x® dax "
Esto significa que todo tensor de tipo (1, 1) desde el punto de vista algebraico da origen

a un tensor desde un punto de vista fisico-geométrico y viceversa.

Andlogamente se tiene el caso general.

1.1.6. Espacios de tensores

Definimos TOk(V) = Tk(V) y TlO(V) = T;(V), Mientras que TO(V) =R, T; (V) = V¥,
TY(V) = V** = V. Ademds, por ser V de dimensién finita, como probaremos en la si-

guiente proposicion Tll(V) = End(V).
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Proposicién 1.1.21. Sea ¢: V — V lineal, entonces la funcion f : End(V) — T} (V)
definida por
f@): V*xV — R
(w,v) — )

es un isomorfismo.

Demostracion. Sea {e,} una base de V' y {e*?} la base de V*. Notemos que f es lineal
debido a lalinealidad de w.

Para probar la sobreyectividad, sea T € T (V) digamos T = Tg‘ eq ® e*P. Queremos
hallar ¢p € End(V) tal que f(¢) = T. Consideremos ¢ € End(V) tal que ¢ tiene matriz de

representacion T¢.Si x = x%e, v w = w(ey)e*?, se tiene
ﬁ a a

f(@P)(w,x) =w(@x)
:w(ek)e*k(T;xjei)
= T}xjw(ek)e*k(ei)
= T]?‘xja)(ek)é‘i-C

=T ;“xj w(er).
Por otro lado,

T(w,x) = T(wleg)e*, x'e;)
=w(el)x' T(e*%, e))

= Ti"‘xiw(ea).

Dado que x y w eran arbitrarios, ycon i = jy a = k se sigue que f(¢) = T. Asi f eslineal
y sobreyectiva, dondela inyectividad se sigue del teorema de la dimensién, por lo tanto

es un isomorfismo. O
Generalizando la proposicion anterior, enunciamos lo siguiente

Lema 1.1.22. Existe un isomorfismo natural entre Tl’ﬁr 1 (V) y el espacio de funciones de-
finido por
{p:V x..xV*xVx..xV—V | ¢ esmultilineal }.

v~

l-veces k—veces
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Asiuna base de le(V) es
{e'e---®e" ' ve; ®e;,® - 0e;},

con (jl, .. ,jl) ,(i1,++,1x) € Sy, donde S,, denota el grupo de permutaciones de n ele-

mentos.

Untensor Fe T lk(V) se puede escribir como

_ il % *J
F=F. ele--0e'llve; ®e,0 -0,

]ljZ"'jl
donde
ipip-if _ L P 3 )
Fjljz"'jl _F(e ’ € ’ell’ ’e]l)
porlo que

F(a)l,--- , Wi, V1, vl) :Fl,llzmlke*]l

iiep€ ) e (v e (1) e (i),

donde ej, (w;) = w,(e}j,) = €j, (w;).

Definicion 1.1.23 (Contraccion). La transformacion lineal Tr : Tll(V) — Tg (M ER
definida por Tr(T) = Tl.i donde T = T;ei ® e*/, es llamada Traza del tensor T respecto de
su base asociada.

Mds generalmente, si F € le (V) digamos

F= F;i;;‘e*h ®ellge; ®..0¢;,

tenemos la contraccion del |—ésimo indice covariante j; y del primer indice contrava-

riante iy

Tr(F) = F]’?,’; ee..ee i ve,®.. 8¢,

con Tr(F) € TFH(V).

En general si T tiene coeficientes T]llljl;“ entonces Tr(T) tiene coeficientes T ]TIZJZ;'ZI’C,;;.

En otras palabras, cuando se tiene un tensor mixto de orden mayor o igual a 2 y se
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iguala 1 superindice con un subindice, se debe sumar respecto de dicho indice segtiin
el convenio de Einstein. De este modo, se reduce 1 orden el indice de covarianza y 1
orden el indice de contravarianza respecto del tensor original. A esta aplicacion la lla-

maremos contraccion de un tensor.

Definicion 1.1.24. Sea¢ € T;(V). El tensor ¢ es llamado simétrico si paracada vy, ..., v] €

V y para cada o € S; se tiene

(P(vl)---) Ul) = (P(UU(I))---) UO'(I))-

El tensor ¢ es llamado antisimétrico si para cada vy, ...,v; € V y para cada o € S; se
tiene

b(v1,..., v)) = sgN(@)P(We(1)) - Vo),

donde sgn(o) =1 si la permutacion es par, y sgn(o) = —1 si la permutacién es impar.

Por ejemplo, si el tensor T de coeficientes Ty, es simétrico entonces Ty, = Typ,. Mien-

tras que si T es antisimétrico entonces T,y = —Tpy.
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1.2. Variedades diferenciables y espacios tangente

La teoria de variedades permite estudiar objetos no euclidianos pero que local-
mente son homeomorfos a R”, lo que nos permite usar herramientas del anélisis en
forma local. Los ejemplos més familiares, ademads de los propios espacios euclidianos,
son curvas planas suaves como circulos y pardbolas, también superficies suaves como
esferas, toros, paraboloides, elipsoides e hiperboloides.

Para mayor detalle de lo que veremos en esta seccién, ver [9].

Definicion 1.2.1. Una carta o sistema de coordenadas m-dimensionales en un espacio
métrico M es un par (U, $), dondeU < M y ¢: U — R es un homeomorfismo sobre su
imagen.

Definicién 1.2.2. Un Atlas m-dimensional de clase C* con k = 1 sobre un espacio mé-
trico M es una coleccion </ = {(U;,p;)}ic de cartas de M tales que:

1. M= U;

iel

2. SiU;inUj # @ coni, j € I, entonces el llamado cambio de coordenadas
pjo@) " piUinU) SR™ — ¢;(U;nUj) <R™

es un difeomorfismo entre los abiertos ¢;(U;nUj) y ¢;(U;nUj) deR™.

Definicion 1.2.3. Diremos que M es una variedad diferenciable m-dimensional si el

atlas ¢ = {(U;,$;)} es maximal respecto a las condiciones 1y 2 de la definicion anterior.
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Observacion: de la condicion 2. de la Definicion se dice que las cartas (U, ¢;) y
(Uj, ¢ ;) son compatibles.

Nos referiremos a atlas maximal como maximal en el sentido que contiene todas las
posibles cartas compatibles. Es decir, si (U;, ¢;) y (Uj,¢ ;) son compatibles entonces es-
tan contenidas en el mismo atlas maximal, el cual dota a la variedad de una estructura

diferenciable.

Ejemplo 1.2.4. 1. Espacios euclidianos: Para cada niimero entero no negativo n,
el espacio euclidiano R" es una variedad n—dimensional diferenciable con la
estructura diferenciable determinada por el atlas que consta de la tinica carta
(R", Idgnr). A esto lo llamamos la estructura diferenciable estdndar sobreR" y a las
cartas coordenadas las llamamos coordenadas estdndar. A menos que especifique-
mos explicitamente lo contrario, siempre usaremos esta estructura diferenciable
sobreR". Con respecto a esta estructura, las cartas de coordenadas diferenciables
para R" son exactamente aquellas cartas (U, ¢) tales que ¢ es un difeomorfismo
desde U a otro subconjunto abierto ¢p(U) < R".

2. Espacios vectoriales de dimension finita: Sea V un espacio vectorial real de di-
mension finita. Si V es un espacio métrico, la distancia permite determinar una
topologia en V. Asi, V es una variedad topologica de dimension finita y tendrad
una estructura diferenciable natural definida como sigue. Cada base ordenada
{e1,...,en} paraV define un isomorfismo de base e : R — V definido por
e(x) = x'e;. Es fdcil comprobar que es homeomorfismo, entonces (V,e™') es una
carta. Si {é,...,6é,} es otra base y é(x) = x/é i es el isomorfismo correspondien-
te, entonces existe una matriz invertible (A{ ) tal que e; = A{ €, para cada i €
{1,...,n}. El cambio de coordenadas entre dos cartas estd dado por e loe(x) =%,

donde X = (¥',...,%") estd determinado por
I S Y S
X'ej=xei=x Aé€j.

. ~j Ji . . . ~ .
Se sigue que X’ = A;x', por lo tanto, la funcion que envia x a X es un funcional
lineal invertible y, por lo tanto, un difeomorfismo, por lo que dos de estas cartas
son compatibles. La coleccion de todos estas cartas define asi una estructura dife-

renciable, denominada estructura diferenciable estandar sobre V.
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Observacion: Una variedad pueden tener estructuras diferenciables diferentes. Esto
es, dos cartas coordenadas que doten de una estructura diferenciable a la variedad M
pero que no verifican ser compatibles, dotardn de estructuras diferenciables distintas
ala misma variedad M.

Por ejemplo, considere el homeomorfismo ¢ : R — R dado por y(x) = x3. El atlas
que consta de la tinica carta (R, y) define una estructura diferenciable en R. Sin embar-
go, esta carta no es compatible con la estructura estdndar dotada por (R, Idg), porque
el cambio de coordendas (Idgoy ™) (y) = y% no es diferenciable en el origen. Por lo
tanto, la estructura diferenciable definida en R por ¥ no es la misma que la estandar.
Usando ideas similares, no es dificil construir muchas estructuras diferenciables dis-
tintas en cualquier variedad de dimensién positiva, siempre que tenga una estructura
diferenciable inicial dada.

Definicion 1.2.5. Un Atlas en M se dice orientado si para cualquier par de cartas (U;, ¢;)
yWUj,¢;) setieneU;nU; = @ o bien, siU;nU; # @ entonces

det[J(pjo(d)") (pi(x))] >0, para todo x € U; N U;.

Definicion 1.2.6. Una variedad M se dice orientable si M tiene un Atlas orientado.

Definicion 1.2.7. Sea f : M — R, donde M es una variedad m-dimensional de clase
Ck con k < co. Diremos que f es diferenciable en p € M si existe una carta (Up,P) enel
atlas, con p € U, tal que fop™' : p(Up) < R™ — R es diferenciable en ¢(p) € R™.

Diremos que f es diferenciable si lo es en punto de M.
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Definicion 1.2.8. Sea f : M — N una funcién entre dos variedades de dimension m y
n, respectivamente. Diremos que [ es diferenciable en p € M si existen cartas (Up, ) y
(V) ¥) en los atlas de M 'y N respectivamente, tal que f(Up) S Vy(y) ¥

yofod™l: ¢p(U,) — w(Vy(y) esdiferenciable en ¢(p).

Diremos que f es diferenciable si lo es en todo punto de M.

Notacion: definimos la familia de las funciones suaves y escalares sobre la variedad M
como (M) ={f: M — R| f es de clase C*}
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Definicion 1.2.9. Un vector tangente a M en p es una funcion X, : £(M) — R ral que
para todo f, g € T(M) y para todo r € R se verifica:

L Xp(f+8)=Xp(f)+Xp(g)
ii. Xp(rf)=rXp(f)
iii. X,(fg)=fp)Xp(g) +gp)Xy(f).
Donde f g es el producto de funcionesy f(p) X, (g) es el producto de los reales f(p)

y Xp(8) respectivamente.

Observaciéon: mostraremos que esta definicién generaliza la definicién de planos tan-
gentes definidos sobre superficies en R”, en el sentido que existe una correspondencia
biunivoca con el vector tangente de la definicion cldsica de R". Veremos que el con-

junto de X, es espacio vectorial.

Proposicion 1.2.10. Sea X,, un vector tangente en p € M. Si y: M — R es funcion
constantey(m) =r, conr € R, entonces X,(y) = 0.

Ejemplo 1.2.11. Sea a : (—€,6) — M una curva diferenciable en M con a(0) = p. Se de-

fineX%: T(M) — R por X3(f) = L2

a
o' Veamos que X,, es vector tangentea M en p.

Sean f,ge X (M) yr R, luego

« _d((f+g)eaq)

_d((fea)+(gom)
B dt

=0
_ d(foa) +d(goa)
dt tZO dt

= X2(f)+ X% ().

t=0
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Ademads

d()ea)
dat
d(r(foa)
dat
d(foa)
dt
= rX2(f).

X0(rf)=

=0

=0

Il
-

t=0

Por otro lado,

e, d((fgea)
Xp(fe)=— i
_d((fea)(gow)
- dt =0
_(4(feq) d(goa)
—( PP t:O) g(a(O))+f(06(0))( PP t:O)

=X, (Ngp + X, @) f(p).
Por lo tanto Xg es vector tangentea M en p.

Si M es una variedad diferenciable con (U, ¢) carta, se tiene que ¢ es difeomorfis-

mo de U a ¢(U) < R™. Como veremos en la seccion 1.4.1, se tiene que el diferencial
0 0
Oxtlg(p)” """ 0x™ [ g(p)
forman una base de Ti,»R™, por lo tanto las preimagenes de estos valores bajo el iso-

morfismo ¢, , forman una base de T, M. Usaremos la notacion estandar (i) para
p

Gup: TpM — TpmR™ es un isomorfismo. Luego, las derivadas

ox!

estos vectores. Se puede probar que (%) es un vector tangente. Lo que nos lleva a la
p

siguiente definicion.

Definicién 1.2.12. Sea (U, ) una carta alrededor de p € M y sean u', ..., u" coordena-

das enR". Entonces (%) es el vector tangente a M en p dado por
p

0 3 6fo</>‘1
(ﬁ)pm = W(d)(p))-

Este vector depende de la carta (U, }) a usar.
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Definicion 1.2.13. La i-ésima funcion coordenada (local) sobre M con respecto a la car-
ta (U, ) es la funcion

xi:U — R
p — x'(p)=u'(Pp).

Observacion: en particular, notemos que

0 . .
(—l.) (x]) (u! o) (p)
0x p

Oxi)p
0

= i) W/ opodp™)(@(p))
ou

ou’

= |3 ) ((p))

_ si
= 0.

Definicion 1.2.14. El espacio tangente a M en p denotado por T, M, es el conjunto de
todos los vectores tangentes a M en p.

Teorema 1.2.15. T, M es un espacio vectorial.



CAPITULO 1. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE GEOMETRIA
DIFERENCIAL. 32

Lema 1.2.16. Si F:R" — R es de clase C* y (a',...,a™) e R", entonces existen funciones
h;; de clase C*=2 tales que

OF _
F(',...,u" :F(al,...,a”)+ZF(a1,...,a”)(u’ —a')
u

+Zhij(u1,...,u”)(ui —a(w! - al).

Resultado obtenido del Teorema de Taylor con residuo, el cual permite probar el
siguiente enunciado

n

Teorema 1.2.17. Sea (U, ¢) una carta con p € U, entonces 98 = {(%) } es base para
Pli=1

T,M y ademds X, = Z Xp(x") (—1) .
Observacion: Si M es una variedad n—dimensional con carta (U, ¢b), sabemos que el

n
espacio tangente T), M es espacio vectorial sobre R con base 2 = {(%) } tal que
Pli=1

0

para v = (v',...,v") € R", se tiene el vector tangente V), = vi(p) 37
P

Para ver que T, M es isomorfo a R”, se define la funcion

Vy = f(Vp)I=(U1,...,U”),

que a cada vector tangente V), € T), M le asigna su vector coordenada [v] con respecto
alabase 8. Para ver que ¢ es transformacion lineal se consideran V,,, W, e T,MyreR

)

tales que verifican

+rwi( )i
P p 0x!

)

=wh..., v +rwt,..., w"

= E(Vp) + rE(Wp).

; 0
V W = ! -
E(Vp+1rWp) f(v (p) Py

=¢ ((vi(p) + rwi(p)) %

= (vt +rw',.. v+ rw")
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Para probar la inyectividad, supongamos V), € ker(¢), entonces 0 = {(V),) = [v]g. Asi

v=0 (%) +...40 (%) =0, luego ker({) = 0 y por lo tanto ¢ es inyectiva. Por otro
P P

lado, ¢ es sobreyectiva por el teorema de la dimension y asi ¢ es un isomorfismo de

espacios vectoriales.

Dado que T, M es un espacio vectorial, podemos definir su dual.

Definicion 1.2.18. El espacio cotangentea M en p es T,M = (T, M)".

Notacién: sea (U, ¢ = (x',...,x™) carta alrededor de pe My (=% | }labasede T,M
ax ) p p

asociada a estas coordenadas. Denotaremos por {(dx'),} ala base dual, y por lo tanto

i 0 i
(dx )p ((ﬁ)p) :5]
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1.3. Fibrados vectoriales

Para definir formalmente los importantes conceptos de campo vectorial, métrica
riemanniana, métrica pseudoriemanniana, entre otros, es necesario introducir las no-
ciones de fibrado vectorial, fibra, fibrado tangente, seccién y fibrados tensoriales.

Definicion 1.3.1. Un fibrado vectorial es una tripleta (E, M, n) con E y M variedades y
7 una funcioén suave y sobreyectivan : E — M tal que:

1. E,= 7~ (p) es un espacio vectorial para todo p € M.
E, se llama la fibra del fibrado sobre p.

2. Para cada p € M existe una vecindad U de p y un difeomorfismo
¢: 1 Y (U) — U x R¥, llamado trivializacién local del fibrado, tal que
<p|n_1(p) : 171 (p) — {p} xR¥ es un isomorfismo. Es decir, m = myo¢, asi el siguiente

diagrama conmuta

@) 2 U xRk
U

donde m, es la proyeccion a la primera componente.

En general decimos que E es un fibrado vectorial con base M y proyeccion 7.
En un fibrado vectorial, la imagen inversa de un punto a través de 7 es un espacio
vectorial. (localmente un R¥ espacio vectorial)

Ejemplo 1.3.2. Sea M una variedad de dimension n. Se define el fibrado tangente por
TM:={(p,Vy) | pe M,V, e T,M}. Para ver que (T M, M, ) es un fibrado vectorial,
donde 7t es la proyeccion

T T™ — M
pVp) — 7wlp,Vp)=p.

Primero debemos ver que T M es una variedad. Para esto, si consideramos (U;,¢;) una

carta para M, podemos contruir una carta{T U, c/;,-} para TM, donde

$i: TU; — ¢U;)xR"
PV —  (dp),EWVp)=(d(p),v!,....,v"),
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donde¢ : T,M — R" es el isomorfismo visto anteriormente.

Es claro que TM =UTU; (unién disjunta), y queda verificar que el cambio de coor-
denadas es un difeomorfismo. Notemos que dadas (U, }) , (V,y) cartas para M con

o=, x" yy=(,...,y") funciones coordenadas, entonces para cualquier
n n
p e UnV, podemos considerar { (%) } y { (%) } bases de T, M. Asi, cualquier
¥ip)ia Yiip j=1
vector tangente X, € T, M lo podemos escribir por

_ i 9

=W .
p oyl

’

p

donde al aplicar xk, se tiene

k -0xk
=wl —. (1.4)

o0y/

Mientras que aplicando y* a la anterior igualdad

Avk
w=v —. (1.5)

Luego, el cambio de coordenadas es de la forma

Yodl: pWUiNU)xR" — ywU;nU;))xR"
@), vh,....v") — (podp Ud(p),wodp l(,...,v™),

donde (y o~ (p(p),wodp  (V,...,v™M) = (w(p), w',..., w"). Asi, dado quey o p™" es
diferenciable por ser cambio de coordenadas en el atlas de M, se tiene que o ¢! es di-

ferenciable. Por lo tanto T M es variedad diferenciable de dimension 2n.

Ahora, para probar que el fibrado tangente es un fibrado vectorial, consideremos
(U, ) cartade M alrededorde p yseav = (v',...,v") € R" tal que

— i 0
Vp=v'35 ) € T, M. Definamos

@: Y U)cTM — UxR"
(p,Vp) = (pyvly---)vn))

donde la primera coordenada, asigna mediante la identidad y la segunda coordenada
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mediante el isomorfismo ¢, el cual es diferenciable por . Luego ¢~ también es dife-

renciable por (1.5) y se tiene que ¢ es difeomorfismo.

Finalmente, note que n~(p) = {p} x TyM pues para (x,y) € n~Y(p) se tiene

n(x,y) = p y entonces x = p, y € T,M, asi (x,y) € {pt x T,M y claro que ¢|n es un

“p)
isomorfismo de espacio vectorial, ya que la identidad y ¢ son transformaciones lineales
biyectivas. Ademds, es fdcil ver que m = my o ¢. Por lo tanto (T M, M, n) es un fibrado

vectorial.

Andlogamente se puede probar para el fibrado cotangente definido por
T*M=(TM)* ={(p,wp) | p€ M,w e T, M}, que (T*M, M, n) con 7 la proyeccién sobre
p es un fibrado vectorial.

Ejemplo 1.3.3. (R* x R",R¥, 1) es un fibrado vectorial con la proyeccién candnica

7: RExR? — R”

(x,) — XY=y

La fibra es w~ (o) = R* x {yo}, ¢: 771U — R* x U es la identidad y (/)|n
fismo de espacio vectorial.

“1(p) es isomor-

Para los detalles del siguiente lema, ver [7].

Lema 1.3.4. Sea M variedad, E un conjunto y n : E — M aplicacion sobreyectiva.
Supongamos que existe un cubrimiento abierto {Uy}q.c; de M y funciones biyectivas
¢o: 1 (Uy) € E— Uy x R tales que

1. mopg=m7

2. SiUq y Ug son no vacio tales que (g ocp/gl :UgnUpnN RF — U, N Upn RK es de la
forma ¢, ogbgl(p, v) =(p, T (p)(v) donde T : Uy nUp — GL(K,R),

entonces E tiene una tinica estructura de fibrado vectorial sobre M.

En otras palabras 9 (p) : R¥ — R es una transformacién lineal invertible, para
todo p € Uy nUp. Las funciones ¢, se llaman trivializaciones locales y 9 es funcion de
transicion.
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Podemos aplicar esta construccion al fibrado tangente TM = Upep Tp M Sea

7: T™M — M
V) — p.

Tomemos una carta (U, (x!)) sobre M y expresemos V, € T, M usando coordenadas

Vp= vi(p) % » Esta representacion nos da siempre una biyeccion

¢: N (U) — UxRF

Vy —  (p, vl,vz,...,vk).

Si (U, (x)) y (U, (%)) son cartas con U N U # ¢ sabemos que localmente

0 ox/ o

oxi  oxixJ’

entonces para Vp tenemos

Osea las nuevas coordenadas v/ estan conectadas con las anteriores mediante la fun-

. . %
cion de transicion I (p) = —gzi
p

Definicion 1.3.5. Sin: E— M es un fibrado vectorial, una funcién S: M — E es una

seccion de E simo S(p) = p, es decir S(p) € Ep = n_l(p),Vp e M.

Ejemplo 1.3.6. Sean :R" xR" — R la proyeccién candnica. En este caso, las secciones

son de la forma S(p) = (p, f (p)) con f una funcién diferenciable.
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Observacion: estas construcciones se usan para definir fibrados tensoriales y campos
de tensores sobre M. Para cada p € M podemos formar le (TyM).

El fibrado de (%) -tensores sobre M se define como T}(M) = Upen TS (T, M) y se
puede probar que un campo tensorial es una seccion de le (M).

En coordenadas locales (x?) sobre U ¢ M, con { 2 } es base de T,M y {dx" |,}

ox? p

es base de T,; M, un tensor F de tipo (¥) se puede escribir como

®dx/
p p

ey
Fpy= £y 5, )

®...®dle‘ .

p

2
L —
Ox'k

—| ®
1
x|,

1.4. Campos vectoriales

Si nos referimos a M una variedad, nos referiremos a una variedad diferenciable
n—dimensional.

Ahora que hemos definido el fibrado tangente, podemos definir campos vectoria-
les.

Definicion 1.4.1. Sea M una variedadyn: TM — M la proyeccion canonica. Un cam-
po vectorial sobre M es una seccion del fibrado tangente T M. Es decir, una aplicacién
diferenciable S : M — T M dada por

S(p) =(p, Xp).

Informalmente, podemos definir un campo vectorial X como una asignaciéon de un
vector tangente X, € T, M para cada p € M, es decir,
si X esun campoy f € T(M), entonces podemos definir la funcién X f por

Xf: M — R
p— X(f)(p) = X,(f).

Si X f € T (M) para todo f € T(M) entonces diremos que X es un campo vectorial
(ver [9], cap. 7-4) .

Observacién: note que si (U,¢) es una carta con p € U € M, podemos construir una
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n
base % = {(%)P}l&l de T, M y en dicha base

X —Ui( )(i)
p=UAP ox' ),

yasi X = vl (%) solo tiene sentido sobre el abierto U € M y (U, ¢) es carta. Asi, ten-

driamos un campo vectorial definido sobre U.

Definicion 1.4.2. Denotaremos por X(M) al conjunto de todos los campos vectoriales
sobre M. Esto es

X(M)={S:M— TM | SesdiferenciableymoS=idy }.

Observacion: sea f € (M) y X € X(M). Otra manera de definir el campo vectorial fX
es mediante una asignacion, que a cada punto p € M le asigna f(p) X, € T, M.

SiX,YeX(M),reR vy fe%T(M), entonces podemos definir (X + V), (rX) y (fX)
por

X+Y)p,=Xp+Y),
(rX)p=rXp,
(fX), = f(p) Xp.

Definicion 1.4.3. Sea X,Y € X(M), definimos el Corchete de Liede X e Y por
[X,Y1,f = X,(Y )= Yy(Xf), fET(M), peM.

De esta definicién, se sigue de manera directa lo siguiente:
Lema 1.4.4. [X, Y] es un campo vectorial sobre M.

Ejemplo 1.4.5. Sea M = R? y consideremos X = xlxz(%) yY = xz(&). Calculemos
[X,Y].
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Si f € ¥ (M), entonces

Xy = (8] e (a2f)

ox!\" ox? 0x? ox!
_ xl(xz)z%—xle%—xl(xz)z%
0
_ _xlea_){l’
porlo tanto [X, Y] = —x*x' ;.

Directamente de la definicion se sigue:
Lema1.4.6. Sea X,Y,Z € X(M) yr €R, entonces
1. [X,)Y]=-[YV,X] y [rX,YI=r(XY],
2. [ X+Y,Z1=(X,Z21+1Y,Z] y [Z,X+Y]=[ZX]+(2ZY],

3. X, Y], Z1+ 1Y, Z], X] + [[£, X], Y] = 0.

1.4.1. Ladiferencial y subvariedades

En esta seccion introduciremos el concepto de diferencial de una aplicacién en-

tre variedades, aplicando esta nocion a la idea de subvariedad de una variedad dada.

Asumiremos que M y N son variedades. Queremos definir un elemento (®.),(X,) de

To(p) N para cada X, € T, M de tal manera que la asignacion a través de (®.), es una

transformacion lineal para cada p € M.

Definicion 1.4.7. Si®: M — N es diferenciable, entonces se define la diferencial de ®

en p por
((D*)pl TpM aand Tq)(p)N
Xy, — (@),Xp:T(N)—R
@), f,
donde (®.), (Xp) f := Xp(fo®) €R.

Lema 1.4.8. (®.), estd bien definida. Esto es, si ® : M — N y X, € T, M, entonces

(q)*)p(Xp) € TCI)(p) N.
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Lema 1.4.9. Sea ®: M — N y p € M. Entonces (®.)p : TyM — Top) N es una trans-
formacion lineal.

Teorema 1.4.10. Sea®: M — N diferenciable, (U, B) cartacon p € U y (V,vy) carta con

m
q=®(p) eV tal que d(U) c V. Si {(%) } es la base de T, M asociada a la carta
P)i=1

n
u,p) y {(%) } es base de Topy)M = Ty M asociada a la carta (V,y), entonces la
a) j=1

matriz (D), con respecto a estas bases es el jacobiano dey o ®o B~ :R™ — R" y porlo

tanto

(@),

9} |5 0w e@opTh ( 9 )
(Oxi)p)_]; ou' ) oyl q’

donde s = f(p).

(@.),

(I ﬂ/

Vo

Definicion 1.4.11. Sean M y N variedades de dimensién m y n, respectivamente. Dire-

mos que M es subvariedad de N si existe una funcion ® : M — N diferenciable e inyec-
tiva, con diferencial (®.), inyectiva para todo p € M. Si la funcion es homeomorfismo

sobre su imagen entonces ® se llama incrustaciéon de M en N.

Observacion: note que al ser (®.,) p inyectiva, entonces (@), (T, M) < To(p) N es subes-

pacio de Ty () N de dimension m < n.

Asi T, M puede ser visto como subespacio de Ty N. Si (®.) p €s inyectiva, se dice

que @ es una inmersion.
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Ejemplo 1.4.12. Sea M = My la hipersuperficie inducida por f : R"*1 — R, es decir
Mp={xe R™1| f(x) = 0}. Sabemos que My es una variedad n—dimensional si
gradf #0,Vxe My.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que % (p) #0, mientras que, en virtud el
teorema de la funcién implicita, localmente se tiene que w'*! puede ser escrito en fun-

cion de las otras coordenadas, es decir , existe un abierto alrededor del punto p tal que

n+l1

w=(w!,...,w") siysélosiw" = g(w!,...,w") con g :R" — R continua y diferen-

ciable. En este caso, la carta de My es (W, B), donde
!, . um=(ul,... u" g, uM).
Sea ¢: Mp—> R la inclusion, y la identidad, luego
wopo Bl uM = (pl,..., u" g, .., u"))

=yl u"gwl,...,u")

=l ut gl u"),

asi
9 L i=J
P (wopo ) (.., uM =3 0;  i#j i=n+l
u
%; j=n+1.
Luego

©n(5a), = (5), 2w a0
“Poxt), \ayl), oul ¥ oy")
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Teorema 1.4.13. Sea M = My la hipersuperficie definida por f : R — R, entonces

T, M es isomorformo (como espacio vectorial) a
(@.), (TpM) = {X), € T,R"" | ((gradf)y,X,) =0},
donde @ es la inclusién de M en R,

Ahora mencionaremos algunas nociones de 1-formas sobre variedades

Definicién 1.4.14. Una 0-forma diferenciable de clase C* con k = 1 en M es una aplica-
cion f: M — R de clase C*.

Definicién 1.4.15. Una 1-forma diferenciable w de clase C* en M es una asignacion de
una aplicacion wp € T, M, p € M.

En términos del fibrado cotangente, una 1-forma sobre M es una seccién del fi-
brado cotangente T* M, es decir, es una funciéon w: M — T*M tal que mow = Id),.

Hemos visto que para ® : M — N diferenciable, el diferencial (®.),: TyM — Top) N

es lineal.

Definicion 1.4.16. Sea w es una 1—-forma en N. El pullback ®*w es la 1-forma en M

dado por
(@*w)p(vl,... Vk) = W (p) ((d)*)p(vl),..., (d)*)p(vk)), para (vy,...,vx) € T,M,Vpe M.

Notar que si f € T(N), es decir, si f es una 0—forma entonces ®* f = (f o ®) € T(M).
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1.5. Meétricas riemannianas y pseudo riemannianas

Recordemos quesi (, ) es un pseudo producto interno, es decir, no necesariamente
definido positivo, entonces €l es una forma bilineal, simétrica no degenerada sobre V.
Gram-Schmidt nos dice que existe una base donde la matriz de ( , ) es de la forma

-1 0
0 -1
con n veces 1 y con m veces -1 en la diagonal. (1.6)
0 .. 0
0 0

La cantidad de 1 y —1 no depende de la base que se use. Decimos que este producto
interno es de signatura (n, m). Ademaés, ( , ) permite identificar a V con V* de manera

natural a través del teorema de representacion de Riesz

(,): V'xV — R

(w, V) — {w, V) = w(v).

Observacion: los productos de interés en la fisica son de signatura (n, 1) en un espacio

vectorial de dimensién n + 1y se llaman producto de Lorentz.

Ejemplo 1.5.1. Sea el pseudo producto interno sobre R* definido por
((x,y,2,w),(x', y', 2h wh)) = —ww' + xx' + yy' + 22"

Llamaremos a (R*,(, )) el Espacio de Minkowski.

Notemos que {(v,v) = —w? + x*> + y* + 2% si v = (w, x, y, 2) € R*, entonces es posible
que (v, v) sea positivo, negativo o cero en mds de un vector, esto nos permite separar los
vectores en tres clases:

1. Tipo espacio: Si{v,v) >0 < x>+ y*>+2z°> w?,

2. Tipo tiempo: Si{v,v) <0 < x*>+y*+ 22 <w?,

3. Tipo luz: Si{v,v) =0 < x*>+y>+ 2> = w?.
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e vector tipo tiempo

® vector tipo espacio

vector tipo luz

2

Esfera en R® dadaporx? + y> + 22 = w

Esta division se llama division causal del espacio de Minkowski, donde de los postu-
lados de la relatividad general se establece que "La luz se desplaza por la superficie del

cono y las particulas por dentro del cono”.

Definicion 1.5.2. Si M es una variedad, una métrica g sobre M es una seccion del fibra-
do tensorial T) (M) = Upenm Ty (T M), donde T (T, M) = {f : T,MxT,M — R| f es bilineal}
asig(p) € TZO(TP M) es una forma bilineal simétrica no degenerada.

Lo que nos dice que en cada punto p € M tenemos un producto interno sobre T, M,
tal que para todo W), X, Yy, Z, € T, M, a, b € R verifica ser

1. Bilineal: g,(aW, + bX),Y),) = agy(W,,Yy) + bg,(Xp, Yp),
2. Simétrica: g,(Xp, Yp) = gp(Y)y, Xp),

3. No degenerada: g,(X,, Y,) =0,VY, € T, M siysolo si X, =0.

Observacion: la métrica riemanniana corresponde al caso que g(p) tiene signatura
(n,0) para n entero positivo, es decir, la métrica es definida positiva: g,(Xp, X,) = 0,
donde g, (X, X,) = 0siysolosi X, = 0. Por otro lado, si g(p) tiene signatura (n, m) para
n entero positivo y m entero negativo, diremos que la métrica es pseudo-riemanniana
en un espacio de dimension n+ m. Mientras que la métrica lorentziana corresponde al
caso particular de métrica pseudo-riemanniana cuando g(p) tiene signatura (n—-1,1)

en un espacio de dimension n.
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Definicion 1.5.3. Se llamard variedad riemanniana (pseudo-riemanniana) a una va-

riedad M junto con una métrica riemanniana (pseudo-riemanniana) fija.

Observacion: se puede probar que toda variedad diferenciable, paracompactaﬂ cone-

xa y haussdorf, puede ser dotada de una métrica riemanniana (ver [6], cap. 6).
Definicion 1.5.4. La longitud de un vector V), € T, M estd dado por \/gp(Vy, V}).
Definicion 1.5.5. Dos vectores Vy,, W), € T, M son ortogonales siy solo si g,(Vy,, Wp) = 0.

Definicién 1.5.6. Si (M, g) y (M', g) son dos variedades pseudoriemannianas, decimos

que M y M’ son isometricas si existe difeomorfismo ¢ : M — M’ tal que

g; ((P(Vp); (P(Wp)) = gp(pr Wp);
para todo Vy,, W, € T, M.

Observaciéon: muchas propiedades de interés preservadas por isometrias son frecuen-
temente llamadas propiedades intrinsecas.

Una forma sofisticada de estudiar relatividad es estudiando el espacio de métricas
lorentzianas médulo la equivalencia isométrica. Este espacio se llama Espacio médulo
Mg ; (g1=1{g" | gesisométricaag’ }

Observacién: si consideramos un abierto alrededor de p € M, y (x!, x?,---, x™) coor-

dendas localesysi V), W, € T,M donde V), = vio

ox! 0xJ

y Wy, = wl 2 , podemos escri-
p p

bir g,(Vy,, W,,) = gij(p)v' w’ donde las funciones g;j(p) = g ((%)p , (%)p) expresan
los coeficientes de la métrica g en coordenadas locales.

Si g es una métrica sobre M con coordendas locales (x!, x,---, x") de M, g se pue-
de escribir como g; dx' ® dx/ donde g; j = &jiydet(gij) # 0 (no degenerado).

ISea M un espacio topoldgico. Se dice que una coleccién X de subconjuntos de M es localmente
finita si cada punto de M tiene una vecindad que interseca a lo sumo un ntimero finito de los conjuntos
en X. Dado un cubrimiento % de M, otro cubrimiento 7 se llama refinamiento de % si paracada Ve 7
existe algtin U € % tal que V < U. Decimos que M es paracompacto si cada cubrimiento abierto de M
admite un refinamiento localmente finito.

2Si las matrices de las métricas son semejantes, entonces ellas son equivalentes.



CAPITULO 1. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE GEOMETRIA
DIFERENCIAL. 47

Resumiendo hasta ahora, recordemos que g es métrica pseudoriemanniana si para
todo p € M, g(p) es un producto interno sobre T}, M, esto significa que en cada punto
p € M existe una base de T, M tal que la matriz de g respecto de esa base es de orden

(n, m).

Las métricas de interés para relatividad son las riemannianas y las métricas lo-
rentzianas (en algunos textos es al contrario). Asi un producto interno con signatura
(n—1,1) divide a los vectores en tres clases: tipo tiempo g,(V,V) < 0, tipo espacio
gp(V,V) >0ytipoluz g,(V,V) =0.

La premisa de la Teoria General de la Relatividad es que la signatura adecuada es
(3,1). Al ser una variedad lorentziana tenemos conos originados desde cada punto de
M. Ademds, es importante notar que cada cono estd en el plano tangente, pues esta
formado por todos los vectores tipo luz en T, M. Dichos conos determinan la “estruc-

tura causal" de la variedad M.

4

Un espacio tiempo es una variedad M de dimension 4 equipada con una métrica Lo-
rentziana. Sin embargo, no cualquier variedad M es un buen modelo de espacio tiem-
po. Para ello, M debe ser orientable, conexa y paracompacta.

Se puede probar por Gram Schmidt que cerca de un punto siempre existe una base
local de vectores x, xo, ..., X, tal que la métrica de g(p) en la base x;(p), ..., x,(p) es de

la forma de la ecuacién (1.6).

e 9
9%’ """ 0%n

La base local no tiene por qué ser { } Este es el caso en que la variedad es
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plana, osea localmente isométrica a R”.

En coordenadas locales {x!, ..., x"} de U < M, la métrica g se escribe como
gijdx' ® dx/, y la matriz inversa de (g;;) es (g'/). Una métrica nos permite pasar de
tensores covariantes a contravariantes y viceversa. Cldsicamente, esto es subir o bajar

indices.

Ejemplo 1.5.7. Si X = x"%, se puede definir x; usando g;j para bajar indices, esto es,

Xi = gijxf.

Ejemplo 1.5.8. Sea B € T, (M) con coeficientes Bfk, es decir B = ngdxi ® aixl ® dx*. Asi

podemos definir el tensor B;ji. como gljB{k, es decir Bijx = gn B}, + g2 B+ + g B},

donde B;j. son las componentes de un tensor 3 veces covariante.

Observacion: cualquier variedad paracompacta, admite una métrica riemanniana.
Cualquier variedad no compacta admite una métrica lorentziana. De igual forma si la
variedad es compacta admite una métrica pseudoriemanniana con restricciones topo-
légicas.

1.5.1. Derivada covariante y curvatura

En una variedad lorentziana M existe una tinica conexién
V:X(M)xX(M) — X(M)dadaporV(X,Y)=VxYtalquepara X,Y,Ze X(M),a,beR
y f, h € T(M) verifica las siguientes propiedades:

1. VxYesR-linealenY: Vx(aY+bZ)=aVxY+bVxZ,

2. VxYesT(M)-linealen X: Vgx,pyZ=fVxZ+hVyZ,

3. VxfY=Xf Y + fVxY,

4. V es simétrica o libre de torsién: VxY -VyX =[X,Y],

5. V es compatible con la métrica: Xg(Y,Z)=g(VxY,2)+g(Y,VxZ2).

Llamaremos a Vx Y la derivada covariante de Y en direccién del campo vectorial X,
mientras que a V la llamaremos conexion lineal o afin sobre M.

Notemos que esta definicion generaliza el concepto clasico de derivada en R”.
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m
Definicion 1.5.9. SeaV una conexion en M, (U, ¢) una cartade M, pe U y { (%) }
Pli=1

base asociada a la carta de T, M, entonces V 4 % € X(M). Los simbolos de Christoffel

oxt

deV con respecto a la carta son funciones Ffj € T (U) definidas por

\V 9 =Tk 9
Zoxi  \gxk)

Ejemplo 1.5.10. Sea M =R" el espacio euclidiano. Si Y € X(R") entonces es de la forma
Y = y'e; para algunos y' € T(M). Definamos la conexién plana sobre R" por

VxY = (XyDe;
= (X i)i
Y axi
Ademds VL% =0 para todo i, j por lo que FZ.C]. =0, Vi, j y k. En este caso, tenemos que

X
VxY es la derivada direccional usual de una funcion de valor real.

En general existen muchas derivadas covariantes que satisfacen de 1. a 3. pero
existe una tinica que satisface de 1. a 5.y es llamada conexi6n de Levi-civita.

Teorema 1.5.11. (Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana). SiM es una
variedad con métrica g, entonces existe una tinica conexion afin y simétrica compatible
con la métrica.

Usando que (g'/) es la inversa de la métrica (g; j) junto a que si existe V con tales
condiciones del teorema anterior, se obtiene la formula intrinseca para los simbolos
de Christoffel

k_ Lok (981, 0gij 08ij

< - : . 1.7
o2 ox;  oxt  ox! (1.

Lema 1.5.12. V es libre de torsion si y solo si, en cualquier carta coordenada
Ffj = Ffi, paratodol<1i,j, k< n.

Lema 1.5.13. Si X,Y € X(M) y X, = Y, para alguin p € M, entonces (VNxZ), = (VyZ)p,
para todo Z € X(M)

Definicion 1.5.14. Un campo vectorial a lo largo de una curva a : I — M es una fun-
cionZ:1— TM tal que Zy1) € Tq(y M, para todo t € I.
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Definicion 1.5.15. Sea a : | — M una curva en M, definimos el campo vectorial tan-
gente adicha curva; Ty, por (Tg) e = (@) ¢ (%), donde t es la coordenada natural para
I.

Observacion: en coordenadas locales

da’ 0
T = (|— .
a(r)

dt o0xt

Definicién 1.5.16. Sea a : I — M, Y € X(M). Definimos la derivada covariante de Y
respecto a a por VrY. Dado ty y X € X(M) tal que Xq(1y) = Tawy), V7Y es el campo
vectorial a lo largo de «, dado por

Vr¥auy = VxY)aw,), paratodo X € X(M).

Ejemplo 1.5.17. Sea M el espacio euclidiano 2-dimensional, a(t) = (cost,sint) para

0<t<2m Y e X(R? dado por Y = ye; — xe,. Sea Tom = dd—‘f(t) (%) " asi tenemos
a

T =—sinte; +costes.

Si X = -ye +Xxey tal queXa(t) = dd_atl(t) (%

V1Y =VxY. Luego

) o’ entonces Ty ) = Xa(r) ¥ por lo tanto
a

VxY = Vx(yer—xep)

= Xye —Xxep (por la definicion de conexion del ejemplo[1.5.10)
= (—yert+xex)yer —(—ye1 +xez)xer

= ( Y + xay)e ( g +x—)e

T TV TR T e TG,

= Xxeyt+Yyes.

Evaluando en la curva (Vr1,Y) ., = (VxY)a(, porlo tanto (VxY) 4 = coste; +sin te,.

al(r)

Lemal.5.18. Si f € T(M) ya : I — M son tales que f oa es constante, entonces Ty f = 0.
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Demostracién. Por definicién

na )

=(%)(foa)
=0.

O
Lemal.5.19. Seaa:1— M, Y,Z € X(M) tal que Yy (1) = Zo(y) para todo t € 1. Entonces

Vr7,Y=Vg,Zalolargodea.

Si Y es un campo vectorial a lo largo de una curva «, la derivada de Y alo largo de
a estd dada por Y' = V7, Y, donde T, es el campo vectorial tangente a la curva a.

Definicion 1.5.20. Sea Y € X(M). Diremos que Y es transportado paralelamente a lo
largodelacurvaa : 1 — M siV1,Y =0.

Con la derivada covariante se puede construir la funcién transporte paralelo a lo
largo de curvas. Pero antes, enunciamos el siguiente teorema, resultante de aplicar el
teorema de existencia y unicidad de Picard [ver [9], p. 228].

Teorema 1.5.21. (Levi-Civita, 1971) Sea a : [c,d] — M una curva, p=a(c) yY € Ty M.
Entonces existe un uinico campo vectorial Y que es paralelo a lo largo de la curva a tal
que Ya(c) = Yp.

Definicion 1.5.22. La funcién transporte paralelo desde a(t,) hasta a(t,) a lo largo de
a se define por

Pavtlvtz : Ta(tl)M - Ta(tZ)M

Yoy — Ya(n)

donde Y es el tinico campo vectorial paralelo a lo largo de a tal que Yo 1) = Yo 1,)-
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Yain)

}}ﬂ'(tl)

alf)

al(t)
Definicién 1.5.23. Una curva a sobre M es geodésica con respecto a la conexion si
V1, Te =0.
Una geodésica es una curva cuya tangente es transportada paralelamente.

Como Y’ =Vr,Y,donde Y = y' %, a = (x'(1)) y V.o 3% =T7 5%, entonces

Y’:iniyji coni=%,
axi = 0x/
:xivﬁ (yj%)
= 5V )
m
%l %ii5§;5+ frﬁégg)
=i’ ?;,7+y]r?})mc—m

Concluimos que Y es transportado paralelamente a lo largo de a siy sélo si

dx'oy™ i ,dx!

— + .——=0 conm=1,2,...,n,
dt ox' Vi dt

es decir, si

dy™ . dx’
—— 4+ /T =0, conm=1,2,...,n,
dt Vi dt

con la condicidn inicial y(0) = p = Y4 (0), tenemos solucion unica, y esta solucién nos
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da las coordenadas del vector paralelamente transportado a lo largo de la curva
a(t) = (x'(0).

Un caso especial es cuando a' (1) es transportado paralelamente. En este caso
a'(t) = & % y la ecuacién diferencial del transporte paralelo se transforma en

d?x™ mdxidxj
3 +T7 e =0, conm=1,2,...,n, (1.8)

pues F;?}(t) = F;.?ll.(t).

Estas son las ecuaciones diferenciales de las geodésicas en M. No siempre es posi-
ble probar que las soluciones de la ecuacién existen para todo t € I.
Silas soluciones estan definidas para todo t € R, con las condiciones iniciales x’(0) = p
y %(0) = v!, diremos que M es geodésicamente completo.

Definicién 1.5.24. El tensor de tipo (}) llamado tensor de curvatura Riemann - Chris-
toffel de una variedad (M, g) es la funcion trilineal R:X(M) x X(M) x X(M) — X (M)
definida por

RX,Y)Z=Vx(VyZ)-Vy(VxZ)-Vix, v Z.

En coordenadas locales

oxi  lkgyl

(2. 2)2 ¢
oxJi’ dxk

Asi jok es un tensor de T31 (M).

También se puede obtener el tensor de curvatura de Riemann como un tensor 4

veces covariante obtenido del tensor (3)

Observacion: el tensor de Riemann - Christoffel de tipo (9) como funcién
R:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — T(M) estd dada por

RX,Y,Z,W)=gR(X,Y)Z,W).

En coordenadas, esto es R = R; jr;dx’ ® dx/ ® dx* ® dx', luego R;jx; = gimR".
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Lema 1.5.25. Sea (U, ¢) carta con {(%) ,..,,( 0 ) } una base asociada a la carta de
p p

TyM para p € U. Entonces

R 0 0)0 ar’ +T7rk ar’ r’"r 9
oxi’ oxk ) oxi  \axi ik ikt imT 5k km) gyl

Demostracion. Por Definicion(1.5.24} en coordenadas de la base de T, M se tiene

R(a 6)a_v (V a)v (V a)v 0
oxi’0xk)axi 57\ aEo 3k \ 5.7 Oxi 5077 3xk | Ox1”

a 0
donde [W’W]f 3 axkf axk ax]f entonces [a 71 3y k] 0,V feX(M).
Luego

0x/ dxk) oxt oxd \ oxk OX! ok \ 5.7 Oxt
0 0
_ I _ 1 9
_vﬁ(rkiax’) vaxlk r”Ox’)
0o _, 0 m 0 o , 0 m 0
= oxi ki Tl (V 2 axm)‘ﬁrf@‘%(%—axm)
_ 0 1 0 myl 0 0 l 0 myl 0
"ot kgt Tkt T g gy ~ i ko
_ 0 1 myl 0 ! myl 0
_(Er +szr]m axkrl]_rlfrkm)a L conls=m<n.

O

Ejemplo 1.5.26. Calcularemos los coeficientes jo i bara la esfera S%. En coordenadas
esféricas {r,0, ¢}, se deduce que

1 0 0
(8ij)=10 r2 0
0 r?sinf
y la matriz inversa de la métrica
0 0
gh=0 % 0
0 1

r2sin@
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Cdlcularemos los simbolos de Christoffel usando la ecuacién (1.7), en cuanto a notacion,
tacharemos todos aquellos términos que se anulan debido a la métrica o a la inversa de
la métrica. Ademds recordemos queT f = F;? i

g}/{ ag)/{ 0822 ) (5822 0822 0822 ) (5832 0832 082 ) ]
rl, = _ _
22 2[ b or +g* 36 36 a6 +g" 30 90 o¢

0 0 0 0 0 0 0 0
T o e e e M e |
10r?sin 9

2 or
= —rsin?0,

B R

l\JI»—l

F‘i’f%[ gsf(aag; 0;24 Ggﬂ) )g;z gl Gg;s/ agﬂ) 33(/5% 0gss ]

1 1 0r?sin20
"~ 2r2sin29  Or

~N | =

)
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cr3 713 _1
asi F13—F31—r.

dgs 0 0gy 0g 0 0gs3  0gss 0
L ) o )

1 1 dr?sin%6

2r2 90
= —sinfcos0,

1 087 085 08 0822 08 08 0g33 0g
r%:i[gﬁf f+ 626/_ af{)ﬂg’%( 3 6/;3/_ af){) +g” }2/ 00 o ]
1 1 dr?sin®6
T 2r2sin?0 00
= cotd,

asi 1"33 =T gz = cotf. Elresto de los coeficientes de Christoffel se anulan.

Ahora, podemos calcular los componentes del tensor de curvatura usando Lema|1.5.25
Por otro lado, podemos esperar que todos los coeficientes son cero, pues . Verificaremos

algunos de ellos, también tachando aquellos simbolos de Christoffel que son cero.

Ry = 09/+//+F21r22+// rzz 1“22/ }7// /F:n
:—( r)+5
=0,

= BB S B S - B -1

:o,
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Ry = %%+%F%2 "‘%%"‘%%‘ %rfz _%%_ S _%%

0l 1

Rj3y = %%"‘ T55T5 "‘%ngs +%%‘ %ngs _%%_%rzz ~T5;T3,

1 Ocotf 9
——r;—W—cot 0

= —1+ (csc®0 — cot?0)

=0.

Andlogamente, jok =0paratodoi,j,k,1=1,2,3.

Definicion 1.5.27. El tensor de Ricci R; jdxi ® dx! es el tensor de tipo (9) obtenido por

la contraccion del tensor de curvatura

.= Rk

Definicion 1.5.28. La curvatura escalar se define por R, el cual es la contraccién del
tensor de Ricci g'/R;j = R.

Observacién: R; = g'/ Rl? T la curvatura escalar en términos del tensor de curvatura.

Se sigue directo de la definicién

Lema 1.5.29. El tensor de curvatura de Riemann Christoffel de tipo (1) tiene las si-
guientes propiedades de simetria:

1. RIX,Y)Z=-R(Y,X)Z,
2. §RX,Y)Z,W)=-gRX, Y)W, 2),

3. RIX,Y)Z+R(Y,Z) X+R(Z,X)Y =0.
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Observacion: en coordenadas, estas propiedades se escriben como:

1 _ _pl
1. Rijk_ Rikj’

2. Rijkm =—Rjikm>

! ! 1 _
3. Rl.jk + Rjkl. + Rkij =0.
Parte 3. del Lema|1.5.29|es llamada primera identidad de Bianchi. Mientras que la iden-
tidad que satisface para la derivada covariante del tensor de curvatura, es llamada se-

gunda identidad de Bianchi:

Proposicion 1.5.30. Sean X,Y,Z,V € X(M), la derivada covariante del tensor de cur-

vatura de Riemann Christoffel verifica

VxR(Y,Z)V+VyR(Z,X)V+VzR(X,Y)V =0.

ion: i 0 0 )0 ._ 1 0
Observacion: podemos expresar el campo vectorial V o R( 337 axk) 3 = Vle.].k 3T

Asi, laidentidad de Bianchi expresada en coordenadas es

VinR} i+ ViR, +V,R

imj

0.

ikm ™

Esta ultima propiedad es importante para determinar el tensor de Einstein.



Capitulo 2

Algunos preliminares de relatividad

general

La estructura de este capitulo se basa en [10,12], en el cual se presentan las defini-
cionesy teoremas necesarios que nos permiten obtener las condiciones bajo las cuales

resolveremos el problema.

Asumiremos (M, g) una variedad Lorentziana y entregaremos breves nociones acer-

ca de causalidad y orientacion temporal para definir un espacio-tiempo.

2.1. Introduccion arelatividad

Un espacio-tiempo es una variedad lorentziana (M, g), haussdorff y de dimensién
4. Generalmente (M, g) estd equipada con informacién extra que sirve para modelar el
electromagnetismo, la materia, los fluidos, entre otros. Asi M describe la historia com-
pleta de un proceso fisico. En otras palabras, M no es un conjunto de puntos sino mas
bien un espacio de eventos o sucesos donde la métrica g codifica informacién sobre
el espacio - tiempo y la gravedad. Por ejemplo, g permite definir causalidad, distancia,

tiempo, velocidad, aceleracion, rotacion, rigidez, simultaneidad, ortogonalidad, etc.

Por ejemplo, una particula se modela como una curva y : € £ R — M con cierta

masa m € (0,00), un intervalo &.

59
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Cuando se estudian particulas, g equipa a M con un sentido de futuroy pasado, como
veremos mds adelante, y se dice que M debe ser temporalmente orientable.

También g nos permite definir una longitud de arco que modela el tiempo a lo largo
de v, lo que reemplaza el tiempo newtoniano.

Por ejemplo, si consideramos R? con la métrica lorentziana

g= du' ® du' — du® ® du?,

1 0
con 1= (0 1) es la matriz de la métrica de Minkowski en la base {eg, e;} de R?. Si

V = (x, y) es un vector tipo luz, entonces

1 0)/f=x 5 5
, = — :0,
(xy)(o —1)(Y) Y

por lo que los vectores tipo luz ocupan las bisectrices de cada cuadrante y dividen al
espacio en 4 regiones.

Para vectores tipo espacio se tiene x> — y? > 0. Para algtin r € R? — {0}, se tiene

Y
-

interior de las hipérboles laterales.

x> - y? = r?. Luego (]7‘)2 —( )2 = 1. Por lo que los vectores tipo espacio pertenecen al

Por otro lado, para vectores tipo tiempo tenemos x% - y2 <0y para algin
2 : 2_ 2 .2 V2 _(x)2 _ ;
r € R% — {0}, se tiene x* — y* = —r*. Luego (£)” — (%)” = 1. Por lo que los vectores tipo

-
espacio pertenecen al interior de las hipérboles superior e inferior.
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Vector fc‘lnl:ul‘:i] ,»\-‘vc'(‘TnI‘ (“\l)il('.l?lf
A

Y

\»\'wr-ru] luz

2.2. Estructura causal

Para analizar la equivalencia fisica de objetos geométricos, consideremos que pa-
ra cada p € M podemos identificar g(p) como un producto interno, esto nos ayu-
da a crear el isomorfsmo entre T, M y su dual T, M tal que dado V € T,M se tiene
gp)V,-)e T; M. En coordenadas locales, esto es V"% — gij(p) Vidx/. Este isomor-
fismo determina isomorfismos entre espacios de tensores que corresponde a subir y
bajar indices. Asi, dos tensores son fisicamente equivalentes si estdn relacionados por
este tipo de isomorfismos.

Para mayor detalle de lo que veremos en esta seccion, ver [12].

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que X,Y € X(M). Para hallar los tensores fisicamente
equivalentes a X ® Y, en coordenadas de la base, consideremos X = X' 2=, Y = Y/ -

i P axt’ axJ*
=Xy Lol
Luego X®Y =X'Y 3 @ 57

o 0
X, )9Y =g : Xdx @ YF—
g8(X,-) 8ij ok

. .9
— .. XV @ —
=gijX'Y dx ®axk,
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por otro lado,

.0 .
X®g(Y,-)=X’—.®gjkadxk
0x!
.9
. ivj_— k
=gk X'Y 6xl.®dx ,
finalmente, tenemos
g(X,)eg(Y,)=gimX'dx" ® g ¥'dx*
= gimgikX' Y/ dx" ® dx".

A continuacién, veremos algunas nociones de la estructura de espacio vectorial,
donde nos referiremos como producto lorentziano a la métrica lorentziana por la iden-
tificacion g(v, w) = (v, w).

Definicion 2.2.2. Sea (V, g) un espacio vectorial con un producto lorentziano y sea W
un subespacio de V. Diremos que:

1. W es tipo espacio si 8|y es definido positivo.
2. W es tipo luz si 8|y es semidefinido positivo pero no definido positivo.
3. W es tipo tiempo si 8|y no es tipo espacio ni tipo luz.
4. El cardcter causal de un vector v es el cardcter causal de gen{v}.
Ejemplo 2.2.3. Sea (V, g) un espacio vectorial con un producto lorentzianoy seave V.
1. Oes tipo espacio pues 8|y es definido positivo ya que {0y} no tiene base.
2. V es tipo espacio siy solo si g(v,v) >0,VveV.
3. Vestipo luzsiysolo si g(v,v) =0.
4. V es tipo tiempo si y solo si g(v,v) < 0.

Ejemplo 2.2.4. Un subespacio W es tipo espacio si y solo si todos sus vectores son tipo es-
pacio. W es tipo luz si contiene un vector tipo luz pero no contiene un vector tipo tiempo.
Por otro lado, W es tipo tiempo si contiene un vector tipo tiempo.
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Si V es un espacio vectorial de dimensién n y W < V subespacio vectorial de di-
mension k < n, se define WL ={veV | glv,w)=0,Yw e W}, donde wit<v subespa-
cio vectorial (n — k)—dimensional, W+ =W yvV=wWe W+ si 8|y es no degenerado.
(ver [12], cap 1.1)

Proposicion 2.2.5. Sea W un subespacio de V.

1. W es tipo tiempo si y solo si W+ es tipo espacio, y W es tipo espacio si y solo si W+

es tipo tiempo.
2. W es tipo luz siy solo siW n W+ # {0} si y solo si W+ es tipo luz.

Demostracion. 1. = Supongamos que W es tipo tiempo, entonces existe w € W tipo

tiempo el cual podemos suponer unitario. Completando una base ortonormal de V de

.....

es definido positivo, entonces gen{ey, ..., e,} es tipo espacio. Luego W 1o es.

< Supongamos que W+ es tipo espacio ysea v € V tipo tiempo. Dado V= We W+,
entonces v = w + w. Asi

g, v) = glw, w) +2g(w, w) + g(wh, wh)

=g(w,w) +gwt, wh).

Luego g(w, w) = g(v,v) - g(wL, wh) <0.Asi we W es tipo tiempo y por lo tanto W es
tipo tiempo. Lo que sigue de 1. se obtiene de W+ =W,

2. = Para probar el tercer enunciado, notemos que W tipo luz implica que wy € W

vector tipo luz que no es tipo tiempo, entonces para todo a € R, w € W se tiene que
g(w+awy, w+awpy) = g(w, w) +2ag(w, wy) = 0.

Dado que a € R es arbitrario, tenemos que g(w, wp) =0,Yw € W, entonces wy € wit y
por lo tanto W n W+ # {0}.

< Por otro lado, consideremos que si 0 # wy € Wn W+, entonces wy es tipo luz.
Dado que W no puede contener un vector tipo tiempo debido al primer enunciado,
entonces W es tipo luz por Ejemplo El resto se sigue de W+ = W. O
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Teorema 2.2.6. Dos vectores tipo luz son ortogonales si y solo si son proporcionales.

Demostracion. = Sean v, w € V tipo luz y sea e € W c V tipo tiempo. Supongamos
que g(v, w) = 0. Se debe de tener que g(e, v) # 0, pues en caso contrario implicaria que

e € W+. Esto es, que e es tipo espacio, lo que es una contradiccién.

gle,w)
gle,v)
gle,w)+ ag(e,v) =0, asi tenemos que w + av es tipo espacio. Luego

Por otro lado, para a = -

€ R tenemos que g(e, w + av) =0 dado que

g(w+ av, w+ av) = glw;wy + 2aglw;v) + a* g, v7,

lo que implica w + av =0, esto es, w = —av. Por lo tanto v y w son proporcionales.

< Por otro lado, si v y w son proporcionales, entonces w = av, para algin a € R.

Luego

g(v,w) = agly;v),
por lo tanto vy w son ortogonales. O

Definicion 2.2.7. Sea (M, g) una variedad lorentzianay sea¢: N — M una inmersion.
Sip«(TyN) < Tip(p) M tiene el mismo cardcter causal para todo p € N. Diremos que este
es el cardcter causal de la inmersién ¢ y su imagen ¢p(N) < M.

Esta definicion es usada para curvas en M, campos vectoriales sobre M, en particu-
lar, un campo vectorial X definido sobre U < M es tipo tiempo (respectivamente tipo
luz, tipo espacio) si y solo si para todo p € U, X, es tipo tiempo (respectivamente tipo

luz, tipo espacio).
Sea w una 1-forma definida en U € M y X un campo vectorial fisicamente equiva-
lente a w. Si X posee un caracter causal, es asignado a w. Por ejemplo, si X es un campo

vectorial tipo luz, entonces g(X,-) es una 1-forma diferencial tipo luz.

El conjunto £y < M de todos los vectores tipo luz es llamado cono deluzen V.
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Proposicion 2.2.8. El cono de luz £, es una variedad tipo luz.

Ejemplo 2.2.9. Sea N =3 y {e1, ez, e3} base ortonormal, entonces v € £ si y solo si sus
componentes cumplen que (v°)? = (v1)? + (v?)? > 0.

Asi realmente £, es representado por un cono sin el origen. Los vectores tipo tiempo

cumplen 2% > wH2 + (1?2 y ellos son representados por los puntos dentro de £, y

tienen 2 componentes conexas 7," y I .

En general para espacios Lorentzianos n-dimensionales, el conjunto 9 de los vecto-
res tipo tiempo es una variedad abierta con 2 componentes conexas J," y 9, , cada una
difeomorfa a R" y para n = 3 el cono de luz también se divide en 2 componentes conexas
£y vy <, » cada una difeomorfa a R x s"2,

Una variedad de Lorentz (M, g) se dice que admite una orientacién temporal si
es posible elegir una componente conexa ;" de 9 para cada p € M de manera que
en cada carta U de M existe un campo vectorial diferenciable X tal que X, € 7. La
eleccion efectiva de 9, para cada p se denomina orientacién temporal de M.

Definicion 2.2.10. Un espacio-tiempo es una tripleta (M, g,V) donde la variedad M es
C®, conexa y haussdorff, V es la conexién de Levi-Civita, (M, g) es lorentziana, orien-
table y orientable temporalmente. Es decir, I = {(p, X) € TM | (p, Xp) es tipo tiempo }
tiene dos componentes conexas.

Hasta aqui, tenemos lo necesario respecto a estructura para la formulacién de la

teoria general de Einstein. Hemos visto que la conexién compatible con la métrica nos
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permite determinar la curvatura a través del tensor de Riemann. En este punto, no he-

mos determinado la métrica corrrespondiente a un sistema fisico en especifico.

Recordando que el tensor de curvatura de Riemann estd dado por
R!. dx'®dx) ® dx* ® -2;, mientras que el tensor de Ricci por R;xdx’ ® dx¥, y por otro
ijk 0x .
lado, el tensor de curvatura escalar S estd dado por R = g/ kRk j» introduciremos un
nuevo tensor de relevancia para nuestro propoésito usando la notacién respecto de las

componentes de dicho tensor.

Definicion 2.2.11. El tensor gravitacional de Einstein de un espacio-tiempo M es
1
G:Rij— Egin.

Observacion: en geometria diferencial se estudian variedades de Einstein, es decir,

que satisfacen que G = 0.

Pero, ;como se relaciona el tensor de energia T, con el tensor de curvatura G?

Einstein responde a esta pregunta con la propuesta de la férmula
G=kT,p, con k constante.

Note que G es un (0, 2)-tensor simétrico. Por otro lado, para obedecer a la ley de la con-
servacion de la energia-momento debe verificar divT;; = 0, entonces G = kT, implica
divG = 0.

Observacién: algunos textos se refieren a div7;; = 0 por V; T*/ = 0 mientras que otros
por V! T;; = 0 por la equivalencia fisica entre V; T'/ y V' T;;, ver [3]. Convendremos en
usar VI T; j-Ademds, para T un (0, 2)-tensor simétrico se tiene que divT corresponde a
la traza de la derivada covariante de T, por lo que tiene sentido probar que la derivada
covariante del tensor T se anula pues implica que la divergencia del tensor también se

anula.

Asi, necesitamos que G de la Definiciéon|2.2.11|{sea compatible con esta restriccion.

Para ello, consideremos la siguiente identidad
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Proposicion 2.2.12.
1
\% (Rab — zgabR) =0. (2.1)
Demostracion. De la segunda identidad de Bianchi tenemos
1 l l _
Vle.jk+VkRimj +V;R;.,. =0,
al contraer j = [, tenemos
0=VyRl, + ViR, +VIiR]
=VnuRir— kal%lm + Vlngkm
=VmRik = ViRim+ ViR,
y multiplicando por g'""
0=Vug"" Rix = Vig" Rim+V18"" R}y,
= VR~ ViR+VR.,
al contraer m =1
0=V;R.-ViR+VR}
;1
= ViR, — ~VR,
2
dado que Vll’?,lC = Vlg”gpsl’{,iJ = V*R, tenemos
N 1 N
0=V Ry — Egskv R
s 1
=V’ | Rg — EgskR )
cambiando por los indices adecuados, se tiene lo buscado. O

Einstein propuso varias posibilidades para G, probandolas notablemente en el pro-

blema de la precesion del perihelio de Mercurio, dando lugar a

1
Rap = k(Tab + EgabR);



CAPITULO 2. ALGUNOS PRELIMINARES DE RELATIVIDAD GENERAL 68

donde R,y es el tensor de Ricci, dando lugar al tensor conocido y definido en2.2.11

Observacion: no cualquier espacio-tiempo es un modelo para la relatividad general.

Se debe pedir que cumplan las ecuaciones de la Definici6on|2.2.11

Definicion 2.2.13. Si M es un espacio-tiempo que contiene materia con tensor de energia-

momento T,y,, entonces la ecuacion de Einstein es
1
Rab - EgabR =8n Tah-

Donde Ry, es el tensor de Ricci, R la curvatura escalar y la constante universal k = 87 es

determinada por comparacion a la teoria de Newton. [ver [10], p. 406]

Ellado izquierdo de las ecuaciones de Einstein es geométricay el lado derecho de-
pende del contenido fisico del modelo, por ejemplo T,;, puede representar un campo
electromagnético, un fluido o incluso ser 0 ante la ausencia de contenido material.
Las ecuaciones de Einstein entre otras muchas cosas nos dice que conociendo la ma-
teria en alguna parte del universo podemos conocer la curvatura del espacio tiempo,
y viceversa. Notemos también que si conocemos g, podemos definir T,;, usando las
ecuaciones de Einstein, pero esto no seria interesante pues T, no tendria necesaria-
mente un contenido fisico. Si T,;, = 0 tenemos que R,j, — %gabR =0, formando un sis-
tema de 10 ecuaciones no lineales de segundo orden para las componentes g,;. Dicho
sistema tiene soluciones no triviales y que calcularemos ante las condiciones estable-

cidas.

También vale la pena destacar que esta interaccion entre la materia y la curvatura
determinada por las ecuaciones de Einstein, no se derivan de principios previos, sino
mas bien forman un modelo conjeturado que describe fenémenos fisicos que involu-
cralainteraccién gravitacional y la exactitud de dicho modelo solo puede comprobarse
mediante la comparacion con el experimento y la observacion. Ademads, existen solu-
ciones explicitas a las ecuaciones de Einstein a pesar de su dificultad. Toda soluciéon

explicita tiene algun tipo de simetria.

Podemos resumir, los postulados de la relatividad general de la siguiente manera:

» El espacio-tiempo estd dado segtin la Definicion|2.2.10
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» Lasluz se desplaza por la superficie del cono y las particulas por dentro del cono,

= La energia, la cantidad de movimiento y la tensién de las distribuciones conti-
nuas de materia en el espacio se describen mediante un tensor simétrico Ty, tal

que V*T,, = 0 debido a la ley de conservacion de la energia-momento.

= La curvatura estd relacionada con la masa y energia mediante las ecuaciones de
Einstein de la Definicién[2.2.13

2.3. Ejemplos de espacio-tiempo

Introduciremos brevemente el espacio-tiempo de Minkowski, usado para descri-
bir fenémenos fisicos en la Teoria Especial de la Relatividad. Y luego introduciremos
el espacio-tiempo de Schwarzschild y las condiciones de las que partié Karl Schwarzs-
child para solucionar las ecuaciones de Einstein.

2.3.1. Espacio - tiempo de Minkowski
El espacio - tiempo de Minkowski M = R* con la métrica
4 . .
g=-du'®du'+) du'edu’.
i=2

(M, g) esté orientada temporalmente por % y orientada segun la orientacion induci-
da por la base ordenada (ey, ez, e3, e4). La conexion V es trivial y R; jx; = 0, razon por la
cudl se dice que este espacio-tiempo es plano. En este caso, G = 0 por lo que kT;; = 0.
Por lo tanto el espacio-tiempo de Minkowski representa un universo vacio, sin conte-

nido material.

Este espacio es importante pues localmente podemos identificar vecindades pe-
queias de un espacio-tiempo con un espacio de Minkowski.

Dadala métrica g = g,-]-dui ®du/, expandiendo y dado que gij=0sii# j, entonces

g= —gndu1 ®du' +g22du2®du2+g33du3®du3+g44du4®du4.
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En coordenadas esféricas (t, 1,0, ¢), tenemos

u=t, u’= rsinfsin g, ud = rsinfcos ¢, u* =rcosé,

luego

gn=1,

g2 = sin?0sin® ¢ + sin? 6 cos® ¢ + cos> O

=1,

g33 = r* cos? Osin® ¢ + % cos? 0 cos? ¢ + r* (— sinh)?

= rz,

gus = 12 sin? 0 cos? ¢ + r? sin® O (- sin ¢)?
= r?siné,

asila métrica g en nuestro nuevo sistema de coordenadas es
g=-dt* +dr*+r*(d0*+sin*0d¢?). 2.2)

Notemos que en estas coordenadas los simbolos de Christoffel no son cero, sin em-
bargo los tensores de curvatura de Riemanny de curvatura de Ricci satisfacen R; jx; = 0,
R;j =0y R =0.Lamatriz de la métrica es

-1 0 O 0
0 1 0 0
0 0 r? 0
0 0 0 r?sinf

Si sinf@ =0y r =0 (caso que no se puede dar), la matriz de la métrica es singular.

Esto significa que no podemos usar solo una carta de coordenadas para cubrir a M.
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Generalmente tomamos cartas en coordenadas polares con dominio

0<r<oo ,0<f0<m y 0<¢<2m.

2.3.2. Espacio - tiempo de Schwarzschild

Partamos de las conocidas ecuaciones de campo R;j — %g,— jR=8nT;;.
Si el tensor de energia T;; = 0, el espacio presenta ausencia de materia (energia). Las
soluciones de Schwarzschild fueron encontradas usando simetrias, estas soluciones
modelan el campo gravitacional fuera de un cuerpo esféricamente simétrico en el cual

se supone ausencia de materia.

Sea (52, h) la esfera unitaria con h la métrica estandar y consideremos m € (0,00).
En R? consideramos las coordenadas (u!, u?) donde u’ : R> — R parai=1,2,y hla
métrica usual de R?. Sea A = (1)1 [(0,2m) U (2m, 00)]. Asi A < R? es abierto y tiene 2
componentes conexas. Definimos M = S? x Ay sean las proyecciones P : M — S%y
Q: M — A. Definamos r = uloQ:M—> 0,2m) U (2m,00),y t = u20Q:M—> R,

donde r (p, (', u®) = u' (!, u?) = u y t(p, W', ud)) = 2.

_2m
r

remos en la siguiente seccion, la métrica de Schwarzschild es de la forma

Se tiene (1 ) es una funcion de clase C* de M sobre (—o0,0) U (0,1). Como ve-

2 2m) !
g:_(1_7’”)dt®dt+(1—7’") dredr+r2P*h,

., . . . . 0 0
la funcion r es un radio y ¢ se interpreta como tiempo, los campos vectoriales 5~y 3;

son tipo espacio y tiempo, respectivamente, donde P, (%) =0=P, (%) y
0o)_ _0 0)|_ _0
Q&)= 3 Q- (&) = 3%

Notemos que M = S? x A no es conexo, pero considerando N = r~!(2m,c0) compo-

nente conexa y g|y la métrica lorentziana orientada y orientable temporalmente por

0

37 se tiene el espacio-tiempo de Schwarzschild (N, gln), de masa 8z m.

Fisicamente si consideramos una estrella esféricamente simétrica de radio ry y ma-
sa M = 8wm con ry > M, entonces la subvariedad U de N definida para r > ro modela
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la historia completa del exterior de la estrella. Dicha estrella se supone que no rota y
que no estd cargada electricamente. Estos casos son mds complicados y estan inclui-
dos en la solucién de Kerr. [Ver [10]]

Calculando el pull back P*

2 2m\ !
g=— (1 - —m) dr + (1 - —m) dr? + r2(d6? + sin2 0 d¢?).
r r

La solucion (N, g) es esféricamente simétrica, es decir, es invariante bajo la acciéon
de SO(3) sobre la esfera S?(ry). g es asintéticamente plana, es decir, g; j=nij+0O (%)
donde 7;; son los componentes de la métrica de Minkowski. Como la masa es inde-
pendiente del radio, para r — oo se tiene que el limite en las coordenadas de tiempo y
radio tiende a 1y asi g = —dt? + dr? + r?(d6? + sin® 0d¢?).

Mads concretamente, en la seccién 2.4 probaremos el siguiente teorema

Teorema 2.3.1. Si una solucion de las ecuaciones R; j — % 8ijR = 0 es esféricamente simé-
trica, entonces es localmente isométrica a la métrica de Schwarzschild

2m 2m\!
g=- (1 — —)dt2+ (1 — —) dr® + r*(do? +sin26dc/)2), teR,r#0yr #2m.
r r

Para probar que la métrica de Schwarzschild es solucién a las ecuaciones de Eins-
tein, se deben calcular las componentes del tensor métrico segin las condiciones pro-
pias del problema. Este resultado es conocido como teorema de Birkhoff.
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En resumen, para (M, g) tenemos las siguientes propiedades:

) . . .
1. 77 esun campo vectorial tipo tiempo.

2. (M, g) es orientable temporalmente.
3. M=8%x Ac §? x R?

4. gij=n;j+0 (%), con 7;j la métrica de Minkowski. Es decir, g es asintéticamente

plana.

5. Cualquier solucidn a las ecuaciones de Einstein que sean esféricamente simétri-

cas son locamente Schwarzschild.

En general, consideramos g para r > ry > 2m como la solucién fuera del cuerpo
esférico de radio r, donde 2m representa el radio de la estrella. La métrica en el inte-
rior del cuerpo estd determinada por el tensor de energia del cuerpo, asi una primera

restriccion es r > 2m.

La métrica es singular para@ =0y 6 = 7, o bien cuando r =0, r =2m. Aqui 6 =0,
0 = © son singularidades triviales debido a las coordenadas polares para 0 < 0 < m,
mientras que los puntos r =0y r = 2m los debemos quitar del dominio de coordena-
das. Si m > 0 cualquier curva continua que comience en la regiéon r < 2m tiene que
cruzar r = 2m antes de llegar al "mundo exterior", donde se permite que r — co. Por
lo tanto quitamos la hipersuperficie llamada horizonte de sucesos r = 2m de nuestra
variedad y esto transforma a M en R x {(0,2m) U (2m, 00)} x S2. Dado que M es conexo,
debemos escoger un tramo del dominio de r y como la regién r > 2m representa el
"mundo exterior. la estrella, finalmente nos quedamos con M = R x (2m,00) x S.

Observacion: no existen métricas de Lorentz que extiendan la métrica de Schwarzs-
child a través de r = 0. [Ver [13]]

;Serd posible extender M a otro espacio tiempo tal que (M, g) estd isométricamente
inscrustada en el nuevo espacio tiempo (M, g')?. Extenderemos M, extendiendo el

dominio de la coordenada r mas alla de r = 2m, es decir, al interior de la estrella. Para
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ello, definamos la llamada coordenada "tortuga”

. dr
r*= [ Im

r

=r+2mln(r-2m),

yseav=t+r*.Asidv =dt+dr* porlo que dr* = dv—dt. Ademds tenemos que
dr*=—t—dr y dt=dv-dr*.

-
1_2m

Ahora, escribamos g en términos de (v, 1,0, ¢)

g=- 1—27’" dt2+(1—ZTm)_ldr2+r2(d02+sin29d¢2)
=— 1_27’" (dv? -2dvdr* +d(r*)? + dvdr* + r?(d6? + sin® 0d¢?)
=— 1—27'" dv2+2(1—27m)dvdr*—(1—sz)d(r*)2+(1—ZTm)d(r*)2+r2(d62+sin29d</>2)
=— 1—27'" dv® +2dvdr + r*(d6? +sin’0d¢?), (2.3)

con (1- 27’") dr* = dr. Claramente la matriz de la métrica es

2
-(1-2) 1 0 0
1 0 0 0
0 0 r? 0
0 0 0 r2sin%0

Notemos que la ecuacion permite que r = 2m, pues la matriz sigue siendo
invertible, luego podemos extender nuestro espacio-tiempo a R x (0,00) x S, lo que
nos sugiere que la singularidad r = 2m es simplemente una eleccion "no adecuada"de
coordenadas. Intuitivamente, esto se comprueba porque ningtin polinomio escalar del
tensor de curvatura diverge cuando r — 2m y por otra parte, cuando r — 0 se tiene que

R;jkm — oo, fenémeno llamado espaguetizacion.

(v,1,08,¢) son llamadas coordenadas Eddington - Finkelstein, y su extensién nos
sefiala que r = 0 es una singularidad, es decir que no es posible extender el espacio

tiempo para r =0. Si r — 0 estamos en presencia de un agujero negro.
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iy
r=2m

Horizonte de sucesos

. 9 . . 9 . . . .
Si r >2m, entonces 3; es tipo tiempo y 3 es tipo espacio, mientras que si r < 2m

entonces % es tipo espacio y % es tipo tiempo. Esto implica que un observador que
pasala barrera r = 2m no puede devolverse, por esto la hipersuperficie Rx {r = 2m} x S
se llama horizonte de sucesos.

Definicion 2.3.2. La region {r < 2mj} para la métrica es una region de agujero ne-
gro, en el sentido de que los observadores o las sefiales pueden entrar en esta region, pero
nunca salir de ella.
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2.4. Lasolucion de Schwarzschild

Consideremos un cuerpo esférico (una estrella o agujero negro) de masa m centra-
do en el origen de coordenadas de R3. El campo gravitatorio que produce se represen-
tard por una métrica, que sustituird a la de Minkowski, que tendremos que calcular.
En el exterior de la estrella el tensor de energia T;; es nulo y por tanto el tensor de
Ricci de la métrica ha de ser nulo. Por la naturaleza del cuerpo, es légico suponer que
el espacio-tiempo que buscamos tiene simetria esférica lo que significa que podemos

escribir la métrica de espacio-tiempo en coordenadas esféricas como
g=-Udt* +Vdr® +r*(Sd6* + Qsin*0d¢?),

donde U, V, S, Q son funciones que debemos determinar bajo las condiciones del pro-

blema:

1. Simetria esférica: Las funciones no dependen de 6 ni de ¢. Ademas, la parte

angular de la métrica deberia tener S = Q.

2. Estatica: La simetria esférica implica en el vacio y localmente, la existencia de
dos simetrias: traslaciones en la coordenada t y reflexiones del tipo ¢ — —¢, don-
del- 27’” > 0. Una métrica con estas dos propiedades se llama estética. Asi, cual-

quier derivada respecto a ¢ de cualquier componente métrico se anula.

3. Solucién en el vacio: Fuera del cuerpo que es fuente de curvatura no hay materia

o energia. Es decir, tenemos que T;; = 0.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer a S = Q = 1. Asi la forma de las solucio-

nes de Einstein en su forma limitada viene dada por
g=-Udt* +Vdr® +r*(d6* + sin*0d¢?),

donde tenemos la matriz de la métrica

-U 0 O 0

o vo o

Bin=l o o 2 o
0 0 0 r’sin’f
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y su inversa

-5 0 0 0
1
0o 0 & o
r
1
0 0 0 r2sin®@

Ahora, usando la ecuacién de Einstein
1
Rij—iginZBT[Tij

hallaremos las funciones U y V. Para ello, deberemos calcular los tensores de Ricci
R;j y el tensor escalar R por lo que primero, usando la ecuacion (1.7) calcularemos
todos los simbolos de Christoffel, considerando las propiedades de simetria dada las

condiciones del problema.

1
2

0 _ L 00
F'oo=58 )

Og/m{+ 0gos agp({) 0

ot ot ot

_10 zlgoo(agoo+ae‘>ﬁ)ﬁ/_ ag)/J)
02 oxl 0t ot
:1 009800
2°  oxJ
11 ou

22U x)’

de aqui notemos que dado que U es funcion de r. (Para j = 1 no se anula)

rg, =g, =1
02107 5 or’
mientras para j # 1
0 _ 10 _
Foj—FjO—O.

Si ahora consideramos i # j # 0, obtenemos

0 _10 _
rij_rjl._

)

lgOO agO; + agOJ - 6g//]/) =0
2 ox]  0xt ot



CAPITULO 2. ALGUNOS PRELIMINARES DE RELATIVIDAD GENERAL

78

rl - 1 11&}0/ 68)0/ 0800
0=58 5 " 8r  or
1 1,080
Zg or

_ 110U

“2voor’

1 4,(0gn 0gn ag)/()
rl =gl + _
H 2g or or or
:1 110811
2 or
110V

“avar

i1 11(/5/2/ 08y 082
2758 00  or
_1 082
2 or
_110r?

2V or

111 g)/f Gg}/g/ 0833

28 6 /&p or
1 41,0833

2% or

11 0r?sin®6

2V or

rsin®6
\%4

r33_

)

considerando j # 0, tenemos

1 _r1 _1 gll )A{ ag}/ ag))/
Foj—rjo

2 xJ ot or
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considerando i # j y que V depende solo de r (En particular i # j # 1), entonces

1
1 1 11

0gii 081 agij)
oxi  oxt  or

)

r2, - lgzz (}?%{Jr 082 agoo)

2 ot ot 00
1 ,,0800
28 50

ahora, si tenemos que i=j

2 _
1—‘ii_

1 22(582i agZi_agii)
28 \oxf "oxi 00 )’

notemos que para i = 1 se anula, mientras que para i = 2,

2 _ 1 9(0822 68,22/ 0g
F=38 (ae T80 b0
_1 2082
2% 00
_110r?

T 27200
=0,

parai=3

2 = lgzz Gg/%(+ ag,%/_ 0833
387 ¢ Op 00
_ 1 5,083
~ 28 Tap
_llérzsinze

2rz2 00
= —sinfcos0,
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por otro lado,

1 (08 002 0g
2 -2 — - 22(/ + B
=27 58 730 " 50~ éo

1 ,,08»
_Zg or
_110r?
272 0r

2. =12 _1 g2 ,2{ Gg){ Og/{)
13=14317 0

2 00 or 0
=0,

1 0 0 0
13,=1%, = 56 222, 280 06)

2 op 00 0
1 5,082

:Eg W

_110r?

" 2r29¢

=0,

oL 33(//%{ 083 08oo
00 =

25 Vbr " ar oo
1 330800

7285 50
1 1 dU

" 272sin20 0
-0,
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para j #0

1 53(0g3  083; 08
rgj:r%:ig%tgjf T

_1 3308
~28 bt

mientras que para i # 0y dado que g;; #0siysolosii=j

rs -1 33(5831' L 08si ag/)
) oxi  ox! /54)
_ 330833
0¢
1 0or*sin®6
" r2sin%?0 8¢
-0,

por otro lado, para i # j

2° \oxi "~ axi B¢
_ L s (6831' N 6831')
2 ox;  oxi )’

basta fijar j = 3 con i # 3 para obtener los que no se anulan.

1 0831 0833
-

1 1 0r*sin®f
"~ 2r25in20  oOr

M

N || -
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ng = F32 = %g% ag(p + %)
1 1 dr?sin®6
T 2r2sin?0 06
_ cos6
~ sinf
= cotf.

Ahora, debemos calcular los tensores de Ricci, expresados en términos de los sim-

bolos de Christoffel, sabemos que

0 o}
k _ k k k k
Rij R’k] @F r?;rkm Ox ]rlk_r:rllcr]m’ (2.4)

expandiendo la suma

a 0 a 0 0 a 1 1 a 1 1
Rij:p/w?}r(,m S0 r?gr]m+a—r AT, - > —T; ~T{T,

0 0 0
+£r2 + T3, — » ]rfz LS +Epr3 +T{T3,, — > ]r§3 TS, (2.5)

ahora, calcularemos los términos R;j con i # jy j #0.

) ] G
0 1 1 1 1
Roj =T{iT0,, 71/ ool m %ro/ng”jrlm—%/nﬁ—rg}rjm
)
2 2 3
+ +rmr 62 DOZij+9¢/Y{j+F(?}FSm_ 03~ L8 r]m’

mientras que para aquellos términos que no se anulan, tenemos

r’”.rgm =0 sim=0,2,3. Y para m = 1 tenemos %1“81 =0,

F&‘)F? =0 sim=0,2,3.Yparam=1y j#0 tenemos roo =0.
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Andlogamente, tenemos

1
rg}rlmzo’

2
F(SI}FZm:O’

3 _
r(r)’;'r?)m_o’

F{ﬁl‘}m =0 sim=1,2,3, mientras que param =0y j # 0 tenemos FgleOZO.

Luego

Ryj =0, para j #0.

Para R;j con i # j con ningin termino cero, consideremos (2.5). Notemos que re-

visando término a término

[0, #0 sim=1,luego I';;Tg #0 sii=j,

0
I9% #0 sii=1. Asi —T9

0 (10U
oxi 107 6xi

v

r9,#0 sim=0yj=1,luego T3], #0 sii=j=1,

0 1 L.
EFU:O,pues Fl-j;éO sii=j,

1l £0si Tl =0 sim=1,entonces T}.T}, #0 si I'}. #0 sii=j,
ij-1m 1m ijt 11 L

—T7j, #0 sii=1, pero i(ia—v)#() sii=j=1,
oxJ ! 0xJ \2V or
dado que
F?’fl“}m = F?lr}o + Fz!lr}'l + F?lr}z + F?IF}S’
y como

F}o #0si j =0, entonces F(l.)ll“}o =0,
Flll #0sii=1, luego Fhl“}-l #0sii=j=1, entonces F}IF}.I =0 parai#j,
Tl,#0si j=2, entonces T5 T, #0sii=j=2. Asi[%T},=0parai# j,

1"‘?-’1 #0sii=3,luego Fgll"}g #0sii=j=3, entonces F?lf}g =0parai#j,
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por lo tanto
mrl
1—‘ilrjm_o’

por otro lado

1
F?j #0 sii=j=3,0biensii=1y j=2 (oviceversa). Como F%Z:FSI =—,
,

01

luego =0vyasi 61“2 =0
e U

1

F?}F%m #0sim=1, luego r,.jrgl #0sii=j, entonces F?}F%m =0parai# j,

I2 #0 sii=1, asi irg _ 0
i2 4 ax] 12

1 0
o —)750 sii=j=1, luego —F?Z:Oparai;éj,

r oxJ

de otro modo, dado que

mp2 2, plp2 212 372
Lol = Uil + Uil + T3, + 1551,

tenemos
[T #0sii=j=2,

T5T%, #0sii=j=1,

T3, #0sii=j=3,

asi, tenemos que

2 _
F;’;ij—o.
De otro lado, se tiene
3. #0sii=2vy j=3 (oviceversa), o biensii =1y j =3, donde 9 cot=0 9 1—0
ij =cyJ]= ) =lyJj=95 3¢ = Ya(pr—’
asi
3 _

Al expandir los términos

3 0 113 1213 3
IS, = Fij%+ Uil + 155 + 1505,
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y como
F}j #0sii=j=1, luego l“ll-jl“g1 =0, parai #j,

y al expandir los términos no nulos, tenemos
213 _p2 3 2 13
[5il3p =I5 + 15 T35

1 1
= —cotf + —cotb,
r r

por lo tanto
2
mpr3
L ;cot@.

Ademds, notemos que

01 0
F‘:-‘g;éOsii:losii:Z.Comoﬁ;;ﬁOsii:j:I, y —cotf #0 sii=j=2,

X oxJ

0
luego EF% =0 parai#j.

Finalmente, expandiendo

mp3  _ 3 , 13 1213 L33
FiSij_%rj0+ri3rj1+ri3rj2+ri3rj3’

donde
[jsT3 #0sii=j=3,
[T, #0sii=j=3,
F‘Z?gl“*;’.g #0sii=1y j=2 (oviceversa),
asi

mpr3  _ 13 13, 13 13
Ligl,, = Tisls + Tsls

1 1
= —cotf + —cot#,
r r
por lo tanto, tenemos que para i # j

2 2
R;j = —cotf — —cotf
r r

=0.
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Ahora, veamos los tensores de tipo R;;, coni=0,1,2,3.

0 0 0 _, 1 0 1
Roo :ﬁ_/g+%_?_{fg_%+ 5, L00 t Tool'1m —?—{’ﬂ(ﬁ— Lol om
0 , 0 2 0 3 0 3
%%"‘ Lool2m — 3702~ Lol om +9_¢/’/£+ Lool3m — 37 037 LosTom

asi, considerando m =0, 1,2, 3 y los tensores que no se anulan (m = 1), tenemos

0 1 1 -1 0 1 1 2 1 13
Ry = Eroo +gol'11 =170l 00 + TooT21 + ool 315

reemplazando cada simbolo de Christoffel correspondiente, obtenemos

G(IOU)_I_IOUIGV 10U10U+15U1+10U1
2V Oor 2V or 2U O0r2Veor 2Vorr 2VOrr

=57 \2var
Dado que
d ( 1 aU) 1[{SFv-$ ¥
or\2var) 2 V2
_10°U 1 dUOV
2V or2  2V2or or’
se tiene
_10*U 1 0U0V 1 (6U)2+ 1 0U 2.6
Y7 ovorz av2or or 4aUV\or rv or’ '
Por otro lado, de (2,5) tenemos
0 9 0 10 12 0. 2 2 1 13 3 3 3
Ry =TT = =T —Tplhp + Il = EFIZ — Il + T - Erls -l

or

al reemplazar y reducir, obtenemos

PU ou)?
1 oUdV ZU(W)_Z(T) 1 (0U)2 1oV 2 2
rvVor r® r?

Ryj= ————— — _ -
U7 4uvior or 4U2 402\ or
__1auov 10U 1 (6U)2+ 1 9V 27
AUV dr or 2U ar2  4U2\ or rvVor’ '
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Ahora, también de (2.5) se determinan los términos no nulos
Ryp =T2,T0 +Qr1 +rirl —r2rl, +rirs - 9 —I3, -1
22 = 122401 622 22411 21+ 22 22+ 31 90 23 23123
reemplazando y considerando que 6%‘39 = —(csc? ), tenemos
— 0U+ V+r(6r) i (av)+1+cot9 cot’6
22750V or V2 “2v2\ %
—-r oU 1+ r 6V+1 2.8)
2UV or V 2VZ290r ' )
De la misma manera, segun (2.5)
0 4 1 11 3 1 2 1 12
R33 = F33F01 + 6rr33 + 530 T3 53 + @rss +I331%, = I3 2F33 )
reemplazando y al reducir, tenemos
R -r . 266 sin29+rsin29(6V) rsin29(6V)+ 29
= sin“0— — — |- sin
BT ouv or Vv vz \or 2v2 \or
-r 0U 1 r V+1 sm@
2V or V 2V2 or
por lo tanto
Rs3 = Ry, sin 6. (2.9)
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Ahora buscaremos el escalar de Ricci R = g'/R; j- Reemplazando, tenemos

R=g"Roo+g" Riy + g Rz + g% Rs3

= 8" Roo + "' Ri1 + g Raz + 8% Rppsin”0
1 1

1
= ——Rgo+ —Ri1 + — Rap + ———— Ry sin60
g oot Rt et o 5 a i
1 1 2

= ——Rgo+—Ri1 + — Ry,
TR TR 2

luego reemplazando (2.6), (2.7) y (2.8) tenemos

1 é°U 1 UGV 1 (dUY* 1 oU 1 oUoV
20V orZ | auv? EEUUZV(E) TTUVar  aUVZ or or

1 0°U 1 (U 1 0V 1 U 2 1 oV 2
20UV ar2 +4U2V(E) “TVZar ruver v m2ar 2

por lo tanto

-7
(2.10)

1 3*U 1 oUdV 1 (6U)2 2 U 2 AV 2( 1)

- + — 4 — - —_—t ——+ —
UV or2  2U0V20r or 2U2V \or rUv or rV2or r?

Dado que la soluciéon de Schwarzschild concierne con el espacio tiempo exterior
de una estrella esféricamente simétrica, fuera de la estrella no hay masa. Por lo que

consideraremos T;; = 0y las ecuaciones de Einstein resultan
1
Rij _Egin: 0.

Esto nos lleva a 4 ecuaciones tensoriales de la forma

Roo — 3800R =0,

Ri1—38uR=0,

Ry — 5822R =0,

R33 — %gggR =0.
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Reemplazando los g;; y R;; obtenidos, resolvemos

10U 1 06U8V 1 (U\* 10U
‘ﬁﬁ‘ﬁﬁﬁ_w—v(ﬁ) Y vor
U( 1 é*U 1 dUdV 1 (6UN> 2 oU 2 oV 2 1
+—|(- + — 4 —| - —t——+—=
2( UV or?2 2UV? or or 2U2V(6r) rUuv or rVZ2or r2( ))
_10*U 1 06U6V 1 (U\* 10U
—WW‘MEEULU—V(E) T Vor
10°U 10UV 1 (dUV* 10U U dV U 1
‘ﬁﬁ+maa+m(a) _r_v5+ﬁﬁ+ﬁ(l_V)

U(laV 1( 1))
=Z==+=[1-=]|.
r\v2or r %

Luego, de la primera ecuacion tensorial obtenemos

|4

= __ 4+
VZor r

1 oV 1( 1) ©.11)
7 .

Por otro lado, de la segunda ecuacion tensorial se tiene

R ! R=R VR
11 2g11 = hq) 5

reemplazando (2.7) y (2.10)

__1ouov 10U 1 (6U)2+ 1 9V
4UV or ar 2U ar?  4U%\or rv or
V( 16U 1 oUdV 1 (6U)2 2 0U 2 0V 2( _1))

—— - + _—t— =] - ————+ = —
2\ UV ar?2 2UV?20r or 2U2?V\or rUv or rV2or r? |74

1 aUdV 1 é*°U 1 (6U)2 1 0V

= - 4 — | — + ——
AUV or or 2U 0r? 4U2\or rV or

+L62_U_ 1 O_UO_V_L(O_U)ZJFIOU 1 oV V(_l)
or ’

2U 0r? 44UV or or 4U? rUor rVor r?
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esto es,
10U V ( 1 )
S ruor  r? V)
multiplicando por 57 obtenemos
1 U 1 1
0=———+—|1-= (2.12)

Uv or r V)

De otro modo, de la tercera ecuacion tensorial se tiene

By tgnR= R R
22 2g22 = 12 5

reemplazando (2.8) y (2.10)

__rou 1 rav,
20UV or V  2V2or
r2( 1 0°U 1 oUdV 1 (0U\* 2 U 2 8V
2\ Uvoar? +2UVZEE+2U—2V(E)
r oU r oV r® 0*U  r? dUoV  r? (0U)2

= _ — + — _ | —
2UV or 2V290r 2UV 0r2 4UV2dr or 4U2V \or

- -2V
y multiplicando por == obtenemos

10U 10V rd®U r OUOV r (6U)2

Uor Vaor Uoar?2 2UV or or 2U2 \ or

Por otro lado, de la cuarta ecuacion tensorial, se tiene

1
0=R33— 58333

r2sin6

= Rzg Sil’l2 60—

1‘2
= Sil’l2 H(Rgg - ER),

y finalmente obtenemos
2

0=Ry— —R
— 122 2 .

2

ruv or rV2or r?

el

(2.13)

(2.14)
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Para resolver las ecuaciones, nos falta encontrar U y V explicitamente. Para ello

usaremos lo obtenido de las ecuaciones tensoriales anteriores, pues la primera ecua-

ci6n (2.11) estd en funcion solo de V
ol 6V+1(V—1)

CV2or r\ VvV

1 1 oV

VWV -1or’

r

Tenemos una ecuacién diferencial separable
ov

or
ro V(v-1’
integrando y considerando que 3 = ﬁ - %, resolvemos
f av _f av av
viv-1n J v-1 %
=In|V-1-In|V|+C;
=In _ +C;

donde C; es constante. Luego

i e
V(V 1)

-1
—ln|r|+C2—ln +C
con C, es constante, equivalentemente
1 V-1
In|—|+Cs=In ,
r %4

G = = C, con C constante, se obtiene

V-1
C=—,

luego, aplicando exponencial y considerando e
|4

1
.
(2.15)

por lo tanto
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Para hallar U, reemplazamos V encontrado en la ecuacion (2.12) y consideramos

0-- L)1 (1-9))

1

r
0:_10_[](1_9)4_2
U or r2

1_1-_¢
que ; =1—-=

-
lo que implica

10U  C

Uadr r>-rC’
Nuevamente tenemos una ecuacion diferencial separable de la forma

du  Cdr
U r2-rC’
. 1 1 __ 1
por un lado, considerando ;7 — ¢; = 77—¢; tenemos que

[dr L 1dr

rr—C) cJr-c cJ r

1 1

=—In|r—-C|—=In|r|+ Cs
C

C

C
1-=
r

=—In +Cj3,
C 3

luego, al resolver la ecuacion diferencial se tiene

d—U:Cf dr
U rir—C)

1
In|U|+C4 = C(—ln
C

C
1-=2
r

+ C3)

C
In|U|=In|l1-—
-

+ Cs, con C; =C-Cjs,
aplicando exponencial, obtenemos

C
U= (1 - ?) Cs, con Cg constante. (2.16)
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Por lo tanto, en consideracion de las funciones V y U obtenidas en (2.15) y (2.16)

respectivamente, re escalando el tiempo /Cgt — f nuestra métrica resulta

C c\!
g:_(1—7)dt2+ 1—7) dr? +r?(d6? + sin*0d¢?), teRr#Cyr#0. (2.17)

Luego, para C = 2m el llamado radio de Schwarzschild se tiene la métrica del Teorema
(2.3.1). Ademas, es facil ver que cuando m — 0 (r — oco) la métrica se reduce a la métrica
de Minkowski en coordenadas esféricas de la ecuacién (2.2).
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2.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange

El término cdlculo de variaciones fue acufiado por primera vez por Euler en 1756
como una descripcion del método que Joseph Louis Lagrange introdujo el afio ante-
rior cuyo objetivo era encontrar minimos o maximos de funcionales sobre espacios de
funciones. Desde entonces, el método fue ampliado y estudiado por Euler, Hamilton,

Legendre, Weierstrass y otros.

Para esta seccion, consideremos la funcién C*®

u: RcR" — R™

(x") — u®(x"),
donde R es abierto y acotado.

Definamos funcionales
i a0t 1 2 n
Fw=| L{x",u®(x"),—x)|dx ANdx“N...Ndx",
R oxt
donde F es una funcién suave a valores reales de m + n + mn variables.
El problema fundamental del célculo de variaciones es encontrar funciones u® que

minimicen F(u) y asuman valores dados en dR.

Notacion: denotaremos a uy, por uy, donde xj = (x1, X2,..., Xp).

Teorema 2.5.1. Si u® = u®(x") es un minimo de F(u), entonces u® = u®(x*) es una solu-

cion a las m ecuaciones de Euler-Lagrange E, (L) = 0 donde

Eo(D) = oL p (OL
T ou I\ oue

) , paraa=1,2,...,m. I es un multi-indice, (2.18)
1

y Dy es el operador de derivada total definido por

P P
—_ a a
Toxi Yiguat “igus

a
D; +...+ukji6ua +
kj

Es importante notar que los uj son vistos como "coordenadas", asi al hacer los cdlculos
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en la derivada total ellas deben ser consideradas como variables independientes.

Ejemplo 2.5.2. Calcularemos Dy (u%+ x + uyy) para u = u(x,y). Segiin el operador de

derivada total, tenemos

0 0 0 0 0 0 0

Dy=—+Uy— +Uyy=—— + Uyy=— + Uyxx = + Ugxy=—— oo F Uxyy—— +... ,
T oxi “ou T ouy xyduy Oy ”yauxy x”auyy

considerando los términos que no se anulan, tenemos

0 0 0
Dy (U5 +x+uyy) = uxxa (u) + xx+ uxyya (uyy),

luego
Dy (U5 + X+ tyy) = 22Uty + 1 + Uyyy.

Ejemplo 2.5.3. Supongamos L= (1+ u?+ uf,)%. Para hallar u® que minimice el drea de

la superficie z = u(x, y), debemos minimizar el funcional
F(u) = f A+ ul+ uf,)%dx/\dy
R

segtin las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.18).

Veamos que

E(L)=—-D
(L= ou ! ouy

-_D (OL)_D (OL)
T 0wy Y\ouy,)’

) o )
“\ou, xyauy
0

0 0 0
Dy:@+uy ﬁ +uyx a_ux +L£yy a_uy +

oL (GL)

y notemos que

Por otro lado

oL —i(1+u +u )2
Ou, Ouy

Uy

TN
(1 +us+uy)2
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oL
Ouy Ouy
Uy

0
=—(1+ u)zc+ ui)%

- 2, 2\L)
(1+us+uy)2

ademas
9 Uy 1+ uj
Oy ((1+ uz + uf,)%) - (1+u§+u§,)%
Yy
0 ( Uy ) 3 —UxlUy
Ouy {1+ w2 +ud)z) (+ud+ud)i’
Similarmente
0 ( uy ) Uy
Oty \ (1+u2 + uf,)% - (1+u2+ uf,)%
y
0 Uy 1+
auyﬁl+u§+u@%)_(l+u§+u@%'
Luego

D (a—L)—u 9 Ui +u
“\ou, "\ oux (1+u§+u§,)%

1+qu,
B Il
(1+ux+uy)2

D (a—L):u X 9 ty +u
y aux Y aux (1+u§+u§})%

UxUy
= Uy | o [Ty
(1 +us+uj)2 (

3 ’
1+ ui + uj)?

Touy \ 1+ uz + ui)%

2
1+ usi
2, 23
1+ux+uy)2

"\ ouy (1+u2+ uf,)%

)

)
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entonces

E(L)=-D (O_L)_D (ﬂ)
B “\ouy y ouy,

2
1+u5 Uy Uy Ux Uy 1+uf
] PR ] DS L D Rl DT
(1 +us+uj)2 (1+us+uy)2 (1+us+uj)2 (1+us+uy)2
por lo tanto la superficie tiene drea minima siy sélo si
2 2y _

y estas son algunas de las ecuaciones de Monge-Ampere las cuales determinan locale-
mente las superficies de d&rea minima.

Ejemplo 2.5.4. Sea (M, g) una variedad riemanniana, o(t) = (u' (?),..., u"(¢)) una cur-
va sobre M. Hallaremos la curva que minimiza la energia de una particula.

La energia total de una particula que se mueve sobre dicha curvaes [ %Ild(t) 12dt,
suponiendo masa m = 1. Si g = (gap)» €ntonces

1.
L(uy) = EHU(UH
1
L goputd,
asi encontrar la curva que minimice la energia es hallar el minimo del funcional
F(u) = f L(ugdt
o
1
= fa Egaﬁu?ufdt.

Si 0 minimiza a F(u) entonces por las ecuaciones de Euler-Lagrange se tiene que

E(L)—aL D 9 =0
O Al PP
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donde
oL 0 lagaﬁ 0 ﬁ a<p
W_DT(G_uZ) > our u; u DT( ga/;6 u +— gaﬁué)

_ 108ap 1 1

=5 0wy ?uf DT( gyﬁuf"‘_gayu(tx)

108ap 108yp 1 108ay

= 5 T U 3 e 0 e~ 500t~ 5 g M 5 Bt
\—,_.4 \—f—-‘ S
Si¢p=a Si p=a Si ¢p=p
08ap 08yp O08ay F

ga)/utt+ ( ouy ou* oub ) “

Asi E, (L) =0siy solo si
08yp 08ay O08ap B

ga}futt+ (aua auﬁ ouY )u?ut =0,

y multiplicando por g'?, tenemos
08yp 08ay 08ap B
1 08yp  08ay 08ap
6Zu‘t"t+§gw(aua + P am) tuf 0, parav=0,1,...,n—1,

luego

uiy+T oty uf 0, parav=0,1,...,n—1. (2.19)

Concluimos que las curvas que minimizan la energia son las geodésicas de (M, g).
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2.6. Geodésicas de Schwarzschild

Existen dos caminos para estudiar las geodésicas de Schwarzschild: calcular los
simbolos Ffj y reemplazar en (2.19) lo que resulta poco préctico, o bien, usando el

principio variacional, mds concretamente, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange
Ey,(L)=0paraa=0,1,2,3, es decir

oL oL
au“:DT ouc . (2.20)

Si y(1) = (t(1),r(1),0(1),¢(1)) es una curva en el espacio de Schwarzschild, nuestro
Langrangiano L a estudiar es

_(1_27’”) 0 0 0 t

o . 0 1-2m)7 g 0 '
S R U | I ( 0’) P |
0 0 0 r?sin®6)\¢

2m) . 2m\~! . .
=—(1——) t2+(1——) 2 +1?0% + r* sin® 0¢?,
r r

donde ° significa derivar respecto a 7, variable independiente. Si u°(r) = #(r) y como
W@ = 4 (u0(1)) = 242 = {, entonces (2.20) implica que para a = 0 se tiene

a—L—i(a—L)—o (2.21)
ot dr\ot) '
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ademas, (2.21) implica que

d 2m\ .
0:—(— (1——)2l‘) (2.22)

. re—rt . 2
= —2t+( )4m, donde f:= %

Note que esta tltima ecuacién implica que en la variedad de Schwarzschild, se tiene

_m_
rz(l_Z_V”) )

r

0 _70 _
1—‘01_1_‘10_

Por otro lado, de la ecuacion || y ul (1) = r(1), tenemos

oL_d (o,
or

’

or drt
como )
oL 2m . 2m\Y~“(2m . .
—:——tz—(l——) (—) % +2r0? + 21 sin® O
or r r r
entonces
2m . 2m\ 7% (2m . . d 2m\ !
0———t2—(1——) (—)f2+2r92+2rsin20<p2—— (1——) 2r']. (2.23)
r r r drt r

Ahora, de la ecuacion (2.20) y u?(t) = ¢(7) se tiene

)

oL d (GL)

00 dr\ad
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de donde obtenemos
) A
0=2r"sinfcosO¢- — d—(2r9). (2.24)
T
Finalmente, para u>(1)) = ¢(1) tenemos
oL d (OL) o
op dr\op)
luego
0=L (2r?sin”0) (2.25)
e . .

El operador de Euler-Lagrange nos permite hallar soluciones facilmente, pues las

ecuaciones de (2.22), (2.23), (2.24) y (2.25) implican

d 2m\~ , 2m\ 2 . .
—((1——m) f):ﬂtz—(l——m) r—an+r02+rsin29gb2,
a

dt

% (r?sin*0¢) = 0.

(r20) = r*sin6 cos O¢?,

De @28) y 229)

r’sin®0¢ = J,

con E'y J constantes de movimiento. Ademads, otra constante de movimiento es

2m) . 2m\~! : .
L(T)Z—(l——) t2+(1——) #* + 12 (0% +sin® 0¢?),
r r

cuando parametrizamos por longitud de arco se tiene ||L(7)|| = 1.

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Para simplificar un poco las cosas, mostraremos que el movimiento es plano. Con-
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siderendo cualquier geodésica y pensando en coordenadas esféricas (r,0,¢) sobre R,
el vector posicion inicial no se asume en el origen pues la métrica es singular en r = 0.
Notemos que 8(7) =0y 0(7) = % satisfacen pues cosOsinf = 0 siy solo si

6 =0v0 = 7. Ademads 0(r) = 7 significa que si la 6rbita de una geodésica pasa por el
plano ecuatorial 6 = 7, dicha geodésica permanece en el plano para todo 7. Asi, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer 0(t) = 7 y de las ecuaciones (2.31) y
tenemos

dt E
dr  1- am’
ap_ J
dr %’
2m) . 2m\7! ,
L:—(l——m)t2+(1——m) 24 122, (2.33)
r r
donde L = 1 para geodésicas tipo tiempo y L = 0 para geodésicas tipo luz (fotones).
Dado que
. 2m
t1-27) -
r
y
$re =7,
reemplazando en

5 2m _1.2 .
L=-Et+|1-—| 7 +¢]J.
r

Ahora, estudiaremos una geodésica tipo tiempo en el plano ecuatorial. En este caso

L=-1,asi
. 2m\! o
-1=-Et+|1-—| 7" +¢J]
r

2m)
r

r'Z:(—1+Ei‘—](l>)(1——
oo, E T

2
r-z:Ez_(l_z_m)(f_H), (2.34)
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Para movimiento radial (particula en caida libre) ¢ es constante, por lo que =0y

entonces J =0, luego

2 2m
PP=E>-1+ (2.35)
r

Si una particula se deja caer desde el reposo para r = R, con 7 =0, se tiene de (2.35)

2m
p=1-" (2.36)
R
donde
R= 2m
C1-F?

es el radio en el que la particula tiene velocidad cero. Luego (2.35) queda

_(Zm Zm)
U r R )
entonces
dr_ (Zm Zm)
dr r R
2mR—-r)
rR '’
asi
1
dr = ———dr
2m(R-r)
\/ rR
rR
— r,
2m(R-r)
luego

| R /
f R—rdr (2.37)

El movimiento sigue el principio cicloidal [ver [8]]. Para resolver esta integral, sea
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= g(l +cosn)ydr= —g sinndmn, reemplazando

R
5 (L +cosn) R
f\/ 4 dr:f 7 (——sinndn)
R-r1 R——(1+cosn) 2
R 1
:——f‘/msinndn
2 1-cosn
R (1+cosn)? .
-3 |\ ey st
B f (1+cos17)2
- sin’n

|1+cos17|
2 |sinn|

nndn.

Sin pérdida de generalidad, escogemos el cuarto cuadrante donde cosn >0y sinn <0,

1+
f\/ dr———f Cosnsmndn
R-r —sinn

= Ef(l +cosn)dn

luego

Sin y
2

R | R )
T=—1/—(@+sinn). (2.38)
2\ 2m

Considerando el tiempo propio total a caer desde el reposo r = R hasta r = 0, dado por

por lo tanto, de (2.37) resulta

la expresion
» r=Rsicosn=1. Asin=0+2knm, ke Z;
» r=0sicosn=-1. Asin=m+2kn, ke Z;

esto es, limites de integracion para 7 entre r = Ry r = 0. Luego, el tiempo propio total
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estd dado por la expresién

/2

_JTR R

2\ 2m’

0

Ahora, 3;qué sucede con el tiempo ¢ para un determinado movimiento?. Considere-

mos (2.30) tal que

dr drdt
dv drdr
_dr E
|
ar*

2m
1 r

donde

r*:fdr*
3 dar
_f1—2—’”

r

es una nueva coordenada de tortuga propuesta por Wheeler (ver [10]).

que
1 r 2m

r=2m _ r
1-2m = r-2m y r—-2m tenemos
r

r-2m -~ r-2m’

. dr
r* = [ Zm

-
_f rdr
) r-2m
2
:f( mn +1)dr
r—-2m
2
:f m dr+fdr
r—2m

=2mln|r-2m|+r+K,

+

con K constante.

(2.39)

Ademas, dado
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Luego, reemplazando (2.39) en (2.34)
dar* 2 5 ]2
=B -|1-=—||5 +1],
[ =
de donde 5
dt = dr*, condr* = lfizr_m ,
2 ]2 r
\/EZ—(1—7m)(ﬁ+1)
reemplazando (2.36) e integrando esta expresion, tenemos
2
% dr
t= L (2.40)
(Z_m _ z_m) 1-==
r R

calculamos usando nuevamente r = g(l +cosn), dr = —g sinndn ydado que

2m 2m /2m smn
R 1+cosn’

tenemos
- cosn+1
V R /
f 2m _ 2m 3 ( 2m f - d?]
(T - T)z R(cosn+1))
f cosn+ 1
cosn+ 1 —4m 7
f cosn+ 1
2m cosn+ 1 —4m 7
Calculemos

f R( (cosn+1) an,

cosn+1)—4m
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dado que
((30877+1)2 _ (cosn+1)2_1f;_7;12+ 1%12
R(Cosn+1)—4m R(cosn+1)_4m
B # (RZ (cosn+ 1)2 - 16m2) . 1%12
= R(cosn+1)—4m R(COSTI+1)—4m’
entonces
2
cosn+1
f ) dn (2.41)
R(cosn+1)—4
16m? 1
(cosm+1)+4m)dn+ f p
f n+1)+4m)dn Rloosr T im
i m |
R n n n R2 R(COS’I]+1)—4m n
y calculando esta tltima integral, tenemos
1 1
R(cosn+1)—4m RCOST]+R—4m
f dn
“R-am) 1 + 5= COST)
R
= f dn, conA=——. (2.42)
R—4m 1+Acos17 R—am

Ahora hallemos

1
f—dn,
1+ Acosn

usando la sustitucion de Welerstrass u = tan(2), tenemos n = 2arctan(u), de donde
dn=

duycos(n) =

u2+1

f 1 d _f 2du 3 2du
1+Acosn (u2+1)(1+A(M))_ 1-Au?+Q1+4’
u?+1

si A> 1 entonces consideremos 1+ A= p?y1— A= —q?, asi

du _zf du
A-Aur+1+4) ~J p*-q*u?’
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luego, sea u=L2v, du= %dv tal que

q
sz_zfﬂ_ifL
pz_qzuz - p2(1_v2) - pq (1—1)2)

1 1
z z _
y dado que st = 1o y2 , tenemos

2

[[ 1 dv
(1—1/2) (l—v) 2 (1+v)

[ f dv
(l—v) 1+v)

=—|[-In|1-v|/+In|1+v|]
P

q
_L[ 1+v
- pq 1-v
1
:—[1n prqu ,conv:zu,
pq p—qu
1 V1+A+(VA-1Dtan(3)
= n )
A2-1| |V1+A-(VA-Dtan(3)

donde p =V 1 +A, g=vA-1y u=tan(3), respectivamente.
Como A= &= 4 ==, tenemos la expresion

1+(R }flm) + tan (ﬂ)

~ 1 | V)1 ?
2 R ’

(7m) —1 MUET )—tan(ﬂ)

(7)1 ?

notemos que

B_) BAMIR  HR_4m)(R- 4m) _R-2m _ R

;—l
:Uf—\

)_ 1~ R=B=im) = (R—4m)@m) om  2m
R-4m

(

=— -1,
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por lo que la expresion (2.42) resulta

f in - 1 - Ve —1+tan(2)
R—-4mJ 1+ Acosn (R—4m) ( 4m)2_1 %_ —tan(g)
B 1 " \/2m —1+tan(3)
2_(R_dm)2
VR2 - (R—4m) £ _1—tan(2)
B 1 s —1+tan(7)
8m(R—2m) B _tan () ’
y reemplazando en (2.41)
2
1
f (cosn+1) i
R(cosn+1)—4m
-t (Rsinn+Rn+4m )+16m2 ! d
~ R2 N MT g R(cosn+1)—4m 7
_i(Rsin +Rn+4m )+16m2 i1 +tan(3)
g SRR T T m \/ﬁ_tan(g)



CAPITULO 2. ALGUNOS PRELIMINARES DE RELATIVIDAD GENERAL 110

Finalmente, remplazando en (2.40)
1
f — M) dar
cos + 1
\/ f T
cosn + 1 —4m

R
_R* [R 1 16m2 1 | \/ 2m — 1 +tan(

n
2
—\/=—-1| = (Rsinn+ Rn+4mn) + n
2\ 2m R? R Bm(R-2m R n
( " Ve -1-tan(3)

R | R ) R R
=|—=\/—-1]|sinn+ (—+2m) ——=1]n
(2 2m ) ( 2 2m

(RZ( R )16m2 1 ) \/ 70 — L +tan(3)
+ | — 1 In
n
2

2 \\V'2m | RZ JBmGR—2m)

2m

donde se tiene que

(RZ( R )16m2 1 )_ 8m*vVR-2m

2\\Vem | R VBm@E—2m) | Vzmvem@®R-zm)

2m

Por lo tanto, la solucién a la integral es

=B (] [ Vo ol
= n+ +2m 1|n+2mln . (2.43)
2\ 2m 2 2m %—l—tan(g)

Resultado que relaciona la coordenada de tiempo de Schwarzschild con el radio R en

el que la particula tiene velocidad cero [8].
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Asi, para un observador estacionario en el "infinito” una particula tarda un tiempo ¢
infinito en llegar al horizonte, mientras que para el tiempo propio 7 la particula llegaria

al horizonte en un tiempo finito e incluso llegaria a la singularidad en un tiempo finito.

7, tiempo
Schwarzschild

T 4 i
T, tiempo

propio

—tiempo/ M —m-

En la imagen, un observador en caida libre hacia un agujero negro de Schwarzs-
child descrito a través del tiempo propio 7 y por otro lado un observador lejano des-
crito por la coordenada de tiempo de Schwarzschild ¢. Podemos notar de la ecuacion
que r = 0 es alcanzado y rdpidamente, mientras que en la descripcion segtn la
ecuacion r = 0 nunca se alcanza mientras que a r = 2m se acerca asintéticamen-
te.



Conclusiones

Hemos visto que la métrica de Schwarzschild describe el campo gravitacional en el
exterior de las estrellas esféricamente simétricas y en su derivacién hemos requerido
que el espacio-tiempo fuera esféricamente simétrico y vacio de materia solo en aque-
llos puntos donde calculamos la solucién. Por otro lado, la métrica al interior de una
estrella con tales condiciones sera diferente de la métrica de Schwarzschild, es decir,
se debe analizar lo que sucede en r =0y r = 2m donde la métrica es singular.

Basado en argumentos fisicos, tiene sentido pensar en que los conos de luz apunten
hacia r = 0, ya que esperamos que el campo gravitacional “atrae” a los objetos hacia el
centro. Sin embargo, no tenemos una prueba matemadtica para esto.

Nuestros célculos realizados en la métrica de Schwarzschild revelaron datos intere-
santes, pero encontramos dificultades considerables para r = 2m. La herramienta cla-
ve para seguir avanzando es cambiar a un nuevo sistema de coordenadas “tortuga”.
Sin embargo, con las coordenadas de Eddington - Finkelstein de entrada a la region
r = 2m, se puede probar que todos los conos de luz apuntando al futuro se inclinan
hacia adentro en el interior de {r <2my} y que, por lo tanto, todas las curvas geodésicas
nulas y temporales caen hacia adentro. Por otro lado, usando las coordenadas de Ed-
dington - Finkelstein de salida a la region r = 2m se puede probar que todos los conos
de luz que apuntan en el futuro dentro de {r < 2m} apuntan hacia afuera. Ahora, si por
construccion, el espacio-tiempo de Schwarzschild es estatico y por lo tanto deberia-
mos esperar reflexiones de tiempo tipo ¢ — —¢, entonces ;Qué esta pasando y cudl de
los resultados es correcto?

Al parecer ambos son correctos y para comprender este problema, se debe com-

binar las coordenadas de Eddington - Finkelstein de entrada y de salida en una nueva
transformacion de coordenadas: las coordenadas de Kruskal-Szekeres.
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