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Introduccion

Recientemente, se ha observado un gran incremento en el interés por estudiar algoritmos
para encontrar singularidades (ceros) de campos vectoriales sobre variedades Riemannianas.
Evidencia de esto se puede encontrar en [1, 2, 3, 8, 10, 12, 15, 23, 28, 33, 35, 36, 37, 38|.

Los métodos iterativos que permiten encontrar los ceros de una funcién vectorial se han
estudiado ampliamente por mds de un siglo. Quizas los mds importantes son: el método de
Newton, Shamanskii, Halley, Super-Halley, Chevyshev, Chevyshev-Halley y el método de los
dos-pasos. Estos métodos han sido extendido a espacios de Banach, partiendo con la obra de
Kantorovich escrita en la decada de 1960, ver [24]. Existen varias pruebas para la convergencia
y la unicidad de las suceciones que generan estos métodos, bajo las distintas hipétesis en las
funciones vectoriales y los puntos de inicio considerados, ver por ejemplo [8, 19, 22, 23, 27, 34, 33]
. Entre los metodos numericos utilizados para encontrar los ceros de campos vectoriales o
funciones,el método de Chebyshev-Halley es probablemente el mas conocido y tiene orden de
convergencia cibico, de la misma manera como fué generalizado el método de Kantorovich a
Espacios Banach, [19], el metodo de Chevyshev-Halley lo fué, ver [10].

En ésta tesis estudiaremos el método de Kantorovich sobre grupos de Lie, recordemos que
los grupos de Lie son grupos topologicos que a la vez tienen una estructura diferencial, lo que
los convierte en variedades Riemannianas [46, 7].

El estudio de los métodos iterativos sobre variedades Riemannianas comenzé con los trabajos
hechos por O. Ferreira y B. Svaiter [48] en el 2002, donde se extendi6 el método de Kantorovich
(Newton) a éste contexto. Posteriormente en el 2003 y 2006, J.P.Dedieu, P.priouret, G. Mala-
jovich, Li,C., y Wang, J. [41, 42], utilizando los trabajos de O. Ferreira y B. Svaiter se generaliz6
las a—teorfa y y—teoria de Smales de las interaciones intrinsecas tipo Newton sobre variedades
geodesicamente completas. Mas tarde, Ioannis K. Argyros en [18] debilité las hipdtesis para
la convergencia del método de Newton sobre variedades Riemannianas; en éste mismo sentido
podemos revisar los trabajos presentados por [17, 24]. En 2009 Ionnais. K. Argyros y poste-
riormente en 2013, Jinsu He, Jinhua Wang y Jen-Chih Yao, estudiaron el método de Newton
en Grupos de Lie [21]. En 2011 en su tésis doctoral [33], R. Castro extendié al contexto de las

variedades riemannianas varios métodos, incluyendo entre ellos, el método simplificado de Kan-



torovich [29], en el que la derivada covariante es la misma en cada paso. Castro, extendi6 entre
otros un método de tercer orden libre de operadores bilineales en el cual fué necesario definir el
concepto de diferencias divididas en el contexto de las variedades Riemannianas [44] y también
extendié algunos métodos de convergencia de tercer orden para ese mismo contexto [26, 34]. Es
relevante mencionar que el método de Newton en variedades Riemannianas ya ha sido utilizado
por Roy L. Adler y otros, con el fin de estudiar el modelo geométrico de la columna vertebral
humana, ver [3]. Por tdltimo en el 2017, R.A. Castro y colaboradores [32] extendieron el méto-
do de Chebyshev- Halley, Euler- Chebyshev al contexto de variedades Riemannianas, ademads
dieron algoritmos explicitos para hallar sigularidades sobre campos vectoriales definidos sobre
S2.

Ahora bien, para una buena orientacién sobre la construccién y enfoque de nuestro método
iniciamos con una primera seccién donde recordamos algunos conceptos bésicos de geometria
diferencial, variedades Riemannianas. Ademds de algunas herramientas necesarias para la con-
struccién del método sobre variedades como por ejemplo: conexién afin, métrica Riemanniana y
transporte paralelo. Continuaremos con un recuento de los principales métodos numeéricos sobre
las variedades Riemannianas, es decir, algoritmos numéricos para encontrar puntos singulares de
campos vectoriales sobre variedades Riemannianas, ver [2, 4, 7, 17, 43, 32, 24, 42, 48], seguida-
mente con la descripcién mds detallada de las propiedades y caracteristicas que aparaceren al
plantear el método de Kantorovich simplificado, luego como una tercera seccién se destina al
estudio de los Grupos Lie y como cuarta seccién se estudia la convergencia y unicidad del méto-
do de Kantorovich sobre Grupos de Lie. Finalmente dejamos un ejemplo que permite apreciar

la aplicacién del mismo en un grupo de Lie particular.



Capitulo 1

Conceptos Basico de Geometria

Diferencial

En éste capitulo haremos un predambulo sobre Variedades Riemannianas, iniciando con los
conceptos bédsicos de la Geometria Diferencial en los cuales asumiremos ciertos resultados bésicos

de andlisis matemadtico y de Topologfa.

1.1. Variedades Riemannianas

Definicién 1 Sea M un espacio métrico y p € M. Una carta coordenada alrededor de p de
dimension n es la dupla (U, ), donde U es un entorno de p y ¢ : U C M — R™ una funcidon
continua uno a uno tal que U = o(U) es un abierto en R™. Diremos que la dupla (U, ¢) es una
carta coordenada propia si ¢! : p(U) — U C M es continua.

Un ejemplo prictico para entender ésta definicion se hace sobre la esfera n— dimensional

de radio unitario, como se muestra a continucion:
Ejemplo 2 Consideremos la esfera n—dimensional S™ C R" !
n+1
1 2
S" = (21, .0y Tyr1) € R E x; =1
i=1

y sea p = (0,0,...,1) € 8™ Una carta coordenada en torno a p de dimension n estd dada por

el par U = {(z1,...;xpy1) € S" : xpy1 > 0} y o : U — R™ definida por ¢ (x1,...,Tpy1) =

4



(21, .y p) 5 ademds U = p(U) = B(0,1) es la bola abierta de centro cero y radio 1. Note que
podemos asequrar p(U) = B(0,1) es abierto ya que ¢ es un homeomorfismo, es mds su inversa

estd dada por:

O (ug, ey un) = [ ug, ...

1

ver [14], lo que implica que (U, p) es una carta coordenada, ademds como ¢~ es claramente

continua tenemos que (U, @) es una carta coordenada propia .

Definicién 3 Sea M un espacio métrico. Se dice que M es una variedad n— dimensional

C™ si existe una coleccion A de cartas coordenadas (U, p), llamada atlas de M, tales que:

1. para cada p € M existe una carta coordenada propia (U,¢) € A de dimension n con

p e U,

2. si (Uyp), (V,¥) € A con UNV # & entonces el cambio de coordenadas ¥ o =1 :
e(UNV)—=W(UNV) es un difeomorfismo C* (de conjuntos abiertos de R™);

3. A es mazimal con respecto a las condiciones 1. y 2., es decir, A contiene todas las posibles

cartas con estas propiedades antes mencionadas.

Fig. 1

Diremos que los atlas {(Ui, i) }iep, {(V, ¥5)}c; son compatibles si Vop~t:pUNV) —
Y(UNV) es un difeomorfismo C*.

Como se muestra en (Fig. 1), la condicién 2. es la que da sentido al concepto de variedad

n—dimensional, pues no sélo se pide que el cambio de coordenadas (una funcién) sea biunivoco



y bicontinuo sino que sea C'*°. Note que no pueden haber dos cartas coordenadas de dimensién

L es un difeomorfismo.

distinta ya que la funcién cambio de coordenadas ¥ o ¢~
En la practica se da una coleccién de cartas coordenadas propias {(Us, ;) };c; sobre M las

cuales cubren a M, es decir, M = |J,.; U;. También es posible tener dos atlas diferentes para

i€l
un mismo espacio métrico M, haciendo a M tenga dos estructuras diferenciales diferentes, en
el caso de que haya compatibilidad entre las cartas de un atlas y las cartas de otro, se genera
la misma estructura diferenciable. Por ejemplo S? = {(x1,%9,23) € R3/2? + 23 + 23 = 1} es
una variedad que puede ser cubierto por un atlas de seis cartas en coordenadas rectdngulares
o por un atlas de dos cartas en coordenadas estereogrificas, en efecto, consideramos el atlas
A = {(Uii, %‘i)}i:m,g construido de la siguiente forma:
Consideremos los subconjuntos de S? y R?

U~ ={(z1,22,23) € S22 <0,i= 1,2, 3}, UZ-+ = {(z1,22,23) € S22 >0,i= 1,2,3},

]

D?(0,1) = {(x1,12) € R? : 2% + 23 < 1}

y ademés los homeomorfismos, goz?t : Uii — D?(0,1), i=1,2,3

Sp:lt (.CEl,.’BQ,.’,Ug) = (ZCQ,.’E?,),
+ _

¢y (71,22, 73) = (1, 73),
+ _

(;03 ({1)’1,%’2,.’1:3) - (‘rlax?);

.. . . s . -1
es fdcil verificar, haciendo la composicién, que sus inversas son (cpli) : D%(0,1) — Ul-i,

i=1,2,3

-1
(‘P1i) (r1,22) = (21,22, £+/1 — m% _ :13%),

~1
(03) " (z1,22) = (x1,£y/1 — 27 — 22, 23),

1
((p?ﬁf) (71, m2) = (£/1 - x% - x§7x2’x3)a



claramente las anteriores funciones como sus inversas son continuas, y sus cmabios de corde-

nadas son diferenciables, por ejemplo:
3 0 (017 u(UF NUY) — @2(Uf NUS)

estd dado por

03 0 (o) (w1, m2) = (/1 — a2 — a3, 2),

la cual es de clase C*°, pues

1—x%—x%>0.

Asi, Ay = {(Uii7 sz;t)}z‘:l,z:% convierte a S? en una variedad 2—dimensional cubierta por seis
cartas.

Por otra parte si consideramos a As como otro atlas dado por:

Vi=52-{0,0,1)} y V?=58%—{(0,0,—1)}

y las funciones,

i VP — R?, i = 1,2 definidas por :

1
Y121, 22, 23) = 17— - (z1,22)

1
Yo(z1, 2, 23) = T (w1, 22)

y sus funciones inversas, las que son facilmente verificables, son

1/11»_1 :R? - V' c S?, i =1,2 dada por:

211 2x9 x1+x2—1 )

1—1—\/1—x1—x2 1+\/1—.’L'1—£L‘2 1++/1—a2%—a3

_ 2x1 2x9 1—22 — a2
Wy (w1, m) = Lz
1—1—\/1—x1—m2 1—1—\/1—301—:132 1++/1—a2%— a3

wfl(xlv x2) = (

es fécil probar que los cambios de coordenadas son diferenciables, asi Ay = {(V7, ®;)}iz1,2 €s

otro atlas que convierte a S? en una variedad 2—dimensional, por lo que de ésta manera se



tienen dos atlas diferentes que hacen a S? una variedad 2—dimensional.

)

Los atlas A; = {(U 5 )}izl 55 ¥ A2 = {(V', i) }i=1,2 son compatibles y por tanto dan
origen a la misma variedad diferencial.

En efecto, tomemos por ejemplo i : Ut — D?(0,1), tenemos U;" NV =U" y

P10 () ey, m2) = ¥ << 1—a%— $§,$1,$2)>

1
— . << 1—a? —x%,xl,m)) ,

_ 2z 219 224+ 22—1
of oy (x1,m2) = of e
1+\/1—x1—a:2 1+\/1—a:1—a:2 1+\/1—x1—x2

2z 23+ 23 -1
1+\/1—x1—x2 1+\/1—a:1—x2

Es claro que ambas son C*°. En forma andloga se prueba que los restantes cambios de coordenas
son C. Por lo tanto A; U As es un atlas 2—dimensional de clase C*®en S2.

Otro ejemplo importante y motivacional en ésta tesis es cuando consideramos el grupo de
todas las matrices invertibles de orden n x n, es decir, G = GL(n,R).

G es una variedad n?—dimensional, en efecto, G es un espacio métrico con funcién distancia

n

Z(aij — bij)2, donde A = (ai]‘)n y B = (bij)n-
2%

Si A = (aij) € G, definamos ¢(A) = (a11, 012, ..., A1n, G21, .., Gnn) € R”2, ahora mostraemos

que ¢(G) es abierto en R y para eso definiremos la funcién A : R™ — R dada por:

A(Z11, 0y Tip) = Z (=1)*97 21 4 (1)T2,0(2) - T o (n)s
oESy

donde S, es el grupo de las permutaciones de n elementos, A es continua y Ao ¢(A) = det(A),
por lo que ¢(G) = A~Y(R — {0}) es abierto ya que R — {0} es abierto de R. Esto nos dice que

(G, ¢) es una carta cordenada propia.



Por otra parte y continuando con la idea de identificar algunas de las variedades importantes,
surge el siguiente teorema el cudl nos permite determinar un gran nimero de variedades n-

dimensionales inmersas en R"™! ¢l es probado en [46].

Teorema 4 Sea f : R"! — R una funcion de C* y
My ={z e R/ f(z) = 0}.

Si
9f
8u1

of

s eens
6un+1

()

grad f(p) = ( (p)> #0

para todo p € My, entonces My es una variedad n—dimensional C>.Ella es llamada la hiper-

superficie definida por f.

Ejemplo 5 Consideremos Sl (n), el conjunto de todas las matrices con determinante igual a 1.
Podemos ver a Sl (n) como un subconjunto de R™ . Sl (n) es una variedad (n®—1) dimensional,

en efecto, como la funcion f : R — R definida por
f(A)=1—det(A)
es C°, y como
S(n) = {A€R"/f(A) =0} = £7(0),

luego, para probar que SI(n) es una variedad (n®?—1)— dimensional, basta verificar que (grad f)(A) #

0 para todo A € Sl(n), en efecto,

d(det(A))

(wra f)() = (XG0 e
ij ij

donde A;; es la matriz que se obtiene de A al suprimirle la i—ésima fila y j—ésima columna y
((=1)™7 det(Ay))ij # 0,

pues alguno de los menores A;j tiene determinante distinto de cero ya que det (A) = 1.

Definicién 6 Dado un p € M y consideremos f : M — R. Diremos que f es diferenciable de



clase C' (I < 00) en p, si existe una carta (U, @) sobre p tal que fop™':U) CR" — R es
de clase C' en p(p) € R™.

Ejemplo 7 Sea f : S? — R definida por f(x,y,2) = x> + 2xy + 22. Veamos que f es
diferencaible en p = (0,0, 1), para ello usaremos la carta (U, ) en el cual U es un abierto sobre

el hemisferio superior de la esfera y

P2 =) v o7 o) = (/1 - () - ()?).

entonces

foe ™ (ur,ug) = (u1)” + 2urup + 1 — (w1)® — (u2)?,

que es de clase C™ en ¢ (0,0,1) = (0,0).

Por otra parte la siguiente definicién juega un papel importante al momento de poder

trasladarnos entre variedades de clase C°.

Definicién 8 Si f : M — N es una funcion entre variedades C*°, diremos que f es diferen-
ciable de clase C* (con k < oo) en el punto p si evisten cartas (U, p) alrededor de p € M y
(V,4) alrededor de f (p) € N tal que f(U) CV yapo fop™t:pU)— (V) es de clase C*

en ¢ (p), y diremos que f es diferenciable, si lo es para todo p € M.

Es facil ver que la anterior definicién no depende de la eleccién de las parametrizaciones,

para ello ver [46]
Definicion 9 (M) ={f: M — R: f es de clase C*>}.
Un buen ejemplo para éste tipo de funciones es el siguiente:

Ejemplo 10 sea f : S? — R definida por f (z,y,2) = 2> + 2. Veamos que f es diferenciable
en p = (0,0,1) usando la carta (U,p) en el cual U es un abierto sobre el hemisferio superior

de la esfera y ¢ (x,y,2) = (z,y) . Donde

ot (ur, u2) = (ulaum \/1 —(u1)* ~ (u2)2> ,

10



tenemos entonces que

Fow ™ (uryuz) = (1) + /1 — (w)? — (uz)?,
la cual es de clase C* en ¢ (0,0,1) = (0,0).

Uno de los principales elementos asociados a una variedad diferenciable es su espacio tan-
gente en cada uno de sus puntos, la siguiente definicién nos permite construirloy ademas con-

struir sus elementos.

Definicién 11 Un vector tangente a M en p es una funcion X, : S (M) — R; cuyo valor en

f es denotado por X,f 6 X, (f) es tal que para todo f,g € (M) yr € R;

1 Xp(f+9) = Xp (f) + X, (9)
2. Xp(rf)=rX,(f)

3. Xp(fg)=f(p) Xp(9)+9 () X, (f); donde fg es el producto ordinario de funciones f y

9, y f(p) Xp(9) es el producto de los nimeros reales f (p) y X, (g) -

Ejemplo 12 Sea v : (—&,6) — M wuna curva diferenciable en M con «(0) = p; definimos

Xy (M) — R por X, (f) = W o donde la derivada del lado derecho es la derivada
t—

usual de funcion real valuada de una variable real, f oy, entonces X, es un vector tangente

en p.

Definimos ahora algunos vectores tangentes importantes en p, a saber, (9/0x;)p, los cuales

servirdn como base del espacio tangente de M en p.

Definicién 13 Sea (U,y) una carta alrededor de p € M y uy,...,u, coordenadas de R",

definimos las funciones

<38> (M) —-R
Li/ (p)

por

11



Ejemplo 14 Consideresmos la f : S — R dada por f (z,y,2) = 23+ 22y + 22, Si (U, ) es la

carta alrededor de p = (%,0, %) € 52 donde U es el hemisferio superior de S* y La funcion

¢ esta definida por ¢ (x,y,z) = (z,y), entonces por un cdlculo directo
foe™ (ur,uz) = (1) + 2uug + 1 = (w1)” — (u2)?,

luego en ¢ (p) = <i2, 0) tenemos que

O(fopt
» b )

= 3( +2'IL2—

2u1
Vim0l
gﬂ/ ~V2(Vi+2).

mediante un procedimeinto andlogo se puede calcular

0 QU,Q 2
S N =5
<a$2>(p) 1 \/1 — (u1)? — (ug)? <%70) V2

Note que la funcion f aqui empleada es la misma funcion del ejemplo 7 , éste conjunto de

funciones (M) permiten definir una base del espacio tangente sobre cada punto de la variedad.

Definicién 15 La i—esima funcion coordenada local sobre M con respecto a la carta (U, ) es
la funcion &' : U — R dado por z* (m) = u; (¢ (m)). Note que tiene sentido calcular X, (z") en

particular

(03‘) (ﬂfj):5g, para todo 1 < i,7 < n.
i/ (p)

Como en una superficie dada una parametrizacién ¢ : U — R" podemos definir curvas
paramétricas v; : R — M dejando todas las coordenadas de la inversa de la parametrizacién con-
stante exceptuando la i—ésima coordenada, mds concretamente ; (t) = =1 (a1, ..., a; + t, ..., an)
donde p = ¢! (a) con a = (ay, ..., a,) € R"™. Igual que en superficies dada la curva ~; podemos

definir vectores tangentes a la superficie en el punto p, X', mediante la formula

12



. d 0 v 0
xps = 0 0 = T e = (57) )
1 K3 p

para todo f € & (M).

Definicién 16 FEl espacio tangente a M en x, T, M, es el conjunto de todos los vectores tan-

gentes a M en x.

M

Proposition 17 T,M es un espacio vectorial.

La demostraciéon de la anterior proposicién es laboriosa y su prueba puede ser estudiada en

[46], es més se prueba que

B= {(8/830,')@) Di=1, n}

es una base para éste espacio vectorial y si X, € T,M, entonces su representacién local en la

anterior base es:

n ‘ 9
Xp:ZXp (xl) (3_;2)( )'
p

i=1
Ejemplo 18 Consideremos M = R"™ y p € R". donde {(R",id)} es un atlas de R™; tenemos

0 .
{<81> :1<Z§n}
)

es una base de TyM para cada p € R™ (note que es independiente de la carta; pues existe

que

una sola). Si X, € T,M entonces, X, = ) a; <%)( | para a; € R. Por lo tanto podemos
“/(p
asociar a X, la 2n—tupla; (p; a1, ..., an), bajo ésta justificacion el efecto de X, sobre una funcion
feS(M)esd !t a; (%)( v que es la idea de la derivada direccional f en direccion del vector
“/(p

v = (a1, ...,an) en el punto p.

13



Si My es la hipersuperficie definida por f, Se puede visualizar T}, M; como un subespacio
de T, pR”“ para cada p € My, el cual es el complemento ortogonal del espacio generado por el

vector normal a la superficie en el punto p.

Definicién 19 Un campo de vectores X es una asignacion de un vector tangente X, € T,M
para cada p € M. Si X es un campo de vectores y f € S (M), entonces podemos definir una
funcion real valuada X f sobre M por (X f)(p) = Xpf. Si Xf € S (M) para cada f € (M),

entonces X es llamado campo vectorial.

Recordemos que si X es un campo de vectorial (U, ¢) es una carta, entonces X, para todo

p € M puede ser escrito como

X, = ZXP (xl) (02")( ) para todo p € U
i=1 p

Por lo general se escribe X = Y~ X" (9/0z;) donde X* = X, (') es definido mediante X" (p) =
Xp (:B’) , ésta expresién toma sentido si sélo queremos que X sea definido en un conjunto abierto
U de M, en cuyo caso tendriamos un campo vectorial sobre U. Denotaremos el conjunto de

todos los campos vectoriales sobre M como x(M).

Definicién 20 Si X,Y € x(M), entonces el corchete de Lie de X en'Y, [X,Y], es el campo de
vectores [ X, Y] definido por:

(X, Ypf = Xp (V) = Yo (X)),

para f € (M) yp € M.

Es importante notar al lector que cuando escribimos fX nos referimos a un campo vectorial
mientras que al escribir X f es una funcién. Ahora como resultado de ésta definicién surge el

siguiente lema.
Lema 21 [X,Y] es un campo vectorial sobre M.

La demostracién de éste lema puede ser estudiada en [46]
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Ejemplo 22 Sea M =R?, X = (z122)*(8/0x1) y Y = 25 (8/0x2) y f € S (M) , luego

(X, Y]f = (z129)* (8/0a1) (w3 (Df 02)) — w3 (D) 0ws) ((w122)* (O /1))
= z223 (82f/8:n131:2) — 2 (z0m1)? (8f /Om1) — 22 (82f/8:£28331)
= —2x92% (Of /0x1) .

Ast,
[X,Y] = —2(z221)? (8/0z1)
Lema 23 Si XY, Z € x(M) y r € R, entonces
i [X,Y]=-[Y,X]y [rX,Y] = 7[X, Y]
i X 4Y,Z]=[X, 2]+ [V, 2], [Z2,X + Y] =[Z,X] + [Z,Y]

iii. (Identidad de Jacobi) [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] =0

Note que en particular la "multiplicacién"de corchetes de Lie de campos de vectoriales no
es asociativa, pero satisface la identidad (7iz) del lema. Las condiciones (i.), (i3.) y (4ii.) nos

recuerdan el producto cruz de vectores en R3. Para ésta prueba ver [46].

Ejemplo 24 Sea (U, ) una carta con {(8/8%)@) =1, ,n} una base para T,M conp € U,

0 0
[3%’(%]’] =0

en efecto, si f € S (M) al evaluar y computar obtenemos:

o o1, 0 [of o (of
[awmj = e <axj) " Ba; (ax)

o 0%
N al'jal'l 8:13261’]

entonces:

=0

pues [ es C°.
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Ademds si X =Y X* (%) yY =3V (%) usando (ii.) del lema anterior se tiene que:

e () ()

Consideremos también f,g € (M) y X,Y € x(M), es facil verificar que:

[FX,9Y] = fglX, Y]+ (X9 Y —g (V)X

Ahora introduciremos el concepto de la diferencial de una funcién entre variedades y luego
aplicaremos este concepto a la idea de subvariedades. Esta idea proporcionard muchos ejemplos
de conceptos geométricos. En particular, vamos concretar la visualizacién del espacio tangente
de una hipersuperficie definida por una funcién f. Sean M y N variedades ® : M — N es
diferenciable. Definimos para cada X, € T,M un elemento (®),, (Xp) de Tp(;,) N de tal manera
que la asignacién X — (@), (X;) sea una transformacion lineal para cada p € M. Una forma

de hacer esto serfa definir (®,), mediante los elementos de una base de T, M, y asi podemos

P
ver a (®,), como una matriz. Hay un candidato natural para la definicién de la matriz (®s),
el cual es el Jacobiano de 1) o ® o p~! (Evaluado en ¢ (p)) donde (U, ¢) es una carta alrededor
de py (V,9) es una carta alrededor de ® (p). El problema con esta definicién es que no es

una definicién invariante; es decir, la definicién misma depende de la eleccién de las cartas

coordenadas.

Definicién 25 5i ® : M — N es diferenciable, el diferencial de ® en p es la funcion (<I>*)p :

TyM — Ty, N definido por
donde X, € T,M y f € S(N).

Cabe destacar que ésta definicién es un poco abstracta respecto a las que se pueden encontrar

en otra bibliograffas donde la funcién (®.),, es denotada por (d®), o df (p).

Lema 26 (®.), esta bien definido; es decir, si® : M — N y X;, € TpM, entonces (®4), (Xp) €
Tep)N.
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Proposition 27 Sea ®: M — N yp € M. Entonces (<I)*)p : TyM — TN es una transfor-

macion lineal.

Proposition 28 (Regla de la cadena) Si ® : M — N y ¥ : N — P son funciones diferenciable

de las variedades M, N, y P, sip € M y q = ® (p), entonces

(To®),), = (T.),0(®.),.

Mas aun, si ésto ocurre para todo p € M, entonces (Vo ®), = ¥, 0d,.

Proposition 29 Sea ® : M — N yp € M. Si (U, ) es una carta alrededor de p y (V,1) es
una carta alrededor de ¢ = @ (p) tal que ® (U) C V. Si {(9/0xi), /i = 1,....,m} es la base de

T, M asociado a la carta (U,¢) y {(9/0yi), :i=1,...n} es la base de TyN asociado a la carta

1

(V 1), entonces la matriz de (®.), con respecto a estas bases es el Jacobiano de 1) o ® o p~

p

evaluado en ¢ (p); mas concretamente.

@), (ai) _ Ej: 9 (y; Oaio ) () < ) )q’

dy;

donde s = @ (p).

Definicién 30 Sean M y N wvariedades. M es una subvariedad de N si hay una funcion difer-

enciable ® : M — N tal que ® es uno a uno y (®,)  es uno a uno para cada p € M. Tal funcion

p

es llamada incrustacion de M en N.

Proposition 31 Si M = My es una hipersuperficie tal que My = {x € R"™!/f(z) = 0},

entonces TyM es isomorfico, (como espacio vectorial), a

(), T,M = {X, € T,M /{(grad (1)), X,) =0},
donde ® es la inclusion de M en R""L. Para su prueba ver [7].

1.1.1. Conexiones Afines

Definicién 32 Una conezion lineal en M es una funcion V : x (M) x x (M) — x (M) (que
escribimos como VxY ) tal que para X,Y,Z € x (M), reR y f € F(M):
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1. Vﬂy(yr+*Z)::‘ny'+-Vax27 y VZX(TYq =rVxY
ii. Vx4vZ=VxZ+VyZ y Y7ﬁxY7::f‘7X}ﬁ

ii. VxfY = (Xf)Y + fVyxY.

Observe que la condicién (éii.) tiene sentido tanto a nivel técnico y filoséfico. Técnicamente,
Xf e ¥(M), de modo que (X f)Y esta bien definido y el lado derecho de (i7i.) es un campo
vectorial. Filoséficamente, (ii.) es s6lo un la regla de la "derivada de un producto". V se
denomina conexién lineal, pero VxY debe ser lefdo como la derivada covariante de Y con
respecto a (o en la direccién de X); Cualquier varierdad admite muchas conexiones lineales ver
[9].

Si tenemos en una carta (U, ) de manera que {(9/0x;), : i = 1,...,m} es una base para
T,M para todo p € U, entonces cualquier campo vectorial X puede expresarse de forma local
como Y X; (6%), donde X; € (U). Debido a los diversas propiedades lineales de V y de la
regla de la derivada del producto, el comportamiento de V se determina por completo por los
valores de V( af ) (8%). Estos valores deben poder expresarse como combinaciones lineales de

oz,
los (0/0xy;) con los coeficientes en ¥ (U).

Definicién 33 Sean V una conexion en M y (U, p) una carta coordenadas los simbolos de

Christoffel con respecto a (U, ) son funciones Ffj € S (U) definidas mediante la ecuacion

9 0 o
V(a%i) <ax]) :zk:f‘ﬁj <8mk>’ ,j=1,2,...,n.

Ejemplo 34 (El espacio Euclideo) Sea M = R"™ si Y € x (R"™) digamos Y = ) fie; para
fi € S(R™). Definimos una conexion sobre R™ por VxY = Y"1 | (X fi) (e;). Supongamos que
Y = (f1, fn), X = (a1,...,ap) = Z?:l ajej, recordando nuestra notacion e; = B%i entonces

X =>4, <%>, ast (X (fi)) puede ser entendido como

)= Yo ()| 5= 20 (o)

j=1 =1
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n o n az
VXY:Z a; <az{>6z
J

i=1 j=1
Definicién 35 Si Z asigna a cada t € I un elemento Zy ) € ToyM tal que t — Zyq (f) es
una funcion diferenciable para cada f € S (M), diremos Z es un campo vectorial a lo largo de

la curva o : I — M.

Definicién 36 Sea o : I — M una curva, el campo vectorial tangente a «, Ty, esta definido

por (Ta) o) = (o), (%)t ,donde t es la coordenada natural de I.

Definicién 37 Sitoe [, a: I — M yY € x (M) y X es un campo vectorial sobre M tal que
KXa(to) = La(ty) entonces la derivada covariante de Y con respecto a «, denotada por V1Y, es

el campo vectorial a lo largo de o dado por
(VTY)a(to) = (VXY)a(tQ) ‘

Una vez conocindas estas definicién surge la siguiente proposicion:

Proposition 38 Sea M = My la hipersuperficie definda por f, sea V la conezién del plano

Euclideano de dimension n+ 1, y escribimos

_grad f
|grad f|

Si X,Y € x (M), entonces
VY = VyY — (VxV, N)N

define una conexion lineal en M.

Note que para probar ésta proposicién basta verificar las tres condiciones de conexion lineal
presentadas al inicio de ésta seccién. Ver [46].
1.1.2. Transporte Paralelo

En ésta seccién definiremos las nociones de campo vectorial paralelo, transporte paralelo,

ademads veremos que el transporte paralelo es usado para dar una férmula explicita de la derivada
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covariante de un campo vectorial a lo largo de una curva y finalmente definiremos las geodésica
sobre una variedad que posee conexién afin y mostraremos que existe una unica geodésica que

pasa por un punto dado y un vector tangente en dicho punto.

Definicién 39 Sea Y un campo vectorial a lo largo de «, diremos que Y es paralelo a lo largo
de v si:

V1Y =0.

Observe que si suponemos que M = My y VxY la conexién definida en la proposicién 41,

_ grad f
lgrad f]

si Y es paralelo a lo largo de ao y N = entonces

VY =V, Y — (Vg Y,N)N

luego

V1Y =(VrY,N)N,

es decir, la derivada de Y a lo largo de « es un vector normal a la superficie, en otra palabras
es perpendicular al plano tangente en los puntos de « ().
Teorema 40 (Levi-Civita, 1917) Sea « : [¢,d] — M, p = a(c) y ?; € T,M, entonces existe

un unico campo vectorial Y paralelo a lo largo de o tal que Yo ) =Y,

la demostraciéon de éste teorema hace uso del Teorema de Picard, pues él garantiza la

existencia y unicidad de las soluciones del problema de valor inicial

n
Dhepy S Birk =05 k=120
4,j=1

Yi(c) = Y.

Note que

72 (o),

k=

Definicién 41 Dada la curva suave a trozos v y a,b € R, definimos el transporte paralelo a lo
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largo de la curva v, el cual es denotado por P, como

P77b7a . T’Y(G)M — T,y(b)M
vooo— V(y(®)

donde V' es el unico campo vectorial a lo largo de vy tal que Vi)V =0y V (v(a)) = v.

Es fécil probar que el transporte paralelo P, ; , s una isometria entre T ) M y T )M, ademéds

el trasnporte paralelo tiene las importantes propiedades

Pydao Pypd= Pypa

-1 _
P’y,b,a - P’y,a,b-

Proposition 42 Sea Py 01 : Tiy0)M — ToyM el transporte paralelo a lo largo de la curva a,

con respecto a la conexion lineal V. Entonces

, (Pa,o,l)_l Ya t)) — Ya 0
(V5.V} = i ( £ ) = Yo

Demostracién ver [26].

Definiciéon 43 Una curva a sobre la variedad M es una geodésica con respecto a V, si
Vr,To = 0.

Aplicando la definicién anterior se puede obtener facilmente que el sistema de ecuaciones

diferencialesque determinan las geodésicas sobre la variedad es:

Una aplicacién del Teorema de Picard para la existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales

permite demostrar el siguiente teorema

Teorema 44 Sea M una variedad con una conexion afin. St p € M y X,, € T,M. Entonces
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existe una Unica geodésica

a(—e,e) = M cona(0)=p

Para su demostracion ver [{6].

1.1.3. Funcién Exponencial

Introducimos la funcién exponencial de un conjunto abierto en T,M en M, que es una
forma de recopilar toda la "geodésica"de M en una funcién diferenciable unica. Esta notacién
es extremadamente 1til y nos permite, por ejemplo, aplicar el teorema de la funcién inversa
para que cualquier punto de M posea un vecindad W tal que cualquier dos puntos de W puedan
unirse por geodésica tnica que minimice la longitud del arco.

Con la afirmacién que la geodésica existe en un intervalo y es tnica. Es posible incrementar
la velocidad de una geodésica disminuyendo su intervalo de definicién, o viceversa. Podemos
hacer que la velocidad de una geodésica sea uniformemente grande en una vecindad de p. De

aqui nace la siguiente proposicion.

Teorema 45 Dado p € M, existe una vecindad V sobre p en M, un nimero € > 0 y una

aplicacion C* ~:(=2,2) x U — M, donde
U={(¢qw):qeViweT,M, |w <ce} (1.1)

tal que t — ~(t,q,w), t € (—2,2), es la unica geodésica de M, que en el instante t = 0, pasa a

través de q con velocidad w, para cada q € V y para cada w € TyM, con |w| < e.

Por un argumento andlogo, podemos hacer que la velocidad de una geodésica, sea uniforme-

mente grande en una vecindad de p.

Definicién 46 Sea U definido en (1.1). La funcién exp : U — M definida por

v
exp(q,v) = v(1,q,v) = <v|,q, |v|> ,(q,v) €U,
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es llamada la funcion exponencial sobre U.

Corolario 47 Sea M una variedad con una conexion afin V.Seap € M y X,, € T,M entonces

existe una unica geodésica o : (—e,e) — M con a(0) =p y ‘é—‘;‘(O) = X,.

La funcién exp es diferenciable, ver ([26]). Dado ¢ € M fijo, podemos definir la funcién

diferenciable

exp, : B(0) CTy,M — M

mediante la igualdad exp,(v) = exp(q,v).

1.1.4. Meétrica Riemanniana

A continuacién definiremos el concepto de métrica Riemanniana. Mostraremos que cada
variedad Riemanniana tiene una conexién lineal natural asociada a ella, la cual llamaremos
conexiéon de Riemann, de manera que la nocién de geodésica tome sentido sobre variedades
Riemannianas. Es decir, coléquemos ésta conexién natural sobre una variedad Riemanniana y
discutimos sobre la distancia entre dos puntos de M y las propiedades de las geodésicas sobre

dicha variedad.

Definicién 48 Un campo de métricas g sobre una variedad M es una asignacion que a cada

p le hace corresponder g, : T, M x T, M — R tal que para todo X,,Y,, Z, € T,M
Logp (Xp+ Yy, Zp) = 9p (Xps Zp) + 9p (Yp: Zp) v 9p (1 Xp,Yp) =79 (Xp, Yp), 7 €R
ii. gp (Xp, Yp) = gp (Yp, Xp)
ii. gy (Xp, Xp) >0 vy gp (X, Xp) =0siysolosi X, =0.

Note que (i.) y (i4.) implican que g, es bilineal, ademéds podemos considerar a g (X,Y") como
una funcién

g(X,)Y): M —-R

definida por
9(X,Y) (p) = gp (Xp, Yp) -
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Definiciéon 49 Una métrica Riemanniana sobre una variedad M es un campo de métricas g
tal que g (X,Y) € (M), para todo X,Y € x (M), una variedad Riemanniana es una variedad

M dotado con una métrica Riemanniana.

Se puede demostrar que toda variedad puede ser dotada de una métrica Riemanniana ver
[9].

Obsérvese que en geometria el término métrica no se refiere a una distancia sino a un
producto interior, es méds, se puede mostrar que una métrica Riemanniana da origen a una

distancia natural.

Definicién 50 Lasn? funciones gij real valuadas sobre cartas coordenadas (U, ) definidas por:

= ((a) (x))

se llaman coeficientes métricos.
Ejemplo 51 Sea N =R" yg={( ,) el producto interno usual
n
9p (Xp,Yp) = Zaibia
i=1
donde

Xp=(pa1,...,an) y Yp=(p;b1,....00).
Claramente
9ij = 0ij,

donde d;; es el delta de Kronecker.

Definicién 52 Supangamos que A : T,M — T, M es una transformacion lineal. A es una
1sometria st

9p (Xp, Yp) = 94 (AX}, AY)) .

Definicién 53 Sea V una conexidn afin sobre una variedad Riemanniana M se dice que V es
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compatible con la métrica si para todo X,Y,Z € x (M)
Xg(Y,Z2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Note que g (Y, Z) € S (M) por lo que Xg (Y, Z) tiene sentido y es una funcién.

Definicion 54 Una conexion lineal V es libre de torsion o simétrica si
VxY —VyX =[X,Y] para todo X,Y € x (M).

Esta condicién no es tan intuitiva como la propiedad de ser métrica. En particular, no tiene
nada que ver con la torsién de una curva. La razén de la terminologia "simétrica"es el siguiente

lema:

Lema 55 V es libre de torsion o simétrica si y solo si en cualquier carta coordenada Ffj = I‘?i,

1<4,5<n.
Un importante teorema debido a Hopf-Rinow ver [7] es el siguiente.

Teorema 56 (Fundamental de la geometria Riemanniana) Si M es una variedad Rieman-
niana con métrica g, entonces existe una unica conexion afin simétrica y compatible con la

métrica.

Un célculo directo, aunque no corto, usando la defincién de compatibilidad con la métrica,

prueba que de existir V, ella debe verificar que para todo X,Y, Z € x (M)
1
9(VxY,2) = 5[Xg (Y, 2) = Zg(X,Y) +Yg(Z,X) ~g (X, [V, 2)) + 4 (Z,[X,Y]) ~ g (¥, [Z, X])

lo que es equivalente a:

n

1 dg1;  0g;;  Ogy ..
k - E Lk J 2 i —
Fij 2 P g < ou’ ou! ouw )’ Lok =12..n

donde g“son los coeficientes de la matriz (gij)_l. Note que la matriz g;; es invertible ya que es

la matriz asociada a una forma bilineal simétrica definida positiva.
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Definicién 57 La conexidn garantizada por el teorema anterior es llamada la conexion Rie-

manniana de la variedad Riemanniana.

Definicién 58 Si «: [a,b] — M entonces la longitud de o esta definda por:

el = /ab\/ a(t) (<T0t>a(t) ; (Ta)a(t)>dt7

y sip,q € M, definimos la distancia de p a g como,

d(p,q) = inf {||a|| : & une p con q},

lo que nos permite enunciar la siguiente proposicion.

Proposition 59 Toda variedad Riemanniana con la distancia definida anteriormente es un

espacio métrico.

Teorema 60 Supongamos « : [a,b] — M es una curva parametrizada por longitud de arco, es

decir

Ga(t) ((Ta)a(t) ) (Ta)a(t)> =1

st |la|| < ||B]| para toda curva € C™ tal que B (a) = a(a) y B(b) = a(b). Entonces a es una

geodésica. ver [46]

Teorema 61 Para cada punto p en una variedad Riemanniana M existe una vecindad U tal

que:

i. Cualquier par de puntos q,r € U pueden ser unidos mediante una geodésica « cuya imagen

estd contenida en U.
ii. La geodésica « es la tnica geodésica que junta q y 7, que ademas tiene longitud d (q,r).

iii. Existe una carta coordenada (U, ¢) tal que las geodésicas a través de p son de la forma
a(t) = ¢ " (art, ..., ant)

para algunas constantes ai,...,a, € R. Cabe destacar que estas también son llamadas

coordenadas normales.
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Antes de continuar con los siguientes dos teoremas debemos recordar que dos puntos no
necesariamente pueden ser unidos mediante una geodésica y como ejemplo inmediato se puede
pensar en el plano Euclideo 2—dimensional al cual le quitamos el origen y tratamos de unir dos
puntos que sean opuestos respecto al origen y las geodésicas en éste caso serian la rectas que

pasan por el origen.

Teorema 62 Si una variedad Riemanniana es completa como espacio métrico con la métri-
ca inducida por g, entonces cualquier par de puntos pueden ser unidos por la geodésica que

minimiza la distancia entre ellos.

Teorema 63 (Hopf-Rinow,1931) Si el domino de cada geodésica sobre M puede ser extendida
a todo R, entonces cualquier par de puntos de M pueden ser unidos por una geodésica que

minimiza la distancia y M es completo con la métrica g.

A pesar de que el siguiente lema no es un resultado de geometria Riemanniana es importante
para nuestro avance eneunciarlo en vista de que serd utilizado en varias oportunidades dentro

del desarrollo del presente trabajo.

Lema 64 (lema de Banach) Sea A un operador lineal invertible sobre un espacio de Banach E

y B un operador lineal en E si

|A™'B - 1| < 1.
Entonces B™1 existe y
- A7
57 < e
A
T 1A ]IB = Al
ademds
1
-1
34 <
1

L= [[A=H B — Al
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Capitulo 2

Métodos sobre Variedades

Riemannianas

La extensién de los métodos numéricos como por ejemplo Newton, Newton simplificado
y Chebyshev-Halley a variedades Riemannianas trae consigo (o crea) nuevas dificultades. Por
ejemplo, los campos vectoriales sobre espacios de Banach son vistos como funciones que van de
éstos espacios en si mismos, mientras que en el caso de variedades, los campos vectoriales son
funciones que van de la variedad (las cuales no necesariamente son una espacio vectorial) a su
espacio tangente en el punto en consideraciéon. Por otra parte, si B es un espacio de Banach y
F : B — B es una funcién, sumas triviales tales como = + v, donde z € B y v € F(B) seran
dentro de éste nuevo contexto las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales, las cuales
originan un nuevo punto el cual es exp,, (v) definido previamente. En lugar de la derivada de
Fréchet usada en espacios de Banach, la cual generaliza la derivada direccional de R", usaremos
la derivada covariante que tambien generaliza la derivada direccional de R".

Es importante resaltar que en los métodos numéricos sobre variedades, el problema de
encontrar el radio de convergencia y probar la unicidad de las soluciones en la bola abierta
definida por tal radio presentan un especial reto; desafortunadamente esto puede ser muy dificil
de calcular, ver por ejemplo [14] . Escencialmente esto se debe al hecho de que, en contraste
para el caso de los espacios de Banach donde las geodesicas son lineas rectas, en variedades

Riemannianas las bolas no son necesariamente geodesicamente convexas.

28



2.1. Principales métodos

A continuacion, a modo de informacién, exhibiremos las iteraciones de los principales méto-
dos sobre variedades Riemannianas que se han estudiado en la iltima decada, partiendo con el
método de Kantorovich ver ([8]) como una motivacién y respaldo teérico al capitulo posterior
donde estudiamos la convergencia y unicidad del método de Kantorovich sobre grupos de Lie.

En los siguientes métodos DX denotard la derivada covariante del campo vectorial X €

x(M)

»  Kantorovich sobre Variedades Riemannianas

vn = DX (pn) "' X (pn)

Pnt1 = exp, (vn), n €N

= Kantorovich simplificado sobre variedades Riemannianas.

Un = —Pa, 01DX (po) Pa, 10X (Pn)
Pn+1 = exp, (vn), n €N
donde o, : [0,1] — M es la familia de geodésicas que minimizan la distancias entre py y

Pn-

= Chebyshev-Halley sobre variedades Riemannianas

U = —DX (pn) X (pn),

Qn = €XpPy,, (un),

o(t) = expy, (tun),

Gy = DX (pn) "' B(pn)(un,.),

Hy = |Ir, M+ 3G,

vn = ~5 P01 DX (pn) ™ Hyy B(pn) (un,un),

Put1 = expy, (vg),  n€EN
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= Fuler-Chebyshev sobre variedades Riemanninas

U = —DX (pn) "1 X (pn)

o (t) = exp,, (tun),

gn =0 (1),

Un = —3Pr01DX (pn) " D2X (pn) (tn, un)

Pnt1 = exp,, (vn), n>0.

Igual que las generalizaciones hechas de métodos numéricos a variedades Riemannianas, en
esta tesis vamos a estudiar detalladamente las generalizaciones a grupos de Lie, ver [21], m&s
concretamente las iteraciones tipo Newton o Kantorovich en grupos de Lie para hallar ceros de
funciones f : G — g que van del grupo G en su dlgebra g, df y exp son el diferencial y la
funcién exponencial definidas sobre grupos de Lie como lo veremos en el siguiente capitulo.

Nuestro interés es analizar las estructuras de las iteraciones del método de Kantorovich
sobre grupos de Lie.

Por otra parte y continuando con el andamiaje tedrico, en éste punto del trabajo es necesario
iniciar una seccién donde revisemos algunas definiciones, ejemplos y proposiciones relacionados

con Grupos de Lie.
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Capitulo 3

Métodos numeéricos sobre Grupos de

Lie

En éste capitulo introduciremos nociones y definiciones béasicas sobre el significado de grupos
de Lie, nos enfocaremos en sus propiedades, es decir, invarianza de los elementos del espacio
tangente ante traslacion izquierda o derecha y conexién entre el grupo de Lie y su dlgebra, la
cual es el espacio tangente en la identidad. Una vez explicitado éstos elementos daremos paso
a la incorporacién de un método iterativo definido sobre la variedad (grupo de Lie). El cual
nos permitird construir una sucesién de puntos que convergen a una singularidad de un campo

vectorial f: G — g sobre un grupo de Lie previamente dada.

3.1. Preliminares sobre Grupos de Lie

Definicién 65 Un grupo de Lie es una variedad M que tiene estructura de grupo consistente
con la estructura de la multiplicacion y la inversion de grupo, en el sentido que las funciones

dadas por:
wMxM-—M y I:M-—M

(g, h) — gh gr— g *

son C'°,
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Antes de mostrar algunos ejemplos importantes sobre grupos de Lie es necesario presentar

las siguientes definiciones, ya que las mismas nos permitiran comprender dichos ejemplos.
Definicién 66 Sea M un grupo Lie. Las funciones

Ly:M—M y Ry-M-—M
h +— gh g— gh

son llamadas traslacion izquierda y traslacion derecha respectivamente.

Note que
Lg oLy, =Lgg, v Rp oRny= Rpyh,-

En efecto, dado h € M entonces
Ly, o Lg,(h) = Ly, (g,h)

= g,9,h

- L9192 (h)7

de manera andloga R, o Ry, = Rp,n, -
Por otra parte si e € M, es el elemento identidad, entonces
Le = Idy = Re,

y ademds es facil probar que Ly y R}, son invertibles

Ly = (Ly)™' vy Rpr = (Rp),

y se puede probar que ellas son difemorfismos para cada g y h ver [31]. Por regla de la cadena

se tiene que

((Lg=1)s)gh o ((Lg)s)n = ((Lg-1 0 Lg)s)n = Idm,m,

donde ((Lgy-1)+)gn ¥ ((Lg)«)n son las funciones tangentes en los puntos gh y h respectivamente

y por tanto ((Lg)«)n es invertible.
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A continuacién algunos ejemplos de grupos de Lie donde podremos apreciar parte de las

definiciones mencionadas hasta éste punto.

Ejemplo 67 Sea V un espacio de Banach. V a su vez en un grupo de Lie Abeliano con opera-

ciones de grupo definidas por:

p:VxV-—V, uzy =x+ty

I1:V—YV, I(z) = —x,
donde la identidad es el vector cero.

Ejemplo 68 EI grupo de transformaciones lineales invertibles de R™ en R™, con la composicion
de funciones, es un grupo de Lie de Dimension n?, denominado grupo lineal general, denotado
por GL(n,R).

Este grupo es un subconjunto abierto del espacio vectorial L(R™ R™), espacio de todas las
transformaciones lineales de R™ en R™ ya que GL(n,R) es la imagen inversa de R/{0} bajo la
funcion continua,

T — det(T),

de L(R™,R"™) a R, por lo que es una variedad n*> — 1 dimensional, ver (4)

Para A, B € GL(n,R), la operacion interna del grupo es la composicion,
p: GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)

(A,B)— Ao B

y la inversion es:
I:GL(n,R) — GL(n,R)
A— AL

donde A™1 es la funcion inversa. Note que la operacion interna del grupo es la restriccion de

las funciones bilineales continuas, es decir,

(4, B) € L(R",R") x L(R",R") — Ao B € L(R",R").
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w es C* wver [31], por lo tanto GL(n,R) es un grupo de Lie.

El elemento identidad de GL(n,R) es la funcion identidad en R™. Si elegimos una base de
R™, podemos representar cada A € GL(n,R) por una matriz invertible de orden n, la denotare-
mos, sin perdida de generalidad, por la letra A, ast la operacion de grupo en éste nuevo contexto

es la multiplicacion matricial,

1(A, B) = AB,

y la tnversion es:

donde A=es la la matriz inversa de A, de ésta forma el elemento identidad GL(n,R) serd la

matriz identidad I,.

Ejemplo 69 En éste ejemplo mostraremos que el subgrupo de GL(n,R) de las matrices ortog-
onales, O (n), es una variedad de dimension %n (n — 1) y hallaremos su dlgebra de Lie g.
Sea f : Mpxn (R) — S (n) dada por f (X) = XXT donde S (n) es el grupo de las matrices

simétricas, calculemos D f (X)

L (X +tH) - f(X
DJ (X) (17) = i HEHI =T
(X +tH) (X +tH)T — xXxT
= lim
t—0 t
. tXHT +tHXT +¢*HHT
m

=1
t—0 t

(3.1)

= XH" + HXT,

es decir,

Df(X)(H)=XH" + HXT.

A continuacion veamos que para todo X € O (n), Df (X) : Myxn (R) — S (n) es sobreyectiva.

En efecto, sea X € O (n) y S € S(n), tomemos la matriz

V===
27
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entonces

2 2
s S .
§+§(XX)

Df(X)(V)=X (SX>T + <SX> xT

- (xx7)

=235,
ast f: Mpxn (R) — S (n) es una submersion, por lo que

FHI) = {X € Muxn (R) = £ (X) = In}
— (X € Myun (R) : f(X) = I}
=0 (n)

es variedad, ya que es la magen inversa de un valor reqular ver ([26]) y su dimension es

dim O (n) = dim My, x,, (R) — dim S (n)

_ o n(n+1l)
1
:§n(n—1).

Ahora calculemos g =T70 (n). Dado que T7O (n) = ker Df (I). Usando 3.1 se tiene que
Df(X)(V)=XxVT +vxT

de donde
Df()(V)=VT 4V

ast,

g=ker(Df(I))={VeMmhxnR):Vl =-V}
que es el subespacio de vectorial de M (n x n,R) las matrices antisimétricas.

Es importante resaltar en éste punto que los grupos de Lie sobre los que trabajeremos son

aquellos de dimensién finita. Ahora veamos como podemos construir un atlas para un grupo de
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Lie tienendo una carta alrededor del elemento identidad.
Sea (U, ) una carta alrededor de e € M, donde ¢ : U — ¢(U) C R™.

Definiremos una nueva carta (U, ¢4) alrdedor g € M por

Uy = Ly(U) = {Ly(h) | h € U}

pgi=@oLg1:U;— @U).

Note que
g (h) = p(g~"h).

Ast el conjunto {(Ug, ¢4)} forma un atlas para M, ya que, en éste caso los cambios de coorde-

nadas

Pgo @ =po L1090 " 1 op(UygNUL) — @g(Uy N UR)

son difeomorfismos, ver [31].
Un campo vectorial X sobre M es llamado invariante por la izquierda si para cada g € M

tenemos que

((Lg)«)nX (h) = X(gh)

para cada h € M. En algunos textos ésta funcién ((Lg)«)n es llamada funcién tangente y es

denotada por T}, Ly, asi podemos escribir la igualdad anterior como:

(Thlg)X(h) = X(gh)

para cada h € M. Més concretamente, dada la variedad M y un punto h € M. La funcién T}, L,

traslada isometricamente veral vector X}, de T}, M en el vector Xy, de Ty, M [31] , tal como se
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muestra en la siguiente figura:

Al conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por la izquierda sobre M lo deno-

taremos por xr,(M). Se puede probar que si dado g € M y X, Y € x(M), entonces

T(Lg)[X, Y] = [T(Lg) X, T(Ly)Y] = [X, Y],

ver [31], por lo que[X, Y] € xp(M).

Para cada § € T, M, definimos un campo vectorial X¢ en M, por:

Xe(g) = TeLy(S),

entonces

Xg(gh) = TeLgh(f) = Te(Lg o Lh)(f)

=Ty Ly(T. Ly (€)) = ThLy(Xe(R)),

lo que muestra que X¢ es invariante por la izquierda.

Las funciones lineales
G:xL(M) — T M

X — X(e)

G :TeM — XL(M)
§r— X¢
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satisfacen (1 o (2 = idr,n ¥y (2 0 (1 = id,, (ar), Por lo tanto x (M) y TeM son isomorfos vistos
como espacios vectoriales.

Por otra parte, definiremos la dimensién de un grupo de Lie G como la dimensién de G
visto como variedad diferenciable y asumiremos que es de dimensién finita .

Se dice que una métrica Riemanniana sobre G es invariante por la izquierda si:
(u,v), = <TyL$(u),TyLw(v)>Lz(y), Vz,y € G ;u,v € TG,

ésto implica, entre otras cosas, que dado un producto interno (, ). en el dlgebra de lie g , el cual
se puede definir de manera natural ya que g es un espacio vectorial finito dimensional, podemos
definir un producto interno (,), en cualquier punto p de nuestro grupo de Lie G mediante la

siguiente formula:
(u,v), = <Tpr_1(u),Tpr_1(v)>e, p € G ;u,vel,G,

esto significa que para todo p hemos definido un producto interno , le cual, varfa continuamente
en G lo que le da una estructura de variedad Riemanniana.
Analogamente se puede definir la métrica Riemanniana invariante por la derecha. Una métri-

ca Riemanniana sobre G es bi-invariante, si es invariante por la izquierda y por la derecha.

Definicién 70 FEl dlgebra de Lie del grupo G, se define como el espacio tangente T.G de G en

e, y lo denotaremos por g, dicha dlgebra es equipada con el cldsico corchete de Lie:
[]:gxg—8g

ver [7]

Note que x1,(M) es una subdlgebra de Lie de x(M ), el dlgebra de todos los campos vectoriales
sobre M. Sabemos que para cada y € G fijo, la diferencial multiplicacién izquierda T¢(L,)
determina un isomorfismo de g en el espacio tangente T}, G, ésto implica que todos los espacios
tangentes del grupo de Lie son isomorfos a su dlgebra g.

La funcién exponencial exp : g — G es ciertamente la méds importante construccién aso-

ciada con G y g, definida como sigue: Dado u € g, existe una tnica geodésica g, : R — G

38



que satisface:

0,(t) = Xy(ou(t)) = TeLy,+)(u) para cadat €R.

7).

El valor de la funcién exponencial en u es, entonces, definido por:

exp(u) = oy (1). (3.2)

Efectivamente ésta funcién ésta bien definida, ademds por el teorema de homogenidad de la

geodésica se tiene

exp(tu) = o4, (1) = 0y (t) para cadat €R y u€ g,

para mds detalle ver [7] y

exp(t + s)u = exp(tu). exp(su)

paratodot,sce Ry ue€g.
En general la funcién exponencial no es sobreyectiva. Sin embargo, la funcién exponencial
es un difeomorfismo sobre un entorno de 0 € g. Sea N(0) := B(0, p) la bola abierta mds grande

que contiene al cero tal que la exp es un difeomorfismo sobre N(0), al conjunto

N(e) = exp(N(0))

se le llama vecindad normal alrededor del punto e, asi, para cada y € N(e), existe un unico
v € N(0) tal que y = exp(v). Cuando G es Abeliano, exp es también un homomorfismo de g
en G, es decir:

exp(u +v) = exp(u).exp(v) para todo u,v € g. (3.3)
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En caso de que G no sea Abeliano, la exp no es un homomorfismo, sin embargo, si w es definido
por:

1 1
wi=u+v+ = [u,v] +

2 1o ([ fw, vl + (v, [o,u]]) + ...

entonces 3.3 puede ser reemplezada por la formula de Baker-Campbel-Hausdorft:

exp(w) = exp(u). exp(v)

para todo u,v en un entorno de 0 € g.
Sea G un grupo de Lie, cuya algebra asociada es g, (g = T.G) con e elementro neutro en G,

sea h un punto de la variedad G, recordemos que las traslacién izquierda L, se define como:

Ly:G— G

h_>gh7

se puede probar que la funcién transporte paralelo
Poo1:T,G — T,G,

donde a (0) = by a(l) = a es la difrenecial de la funcién L,,-1 en el vector o’ (0), en otras

palabras, la funcién transporte paralelo es:

TyLoyp-1:g = TG — g=1T,G,
X(b) — TyLgp-1(X (b))

con a,b € G.ver [26]
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Capitulo 4

Método de Kantorovich sobre

grupos de Lie

En ésta seccion vamos a describir el método de Newton, el cual nos permite encontrar
singularidades de campos vectoriales sobre grupos de Lie de dimensién finita.

Antes de empezar nuestra construccién es necesario exclarecer lo que entendemos por con-
vergencia de una sucesién sobre grupos de Lie, para ello nos apoyaremos en el hecho de que
la funcién exponencial es un difeomorfismo local en una vencidad del cero N(e) = exp(N(0)),

para dicho fin aprovecharemos el hecho de que g es un espacio vectorial normado.

Definicién 71 Si{z,}, -, una sucesion en G y x € G. Entonces se dice que la sucion {z,}, <,

€s.

1. Convergente a  si para cualquier € > 0 existe un nimero natural K tal que x~'.x,, € N(e)

)
Hexpf1 (aflmn) H <e para todo n > K;

2. Cuadraticamente convergente a  si {Hexp_1 (x_l.xn) H} es cuadraticamente convergente
a cero (0); esto es, si {xp}, - €s convergente a x y existe una constante q y un nimero

natural K tal que

Hexp_1 (:U_l.aan)H <q Hexp_1 (:18_1.:1,‘“)“2 para todo n > K;
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Note que la convergencia de la sucesién x,, — = con {z,}, ~o C G en el sentido de la

definicién anterior es equivalente a escribir

lim d(x,,z)=0.

n—-+0o

donde la distancia d(z,,z) := exp™ ! (z7 1.2y, .

Definicién 72 Si f: G — g =T.G es una funcion y si x € G. Decimos que f es diferenciable

en el punto x € G si

(troa0)

t=0

existe, donde ¢ : (—e,e) — G es la curva en G que pasa por el punto ¢(0) = x y tiene vector

tangente en dicho punto ¢ (0) = vy, es decir,
c(t) = z.exp(t(dLy—1),vy).

En éste caso la transformacion lineal f; :1.G — g definida por

’

frtw) = (o) = (Hf@entl ) @) L wene

t=0

es llamada la diferencial de f en x.

Asi, podemos definir la aplicacién lineal df, : g — g dada por
dfy = [y (dLs),
por otro lado, por la regla de la cadena,

(dLe)e =d (L;t*1 © Lr)e

= (dLacfl)Lz(e) o (dLI)e

= (defl)m © (dLﬂC)e
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(dLy-1), 0 (dLz)e  (u) = ((dLe)e ) (u) =u (4.3)

luego, de 4.1, 4.2 y 4.3 obtenemos

dfy (u) = fro(dLy), (u) (4.4)
= ful(dLy), ()] (4.5)

= G e(tdL,), (L), )]

d
= —f(z.exp(tu))| ,ueg.
dt =0

Por lo tanto

(4.6)
El siguiente lema nos serd 1til en la demostracién de la convergencia del método de Newton.

Lema 73 Sea x € G, u e g yteR, entonces

1.
d
%f(l‘ exp(—tu)) = (_dfx.exp(—tu)u) .
2.
t
f(SC exp(tu)) - f(ﬂ?) = /O dfmAexp(su)UdS'
Dem.

1. Teniendo en cuenta 4.6

f(xz.exp(—tu).exp(hu)) — f (z.exp(—tu))

df . exp(—tu) (u) = lim

h—0 h
~ lim f(xz.exp(h —t)u) — f (z.exp(—tu))
h—0 h

= (_df:c exp(ftu)u) .
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2. Definamos la funcion h(s) = f(x.exp(su)), luego su derivada es :

/Oth’ (S)dSZ/Ot <wligo h(”wl)u_h(s)) ds

_ /O lim ~ (f(z. exp(s + wyu) — f(z. exp(su)))

w—0 W

(a. exp(su))g ,

=f
= f(z.exp(tu)) — f (z),
por otra parte usando 4.6

h (s) = wh'go %(f(a: exp(s + w)u) — f(x. exp(su))

= lim l (f(x.exp(su)exp (wu) — f(z.exp(su)))

w—0 W

= dfw.exp(su) (u) :

Ast,
t
/0 0f. (e (1) ds = [ (. exp(tu)) — [ ().

Haremos ahora la definicién de bolas en el grupo de Lie GG, como la idea es sélo usar las
propiedades métricas del plano tangente T.G = g es natural definir una bola abierta de centro
e y radio 7 en G como la imagen de la bola abierta N (e,r) C T.G de centro e y radio r con r
lo suficientemente pequeno para que dicha imagen esté contenida en la vecindad normal. Y de
manera natural la bola abierta B (y,7) C G como la imagen de la traslacion via el difeomrofismo

exp de la bola abierta N (e,r) al punto y, mds concretamente
B (y,r) =Ly, (expN (e, 7)) .
Asi, si z € B(y,r) entonces z = y.exp (u) donde exp (u) € N (e) y ||u]] < r, es decir,

B(y,r)={z€ G:z=uy.exp(u) donde exp(u) € N (e) y |ul| <r}.
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Ahora estamos en condiciones de definir la condicién de Lipschitz.

Definicién 74 Sea L,r constantes positivas. Supongamos que f : G — g es diferenciable en

xo € G tal que d‘)“ajo1 eriste, entonces:

1. d 1701 odf es Lipschitz centrada en xy con constante L en la bola abierta B (xo,r) si
Hd o (dfy — dfazo)H < Ld(xo,x)

para cada x € B (zg,1).

2. al!)"m_o1 odf es Lipschitz con constante L positiva en B (xg,r) si

deﬂco (dfx — dfy) H < Ld(zo, ) (4.7)

para cada x,y € B(xg,r) tales que d(xg,z) + d(z,y) <r

Lema 75 Sea L > 0 una constante y 0 < r < Z Supongamos que df; 1 o df satisface la

condicion Lipschitz centrada en xo con constante L € B (xg,r). Sea © € B (xo,7). Entonces
df; 1 existe y

H(df?1 o df) | < W

Dem. Como0<r <71y df330 odf satisface la condicidn Lipschitz entonces
Hd o (dfy — dfz,) H < Ld(zg,z) < Lr < 1,

luego por el lema de Banach df; ! existe y cumple,

) dfz' |
df; || < b
lafs < = dfzo 0 dfe — Ly |
ast,
1
-1
ldfe" o dfaoll < Ty
|
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Ahora vamos a probar el teorema del método de Newton o Kantorovich sobre grupos de

Lie.

Teorema 76 Sea G un grupo de Lie geodesicamente completo, 0 C G un conjunto convexro
abierto, f : G — g es un campo vectorial de clase C* que va del grupo G en su dlgebra g,

d, ;01 odf € Lipr(2). Supongamos para algun xo € Q, dfy, es invertible y que para algin b > 0 :

ldfot (F(x0))|| < b;
c=bL < %;

B(wo,t,) €Q, donde t, = 7(1—+/1-2c).

Sea
VU = _df:;;gl (f($k)) )

Thy1 = Tg. exp(vg).

(4.8)

Entonces {xk}ken C B(xo,tx) y x, — x4 €l cual es la dnica singularidad de G en Blxg,t.].

Ademds, sic < 3 y B(zo,m) CQ con
1
b <17 <ty = Z(l—l—\/l —2¢),
entonces T, es también la unica singularidad de G en B(xg,7). La cota del error estd dada por:

d(xkax(]) < (20)2k7 k= 1727

SRR~

Dem. La prueba de éste método serd dividida en dos partes. Primero probaremos que
el método de Kantorovich simplificado sobre grupos de Lie estd bien definido, es decir que
{zi}ren € B(zo,ts); también probaremos la convergencia del método. En segunda parte se
probard la unicidad del método.

Consideremos la funcién auxiliar A : R — R definida por

L
h(t) = §t2 —t+b,

46



donde su discriminante viene dado por
A=(1-2¢c),

el cual es positivo, porque bL < % Por lo tanto h tiene al menos un cero (inica cuando ¢ = %)
Por lo que segin [33], el método de Newton puede ser aplicado a h, en otra palabras:
Si tg € [0,t4), para k = 1,2,3, ... se define

h(t,
lpt1 =tk — h’((tk))'

(4.9)

Entonces {t}ren estd bien definida, es estrictamnete creciente, es decir, ¢, < tx y converge

a t, ademads

b
te—te < - (20%, k=1,2,..,
C

donde tomamos tg = 0.
Como

Tp+1 = T.exp(vg),

entonces

d(wpt1, 2k) = |lvkl -

Probemos usando induccién matemaética que
llvg|| < tr41 — tr para todo k € N. (4.10)
Para k = 0 definamos la curva ¢ : [0, 1] — G dada por

co (t) = xo. exp(tvy).
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Note que ¢o (0) = g y ¢o (1) = xpexp(tvg) = z1, es decir ¢y es una curva suave que une

con x1, por lo tanto,

lvoll = ||—dfs," (f (z0))]|
=b.

Por otro lado

asi,

H’Uo” =t —tg <.

Ahora supongamos que 4.10 es cierta para k = 0,1, ...,n — 1. Por desigualdad tridngular

n—1

d(zn,@0) < Y d(wit1 — )
=0

n—1
= uill
=0

n—1

<> (tivr — ti)
=0

=t, — 1o

=1, <,
es decir, z € B (xo,t4) . Usando el lema 75 obtenemos que df,. 11 existe y la

ldfz, o dfen|| <

1 — Ld (zo,xn)
1
<
=1-1Lt,



y como

-1 -1
(W (tn)]  Lt,—1’
entonces
—1
dfy! o df (xn)]| < : 411
Como vg—1 = —df; ' (f(zn-1)) ¥ dfe,_, : 8 — g entonces f(zn_1) = —dfs,_, (tn—1) ¥y

usando lema 73
f (xn) =f (mn) —f ($n—1) - dff(a:n_1)vn—1
1
= / dfxn_l exp(tvp—1) (U'rl—l) dt — dfa?n—lv'fl—l
0

1
= /O [dfxn_1 exp(tvn—1) — dfﬂﬂn—l]vn—ldta
ademds aplicando 4.7 y teniendo en cuenta que df;ol es lineal, entonces
ldfzy' o £ (za)|
1
= ‘ / dfx_ol[dfxnfl exp(tvp—1) — dfl‘n_l]vn—ldtH
0

1
S /0 dewi()l[dfxnfl exp(tvnfl) - dfl’n—l]H H/Un_l” dt

1
< / Ld (1, %01 exp (tvn 1)) [|vn_1 | dt
0

1
< [ Liltvasl ona
0

L

2
= 5 lonall?

por la hipétesis de inducién ||v,—1|| < ¢, — tn—1, por lo tanto

df o f (zn)|| < 5 (tn — tn-1)?

Sl

y de 4.9 tenemos que

(tn — tn—1) W (tn—1) + h (tn_1) =0
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es cierto, de otro lado, por la formula de Taylor para funciones reales
1
h (tn) =h (tnfl) + h/ (tnfl) (tn - tnfl) + §h” (tnfl) (tn - tnfl)2 5

por lo tanto

1
h(t,) =0+ 5h” (tn-1) (tn — tn1)?,

es decir,

ya que h” (t,—1) = L.

Asi,
[dfzt o f (wn)|| < B (tn) (4.12)
por 4.11 y 4.12
lvn|l = H_d x:ll Of(xn)H
< |[dfz,) o dfeo | |dfag © f (za) |

< —[W (tn)] " (tn)

= tni1 — bn.
En virtud del principio de inducién matemética, tenemos que para todo k € N
d (Tpt1, @) < okl = trgr — Lk
Se sigue fdcilmente que para k > s, s € N
d(zs,xp) < ts— tg, (4.13)

luego {x1},c es de Cuachy en G, pues {t1},cy 10 es en R y como G es geodesicamente completo
la susecién {wy}, ey converge en G, es decir, existe z, € G tal que z3, — .

Probemos ahora que f (z,) = 0.
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Tomando en cuenta 4.12 se tiene que

1 (@)l = [|dfaq © dfzy (f (1))
< dfao |l [|dfzt (f (i)
< ldfzo [ 2 (21) ,

tomando el limite cuando k — oo

I @l < Jim [ldfeol B (t)

= deon h (t*)

=0,

entonces

f(zys) = 0.

Note que si s — 00 en 4.12 obtenemos
d (s, xp) <ty — tg.

Ahora probemos la unicidad de la raiz.

Notemos que tomando el limite en 4.11 obtenemos que

1
ldfa. o dfeoll < 7~
3 1
C1-L(L(1-vI-2¢))
1

ahora, supongamos que y, € B (zo,t.) es otra raiz. Sea u € g tal que c(t) = zexp (tu) une
Ty cON Yy, es decir, ¢ (0) =z y ¢ (1) = ys, asi ||u|| = d (z«, y«), pues c(t) es geodésica. Veamos
primero que el operador

1
/0 dfx* exp(tu) () dt

o1



es invertible.

Dado que

1
dexi*l /O dem*exp(tu)dt_dfx*

1
= dex*l odfxo o fftol/o dfx*exp(tu) () dt—dfx*

1
< 112 ol [ 1 0o ) . ]

1
< \/%/0 Ld (z. exp (tu) , ) dt
1
_ ﬁ/o Lt ul| dt
_ L
21— 2c
_ Ld (24, y«)
21 —2¢
< Ld (x4, x0) + d (20, Ys)
- 2v/1—2c¢
PRACEAD)
~ 2v/1-2c
Lt
CVi-2¢
_ Lz (0-VI-2))
B V1 —2c
1-vV1-2¢
Tz b
entonces el operador .
/0 dfm*exp(tu) () dt

es invertible. Por el lema 73

1

f(zs.exp(u) — f(xy) = /0 dfz, exp(u) (tu) dt,

es decir,

1
f@u»—f@ozﬁcmwm@uMﬁ,
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luego
1
0= /0 dfx* exp(tu) (u) dt,

como el operador

1
/0 dfx* exp(tu) () dt
es invertible, entonces ©u = 0, o sea
d (33*, y*) =0
y entonces
Ty = Ys-

Finalmente probaremos que si ¢ = bL < % y B (xg,7) C Q con

te <7 < tyy =

(1-v1-2¢c),

N |

entonces el limite x, de sucesién {zy}, .y es el tinico cero de f en B (z9,7).
Sea y. € B (xg,r) otra raiz de f en B (xg,r) y considere la curva c(t) = zg.exp (tu) que

une xg con Yy, donde ||u|| = d (zo, y«). Definamos R (¢) por :

R(t) = f (zoexp (tu)) — f (x0) — dfey (u)

/ dfxoexp su )dt—dfroa

ésto tdltimo por lema 73, luego como d ajol o df es Lipschitz entonces

t
|WM%%A%%mwwommws

t
swméwgwwmrmmwmu
t
Q%inswm

< [ldf | L HUH
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asf

Por otro lado

luego

Por lo tanto

seguidamente

asi,

O sea

L
IR W< ldfaoll 5 l1ul

L
= dfaoll 5 (w0,

R(1) = f(zoexp (u)) — f (x0) — dfay (u)

= [ (y+) — f (20) — dfu, (u)
=—f (:I:U) - dfl“o (u) )

IR = 11f (z0) = dfz ()]

1

> _|ldf1od

= = e o df (o) ]
1

> — ||dfz, ©

= de;olH (HuH H f f(x())H)
1

> d (70, ys) — b).

L
l[dfao | §d($o,y*)2 > [[R (D]




Dado que

d(ﬂco,y*) <71 < sy

entonces

d (mOa y*) S t*:

o0 sea Y, es una singularidad que estd en B (zg,t.) y como ya probamos que élla es unica en
B (x0,ts) , entonces

Ty = Y-

Ejemplo 77 Sea n un entero positivo y G el grupo especial ortogonal bajo el producto de

matrices, es decir.,
G=S50(nR)={X¢ec M, R)|XTX =1,,det X =1},

como probamos en 69 G es una variedad diferenciable y su dlgebra de Lie, la cual es el espacio

tangente en la identidad, es el conjunto de las matrices antisimétricas de orden n X n
g={VeM,R)|V +V =0},
donde a g lo dotamos con el producto interno estindar,
(U, V) =tr (UTV) para cada U,V € g.
Ast, podemos definir la llamada norma de Frobenius en g por:
Ul =+/tr (UTU) para cada U € g.
Sea A € g tal que || Al < 1y definimos f: G — g por

f(X)=X—XT+ A para cada X € G.
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Vamos a probar que ésta funcion cumple las condiciones del teorema de Newton sobre grupos
Lie en una vecindad de la matriz identidad I,.

En efecto, si X € G, entonces

FX exp (tU)] = X exp (tU) — (X exp (tU))" + A

T
B tu)" )"
flXexp(tU)] =X i XY o + A
n>0 n>0
T
o AL
FX exp (tU))] :XZHU - XZEU + A
n>0 n>0
para cada U € g. Por lo tanto,
d
dfx (U) = prtl [X exp (tU)] (4.14)
t t=0
d © n x© ,n T
= | =X —U"— | X —gr A
n= n= t=0

T
& tn—l . o0 tn—l .
= X;(nl)!U - <Xz(n1)!U ) + A

n=1 =0

4 40 T
n+l _ n+1
=X E n!U (X E n!U ) + A

n=0 n=0 =0

= XU — (xXU)T

para cada U € g.

Tomando xo = I, se observa que dfz, = 21 xy luego df;o1 = 20xn/2.

Afirmamos que dfx_ol odf satisface la condicion de Lipschitz con constante L =1 en G, es
decir,

|\d x_ol o (dfy — dfe)|| p < d(a,2) para cada 2,z € G. (4.15)

En efecto, para algun «;x € G, como G es un grupo de Lie compacto y simplemente conexo ver
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[49, 51],existe V € g tal que
Z=xz.exp(V) yd(z z) =||V|]p. (4.16)
Note que si dfac_o1 = Ixn/2, se tiene que, para cada U € g,
[t = i) = 5 (g ey — ) (O] (4.17)
st fijamos U € g y definimos la funcion g : G — g dada por:
g(X)=XU—(XU)" para cada z € G.
FEntonces para cada s € [0,1],
dgx exp(sv) (V) = Xexp (sV) VU — [X exp (sV) VU]T,

donde
Xexp(sV)VU [X exp (sV)VU]" = 1,,,

de ésto sigue que

[ X exp (sV) VU|[p < VU] g,

H[Xexp (sV) VU]THF < |IVU| 5.

Por tanto

Hngexp(sV) (V)HF <2 ”VUHF <2 HVHF HUHF’

ademds por lema 73

<2[VIpIUllg

o7



y teniendo en cuenta 4.14 y 4.17 se tiene que

dem_ol(dfa:’* df:z:)HF

_ % lg (X exp (V) = g ()|l p < [V U]l

Como U € g es arbitrario, y en virtud de 4.15 se asegura 4.16.

Por otra parte, como f (xg) = A, se tiene que
_1 1 1
Lb = [ldf o) = 5 1Al <

ast, las condiciones del teorema 76 son satisfechas, por lo que la sucesion generada por 4.8 con

punto inicial xg = I, converge a un cero x4 de f y ademds es la unica singularidad de f en

1
to=1— /1= Al

A=zl —z,.

Blzg, t.], donde
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Capitulo 5

Conclusion

Existe un gran interés, entre otras cosas, gracias a los avances en la ciencia computacional,
en el estudio de los llamados métodos numéricos de orden superior. En los iltimos anos, varios
matemadticos han estado interesados en mostrar la validez de estos métodos en espacios mds
generales que euclidianos, como los espacios de Banach. Ver [19-27,41,44,45]. En este orden de
ideas, no es de extranar que haya interés en mostrar la validez de esos métodos en conjuntos
incluso més generales que los espacios Banach como variedades Riemannianas, ver [1-14]. La
principal contribucién de esta tesis fué presentar el método de Kantorovich simplificado en
grupos de Lie, para resolver el problema de encontrar puntos singulares sobre campos vectori-
ales en ésto grupos, que son casos particulares de variedades Riemannianas. En este contexto,
demostramos la convergencia de las sucesiones generadas por el método introducido para hallar
un punto critico. El desarrollo de estos métodos en variedades crea nuevas dificultades, que no
existian en los espacios de Banach. Algunas de estas dificultades son de naturaleza técnica; por
ejemplo, es dificil definir el método en este nuevo contexto. Especificamente, en Los espacios de
Banach no distinguen entre el espacio E' y su espacio tangente 7}, £ en un punto p, ya que son
isomorfos. Por lo tanto, es "legitimo"sumar puntos y vectores. En variedades esto no sucede, asi
que debemos ser muy cuidadosos. Para esto, se usa la funcién exponencial, es decir, a un punto
y un vector de un espacio tangente se le asigna un nuevo punto de la variedad. Otra dificultad
fué la definicién de la derivada; se podria pensar que la derivada ordinaria es suficiente para
definir el método en el caso donde la variedad estd incrustada en un espacio euclidiano, pero

esto no es cierto ya que la derivada ordinaria no es necesariamente tangente a la variedad en el
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punto considerado. Por lo tanto, es necesario considerar la derivada covariante, que en este caso
particular es la proyeccién de la derivada ordinaria en el plano tangente. Ver [32] Teorema 4.2.
Otras dificultades encontradas fueron generales, ya que dependen de la variedad. Particular-
mente, a diferencia de los espacios de Banach, donde las geodésicas son lineas rectas, las bolas
abiertas en las variedades no son necesariamente convexas desde el punto de vista geodésico,
es decir, dados dos puntos en una bola abierta, la geodésica que une dichos puntos, no esta
necesariamente contenida en la bola. Esta diferencia con los espacios de Banach crea una gran
dificultad para demostrar en el nuevo contexto de los teoremas de singularidad de los métodos
clédsicos, como puede ser visto en la prueba de la singularidad del método simplificado de Kan-
torovich discutido por los autores en [14]. Sin embargo, en los grupos de Lie no se manifiesta
dicha dificultad debido a que al tomar un par puntos sobre una variedad de éste tipo y construir
sus espacios tangentes o lo que es igual a sus respectivas dlgebras de Lie en tales puntos, se
puede garantizar que la geodésica que conecta a los dos puntos ésta contenida en la variedad o
grupo de Lie. Las técnicas clasicas, en espacios de Banach, para probar la singularidad se pueden
llevar al contexto de variedades y mostrar la existencia de singularidades, pero con suposiciones
mads restrictivas sobre las constantes, que dan lugar a un radio de convergencia menor que en
los espacios de Banach. Por otra parte y como punto final se debe destacar que pareciera que
nuestra demostracién es un corolario del método de Kantorovich simplificado, pero en medio
del desarrollo nos percatamos que éste caso particular de variedades no es necesario definir un
operador con derivada covariante como se hace en el método simplificado de Kantorovich y que
va del espacio tangente en el espacio tangente para un punto asignado por el contrario se uso
una funcién que se mueve del dlgebra de la variedad en el dlgebra de la variedad o grupo de
Lie. Esto muestra que realmente no es un derivada sobre el espacio tangente sino m&ds més bien
funcién traslacién, la cual funciona tanto por la izquierda como por la derecha y se cardcterizan
por ser iguales y que en nuestro caso particular se uso la traslacién izquierda. Finalmente ésta
acotacién marca la diferencia al momento de realizar la demostracién de dicho teorema y por

lo que se concluye que no es un corolario simplemente de un gran resultado sobre variedades.
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