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Introducción
Recientemente, se ha observado un gran incremento en el interés por estudiar algoritmos

para encontrar singularidades (ceros) de campos vectoriales sobre variedades Riemannianas.

Evidencia de esto se puede encontrar en [1, 2, 3, 8, 10, 12, 15, 23, 28, 33, 35, 36, 37, 38].

Los métodos iterativos que permiten encontrar los ceros de una función vectorial se han

estudiado ampliamente por más de un siglo. Quizas los más importantes son: el método de

Newton, Shamanskii, Halley, Super-Halley, Chevyshev, Chevyshev-Halley y el método de los

dos-pasos. Estos métodos han sido extendido a espacios de Banach, partiendo con la obra de

Kantorovich escrita en la decada de 1960, ver [24]. Existen varias pruebas para la convergencia

y la unicidad de las suceciones que generan estos métodos, bajo las distintas hipótesis en las

funciones vectoriales y los puntos de inicio considerados, ver por ejemplo [8, 19, 22, 23, 27, 34, 33]

. Entre los metodos numericos utilizados para encontrar los ceros de campos vectoriales o

funciones,el método de Chebyshev-Halley es probablemente el más conocido y tiene orden de

convergencia cúbico, de la misma manera como fué generalizado el método de Kantorovich a

Espacios Banach, [19], el metodo de Chevyshev-Halley lo fué, ver [10].

En ésta tesis estudiaremos el método de Kantorovich sobre grupos de Lie, recordemos que

los grupos de Lie son grupos topologicos que a la vez tienen una estructura diferencial, lo que

los convierte en variedades Riemannianas [46, 7].

El estudio de los métodos iterativos sobre variedades Riemannianas comenzó con los trabajos

hechos por O. Ferreira y B. Svaiter [48] en el 2002, donde se extendió el método de Kantorovich

(Newton) a éste contexto. Posteriormente en el 2003 y 2006, J.P.Dedieu, P.priouret, G. Mala-

jovich, Li,C., y Wang, J. [41, 42], utilizando los trabajos de O. Ferreira y B. Svaiter se generalizó

las ��teoría y �teoría de Smales de las interaciones intrinsecas tipo Newton sobre variedades

geodesicamente completas. Mas tarde, Ioannis K. Argyros en [18] debilitó las hipótesis para

la convergencia del método de Newton sobre variedades Riemannianas; en éste mismo sentido

podemos revisar los trabajos presentados por [17, 24]. En 2009 Ionnais. K. Argyros y poste-

riormente en 2013, Jinsu He, Jinhua Wang y Jen-Chih Yao, estudiaron el método de Newton

en Grupos de Lie [21]. En 2011 en su tésis doctoral [33], R. Castro extendió al contexto de las

variedades riemannianas varios métodos, incluyendo entre ellos, el método simpli�cado de Kan-
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torovich [29], en el que la derivada covariante es la misma en cada paso. Castro, extendió entre

otros un método de tercer orden libre de operadores bilineales en el cual fué necesario de�nir el

concepto de diferencias divididas en el contexto de las variedades Riemannianas [44] y también

extendió algunos métodos de convergencia de tercer orden para ese mismo contexto [26, 34]. Es

relevante mencionar que el método de Newton en variedades Riemannianas ya ha sido utilizado

por Roy L. Adler y otros, con el �n de estudiar el modelo geométrico de la columna vertebral

humana, ver [3]. Por último en el 2017, R.A. Castro y colaboradores [32] extendieron el méto-

do de Chebyshev- Halley, Euler- Chebyshev al contexto de variedades Riemannianas, además

dieron algoritmos explicitos para hallar sigularidades sobre campos vectoriales de�nidos sobre

S2.

Ahora bien, para una buena orientación sobre la construcción y enfoque de nuestro método

iniciamos con una primera sección donde recordamos algunos conceptos básicos de geometría

diferencial, variedades Riemannianas. Además de algunas herramientas necesarias para la con-

strucción del método sobre variedades como por ejemplo: conexión afín, métrica Riemanniana y

transporte paralelo. Continuaremos con un recuento de los principales métodos numéricos sobre

las variedades Riemannianas, es decir, algoritmos numéricos para encontrar puntos singulares de

campos vectoriales sobre variedades Riemannianas, ver [2, 4, 7, 17, 43, 32, 24, 42, 48], seguida-

mente con la descripción más detallada de las propiedades y características que aparaceren al

plantear el método de Kantorovich simpli�cado, luego como una tercera sección se destina al

estudio de los Grupos Lie y como cuarta sección se estudia la convergencia y unicidad del méto-

do de Kantorovich sobre Grupos de Lie. Finalmente dejamos un ejemplo que permite apreciar

la aplicación del mismo en un grupo de Lie particular.
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Capítulo 1

Conceptos Básico de Geometría

Diferencial

En éste capítulo haremos un preámbulo sobre Variedades Riemannianas, iniciando con los

conceptos básicos de la Geometría Diferencial en los cuales asumiremos ciertos resultados básicos

de análisis matemático y de Topología.

1.1. Variedades Riemannianas

De�nición 1 Sea M un espacio métrico y p 2 M . Una carta coordenada alrededor de p de

dimensión n es la dupla (U;'), donde U es un entorno de p y ' : U �M �! Rn una función

continua uno a uno tal que Û = '(U) es un abierto en Rn: Diremos que la dupla (U;') es una

carta coordenada propia si '�1 : '(U) �! U �M es contínua.

Un ejemplo práctico para entender ésta de�nición se hace sobre la esfera n� dimensional

de radio unitario, como se muestra a continución:

Ejemplo 2 Consideremos la esfera n�dimensional Sn � Rn+1

Sn =

(
(x1; :::; xn+1) 2 Rn+1 :

n+1X
i=1

x2i = 1

)

y sea p = (0; 0; :::; 1) 2 Sn. Una carta coordenada en torno a p de dimensión n está dada por

el par U = f(x1; :::; xn+1) 2 Sn : xn+1 > 0g y ' : U ! Rn de�nida por ' (x1; :::; xn+1) =
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(x1; :::; xn) , además Û = '(U) = B(0; 1) es la bola abierta de centro cero y radio 1. Note que

podemos asegurar '(U) = B(0; 1) es abierto ya que ' es un homeomor�smo, es más su inversa

está dada por:

'�1 (u1; :::; un) =

0@u1; :::; un;
vuut1� nX

i=1

(ui)2

1A ; (u1; :::; un) 2 Rn;

ver [14], lo que implica que (U;') es una carta coordenada, además como '�1 es claramente

contínua tenemos que (U;') es una carta coordenada propia .

De�nición 3 Sea M un espacio métrico. Se dice que M es una variedad n� dimensional

C1 si existe una colección � de cartas coordenadas (U;'), llamada atlas de M , tales que:

1. para cada p 2 M existe una carta coordenada propia (U;') 2 � de dimension n con

p 2 U ;

2. si (U;'), (V;	) 2 � con U \ V 6= ? entonces el cambio de coordenadas 	 � '�1 :

'(U \ V )! 	(U \ V ) es un difeomor�smo C1 (de conjuntos abiertos de Rn);

3. � es maximal con respecto a las condiciones 1: y 2:, es decir, � contiene todas las posibles

cartas con estas propiedades antes mencionadas.

Fig. 1

Diremos que los atlas f(Ui; 'i)gi2I , f(Vj ;	j)gj2J son compatibles si 	�'�1 : '(U \V )!

	(U \ V ) es un difeomor�smo C1:

Como se muestra en (Fig. 1), la condición 2: es la que da sentido al concepto de variedad

n�dimensional, pues no sólo se pide que el cambio de coordenadas (una función) sea biunivoco
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y bicontínuo sino que sea C1. Note que no pueden haber dos cartas coordenadas de dimensión

distinta ya que la función cambio de coordenadas 	 � '�1 es un difeomor�smo.

En la práctica se da una colección de cartas coordenadas propias f(Ui; 'i)gi2I sobre M las

cuales cubren a M , es decir, M =
S
i2I Ui. También es posible tener dos atlas diferentes para

un mismo espacio métrico M , haciendo a M tenga dos estructuras diferenciales diferentes, en

el caso de que haya compatibilidad entre las cartas de un atlas y las cartas de otro, se genera

la misma estructura diferenciable. Por ejemplo S2 = f(x1; x2; x3) 2 R3=x21 + x22 + x23 = 1g es

una variedad que puede ser cubierto por un atlas de seis cartas en coordenadas rectángulares

o por un atlas de dos cartas en coordenadas estereográ�cas, en efecto, consideramos el atlas

�1 =
�
(U�i ; '

�
i )
	
i=1;2;3

construido de la siguiente forma:

Consideremos los subconjuntos de S2 y R2

U�i = f(x1; x2; x3) 2 S
2 : xi < 0; i = 1; 2; 3g, U+i = f(x1; x2; x3) 2 S

2 : xi > 0; i = 1; 2; 3g;

y

D2(0; 1) = f(x1; x2) 2 R2 : x21 + x22 < 1g

y además los homeomor�smos, '�i : U
�
i �! D2(0; 1); i = 1; 2; 3

'�1 (x1; x2; x3) = (x2; x3);

'�2 (x1; x2; x3) = (x1; x3);

'�3 (x1; x2; x3) = (x1; x2);

es fácil veri�car, haciendo la composición, que sus inversas son
�
'�i
��1

: D2(0; 1) �! U�i ;

i = 1; 2; 3 �
'�1
��1

(x1; x2) = (x1; x2;�
p
1� x21 � x22);�

'�2
��1

(x1; x2) = (x1;�
p
1� x21 � x23; x3);�

'�3
��1

(x1; x2) = (�
p
1� x22 � x23; x2; x3);
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claramente las anteriores funciones como sus inversas son continuas, y sus cmabios de corde-

nadas son diferenciables, por ejemplo:

'+2 � ('
+
1 )
�1 : '1(U

+
1 \ U

+
2 ) �! '2(U

+
1 \ U

+
2 )

está dado por

'+2 � ('
+
1 )
�1(x1; x2) = (

q
1� x21 � x22; x2);

la cual es de clase C1; pues

1� x21 � x22 > 0:

Así, �1 =
�
(U�i ; '

�
i )
	
i=1;2;3

convierte a S2 en una variedad 2�dimensional cubierta por seis

cartas.

Por otra parte si consideramos a �2 como otro atlas dado por:

V 1 = S2 � f(0; 0; 1)g y V 2 = S2 � f(0; 0;�1)g

y las funciones,

 i : V
i �! R2, i = 1; 2 de�nidas por :

 1(x1; x2; x3) =
1

1� x3
(x1; x2)

 2(x1; x2; x3) =
1

1 + x3
(x1; x2)

y sus funciones inversas, las que son facilmente veri�cables, son

 �1i : R2 ! V i � S2, i = 1; 2 dada por:

 �11 (x1; x2) =

 
2x1

1 +
p
1� x21 � x22

;
2x2

1 +
p
1� x21 � x22

;
x21 + x

2
2 � 1

1 +
p
1� x21 � x22

!
,

 �12 (x1; x2) =

 
2x1

1 +
p
1� x21 � x22

;
2x2

1 +
p
1� x21 � x22

;
1� x21 � x22

1 +
p
1� x21 � x22

!

es fácil probar que los cambios de coordenadas son diferenciables, así �2 = f(V i;�i)gi=1;2 es

otro atlas que convierte a S2 en una variedad 2�dimensional, por lo que de ésta manera se
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tienen dos atlas diferentes que hacen a S2 una variedad 2�dimensional.

Los atlas �1 =
�
(U�i ; '

�
i )
	
i=1;2;3

y �2 = f(V i;  i)gi=1;2 son compatibles y por tanto dan

origen a la misma variedad diferencial.

En efecto, tomemos por ejemplo '+1 : U
+
1 �! D2(0; 1), tenemos U+1 \ V 1 = U+1 y

 1 � ('+1 )�1(x1; x2) =  1

��q
1� x21 � x22; x1; x2

��
=

1

(1� x2)

��q
1� x21 � x22; x1; x2

��
;

'+1 �  
�1
1 (x1; x2) = '+1

 
2x1

1 +
p
1� x21 � x22

;
2x2

1 +
p
1� x21 � x22

;
x21 + x

2
2 � 1

1 +
p
1� x21 � x22

!

=

 
2x2

1 +
p
1� x21 � x22

;
x21 + x

2
2 � 1

1 +
p
1� x21 � x22

!
:

Es claro que ambas son C1: En forma análoga se prueba que los restantes cambios de coordenas

son C1. Por lo tanto �1 [ �2 es un atlas 2�dimensional de clase C1en S2:

Otro ejemplo importante y motivacional en ésta tesis es cuando consideramos el grupo de

todas las matrices invertibles de orden n � n, es decir, G = GL(n;R):

G es una variedad n2�dimensional, en efecto, G es un espacio métrico con función distancia

d(A;B) =

vuut nX
i;j

(aij � bij)2; donde A = (aij)n y B = (bij)n:

Si A = (aij) 2 G, de�namos �(A) = (a11; a12; :::; a1n; a21; :::; ann) 2 Rn
2
, ahora mostraemos

que �(G) es abierto en Rn2 y para eso de�niremos la función � : Rn2 ! R dada por:

�(x11; :::; xnn) =
X
�2Sn

(�1)sig�x1;�(1)x2;�(2):::xn;�(n);

donde Sn es el grupo de las permutaciones de n elementos, � es continua y � ��(A) = det(A),

por lo que �(G) = ��1(R� f0g) es abierto ya que R� f0g es abierto de R. Esto nos dice que

(G;�) es una carta cordenada propia.
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Por otra parte y continuando con la idea de identi�car algunas de las variedades importantes,

surge el siguiente teorema el cuál nos permite determinar un gran número de variedades n-

dimensionales inmersas en Rn+1; él es probado en [46].

Teorema 4 Sea f : Rn+1 ! R una función de C1 y

Mf = fx 2 Rn+1=f(x) = 0g:

Si

grad f(p) =

�
@f

@u1
(p); :::;

@f

@un+1
(p)

�
6= 0

para todo p 2 Mf , entonces Mf es una variedad n�dimensional C1:Élla es llamada la hiper-

super�cie de�nida por f .

Ejemplo 5 Consideremos Sl (n) ; el conjunto de todas las matrices con determinante igual a 1.

Podemos ver a Sl (n) como un subconjunto de Rn2. Sl (n) es una variedad (n2�1) dimensional;

en efecto, como la función f : Rn2 ! R de�nida por

f(A) = 1� det (A)

es C1, y como

Sl (n) = fA 2 Rn2=f (A) = 0g = f�1(0);

luego, para probar que Sl (n) es una variedad (n2�1)� dimensional, basta veri�car que (grad f)(A) 6=

0 para todo A 2 Sl (n), en efecto,

(grad f)(A) =

�
�@(det(A))

@xij

�
ij

= ((�1)i+j det(Aij))ij ;

donde Aij es la matriz que se obtiene de A al suprimirle la i�ésima �la y j�ésima columna y

((�1)i+j det(Aij))ij 6= 0;

pues alguno de los menores Aij tiene determinante distinto de cero ya que det (A) = 1:

De�nición 6 Dado un p 2 M y consideremos f : M ! R: Diremos que f es diferenciable de
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clase C l (l � 1) en p; si existe una carta (U;') sobre p tal que f � '�1 : '(U) � Rn ! R es

de clase C l en '(p) 2 Rn:

Ejemplo 7 Sea f : S2 ! R de�nida por f (x; y; z) = x3 + 2xy + z2: Veamos que f es

diferencaible en p = (0; 0; 1) ; para ello usaremos la carta (U;') en el cual U es un abierto sobre

el hemisferio superior de la esfera y

' (x; y; z) = (x; y) y '�1 (u1; u2) =

�
u1; u2;

q
1� (u1)2 � (u2)2

�
;

entonces

f � '�1 (u1; u2) = (u1)3 + 2u1u2 + 1� (u1)2 � (u2)2 ;

que es de clase C1 en ' (0; 0; 1) = (0; 0) :

Por otra parte la siguiente de�nición juega un papel importante al momento de poder

trasladarnos entre variedades de clase C1:

De�nición 8 Si f : M ! N es una función entre variedades C1, diremos que f es diferen-

ciable de clase Ck (con k 6 1) en el punto p si existen cartas (U;') alrededor de p 2 M y

(V;  ) alrededor de f (p) 2 N tal que f (U) � V y  � f � '�1 : ' (U) !  (V ) es de clase Ck

en ' (p), y diremos que f es diferenciable, si lo es para todo p 2M .

Es fácil ver que la anterior de�nición no depende de la elección de las parametrizaciones,

para ello ver [46]

De�nición 9 =(M) = ff :M ! R : f es de clase C1g :

Un buen ejemplo para éste tipo de funciones es el siguiente:

Ejemplo 10 sea f : S2 ! R de�nida por f (x; y; z) = x2 + z: Veamos que f es diferenciable

en p = (0; 0; 1) usando la carta (U;') en el cual U es un abierto sobre el hemisferio superior

de la esfera y ' (x; y; z) = (x; y) : Donde

'�1 (u1; u2) =

�
u1; u2;

q
1� (u1)2 � (u2)2

�
;
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tenemos entonces que

f � '�1 (u1; u2) = (u1)2 +
q
1� (u1)2 � (u2)2;

la cual es de clase C1 en ' (0; 0; 1) = (0; 0) :

Uno de los principales elementos asociados a una variedad diferenciable es su espacio tan-

gente en cada uno de sus puntos, la siguiente de�nición nos permite construirloy además con-

struir sus elementos.

De�nición 11 Un vector tangente a M en p es una función Xp : = (M) ! R; cuyo valor en

f es denotado por Xpf ó Xp (f) es tal que para todo f; g 2 = (M) y r 2 R;

1. Xp (f + g) = Xp (f) +Xp (g)

2. Xp (rf) = rXp (f)

3. Xp (fg) = f (p)Xp (g) + g (p)Xp (f); donde fg es el producto ordinario de funciones f y

g, y f (p)Xp (g) es el producto de los números reales f (p) y Xp (g) :

Ejemplo 12 Sea  : (�"; ") ! M una curva diferenciable en M con � (0) = p; de�nimos

X
p : = (M) ! R por X

p (f) =
d(f�)
dt

���
t=0
, donde la derivada del lado derecho es la derivada

usual de función real valuada de una variable real, f � , entonces X
p es un vector tangente

en p:

De�nimos ahora algunos vectores tangentes importantes en p, a saber, (@=@xi)p, los cuales

servirán como base del espacio tangente de M en p.

De�nición 13 Sea (U;') una carta alrededor de p 2 M y u1; :::; un coordenadas de Rn,

de�nimos las funciones �
@

@xi

�
(p)

: = (M)! R

por �
@

@xi

�
(p)

(f) :=
@
�
f � '�1

�
@ui

(' (p)) :
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Ejemplo 14 Consideresmos la f : S2 ! R dada por f (x; y; z) = x3+2xy+ z2, Si (U;') es la

carta alrededor de p =
�
1p
2
; 0; 1p

2

�
2 S2 donde U es el hemisferio superior de S2 y La función

' esta de�nida por ' (x; y; z) = (x; y) ; entonces por un cálculo directo

f � '�1 (u1; u2) = (u1)3 + 2u1u2 + 1� (u1)2 � (u2)2 ;

luego en ' (p) =
�
1p
2
; 0
�
tenemos que

�
@

@x1

�
(p)

(f) =
@
�
f � '�1

�
du1

������
1p
2
;0
�

=

0@3 (u1)2 + 2u2 � 2u1q
1� (u1)2 � (u2)2

1A�������
1p
2
;0
�

=
3

2
+

q
1�

p
2
�p
2 + 2

�
:

mediante un procedimeinto análogo se puede calcular

�
@

@x2

�
(p)

(f) =

0@2u1 � 2u2q
1� (u1)2 � (u2)2

1A�������
1p
2
;0
� =

2p
2
:

Note que la función f aquí empleada es la misma función del ejemplo 7 , éste conjunto de

funciones =(M) permiten de�nir una base del espacio tangente sobre cada punto de la variedad.

De�nición 15 La i�esima función coordenada local sobre M con respecto a la carta (U;') es

la función xi : U ! R dado por xi (m) = ui (' (m)). Note que tiene sentido calcular Xp
�
xi
�
en

particular �
@

@xi

�
(p)

�
xj
�
= �ji , para todo 1 6 i; j 6 n:

Como en una super�cie dada una parametrización ' : U ! Rn podemos de�nir curvas

paramétricas i : R!M dejando todas las coordenadas de la inversa de la parametrización con-

stante exceptuando la i�ésima coordenada, más concretamente i (t) = '�1 (a1; :::; ai + t; :::; an)

donde p = '�1 (a) con a = (a1; :::; an) 2 Rn. Igual que en super�cies dada la curva i podemos

de�nir vectores tangentes a la super�cie en el punto p, Xi
p ; mediante la formula
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Xi
p f =

d (f � i)
dt

(0) =
@
�
f � '�1

�
@ui

(a1; :::; an) =

�
@

@xi

�
(p)

(f)

para todo f 2 = (M).

De�nición 16 El espacio tangente a M en x, TxM , es el conjunto de todos los vectores tan-

gentes a M en x.

Proposition 17 TpM es un espacio vectorial.

La demostración de la anterior proposición es laboriosa y su prueba puede ser estudiada en

[46], es más se prueba que

B =
n
(@=@xi)(p) : i = 1; :::; n

o
es una base para éste espacio vectorial y si Xp 2 TpM , entonces su representación local en la

anterior base es:

Xp =
nX
i=1

Xp
�
xi
�� @f

@xi

�
(p)

:

Ejemplo 18 Consideremos M = Rn y p 2 Rn. donde f(Rn; id)g es un atlas de Rn; tenemos

que (�
@

@xi

�
(p)

: 1 6 i 6 n

)

es una base de TpM para cada p 2 Rn (note que es independiente de la carta; pues existe

una sola). Si Xp 2 TpM entonces, Xp =
P
ai

�
@
@xi

�
(p)
para ai 2 R. Por lo tanto podemos

asociar a Xp la 2n�tupla; (p; a1; :::; an), bajo ésta justi�cación el efecto de Xp sobre una función

f 2 = (M) es
Pn
i=1 ai

�
@f
@ui

�
(p)
, que es la idea de la derivada direccional f en dirección del vector

v = (a1; :::; an) en el punto p.
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Si Mf es la hipersuper�cie de�nida por f , Se puede visualizar TpMf como un subespacio

de TpRn+1 para cada p 2 Mf , el cual es el complemento ortogonal del espacio generado por el

vector normal a la super�cie en el punto p.

De�nición 19 Un campo de vectores X es una asignación de un vector tangente Xp 2 TpM

para cada p 2 M . Si X es un campo de vectores y f 2 = (M), entonces podemos de�nir una

función real valuada Xf sobre M por (Xf) (p) = Xpf . Si Xf 2 = (M) para cada f 2 = (M),

entonces X es llamado campo vectorial.

Recordemos que si X es un campo de vectorial (U;') es una carta, entonces Xp para todo

p 2M puede ser escrito como

Xp =

nX
i=1

Xp
�
xi
�� @

@xi

�
(p)

para todo p 2 U

Por lo general se escribe X =
P
Xi (@=@xi) donde Xi = Xp

�
xi
�
es de�nido mediante Xi (p) =

Xp
�
xi
�
; ésta expresión toma sentido si sólo queremos que X sea de�nido en un conjunto abierto

U de M; en cuyo caso tendriamos un campo vectorial sobre U . Denotaremos el conjunto de

todos los campos vectoriales sobre M como �(M):

De�nición 20 Si X;Y 2 �(M); entonces el corchete de Lie de X en Y; [X;Y ]; es el campo de

vectores [X;Y ] de�nido por:

[X;Y ]pf = Xp (Y f)� Yp (Xf) ;

para f 2 = (M) y p 2M:

Es importante notar al lector que cuando escribimos fX nos referimos a un campo vectorial

mientras que al escribir Xf es una función. Ahora como resultado de ésta de�nición surge el

siguiente lema.

Lema 21 [X;Y ] es un campo vectorial sobre M:

La demostración de éste lema puede ser estudiada en [46]
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Ejemplo 22 Sea M = R2; X = (x1x2)
2 (@=@x1) y Y = x2 (@=@x2) y f 2 = (M) ; luego

[X;Y ]f = (x1x2)
2 (@=@x1) (x2 (@f=@x2))� x2 (@=@x2) ((x1x2)2 (@f=@x1))

= x21x
3
2

�
@2f=@x1@x2

�
� 2 (x2x1)2 (@f=@x1)� x21x32

�
@2f=@x2@x1

�
= �2x2x21 (@f=@x1) :

Así,

[X;Y ] = �2 (x2x1)2 (@=@x1)

Lema 23 Si X;Y; Z 2 �(M) y r 2 R; entonces

i. [X;Y ] = �[Y;X] y [rX; Y ] = r[X;Y ]

ii. [X + Y; Z] = [X;Z] + [Y; Z]; [Z;X + Y ] = [Z;X] + [Z; Y ]

iii. (Identidad de Jacobi) [[X;Y ]; Z] + [[Y; Z]; X] + [[Z;X]; Y ] = 0

Note que en particular la "multiplicación"de corchetes de Lie de campos de vectoriales no

es asociativa, pero satisface la identidad (iii) del lema. Las condiciones (i:); (ii:) y (iii:) nos

recuerdan el producto cruz de vectores en R3. Para ésta prueba ver [46].

Ejemplo 24 Sea (U;') una carta con
n
(@=@xi)(p) : i = 1; :::; n

o
una base para TpM con p 2 U;

entonces: �
@

@xi
;
@

@xj

�
= 0;

en efecto, si f 2 = (M) al evaluar y computar obtenemos:

�
@

@xi
;
@

@xj

�
f =

@

@xi

�
@f

@xj

�
� @

@xj

�
@f

@xi

�
=

@2f

@xj@xi
� @2f

@xi@xj

= 0

pues f es C1:
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Además si X =
P
Xi
�
@
@xi

�
y Y =

P
Y j
�

@
@xj

�
usando (ii:) del lema anterior se tiene que:

[X;Y ] =
X�

Xi

�
@Y j

@xi

�
� Y i

�
@Xj

@xi

��
@

@xj
:

Consideremos también f; g 2 = (M) y X;Y 2 �(M); es fácil veri�car que:

[fX; gY ] = fg[X;Y ] + f (Xg)Y � g (Y f)X:

Ahora introduciremos el concepto de la diferencial de una función entre variedades y luego

aplicaremos este concepto a la idea de subvariedades. Esta idea proporcionará muchos ejemplos

de conceptos geométricos. En particular, vamos concretar la visualización del espacio tangente

de una hipersuper�cie de�nida por una función f . Sean M y N variedades � : M ! N es

diferenciable. De�nimos para cada Xp 2 TpM un elemento (��)p (Xp) de T�(p)N de tal manera

que la asignación Xp ! (��)p (Xp) sea una transformación lineal para cada p 2M . Una forma

de hacer esto sería de�nir (��)p mediante los elementos de una base de TpM , y así podemos

ver a (��)p como una matriz. Hay un candidato natural para la de�nición de la matriz (��)p

el cual es el Jacobiano de  � � � '�1 (Evaluado en ' (p)) donde (U;') es una carta alrededor

de p y (V;  ) es una carta alrededor de � (p). El problema con esta de�nición es que no es

una de�nición invariante; es decir, la de�nición misma depende de la elección de las cartas

coordenadas.

De�nición 25 Si � : M ! N es diferenciable, el diferencial de � en p es la función (��)p :

TpM ! T�(p)N de�nido por

(��)p (Xp) (f) = Xp (f � �) ;

donde Xp 2 TpM y f 2 = (N) :

Cabe destacar que ésta de�nición es un poco abstracta respecto a las que se pueden encontrar

en otra bibliografías donde la función (��)p es denotada por (d�)p o df (p) :

Lema 26 (��)p esta bien de�nido; es decir, si � :M ! N y Xp 2 TPM , entonces (��)p (Xp) 2

T�(p)N .

16



Proposition 27 Sea � :M ! N y p 2M . Entonces (��)p : TpM ! T�(p)N es una transfor-

mación lineal.

Proposition 28 (Regla de la cadena) Si � :M ! N y 	 : N ! P son funciones diferenciable

de las variedades M; N , y P , si p 2M y q = �(p), entonces

((	 � �)�)p = (	�)q � (��)p :

Más aún, si ésto ocurre para todo p 2M , entonces (	 � �)� = 	� � ��.

Proposition 29 Sea � : M ! N y p 2 M . Si (U;') es una carta alrededor de p y (V;  ) es

una carta alrededor de q = �(p) tal que � (U) � V . Si f(@=@xi)p =i = 1; :::;mg es la base de

TpM asociado a la carta (U;') y f(@=@yi)p : i = 1; :::; ng es la base de TqN asociado a la carta

(V;  ), entonces la matriz de (��)p con respecto a estas bases es el Jacobiano de  � � � '�1

evaluado en ' (p); más concretamente.

(��)p

�
@

@xi

�
=
X
j

@
�
yj � � � '�1

�
@ui

(s)

�
@

@yj

�
q

;

donde s = �(p).

De�nición 30 Sean M y N variedades. M es una subvariedad de N si hay una función difer-

enciable � :M ! N tal que � es uno a uno y (��)p es uno a uno para cada p 2M: Tal función

es llamada incrustación de M en N:

Proposition 31 Si M = Mf es una hipersuper�cie tal que Mf = fx 2 Rn+1=f(x) = 0g,

entonces TpM es isomor�co, (como espacio vectorial), a

(��)p TpM = fXp 2 TpM =
D
(grad (f))p ; Xp

E
= 0g;

donde � es la inclusión de M en Rn+1. Para su prueba ver [7].

1.1.1. Conexiones A�nes

De�nición 32 Una conexión lineal en M es una función r : � (M) � � (M) ! � (M) (que

escribimos como rXY ) tal que para X;Y; Z 2 � (M), r 2 R y f 2 = (M) :
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i. rX (Y + Z) = rXY +rXZ y rX (rY ) = rrXY

ii. rX+Y Z = rXZ +rY Z y rfXY = frXY ;

iii. rXfY = (Xf)Y + frXY:

Observe que la condición (iii:) tiene sentido tanto a nivel técnico y �losó�co. Técnicamente,

Xf 2 = (M), de modo que (Xf)Y esta bien de�nido y el lado derecho de (iii:) es un campo

vectorial. Filosó�camente, (iii:) es sólo un la regla de la "derivada de un producto". r se

denomina conexión lineal, pero rXY debe ser leído como la derivada covariante de Y con

respecto a (o en la dirección de X); Cualquier varierdad admite muchas conexiones lineales ver

[9].

Si tenemos en una carta (U;') de manera que f(@=@xi)p : i = 1; :::;mg es una base para

TpM para todo p 2 U , entonces cualquier campo vectorial X puede expresarse de forma local

como
P
Xi

�
@f
@xi

�
, donde Xi 2 = (U). Debido a los diversas propiedades lineales de r y de la

regla de la derivada del producto, el comportamiento de r se determina por completo por los

valores de r� @f
@xi

� � @f
@xi

�
. Estos valores deben poder expresarse como combinaciones lineales de

los (@=@xk) con los coe�cientes en = (U).

De�nición 33 Sean r una conexión en M y (U;') una carta coordenadas los simbolos de

Christo¤el con respecto a (U;') son funciones �ki:j 2 = (U) de�nidas mediante la ecuación

r� @
@xi

�� @

@xj

�
=
X
k

�ki;j

�
@

@xk

�
; i; j = 1; 2; :::; n:

Ejemplo 34 (El espacio Euclideo) Sea M = Rn si Y 2 � (Rn) digamos Y =
P
fiei para

fi 2 = (Rn). De�nimos una conexión sobre Rn por rXY =
Pn
i=1 (Xfi) (ei). Supongamos que

Y = (f1; :::; fn), X = (a1; :::; an) =
Pn
j=1 ajej, recordando nuestra notación ej =

@
@xi

entonces

X =
Pn
j=1 aj

�
@
@xj

�
, así (X (fi)) puede ser entendido como

(X (fi)) =

24 nX
j=1

aj

�
@

@xj

�35 fi = nX
j=1

aj

�
@

@uj

�
fi;
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así,

rXY =
nX
i=1

nX
j=1

aj

�
@fi
@uj

�
ei:

De�nición 35 Si Z asigna a cada t 2 I un elemento Z�(t) 2 T�(t)M tal que t ! Z�(t) (f) es

una función diferenciable para cada f 2 = (M), diremos Z es un campo vectorial a lo largo de

la curva � : I !M:

De�nición 36 Sea � : I ! M una curva, el campo vectorial tangente a �, T� esta de�nido

por (T�)�(t) = (��)t
�
d
dt

�
t
;donde t es la coordenada natural de I.

De�nición 37 Si t0 2 I; � : I !M y Y 2 � (M) y X es un campo vectorial sobre M tal que

X�(t0) = T�(t0) entonces la derivada covariante de Y con respecto a �; denotada por rTY , es

el campo vectorial a lo largo de � dado por

(rTY )�(t0) = (rXY )�(t0) :

Una vez conocindas estas de�nición surge la siguiente proposición:

Proposition 38 Sea M = Mf la hipersuper�cie de�nda por f; sea r la conexión del plano

Euclideano de dimensión n+ 1, y escribimos

N =
grad f

jgrad f j :

Si X;Y 2 � (M) ; entonces

rXY = rXY � hrXY;NiN

de�ne una conexión lineal en M:

Note que para probar ésta proposición basta veri�car las tres condiciones de conexión lineal

presentadas al inicio de ésta sección. Ver [46].

1.1.2. Transporte Paralelo

En ésta sección de�niremos las nociones de campo vectorial paralelo, transporte paralelo,

además veremos que el transporte paralelo es usado para dar una fórmula explicita de la derivada
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covariante de un campo vectorial a lo largo de una curva y �nalmente de�niremos las geodésica

sobre una variedad que posee conexión afín y mostraremos que existe una única geodésica que

pasa por un punto dado y un vector tangente en dicho punto.

De�nición 39 Sea Y un campo vectorial a lo largo de �, diremos que Y es paralelo a lo largo

de � si:

rT�Y = 0:

Observe que si suponemos que M = Mf y rXY la conexión de�nida en la proposición 41,

si Y es paralelo a lo largo de � y N = grad f
jgrad f j entonces

rT�Y = rT�Y � hrT�Y;NiN

luego

rT�Y = hrT�Y;NiN;

es decir, la derivada de Y a lo largo de � es un vector normal a la super�cie, en otra palabras

es perpendicular al plano tangente en los puntos de � (t) :

Teorema 40 (Levi-Ci vita, 1917) Sea � : [c; d] ! M; p = � (c) y fYp 2 TpM; entonces existe

un único campo vectorial Y paralelo a lo largo de � tal que Y�(c) =fYp:
la demostración de éste teorema hace uso del Teorema de Picard, pues él garantiza la

existencia y unicidad de las soluciones del problema de valor inicial

8><>:
dYk
dt + Y

nP
i;j=1

d�j
dt �

k
i;j = 0 ; k = 1; 2; :::; n

Yk (c) = fYk:
Note que fYp = nX

k=1

fYk � @

@xk

�
p

:

De�nición 41 Dada la curva suave a trozos  y a; b 2 R; de�nimos el transporte paralelo a lo
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largo de la curva ; el cual es denotado por P como

P;b;a : T(a)M �! T(b)M

v 7�! V ( (b))

donde V es el único campo vectorial a lo largo de  tal que r0(t)V = 0 y V ( (a)) = v:

Es fácil probar que el transporte paralelo P;b;a es una isometría entre T(a)M y T(b)M; además

el trasnporte paralelo tiene las importantes propiedades

P;d;a � P;b;d = P;b;a

P�1;b;a = P;a;b:

Proposition 42 Sea P�;0;1 : T�(0)M ! T�(t)M el transporte paralelo a lo largo de la curva �;

con respecto a la conexión lineal r: Entonces

(rT�Y )�(0) = l��mt!0
(P�;0;1)

�1 �Y�(t)�� Y�(0)
t

:

Demostración ver [26].

De�nición 43 Una curva � sobre la variedad M es una geodésica con respecto a r; si

rT�T� = 0:

Aplicando la de�nición anterior se puede obtener facilmente que el sistema de ecuaciones

diferencialesque determinan las geodésicas sobre la variedad es:

d2�k
dt2

+

nX
i;j=1

�ki;j
d�i
dt

d�j
dt

= 0; k = 1; 2; :::; n:

Una aplicación del Teorema de Picard para la existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales

permite demostrar el siguiente teorema

Teorema 44 Sea M una variedad con una conexión afín. Si p 2 M y Xp 2 TpM: Entonces
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existe una única geodésica

� (�"; ")!M con � (0) = p

y �
d�

dt

�
(0) = Xp:

Para su demostración ver [46].

1.1.3. Función Exponencial

Introducimos la función exponencial de un conjunto abierto en TpM en M; que es una

forma de recopilar toda la "geodésica"de M en una función diferenciable única. Esta notación

es extremadamente útil y nos permite, por ejemplo, aplicar el teorema de la función inversa

para que cualquier punto deM posea un vecindadW tal que cualquier dos puntos deW puedan

unirse por geodésica única que minimíce la longitud del arco.

Con la a�rmación que la geodésica existe en un intervalo y es única. Es posible incrementar

la velocidad de una geodésica disminuyendo su intervalo de de�nición, o viceversa. Podemos

hacer que la velocidad de una geodésica sea uniformemente grande en una vecindad de p. De

aquí nace la siguiente proposición.

Teorema 45 Dado p 2 M; existe una vecindad V sobre p en M , un número " > 0 y una

aplicación C1  : (�2; 2)� U �!M; donde

U = f(q; w) : q 2 V;w 2 TqM; jwj < "g (1.1)

tal que t! (t; q; w); t 2 (�2; 2); es la única geodésica de M , que en el instante t = 0, pasa a

través de q con velocidad w; para cada q 2 V y para cada w 2 TqM; con jwj < ":

Por un argumento análogo, podemos hacer que la velocidad de una geodésica, sea uniforme-

mente grande en una vecindad de p:

De�nición 46 Sea U de�nido en (1.1): La función exp : U �!M de�nida por

exp(q; v) = (1; q; v) = 

�
jvj; q; vjvj

�
; (q; v) 2 U;
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es llamada la función exponencial sobre U:

Corolario 47 Sea M una variedad con una conexión a�n r:Sea p 2M y Xp 2 TpM entonces

existe una única geodésica � : (�"; ") �!M con �(0) = p y d�
dt (0) = Xp:

La función exp es diferenciable, ver ([26]). Dado q 2 M �jo, podemos de�nir la función

diferenciable

expq : B(0) � TqM �!M

mediante la igualdad expq(v) = exp(q; v):

1.1.4. Métrica Riemanniana

A continuación de�niremos el concepto de métrica Riemanniana. Mostraremos que cada

variedad Riemanniana tiene una conexión lineal natural asociada a ella, la cual llamaremos

conexión de Riemann, de manera que la noción de geodésica tome sentido sobre variedades

Riemannianas. Es decir, colóquemos ésta conexión natural sobre una variedad Riemanniana y

discutimos sobre la distancia entre dos puntos de M y las propiedades de las geodésicas sobre

dicha variedad.

De�nición 48 Un campo de métricas g sobre una variedad M es una asignación que a cada

p le hace corresponder gp : TpM � TpM ! R tal que para todo Xp; Yp; Zp 2 TpM

i. gp (Xp + Yp; Zp) = gp (Xp; Zp) + gp (Yp; Zp) y gp (rXp; Yp) = rgp (Xp; Yp) ; r 2 R

ii. gp (Xp; Yp) = gp (Yp; Xp)

iii. gp (Xp; Xp) � 0 y gp (Xp; Xp) = 0 si y sólo si Xp = 0:

Note que (i:) y (ii:) implican que gp es bilineal, además podemos considerar a g (X;Y ) como

una función

g (X;Y ) :M ! R

de�nida por

g (X;Y ) (p) = gp (Xp; Yp) :
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De�nición 49 Una métrica Riemanniana sobre una variedad M es un campo de métricas g

tal que g (X;Y ) 2 = (M) ; para todo X;Y 2 � (M), una variedad Riemanniana es una variedad

M dotado con una métrica Riemanniana.

Se puede demostrar que toda variedad puede ser dotada de una métrica Riemanniana ver

[9].

Obsérvese que en geometría el término métrica no se re�ere a una distancia sino a un

producto interior, es más, se puede mostrar que una métrica Riemanniana da origen a una

distancia natural.

De�nición 50 Las n2 funciones gij real valuadas sobre cartas coordenadas (U;') de�nidas por:

gij = gp

��
@

@xi

�
;

�
@

@xi

��
;

se llaman coe�cientes métricos.

Ejemplo 51 Sea N = Rn y g = h ; i el producto interno usual

gp (Xp; Yp) =

nX
i=1

aibi;

donde

Xp = (p; a1; :::; an) y Yp = (p; b1; :::; bn) :

Claramente

gij = �ij ;

donde �ij es el delta de Kronecker.

De�nición 52 Supangamos que A : TpM ! TqM es una transformación lineal. A es una

isometría si

gp (Xp; Yp) = gq (AXp; AYp) :

De�nición 53 Sea r una conexión afín sobre una variedad Riemanniana M se dice que r es
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compatible con la métrica si para todo X;Y; Z 2 � (M)

Xg (Y; Z) = g (rXY; Z) + g (Y;rXZ) :

Note que g (Y; Z) 2 = (M) por lo que Xg (Y; Z) tiene sentido y es una función.

De�nición 54 Una conexión lineal r es libre de torsión o simétrica si

rXY �rYX = [X;Y ] para todo X;Y 2 � (M) :

Esta condición no es tan intuitiva como la propiedad de ser métrica. En particular, no tiene

nada que ver con la torsión de una curva. La razón de la terminología "simétrica"es el siguiente

lema:

Lema 55 r es libre de torsión o simétrica si y sólo si en cualquier carta coordenada �ki;j = �kj;i,

1 � i; j � n:

Un importante teorema debído a Hopf-Rinow ver [7] es el siguiente.

Teorema 56 (Fundamental de la geometr�{a Riemanniana) Si M es una variedad Rieman-

niana con métrica g; entonces existe una única conexión afín simétrica y compatible con la

métrica.

Un cálculo directo, aunque no corto, usando la de�nción de compatibilidad con la métrica,

prueba que de existir r; ella debe veri�car que para todo X;Y; Z 2 � (M)

g (rXY; Z) =
1

2
[Xg (Y; Z)�Zg (X;Y )+Y g (Z;X)� g (X; [Y; Z])+ g (Z; [X;Y ])� g (Y; [Z;X])]

lo que es equivalente a:

�kij =
1

2

nX
l=1

glk
�
@glj
@ui

� @gij
@ul

+
@gil
@uj

�
; i; j; k = 1; 2; :::; n;

donde gijson los coe�cientes de la matriz (gij)
�1. Note que la matriz gij es invertible ya que es

la matríz asociada a una forma bilineal simétrica de�nida positiva.
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De�nición 57 La conexión garantizada por el teorema anterior es llamada la conexión Rie-

manniana de la variedad Riemanniana.

De�nición 58 Si � : [a; b]!M entonces la longitud de � esta de�nda por:

k�k =
Z b

a

r
g�(t)

�
(T�)�(t) ; (T�)�(t)

�
dt;

y si p; q 2M; de�nimos la distancia de p a q como,

d (p; q) = ��nf fk�k : � une p con qg ;

lo que nos permite enunciar la siguiente proposición.

Proposition 59 Toda variedad Riemanniana con la distancia de�nida anteriormente es un

espacio métrico.

Teorema 60 Supongamos � : [a; b]!M es una curva parametrizada por longitud de arco, es

decir

g�(t)

�
(T�)�(t) ; (T�)�(t)

�
= 1;

si k�k < k�k para toda curva � 2 C1 tal que � (a) = � (a) y � (b) = � (b) : Entonces � es una

geodésica. ver [46]

Teorema 61 Para cada punto p en una variedad Riemanniana M existe una vecindad U tal

que:

i. Cualquier par de puntos q; r 2 U pueden ser unidos mediante una geodésica � cuya imagen

está contenida en U:

ii. La geodésica � es la única geodésica que junta q y r; que además tiene longitud d (q; r) :

iii. Existe una carta coordenada (U;') tal que las geodésicas a través de p son de la forma

� (t) = '�1 (a1t; :::; ant)

para algunas constantes a1; :::; an 2 R: Cabe destacar que estas también son llamadas

coordenadas normales.
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Antes de continuar con los siguientes dos teoremas debemos recordar que dos puntos no

necesariamente pueden ser unidos mediante una geodésica y como ejemplo inmediato se puede

pensar en el plano Euclideo 2�dimensional al cual le quitamos el origen y tratamos de unir dos

puntos que sean opuestos respecto al origen y las geodésicas en éste caso serían la rectas que

pasan por el origen.

Teorema 62 Si una variedad Riemanniana es completa como espacio métrico con la métri-

ca inducida por g; entonces cualquier par de puntos pueden ser unidos por la geodésica que

minimiza la distancia entre ellos.

Teorema 63 (Hopf-Rinow,1931) Si el domino de cada geodésica sobre M puede ser extendida

a todo R; entonces cualquier par de puntos de M pueden ser unidos por una geodésica que

minimiza la distancia y M es completo con la métrica g:

A pesar de que el siguiente lema no es un resultado de geometría Riemanniana es importante

para nuestro avance eneunciarlo en vista de que será utilizado en varias oportunidades dentro

del desarrollo del presente trabajo.

Lema 64 (lema de Banach) Sea A un operador lineal invertible sobre un espacio de Banach E

y B un operador lineal en E si A�1B � I < 1:
Entonces B�1 existe y

B�1 � A�1
1� kA�1B � Ik

�
A�1

1� kA�1k kB �Ak ;

además

B�1A � 1

1� kA�1B � Ik

� 1

1� kA�1k kB �Ak :
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Capítulo 2

Métodos sobre Variedades

Riemannianas

La extensión de los métodos numéricos como por ejemplo Newton, Newton simpli�cado

y Chebyshev-Halley a variedades Riemannianas trae consigo (o crea) nuevas di�cultades. Por

ejemplo, los campos vectoriales sobre espacios de Banach son vistos como funciones que van de

éstos espacios en si mismos, mientras que en el caso de variedades, los campos vectoriales son

funciones que van de la variedad (las cuales no necesariamente son una espacio vectorial) a su

espacio tangente en el punto en consideración. Por otra parte, si B es un espacio de Banach y

F : B �! B es una función, sumas triviales tales como x+ v, donde x 2 B y v 2 F (B) serán

dentro de éste nuevo contexto las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales, las cuales

originan un nuevo punto el cual es expp (v) de�nido previamente. En lugar de la derivada de

Fréchet usada en espacios de Banach, la cual generaliza la derivada direccional de Rn, usaremos

la derivada covariante que tambien generaliza la derivada direccional de Rn.

Es importante resaltar que en los métodos numéricos sobre variedades, el problema de

encontrar el radio de convergencia y probar la unicidad de las soluciones en la bola abierta

de�nida por tal radio presentan un especial reto; desafortunadamente esto puede ser muy difícil

de calcular, ver por ejemplo [14] . Escencialmente esto se debe al hecho de que, en contraste

para el caso de los espacios de Banach donde las geodesicas son lineas rectas, en variedades

Riemannianas las bolas no son necesariamente geodesicamente convexas.

28



2.1. Principales métodos

A continuación, a modo de información, exhibiremos las iteraciones de los principales méto-

dos sobre variedades Riemannianas que se han estudiado en la última decada, partiendo con el

método de Kantorovich ver ([8]) como una motivación y respaldo teórico al capítulo posterior

donde estudiamos la convergencia y unicidad del método de Kantorovich sobre grupos de Lie.

En los siguientes métodos DX denotará la derivada covariante del campo vectorial X 2

�(M)

Kantorovich sobre Variedades Riemannianas

vn = DX(pn)
�1X(pn)

pn+1 = exppn(vn); n 2 N

Kantorovich simpli�cado sobre variedades Riemannianas.

vn = �P�n;;0;1DX(p0)�1P�n;;1;0X(pn)

pn+1 = exppn(vn); n 2 N

donde �n : [0; 1] �! M es la familia de geodésicas que minimizan la distancias entre p0 y

pn.

Chebyshev-Halley sobre variedades Riemannianas

un = �DX(pn)�1X(pn);

qn = exppn(un);

�(t) = exppn(tun);

Gn = DX(pn)
�1B(pn)(un;:);

Hn =
h
ITpnM + �

2Gn

i
;

vn = �1
2P�;0;1DX(pn)

�1H�1
n B(pn)(un;un);

pn+1 = expqn(vn); n 2 N

29



Euler-Chebyshev sobre variedades Riemanninas

un = �DX (pn)�1X (pn) ;

� (t) = exppn (tun) ;

qn = � (1) ;

vn = �1
2P�;0;1DX (pn)

�1D2X (pn) (un; un)

pn+1 = expqn (vn) ; n � 0:

Igual que las generalizaciones hechas de métodos numéricos a variedades Riemannianas, en

esta tesis vamos a estudiar detalladamente las generalizaciones a grupos de Lie, ver [21], más

concretamente las iteraciones tipo Newton o Kantorovich en grupos de Lie para hallar ceros de

funciones f : G �! g que van del grupo G en su álgebra g, df y exp son el diferencial y la

función exponencial de�nidas sobre grupos de Lie como lo veremos en el siguiente capítulo.

Nuestro interés es analizar las estructuras de las iteraciones del método de Kantorovich

sobre grupos de Lie.

Por otra parte y continuando con el andamiaje teórico, en éste punto del trabajo es necesario

iniciar una sección donde revisemos algunas de�niciones, ejemplos y proposiciones relacionados

con Grupos de Lie.
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Capítulo 3

Métodos numéricos sobre Grupos de

Lie

En éste capítulo introduciremos nociones y de�niciones básicas sobre el signi�cado de grupos

de Lie, nos enfocaremos en sus propiedades, es decir, invarianza de los elementos del espacio

tangente ante traslacion izquierda o derecha y conexión entre el grupo de Lie y su álgebra, la

cual es el espacio tangente en la identidad. Una vez explicitado éstos elementos daremos paso

a la incorporación de un método iterativo de�nido sobre la variedad (grupo de Lie). El cual

nos permitirá construir una sucesión de puntos que convergen a una singularidad de un campo

vectorial f : G �! g sobre un grupo de Lie previamente dada.

3.1. Preliminares sobre Grupos de Lie

De�nición 65 Un grupo de Lie es una variedad M que tiene estructura de grupo consistente

con la estructura de la multiplicación y la inversión de grupo, en el sentido que las funciones

dadas por:

� :M �M �!M y I :M �!M

(g; h) 7�! gh g 7�! g�1

son C1:
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Antes de mostrar algunos ejemplos importantes sobre grupos de Lie es necesario presentar

las siguientes de�niciones, ya que las mismas nos permitiran comprender dichos ejemplos.

De�nición 66 Sea M un grupo Lie. Las funciones

Lg :M �!M y Rh :M �!M

h 7�! gh g 7�! gh

son llamadas traslación izquierda y traslación derecha respectivamente.

Note que

Lg1 � Lg2 = Lg1g2 y Rh1 �Rh2 = Rh2h1 :

En efecto, dado h 2M entonces

Lg1 � Lg2 (h) = Lg1 (g2h)

= g1g2h

= Lg1g2 (h);

de manera análoga Rh1 �Rh2 = Rh2h1 .

Por otra parte si e 2M , es el elemento identidad, entonces

Le = IdM = Re;

y además es fácil probar que Lg y Rh son invertibles

Lg�1 = (Lg)
�1 y Rh�1 = (Rh)

�1;

y se puede probar que ellas son difemor�smos para cada g y h ver [31]. Por regla de la cadena

se tiene que

((Lg�1)�)gh � ((Lg)�)h = ((Lg�1 � Lg)�)h = IdThM ;

donde ((Lg�1)�)gh y ((Lg)�)h son las funciones tangentes en los puntos gh y h respectivamente

y por tanto ((Lg)�)h es invertible.
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A continuación algunos ejemplos de grupos de Lie donde podremos apreciar parte de las

de�niciones mencionadas hasta éste punto.

Ejemplo 67 Sea V un espacio de Banach. V a su vez en un grupo de Lie Abeliano con opera-

ciones de grupo de�nidas por:

� : V � V �! V; �(x; y) = x+ y

y

I : V �! V; I(x) = �x;

donde la identidad es el vector cero.

Ejemplo 68 El grupo de transformaciones lineales invertibles de Rn en Rn, con la composición

de funciones, es un grupo de Lie de Dimensión n2, denominado grupo lineal general, denotado

por GL(n;R).

Éste grupo es un subconjunto abierto del espacio vectorial L(Rn;Rn), espacio de todas las

transformaciones lineales de Rn en Rn ya que GL(n;R) es la imagen inversa de R=f0g bajo la

función continua,

T �! det(T );

de L(Rn;Rn) a R, por lo que es una variedad n2 � 1 dimensional, ver (4)

Para A;B 2 GL(n;R); la operación interna del grupo es la composición,

� : GL(n;R)�GL(n;R) �! GL(n;R)

(A;B) 7�! A �B

y la inversión es:

I : GL(n;R) �! GL(n;R)

A 7�! A�1;

donde A�1 es la función inversa. Note que la operación interna del grupo es la restricción de

las funciones bilineales continuas, es decir,

(A;B) 2 L(Rn;Rn)� L(Rn;Rn)! A �B 2 L(Rn;Rn):
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� es C1 ver [31], por lo tanto GL(n;R) es un grupo de Lie.

El elemento identidad de GL(n;R) es la función identidad en Rn. Si elegimos una base de

Rn, podemos representar cada A 2 GL(n;R) por una matriz invertible de orden n, la denotare-

mos, sin perdida de generalidad, por la letra A, así la operación de grupo en éste nuevo contexto

es la multiplicación matricial,

�(A;B) = AB;

y la inversión es:

I(A) = A�1;

donde A�1es la la matriz inversa de A, de ésta forma el elemento identidad GL(n;R) será la

matríz identidad In.

Ejemplo 69 En éste ejemplo mostraremos que el subgrupo de GL(n;R) de las matrices ortog-

onales, O (n) ; es una variedad de dimensión 1
2n (n� 1) y hallaremos su álgebra de Lie g:

Sea f :Mn�n (R) �! S (n) dada por f (X) = XXT donde S (n) es el grupo de las matrices

simétricas, calculemos Df (X)

Df (X) (H) = l��m
t�!0

f (X + tH)� f (X)
t

(3.1)

= l��m
t�!0

(X + tH) (X + tH)T �XXT

t

= l��m
t�!0

tXHT + tHXT + t2HHT

t

= XHT +HXT ;

es decir,

Df (X) (H) = XHT +HXT :

A continuación veamos que para todo X 2 O (n), Df (X) :Mn�n (R) �! S (n) es sobreyectiva.

En efecto, sea X 2 O (n) y S 2 S (n), tomemos la matriz

V =
SX

2
;
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entonces

Df (X) (V ) = X

�
SX

2

�T
+

�
SX

2

�
XT

=
�
XXT

� S
2
+
S

2

�
XXT

�
= S;

así f :Mn�n (R) �! S (n) es una submersión, por lo que

f�1 (I) = fX 2Mn�n (R) : f (X) = Ing

= fX 2Mn�n (R) : f (X) = Ing

= O (n)

es variedad, ya que es la magen inversa de un valor regular ver ([26]) y su dimensión es

dimO (n) = dimMn�n (R)� dimS (n)

= n2 � n (n+ 1)

2

=
1

2
n (n� 1) :

Ahora calculemos g =TIO (n) : Dado que TIO (n) = kerDf (I). Usando 3.1 se tiene que

Df (X) (V ) = XV T + V XT

de donde

Df (I) (V ) = V T + V

así,

g =ker (Df (I)) =
�
V 2M (n� n;R) : V T = �V

	
que es el subespacio de vectorial de M (n� n;R) las matrices antisimétricas.

Es importante resaltar en éste punto que los grupos de Lie sobre los que trabajeremos son

aquellos de dimensión �nita. Ahora veamos como podemos construir un atlas para un grupo de
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Lie tienendo una carta alrededor del elemento identidad.

Sea (U;') una carta alrededor de e 2M; donde ' : U �! '(U) � Rn:

De�niremos una nueva carta (Ug; 'g) alrdedor g 2M por

Ug := Lg(U) = fLg(h) = h 2 Ug

y

'g := ' � Lg�1 : Ug �! '(U):

Note que

'g (h) = '(g�1h):

Así el conjunto f(Ug; 'g)g forma un atlas para M; ya que, en éste caso los cambios de coorde-

nadas

'g � '�1h = ' � L(g)�1h � '�1 : 'h(Ug \ Uh) �! 'g(Ug \ Uh)

son difeomor�smos, ver [31].

Un campo vectorial X sobre M es llamado invariante por la izquierda si para cada g 2 M

tenemos que

((Lg)�)hX(h) = X(gh)

para cada h 2 M: En algunos textos ésta función ((Lg)�)h es llamada función tangente y es

denotada por ThLg; así podemos escribir la igualdad anterior como:

(ThLg)X(h) = X(gh)

para cada h 2M: Más concretamente, dada la variedadM y un punto h 2M: La función ThLg

traslada isometricamente veral vector Xh de ThM en el vector Xgh de TghM [31] , tal como se
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muestra en la siguiente �gura:

Al conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por la izquierda sobre M lo deno-

taremos por �L(M): Se puede probar que si dado g 2M y X;Y 2 �L(M); entonces

T (Lg)[X;Y ] = [T (Lg)X;T (Lg)Y ] = [X;Y ];

ver [31], por lo que[X;Y ] 2 �L(M).

Para cada � 2 TeM , de�nimos un campo vectorial X� en M , por:

X�(g) = TeLg(�);

entonces

X�(gh) = TeLgh(�) = Te(Lg � Lh)(�)

= ThLg(TeLh(�)) = ThLg(X�(h));

lo que muestra que X� es invariante por la izquierda.

Las funciones lineales
�1 : �L(M) �! TeM

X 7�! X(e)

y

�2 : TeM �! �L(M)

� 7�! X�
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satisfacen �1 � �2 = idTeM y �2 � �1 = id�L(M), Por lo tanto �L(M) y TeM son isomorfos vistos

como espacios vectoriales.

Por otra parte, de�niremos la dimensión de un grupo de Lie G como la dimensión de G

visto como variedad diferenciable y asumiremos que es de dimensión �nita .

Se dice que una métrica Riemanniana sobre G es invariante por la izquierda si:

hu; viy = hTyLx(u); TyLx(v)iLx(y) ; 8x; y 2 G ;u; v 2 TyG;

ésto implíca, entre otras cosas, que dado un producto interno h; ie en el álgebra de lie g , el cual

se puede de�nir de manera natural ya que g es un espacio vectorial �nito dimensional, podemos

de�nir un producto interno h; ip en cualquier punto p de nuestro grupo de Lie G mediante la

siguiente formula:

hu; vip =


TpLp�1(u); TpLp�1(v)

�
e
; p 2 G ;u; v 2 TpG;

esto signi�ca que para todo p hemos de�nido un producto interno , le cual, varía continuamente

en G lo que le da una estructura de variedad Riemanniana.

Analogamente se puede de�nir la métrica Riemanniana invariante por la derecha. Una métri-

ca Riemanniana sobre G es bi-invariante, si es invariante por la izquierda y por la derecha.

De�nición 70 El álgebra de Lie del grupo G, se de�ne como el espacio tangente TeG de G en

e; y lo denotaremos por g, dicha álgebra es equipada con el clásico corchete de Lie:

[; ] : g � g �! g:

ver [7]

Note que �L(M) es una subálgebra de Lie de �(M), el álgebra de todos los campos vectoriales

sobre M: Sabemos que para cada y 2 G �jo, la diferencial multiplicación izquierda Te(Ly)

determina un isomor�smo de g en el espacio tangente TyG; ésto implíca que todos los espacios

tangentes del grupo de Lie son isomorfos a su álgebra g:

La función exponencial exp : g �! G es ciertamente la más importante construcción aso-

ciada con G y g, de�nida como sigue: Dado u 2 g; existe una única geodésica �u : R �! G
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que satisface:

�u(0) = e y

�
0
u(t) = Xu(�u(t)) = TeL�u(t)(u) para cada t 2 R:

[7].

El valor de la función exponencial en u es, entonces, de�nido por:

exp(u) = �u(1): (3.2)

Efectivamente ésta función ésta bien de�nida, además por el teorema de homogenidad de la

geodésica se tiene

exp(tu) = �tu(1) = �u(t) para cada t 2 R y u 2 g;

para más detalle ver [7] y

exp(t+ s)u = exp(tu): exp(su)

para todo t; s 2 R y u 2 g:

En general la función exponencial no es sobreyectiva. Sin embargo, la función exponencial

es un difeomorfísmo sobre un entorno de 0 2 g: Sea N(0) := B(0; �) la bola abierta más grande

que contiene al cero tal que la exp es un difeomor�smo sobre N(0), al conjunto

N(e) = exp(N(0))

se le llama vecindad normal alrededor del punto e, así, para cada y 2 N(e), existe un único

v 2 N(0) tal que y = exp(v). Cuando G es Abeliano, exp es también un homomor�smo de g

en G, es decir:

exp(u+ v) = exp(u): exp(v) para todo u; v 2 g: (3.3)
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En caso de que G no sea Abeliano, la exp no es un homomorfísmo, sin embargo, si w es de�nido

por:

w := u+ v +
1

2
[u; v] +

1

12
([u; [u; v]] + [v; [v; u]]) + ::::

entonces 3.3 puede ser reemplezada por la formula de Baker-Campbel-Hausdor¤:

exp(w) = exp(u): exp(v)

para todo u; v en un entorno de 0 2 g:

Sea G un grupo de Lie, cuya álgebra asociada es g; (g = TeG) con e elementro neutro en G,

sea h un punto de la variedad G, recordemos que las traslación izquierda Lg se de�ne como:

Lg : G �! G

h �! gh;

se puede probar que la función transporte paralelo

P�;0;1 : TaG! TbG;

donde � (0) = b y � (1) = a es la difrenecial de la función Lab�1 en el vector �
0 (0) ; en otras

palabras, la función transporte paralelo es:

TbLab�1 : g u TbG �! g u TaG;

X(b) 7�! TbLab�1(X(b))

con a; b 2 G:ver [26]
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Capítulo 4

Método de Kantorovich sobre

grupos de Lie

En ésta sección vamos a describir el método de Newton, el cual nos permite encontrar

singularidades de campos vectoriales sobre grupos de Lie de dimensión �nita.

Antes de empezar nuestra construcción es necesario exclarecer lo que entendemos por con-

vergencia de una sucesión sobre grupos de Lie, para ello nos apoyaremos en el hecho de que

la función exponencial es un difeomor�smo local en una vencidad del cero N(e) = exp(N(0));

para dicho �n aprovecharemos el hecho de que g es un espacio vectorial normado.

De�nición 71 Si fxngn �0 una sucesión en G y x 2 G: Entonces se dice que la sución fxngn �0
es:

1. Convergente a x si para cualquier " > 0 existe un número natural K tal que x�1:xn 2 N(e)

y exp�1 �x�1:xn� � " para todo n � K;

2. Cuadraticamente convergente a x si
�exp�1 �x�1:xn�	 es cuadraticamente convergente

a cero (0) ; esto es, si fxngn �0 es convergente a x y existe una constante q y un número

natural K tal que

exp�1 �x�1:xn+1� � q
exp�1 �x�1:xn�2 para todo n � K;
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Note que la convergencia de la sucesión xn ! x con fxngn �0 � G en el sentido de la

de�nición anterior es equivalente a escribir

l��m
n!+1

d(xn; x) = 0:

donde la distancia d(xn; x) := exp�1
�
x�1:xn

�
:

De�nición 72 Si f : G �! g = TeG es una función y si x 2 G. Decimos que f es diferenciable

en el punto x 2 G si �
d

dt
(f � c)(t)

�
t=0

existe, donde c : (�"; ") �! G es la curva en G que pasa por el punto c(0) = x y tiene vector

tangente en dicho punto c
0
(0) = vx,es decir,

c (t) = x: exp(t(dLx�1)xvx):

En éste caso la transformación lineal f
0
x : TxG �! g de�nida por

f
0
x (vx) =

�
d

dt
(f � c)(t)

�
t=0

=

�
d

dt
f (x: exp(t(dLx�1)x (vx)))

�
t=0

; vx 2 TxG (4.1)

es llamada la diferencial de f en x:

Así, podemos de�nir la aplicación lineal dfx : g �! g dada por

dfx = f
0
x � (dLx)e : (4.2)

por otro lado, por la regla de la cadena,

(dLe)e = d (Lx�1 � Lx)e

= (dLx�1)Lx(e) � (dLx)e

= (dLx�1)x � (dLx)e
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Así

(dLx�1)x � (dLx)e (u) = ((dLe)e ) (u) = u (4.3)

luego, de 4.1, 4.2 y 4.3 obtenemos

dfx (u) = f
0
x � (dLx)e (u) (4.4)

= f
0
x [(dLx)e (u)] (4.5)

=
d

dt
f [x: exp(t (dLx�1)x (dLx)e (u))]

����
t=0

=
d

dt
f (x: exp(tu))

����
t=0

, u 2 g:

Por lo tanto

dfx (u) = l��m
t�!0

f (x: exp(tu))� f (x)
t

: (4.6)

El siguiente lema nos será útil en la demostración de la convergencia del método de Newton.

Lema 73 Sea x 2 G; u 2 g y t 2 R, entonces

1.
d

dt
f(x: exp(�tu)) =

�
�dfx: exp(�tu)u

�
:

2.

f(x: exp(tu))� f(x) =
Z t

0
dfx: exp(su)uds:

Dem.

1. Teniendo en cuenta 4.6

dfx: exp(�tu) (u) = l��m
h�!0

f(x: exp(�tu): exp(hu))� f (x: exp(�tu))
h

= l��m
h�!0

f(x: exp(h� t)u)� f (x: exp(�tu))
h

=
�
�dfx: exp(�tu)u

�
:
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2. De�namos la función h (s) = f(x: exp(su)); luego su derivada es :

Z t

0
h
0
(s) ds =

Z t

0

�
l��m
w�!0

h(s+ w)� h (s)
w

�
ds

=

Z t

0
l��m
w�!0

1

w
(f(x: exp(s+ w)u)� f(x: exp(su)))

= f (x: exp(su))jt0 ;

= f (x: exp(tu))� f (x) ;

por otra parte usando 4.6

h
0
(s) = l��m

w�!0

1

w
(f(x: exp(s+ w)u)� f(x: exp(su))

= l��m
w�!0

1

w
(f(x: exp(su) exp (wu)� f(x: exp(su)))

= dfx: exp(su) (u) :

Así, Z t

0
dfx: exp(tu) (u) ds = f (x: exp(tu))� f (x) :

Haremos ahora la de�nición de bolas en el grupo de Lie G, como la idea es sólo usar las

propiedades métricas del plano tangente TeG = g es natural de�nir una bola abierta de centro

e y radio r en G como la imagen de la bola abierta N (e; r) � TeG de centro e y radio r con r

lo su�cientemente pequeño para que dicha imagen esté contenida en la vecindad normal. Y de

manera natural la bola abierta B (y; r) � G como la imagen de la traslación via el difeomro�smo

exp de la bola abierta N (e; r) al punto y, más concretamente

B (y; r) = Ly (expN (e; r)) :

Así, si z 2 B (y; r) entonces z = y: exp (u) donde exp (u) 2 N (e) y kuk < r, es decir,

B (y; r) = fz 2 G : z = y: exp (u) donde exp (u) 2 N (e) y kuk < rg :
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Ahora estamos en condiciones de de�nir la condición de Lipschitz.

De�nición 74 Sea L; r constantes positivas. Supongamos que f : G �! g es diferenciable en

x0 2 G tal que df�1x0 existe, entonces:

1. df�1x0 � df es Lipschitz centrada en x0 con constante L en la bola abierta B (x0; r) si

df�1x0 � (dfx � dfx0) � Ld(x0; x)

para cada x 2 B (x0; r).

2. df�1x0 � df es Lipschitz con constante L positiva en B (x0; r) si

df�1x0 � (dfx � dfy) � Ld(x0; x) (4.7)

para cada x; y 2 B(x0; r) tales que d(x0; x) + d(x; y) � r:

Lema 75 Sea L > 0 una constante y 0 < r < 1
L . Supongamos que df

�1
x0 � df satisface la

condición Lipschitz centrada en x0 con constante L 2 B (x0; r) : Sea x 2 B (x0; r). Entonces

df�1x existe y �df�1x � dfx0
��1 � 1

1� Ld(x0; x)
:

Dem. Como 0 < r < 1
L y df

�1
x0 � df satisface la condición Lipschitz entonces

df�1x0 � (dfx � dfx0) � Ld(x0; x) < Lr < 1;

luego por el lema de Banach df�1x existe y cumple,

df�1x  � df�1x0 
1�

df�1x0 � dfx � Ix0
así, df�1x � dfx0

 � 1

1� Ld(x0; x)
:

45



Ahora vamos a probar el teorema del método de Newton o Kantorovich sobre grupos de

Lie.

Teorema 76 Sea G un grupo de Lie geodesicamente completo, 
 � G un conjunto convexo

abierto, f : G �! g es un campo vectorial de clase C1 que va del grupo G en su álgebra g,

df�1x0 � df 2 LipL(
): Supongamos para algún x0 2 
, dfx0 es invertible y que para algún b > 0 :

df�1x0 (f(x0)) � b;

c = bL � 1
2 ;

B(x0; t�) � 
; donde t� =
1
L(1�

p
1� 2c):

Sea
vk = �df�1xk (f(xk)) ;

xk+1 = xk: exp(vk):
(4.8)

Entonces fxkgk2N � B(x0; t�) y xk �! x� el cual es la única singularidad de G en B[x0; t�].

Además, si c < 1
2 y B(x0; r) � 
 con

t� < r � t�� =
1

L
(1 +

p
1� 2c);

entonces x� es también la única singularidad de G en B(x0; r): La cota del error está dada por:

d(xk; x0) �
b

c
(2c)2k ; k = 1; 2; :::

Dem. La prueba de éste método será dividida en dos partes. Primero probaremos que

el método de Kantorovich simpli�cado sobre grupos de Lie está bien de�nido, es decir que

fxkgk2N � B(x0; t�); también probaremos la convergencia del método. En segunda parte se

probará la unicidad del método.

Consideremos la función auxiliar h : R �! R de�nida por

h(t) =
L

2
t2 � t+ b;
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donde su discriminante viene dado por

� = (1� 2c);

el cual es positivo, porque bL � 1
2 : Por lo tanto h tiene al menos un cero (única cuando c =

1
2).

Por lo que según [33], el método de Newton puede ser aplicado a h, en otra palabras:

Si t0 2 [0; t�), para k = 1; 2; 3; ::: se de�ne

tk+1 = tk �
h(tk)

h0(tk)
: (4.9)

Entonces ftkgk2N está bien de�nida, es estrictamnete creciente, es decir, tk < t� y converge

a t� además

t� � tk �
b

c
(2c)2k ; k = 1; 2; :::;

donde tomamos t0 = 0:

Como

xk+1 = xk: exp(vk);

entonces

d(xk+1; xk) = kvkk :

Probemos usando inducción matemática que

kvkk � tk+1 � tk para todo k 2 N: (4.10)

Para k = 0 de�namos la curva c0 : [0; 1] �! G dada por

c0 (t) = x0: exp(tv0):
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Note que c0 (0) = x0 y c0 (1) = x0 exp(tv0) = x1, es decir c0 es una curva suave que une x0

con x1, por lo tanto,

kv0k =
�df�1x0 (f(x0))

= b:

Por otro lado

t1 � t0 =
h(t0)

h0(t0)

=
h(0)

h0(0)

= b;

así,

kv0k = t1 � t0 < r:

Ahora supongamos que 4.10 es cierta para k = 0; 1; :::; n� 1. Por desigualdad triángular

d (xn; x0) �
n�1X
i=0

d (xi+1 � xi)

=

n�1X
i=0

kvik

�
n�1X
i=0

(ti+1 � ti)

= tn � t0

= tn < r;

es decir, xk 2 B (x0; t�) . Usando el lema 75 obtenemos que df�1xn existe y la

df�1xn � dfxn � 1

1� Ld (x0; xn)

� 1

1� Ltn
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y como
�1

[h0 (tn)]
=

�1
Ltn � 1

;

entonces df�1xn � df (xn) � �1
[h0 (tn)]

: (4.11)

Como vk�1 = �df�1xn�1 (f(xn�1)) y dfxn�1 : g �! g entonces f(xn�1) = �dfxn�1 (vn�1) y

usando lema 73

f (xn) = f (xn)� f (xn�1)� dff(xn�1)vn�1

=

Z 1

0
dfxn�1 exp(tvn�1) (vn�1) dt� dfxn�1vn�1

=

Z 1

0
[dfxn�1 exp(tvn�1) � dfxn�1 ]vn�1dt;

además aplicando 4.7 y teniendo en cuenta que df�1x0 es lineal, entonces

df�1x0 � f (xn)
=

Z 1

0
df�1x0 [dfxn�1 exp(tvn�1) � dfxn�1 ]vn�1dt


�
Z 1

0

df�1x0 [dfxn�1 exp(tvn�1) � dfxn�1 ] kvn�1k dt
�
Z 1

0
Ld (xn�1; xn�1 exp (tvn�1)) kvn�1k dt

�
Z 1

0
L ktvn�1k kvn�1k dt

=
L

2
kvn�1k2 ,

por la hipótesis de indución kvn�1k � tn � tn�1; por lo tanto

df�1x0 � f (xn) � L

2
(tn � tn�1)2

y de 4.9 tenemos que

(tn � tn�1)h0 (tn�1) + h (tn�1) = 0
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es cierto, de otro lado, por la formula de Taylor para funciones reales

h (tn) = h (tn�1) + h
0 (tn�1) (tn � tn�1) +

1

2
h00 (tn�1) (tn � tn�1)2 ;

por lo tanto

h (tn) = 0 +
1

2
h00 (tn�1) (tn � tn�1)2 ;

es decir,

h (tn) =
1

2
L (tn � tn�1)2

ya que h00 (tn�1) = L:

Así, df�1x0 � f (xn) � h (tn) ; (4.12)

por 4.11 y 4.12

kvnk =
�df�1xn � f (xn)

�
df�1xn � dfx0df�1x0 � f (xn)

� �[h0 (tn)]�1h (tn)

= tn+1 � tn:

En virtud del principio de indución matemática, tenemos que para todo k 2 N

d (xk+1; xk) � kvkk = tk+1 � tk:

Se sigue fácilmente que para k � s; s 2 N

d (xs; xk) � ts � tk; (4.13)

luego fxkgk2N es de Cuachy en G, pues ftkgk2N lo es en R y como G es geodesicamente completo

la suseción fxkgk2N converge en G, es decir, existe x� 2 G tal que xk �! x�:

Probemos ahora que f (x�) = 0:
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Tomando en cuenta 4.12 se tiene que

kf (xk)k =
dfx0 � df�1x0 (f (xk))

� kdfx0k
df�1x0 (f (xk))

� kdfx0kh (tk) ;

tomando el limite cuando k �!1

kf (x�)k � l��m
k�!1

kdfx0kh (tk)

= kdfx0kh (t�)

= 0;

entonces

f (x�) = 0:

Note que si s �!1 en 4.12 obtenemos

d (x�; xk) � t� � tk:

Ahora probemos la unicidad de la raíz.

Notemos que tomando el limite en 4.11 obtenemos que

kdfx� � dfx0k �
1

1� Lt�
=

1

1� L
�
1
L

�
1�

p
1� 2c

��
=

1p
1� 2c

;

ahora, supongamos que y� 2 B (x0; t�) es otra raíz. Sea u 2 g tal que c (t) = x� exp (tu) une

x� con y�, es decir, c (0) = x� y c (1) = y�, así kuk = d (x�; y�), pues c (t) es geodésica. Veamos

primero que el operador Z 1

0
dfx� exp(tu) (:) dt
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es invertible.

Dado que

df�1x� Z 1

0

dfx� exp(tu)dt� dfx�
=

df�1x� � dfx0 � df�1x0 Z 1

0
dfx� exp(tu) (:) dt� dfx�


�
df�1x� � dfx0Z 1

0

dfx0 �dfx� exp(tu) (:)� dfx�� dt
� 1p

1� 2c

Z 1

0
Ld (x� exp (tu) ; x�) dt

=
1p
1� 2c

Z 1

0
Lt kuk dt

=
L kuk

2
p
1� 2c

=
Ld (x�; y�)

2
p
1� 2c

� Ld (x�; x0) + d (x0; y�)

2
p
1� 2c

� L (t� + t�)

2
p
1� 2c

=
Lt�p
1� 2c

=
L
�
1
L

�
1�

p
1� 2c

��
p
1� 2c

=
1�

p
1� 2cp

1� 2c
< 1,

entonces el operador Z 1

0
dfx� exp(tu) (:) dt

es invertible. Por el lema 73

f (x�: exp (u))� f (x�) =
Z 1

0
dfx� exp(u) (tu) dt;

es decir,

f (c (1))� f (x�) =
Z 1

0
dfx� exp(u) (tu) dt;
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luego

0 =

Z 1

0
dfx� exp(tu) (u) dt;

como el operador Z 1

0
dfx� exp(tu) (:) dt

es invertible, entonces u = 0, o sea

d (x�; y�) = 0

y entonces

x� = y�:

Finalmente probaremos que si c = bL < 1
2 y B (x0; r) � 
 con

t� < r � t�� =
1

2

�
1�

p
1� 2c

�
;

entonces el limite x� de sucesión fxkgk2N es el único cero de f en B (x0; r) :

Sea y� 2 B (x0; r) otra raíz de f en B (x0; r) y considere la curva c (t) = x0: exp (tu) que

une x0 con y�, donde kuk = d (x0; y�). De�namos R (t) por :

R (t) = f (x0 exp (tu))� f (x0)� dfx0 (u)

=

Z t

0
dfx0 exp(su) (u) dt� dfx0 ;

ésto último por lema 73, luego como df�1x0 � df es Lipschitz entonces

kR (t)k =
dfx0 Z t

0
df�1x0

�
dfx0 exp(su) (u)� dfx0 (u)

�
ds


� kdfx0k

Z t

0

df�1x0 �dfx0 exp(su) � dfx0� ((u)) ds
� kdfx0k

Z t

0
L kuk s kuk ds

� kdfx0kL
t2

2
kuk2 ,
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así

kR (1)k � kdfx0k
L

2
kuk2

= kdfx0k
L

2
d (x0; y�)

2 :

Por otro lado

R (1) = f (x0 exp (u))� f (x0)� dfx0 (u)

= f (y�)� f (x0)� dfx0 (u)

= �f (x0)� dfx0 (u) ;

luego

kR (1)k = kf (x0)� dfx0 (u)k

� 1df�1x0  df�1x0 � df (x0) + u
� 1df�1x0  (kuk � kdfx0 � f (x0)k)
� 1df�1x0  (d (x0; y�)� b) :

Por lo tanto

kdfx0k
L

2
d (x0; y�)

2 � kR (1)k

� 1df�1x0  (d (x0; y�)� b) ;
seguidamente

L

2
d (x0; y�)

2 � d (x0; y�)� b;

así,
L

2
d (x0; y�)

2 � d (x0; y�)� b � 0;

o sea

h (d (x0; y�)) � 0:
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Dado que

d (x0; y�) � r � t��;

entonces

d (x0; y�) � t�;

o sea y� es una singularidad que está en B (x0; t�) y como ya probamos que élla es única en

B (x0; t�) ; entonces

x� = y�:

Ejemplo 77 Sea n un entero positivo y G el grupo especial ortogonal bajo el producto de

matrices, es decir.,

G = SO (n;R) = fX 2Mn (R)jXTX = In;detX = 1g;

como probamos en 69 G es una variedad diferenciable y su álgebra de Lie, la cual es el espacio

tangente en la identidad, es el conjunto de las matrices antisimétricas de orden n� n

g =
�
V 2Mn (R)jV T + V = 0

	
;

donde a g lo dotamos con el producto interno estándar,

hU; V i = tr
�
UTV

�
para cada U; V 2 g:

Así, podemos de�nir la llamada norma de Frobenius en g por:

kUkF =
q
tr (UTU) para cada U 2 g:

Sea A 2 g tal que kAkF � 1 y de�nimos f : G �! g por

f (X) = X �XT +A para cada X 2 G:
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Vamos a probar que ésta función cumple las condiciones del teorema de Newton sobre grupos

Lie en una vecindad de la matriz identidad In.

En efecto, si X 2 G, entonces

f [X exp (tU)] = X exp (tU)� (X exp (tU))T +A

f [X exp (tU)] = X
X
n�0

(tU)n

n!
�

0@XX
n�0

(tU)n

n!

1AT +A
f [X exp (tU)] = X

X
n�0

tn

n!
Un �

0@XX
n�0

tn

n!
Un

1AT +A
para cada U 2 g: Por lo tanto,

dfX (U) =
d

dt
f [X exp (tU)]

����
t=0

(4.14)

=

0@ d

dt
X

1X
n=0

tn

n!
Un �

 
X

1X
n=0

tn

n!
Un

!T
+A

1A������
t=0

=

0@X 1X
n=1

tn�1

(n� 1)!U
n �

 
X

1X
n=1

tn�1

(n� 1)!U
n

!T
+A

1A������
t=0

=

0@X 1X
n=0

tn

n!
Un+1 �

 
X

1X
n=0

tn

n!
Un+1

!T
+A

1A������
t=0

= XU � (XU)T

para cada U 2 g:

Tomando x0 = In se observa que dfx0 = 2In�n luego df
�1
x0 = 2In�n=2.

A�rmamos que df�1x0 � df satisface la condición de Lipschitz con constante L = 1 en G, es

decir, df�1x0 � (dfx�� dfx)F � d (x�; x) para cada x�; x 2 G: (4.15)

En efecto, para algún x�; x 2 G, como G es un grupo de Lie compacto y simplemente conexo ver

56



[49, 51],existe V 2 g tal que

x�= x: exp (V ) y d (x�; x) = kV kF : (4.16)

Note que si df�1x0 = In�n=2, se tiene que, para cada U 2 g,

df�1x0 (dfx�� dfx)F � 1

2

�dfx0 exp(V ) � dfx� (U)F ; (4.17)

si �jamos U 2 g y de�nimos la función g : G �! g dada por:

g (X) = XU � (XU)T para cada x 2 G:

Entonces para cada s 2 [0; 1] ;

dgX exp(sV ) (V ) = X exp (sV )V U � [X exp (sV )V U ]T ;

donde

X exp (sV )V U [X exp (sV )V U ]T = In;

de ésto sigue que

kX exp (sV )V UkF � kV UkF ;

y [X exp (sV )V U ]T
F
� kV UkF :

Por tanto dgX exp(sV ) (V )

F
� 2 kV UkF � 2 kV kF kUkF ;

además por lema 73

kg (x exp (V ))� g (X)kF

�
Z 1

0

dgx exp(sV ) (V ) �F ds

� 2 kV kF kUkF
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y teniendo en cuenta 4.14 y 4.17 se tiene que

df�1x0 (dfx�� dfx)F
=
1

2
kg (X exp (V ))� g (X)kF � kV kF kUkF :

Como U 2 g es arbitrario, y en virtud de 4.15 se asegura 4.16.

Por otra parte, como f (x0) = A; se tiene que

Lb =
df�1x0 f (x0)F = 1

2
kAkF �

1

2
;

así, las condiciones del teorema 76 son satisfechas, por lo que la sucesión generada por 4.8 con

punto inicial x0 = In converge a un cero x� de f y además es la única singularidad de f en

B[x0; t�]; donde

t� = 1�
r
1� 1

2
kAkF ;

y

A = xt� � x�:
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Capítulo 5

Conclusión

Existe un gran interés, entre otras cosas, gracias a los avances en la ciencia computacional,

en el estudio de los llamados métodos numéricos de orden superior. En los últimos años, varios

matemáticos han estado interesados en mostrar la validez de estos métodos en espacios más

generales que euclidianos, como los espacios de Banach. Ver [19-27,41,44,45]. En este orden de

ideas, no es de extrañar que haya interés en mostrar la validez de esos métodos en conjuntos

incluso más generales que los espacios Banach como variedades Riemannianas, ver [1-14]. La

principal contribución de esta tesis fué presentar el método de Kantorovich simpli�cado en

grupos de Lie, para resolver el problema de encontrar puntos singulares sobre campos vectori-

ales en ésto grupos, que son casos partículares de variedades Riemannianas. En este contexto,

demostramos la convergencia de las sucesiones generadas por el método introducido para hallar

un punto crítico. El desarrollo de estos métodos en variedades crea nuevas di�cultades, que no

existían en los espacios de Banach. Algunas de estas di�cultades son de naturaleza técnica; por

ejemplo, es difícil de�nir el método en este nuevo contexto. Especí�camente, en Los espacios de

Banach no distinguen entre el espacio E y su espacio tangente TpE en un punto p, ya que son

isomorfos. Por lo tanto, es "legítimo"sumar puntos y vectores. En variedades esto no sucede, así

que debemos ser muy cuidadosos. Para esto, se usa la función exponencial, es decir, a un punto

y un vector de un espacio tangente se le asigna un nuevo punto de la variedad. Otra di�cultad

fué la de�nición de la derivada; se podría pensar que la derivada ordinaria es su�ciente para

de�nir el método en el caso donde la variedad está incrustada en un espacio euclidiano, pero

esto no es cierto ya que la derivada ordinaria no es necesariamente tangente a la variedad en el
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punto considerado. Por lo tanto, es necesario considerar la derivada covariante, que en este caso

particular es la proyección de la derivada ordinaria en el plano tangente. Ver [32] Teorema 4.2.

Otras di�cultades encontradas fueron generales, ya que dependen de la variedad. Particular-

mente, a diferencia de los espacios de Banach, donde las geodésicas son líneas rectas, las bolas

abiertas en las variedades no son necesariamente convexas desde el punto de vista geodésico,

es decir, dados dos puntos en una bola abierta, la geodésica que une dichos puntos, no está

necesariamente contenida en la bola. Esta diferencia con los espacios de Banach crea una gran

di�cultad para demostrar en el nuevo contexto de los teoremas de singularidad de los métodos

clásicos, como puede ser visto en la prueba de la singularidad del método simpli�cado de Kan-

torovich discutido por los autores en [14]. Sin embargo, en los grupos de Lie no se mani�esta

dicha di�cultad debído a que al tomar un par puntos sobre una variedad de éste tipo y construir

sus espacios tangentes o lo que es igual a sus respectivas álgebras de Lie en tales puntos, se

puede garantizar que la geodésica que conecta a los dos puntos ésta contenida en la variedad o

grupo de Lie. Las técnicas clásicas, en espacios de Banach, para probar la singularidad se pueden

llevar al contexto de variedades y mostrar la existencia de singularidades, pero con suposiciones

más restrictivas sobre las constantes, que dan lugar a un radio de convergencia menor que en

los espacios de Banach. Por otra parte y como punto �nal se debe destacar que pareciera que

nuestra demostración es un corolario del método de Kantorovich simpli�cado, pero en medio

del desarrollo nos percatamos que éste caso partícular de variedades no es necesario de�nir un

operador con derivada covariante como se hace en el método simpli�cado de Kantorovich y que

va del espacio tangente en el espacio tangente para un punto asignado por el contrario se uso

una función que se mueve del álgebra de la variedad en el álgebra de la variedad o grupo de

Lie. Esto muestra que realmente no es un derivada sobre el espacio tangente sino más más bien

función traslación, la cual funciona tanto por la izquierda como por la derecha y se carácterizan

por ser iguales y que en nuestro caso partícular se uso la traslación izquierda. Finalmente ésta

acotación marca la diferencia al momento de realizar la demostración de dicho teorema y por

lo que se concluye que no es un corolario simplemente de un gran resultado sobre variedades.
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