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Resumen

Los origenes de la teoria moderna de las medidas aleatorias y procesos puntua-
les no son faciles de trazar, ni es nuestro objetivo dar aqui un relato con pretensiones
de ser definitivo. En consecuencia, la contribucion de este trabajo radica en recopilar
los resultados fundamentales de algunos textos clésicos tales como [9] y [10] donde se
estudian las medidas aleatorias sobre un espacio topolégico E, el cual es Hausdorff,
localmente compacto y 2° numerable. Ademds, se completan y revisan varios argu-
mentos en las demostraciones de los resultados mdas importantes de esta teoria. Es
pertinente aclarar que no se pretende ninguna originalidad mas alld de presentar en
forma integrada los resultados fundamentales de esta 1til teoria, y la forma en que la
teoria de medidas aleatorias sirve de contexto para estudiar la convergencia a medi-
das aleatorias de Poisson. Sin embargo, se espera usar el desarrollo de esta tesis en una
futura investigacion.
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Introduccion

Durante las ultimas décadas, el modelamiento de variados fenémenos y procesos
se ha vuelto esencial, tanto en ingenieria como en ciencia bésica. Es aqui donde la ma-
temadtica ha actuado con un rol fundamental al proporcionar un lenguaje con el cual
describir y formalizar versiones simplificadas de la realidad, esto, con el fin de utili-
zar las herramientas inherentes a esta para establecer propiedades y asi obtener una
mejor comprension de los fenémenos observados. Dentro de este contexto es natural
el rdpido interés surgido por describir fendmenos naturales a partir de la matematica.
Particularmente, en el drea de la fisica estadistica existia la motivacién por describir
modelos estocdsticos que representaran la evolucion temporal de sistemas, para asi
comprender de mejor forma los estados de equilibrio junto con las transiciones de fa-
se. Es asi como a finales de los afios sesenta surgen las medidas aleatorias como un
area dentro de las probabilidades y, desde ese entonces, este tema se ha desarrollado
rapidamente, estableciendo conexiones con disciplinas tales como la biologia y las fi-
nanzas, ademads de la fisica. Especificamente, y desde un punto de vista matematico,
las medidas aleatorias representan una extension natural de la teoria de procesos pun-
tuales, en el sentido que estos tltimos pueden considerarse como una medida aleato-
ria Z-valuada. Como resultado, tendremos que bajo ciertas condiciones, si conside-
ramos un arreglo triangular infinitesimal de procesos puntuales independientes, estos
convergen en distribucion a un proceso puntual de Poisson.

En nuestros dias la teoria de las medidas aleatorias es aplicada en muchos campos.
Algunos de estos, donde esta teoria ha sido frecuentemente utilizada, son los sistemas
de particulas. Al respecto, mencionamos el trabajo realizado por Moyal [12] quien in-
troduce dichos sistemas en el contexto de los campos aleatorios de nidos en un espacio
de estados arbitrario. En esta misma linea mencionamos los trabajos publicados por
Dawson e Ivanoff [3], donde investigan sistemas en R% con un ntimero infinito de par-

ticulas, ademds de presentar algunas propiedades que poseen este tipo de sistemas.
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Finalmente mencionamos el trabajo de Dawson [4], consistente en la construccién y
estudio de los procesos de Markov con estados en espacios de medidas y las diferentes
direcciones en las que se ha desarrollado la teoria de tales procesos.

La contribucidn de la presente tesis radica en la recopilacion de los resultados fun-
damentales presentados en algunos textos clésicos, tales como el de Kallenberg [10],
donde se estudian las medidas aleatorias sobre un espacio que no requiere de un or-
den particular o una estructura métrica. Otro texto, pionero en el tema es el de Jagers
[9], donde se estudian las medidas aleatorias sobre un espacio localmente compacto
con base numerable. Ademds de la recopilacién mencionada, en este estudio se com-
pletan y revisan algunos argumentos en las demostraciones de los resultados escritos
por estos autores.

La tesis estd dividida en tres capitulos y un apéndice. Aunque esta tesis no es de
autocontenido, pues asume conocidos los conceptos impartidos en el programa de
magister, al final se incluyen, omitiendo la mayoria de las demostraciones, algunos
teoremas propios de los cursos de Probabilidades y de Anélisis Funcional.

En el capitulo[l} se presenta el espacio M(E) de las medidas Radon sobre un espacio
topolégico E, el cual es por si mismo objeto de interés, ya que posee ciertas propieda-
des importantes como por ejemplo su topologia, la cual resulta ser metrizable cuando
E es un espacio Hausdorff, localmente compacto y con base numerable. Demostrare-
mos que esta topologia, la cual es separable, es inducida por una métrica completa.
Por consiguiente, M(E) es un espacio polaco. Ademads, se caracteriza la o-algebra de
Borel de este espacio y se demuestra un teorema que establece condiciones necesarias
y suficientes para la convergencia vaga en el espacio de las medidas de Radon.

En el capitulo 2| se introduce el concepto de medida aleatoria y se demuestra un
teorema que caracteriza la distribucion de este tipo de medidas. Ademas, se estudian
propiedades de tension en el espacio de las medidas de Radon, y se analiza la conver-
gencia débil de medidas aleatorias. Otro concepto importante, estudiado en este capi-
tulo, es el de proceso puntual, que como veremos, no es mds que una medida aleatoria
con estados en los enteros no negativos.

Finalmente, el capitulo 3| estd dedicado al estudio de la medida aleatoria de Pois-
son. Se desarrolla aqui un resultado que garantiza la existencia de estas medida alea-
toria para una medida intensidad dada. Finalmente, se estudia la convergencia de una
superposicion de procesos puntuales hacia una medida aleatoria de Poisson con me-

dida intensidad difusa.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

En esta seccién definiremos algunos espacios basicos y notaciones. En primer lu-
gar, E denotard un espacio topolégico Hausdorff, localmente compacto y 2° numera-
ble. Esto implica que E es o-compacto, vale decir, existe una sucesion creciente (por
inclusion) {Ky},en de conjuntos compactos tales que K, < K, paratodo n € N, y
ademas E = ., K. En lo que sigue, mantenderemos la notacion {Kj},en para esta
sucesion. Es un hecho conocido que E es un espacio Polaco, es decir, existe una métri-
ca compatible con la topologia de E, de modo que, con esta métrica, E es separable y
completo.

Observaciéon 1. Como E es un espacio topolégico normal, por lema de Urysohn, dados
dos conjuntos cerrados disjuntos no vacios F; y F», existe una funcién continua f : E —
[0,1] tal que f(x) = 0 para todo x € F; y f(x) = 1 para todo x € F». Esta funcién puede

definirse de manera explicita como

3 p(x, Fy)
Jay= p(x, F1) +p(x,F>)’

donde p es la métrica completa que define la topologia de E. En particular, si Ky G son
subconjuntos compactos y abiertos de E, respectivamente, entonces podemos escoger
una tal funciéon f de modo que f(x) =1, paratodo x € Ky f(x) =0, para todo x ¢ G.
Anotaremos en este caso, K < f <G.

Otra familia de subconjuntos de E, que consideramos relevante, es aquella formada

3
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por los subconjuntos relativamente compactos de E. Esta familia la denotaremos por
Z.
La clase de todas las funciones medibles de E en R la denotaremos por &(E). Para

cada f € &(E), definimos el soporte de f como el conjunto sop(f) = {x€ E: f(x) # 0}
y denotaremos por € (E) la subclase de &(E) constituida por las funciones continuas
de E en R con soporte compacto. Es sencillo verificar que este espacio es de Banach,
con la norma || - || definida por

I fll = suglf(x)l, fe€6k(E).

Lema 2. Dado un conjunto compacto B c E, existe una sucesion decreciente {B,} nen de
conjuntos compactos y una sucesion decreciente { f;;} nen en €x (E), de modo que las tres

condiciones siguientes se satisfacen:

2.1) B=nenBn,

(2.2) 1p< f,<1p,, paratodoneN,y

(2.3) {1B,}nen converge puntualmente a 1p.

Demostracion. Sea {G,},en sucesion creciente en £ de abiertos tales que E = U,en Ga-
Como B es compacto, existe n* € N tal que B < G,+. Para cadae >0sea B ={x€ E:
p(x, B) < €}. Se verifica facilmente que B =(¢so B¢ < G+, y entonces B = e (B \ (BN
G‘;l*)). Pero B es compacto y luego existe €* > 0 tal que B = B\ (B¢ n GZ*)» lo cual im-
plicaque B c B¢ < Gp». Como G, es relativamente compacto, B es compacto. Sean
ng>1/e*y By, = Bl (n+no) Luego, {Bn}nen €s una sucesion decreciente de conjuntos
compactos que satisface[(2.1)] Ademads, definiendo f, : E — [0,1] como

p(x, By)
p(x,BS) +p(x,B)’

o) = (1.1)

se obtienen de manera evidente las condiciones|(2.2)|y|(2.3)} Ademads, para cada n e N
sop(f,) < By, con lo cual cada f,, tiene soporte compacto. Esto completa la demostra-
cion. [

Diremos que una medida p sobre (E,98(E)) es localmente finita (o de Radon) si

1 (B) < oo para todo B subconjunto compacto de E.

Notaciéon 3. Una medida u de Radon es
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(3.1) una medida puntual (o de conteo), si u(K) € N para todo K c E compacto.
(3.2) difusa, si u({x}) =0 paratodo x € E.

Denotaremos por M(E) el conjunto de todas las medidas de Radon sobre (E, %(E))
y por My(E) el conjunto de las medidas puntuales. Ademads, diremos que un punto
x € E esun atomo si u({x}) > 0.

La topologia vaga sobre M(E) se define como la topologia generada por las fun-
ciones Ty : M(E) — R tales que T (u) = u(f) := [ fdu, donde f € €x(E). Vale decir, la
topologia vaga sobre M(E) es la topologia mas pequefia segtn la cual las funciones Ty,
con f € €k (E), son continuas. Por supuesto, consideramos My (E) con la topologia que
M(E) le induce.

Proposicion 4. Sea & = {S¢c[v];v € M(E), f € €k (E),e > 0}, donde
Srelvl={p e M(E) : T () — Tr(v)| <e}.

Entonces, . es una sub base para la topologia de M(E).

Demostracion. Sean 1y 7[.%], la topologia de M(E) y aquella generada por la sub base
<, respectivamente. Notamos que para todos v e M(E), f € €x(E) ye >0, se tiene que
Sf,e[v] = Tﬁi(a, b), con a = Tr(v)—ey b= Tr(v) +e€. Luego, 7[¥#] c 1. Reciprocamente,
sean a,beRcon a< by f € €x(E). Demostremos que G = {u e M(E) : a < Tf(u) < b} €
7[.#]. Esto es evidente si G = @¢. Supongamos entonces que G # @.Sean yg € Gy 61,02 >
0 tales que a < Tr(uo) — 61 < Tr(o) < Tr(uo) + 62 < b. Luego, uo € Sr 5uol = G, donde
0 =min{d,d5}. Por lo tanto, G € 7[.¥], completandose la demostracion. [ ]

Observacién 5. Se sigue de la Proposicién[4} que una base para M(E), con la topologia

vaga, viene dada por

B = {Vfl ..... fn;g[V];VE M(E),fl,...,fn ECKK(E),€>O,1 < ] < nj,

donde,
Vi eVl =1{ue M(E);lej (1) — Tfj (V)| < el

Por otra parte, introducimos la o-algebra .4 (E), la cual es aquella generada por las
funciones T4 : M(E) — [0,00], definidas por T4 (u) = n(A), donde A € B(E).
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Se demuestra en Proposici()n@ que My(E) N (E), la o-4lgebra traza sobre My (E),
coincide con su o-élgebra de Borel, la cual a su vez coincide con la o-algebra .4 (E)
generada por las restricciones a My (E) de la funciones T4 ya definidas.

Proposicién 6. Las dos igualdades siguientes se satisfacen:
(6.1) M(E)=BM(E)).
(6.2) Mo(E) N A(E) = BMo(E)) = Mo(E).

Demostracion. Sea A € SB(E) abierto. Para cada n € N\ {0}, definimos A, = {x € E :
p(x, A) < 1/n} y tomemos una sucesion de funciones {f;} ,en como en el Lemap2]

Luego, 14 < f; < 14, y entonces, por Teorema de Convergencia Dominada, {T',} nen 0}
converge puntualmente a T4. Como para cada n € N\ {0}, Ty, es 8(M(E))-medible, se
tiene que Ty es 8(M(E))-medible. Esto demuestra que .# (E) c 8(M(E)).

Reciprocamente, sea f € €x(E) con f = 0. Luego, existe una sucesion {f;},en de
funciones simples que converge puntualmente hacia f. Claramente, T, es .4 (E)-medi-
ble y entonces f también lo es. El caso general, se deduce descomponiendo f como

f=f*"—f".Esto demuestra|(6.1)
Dado cualquier espacio topolégico X y A c X, se tiene que An B(X) = %B(A). Se

sigue de|(6.1)|entonces que

Mo (E) N (E) = Mo (E) N BMI(E)) = B(Mo(E)).

Sea ip : My (E) — M(E) lainmersion natural. Luego, .4 (E) es la o-4dlgebra generada por
T 401y, vale decir, 4y (E) = My(E) N4 (E), con lo cual se completa la demostracion. B

Dada una familia «f de subconjuntos de E, denotaremos por %,y la o-dlgebra sobre
M(E) generada por T4 con A € «/. En particular, Sz ) = A (E).

Proposicion 7. Si of es una dlgebra sobre E, que contiene una base numerable de la
topologia, entonces Sy = BM(E)).

Demostracién. Obviamente ¥y € S () = S5 = BM(E)). Por[(6.1)]en Proposicion
@, basta demostrar que, para todo A € B(E), T4 es Sy-medible. Sea A = {A € B(E) :
T es S-medible}. Como «f es dlgebray «f < ./, basta demostrar que /£ es clase
mondtona. Sea {A,},en una sucesion decreciente en 4. Luego, el Teorema de Conver-
gencia Dominada (TCD) nos permite concluir que, {T4,},en converge puntualmente
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hacia T4, donde A = N,en Ar- Luego Ty es #y-medible y por consiguiente /# es es-
table bajo limites decrecientes. Andlogamente, y sin necesidad del TCD, se demuestra
que  es estable bajo limites crecientes. Esto completa la demostracion. [

El siguiente Teorema caracteriza a los conjunto relativamente compactos de M(E)

con respecto a la topologia vaga.

Teorema 8. Sea M < M(E). Entonces, M es relativamente compacto, si y solo si,

sup |u(f)| < oo,
ueEM

para todo f € €x(E).

Demostracion. Si M es relativamente compacto, la continuidad de Ty, para cada f €
€k (E), implica que {u(f) : u € M} es relativamente compacto y por consiguiente acota-
do. Es decir, sup peM |L(f)] < co. Reciprocamente, supongamos que sup peM ()] < oo,
paracada f € 6€x(E). Puesto que (6x (E), |I-|) esun espacio de Banachy SUP e m TUERIES
oo, para todo f € €k (E), el Teoremal[49] (ver Apéndice) implica que existe ¢ > 0 tal que
lwHl<Lsillfl<scypueM.SeaV ={fe6k(E):|fl <c} Luego,

Mc{ueM:|u(f)| <1, paratodo f € V}

y entonces, por Teorema [50] (ver Apéndice), M es relativamente compacto. Esto com-
pletala demostracion. [

Para cada n € N, sea ¢ (K,,) el subespacio de todas las funciones continuas de E en R
con soporte contenido en Kj,. Puesto que E = U} Ky, entonces € (E) = U, € (Ky).
Dado que ¢ (K,) es separable, existe 9, < € (K;,) denso y contable. Sea 2 = U;enPDn-
Luego, 2 es contable y por consiguiente, € (E) es separable. Sea & = {h,, : n € N}. Para
cada u,v € M(E), definimos

_ (%) |(M—V)(hn)|
p(u,v) = n;ozn(l =)D

(1.2)

Teorema 9. La funcion p definida en (1.2) es una métrica sobre M(E), compatible con

su topologia. Ademds, (M(E), p) es un espacio polaco.

Demostracion. Es facil verificar que p satisface la desigualdad triangular. Sean p,v €
M(E) tal que p(u,v) = 0. Luego, para todo h € 9, u(h) = v(h) y por consiguiente, & <
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{h € €x(E) : u(h) = v(h)}. Como 2 es denso, se tiene que para todo h € €x(E), u(h) =
v(h). Luego, € = {A € B(E) : u(A) = v(A)} contiene el n-sistema £ (E) formado por los
conjuntos compactos en E. Se verifica ficilmente que € es un d-sistema y que %(E)
es generado por £ (E). Por Teorema 47} 6 = 9B(E), lo cual demuestra que p es una
métrica.

Denotemos por 7 la topologia sobre M(E). Es decir, aquella generada por las funcio-
nes Ty, con f € €x(E). Denotemos ademads por 7, la topologia generada por p, la cual,
de manera evidente, coincide con la topologia 74 generada por las funciones Tj con
h e 2. En efecto, sea ¢ : R — R tal que ¢(x) = |x|/(1 +|x]) y sea p, : M(E) — R definida
por p, = ¢o Ty, /2". Luego, p, es Tg-continua y como la serie p = Y77 ) p,, converge
uniformemente, p es T7g-continua. Denotando por B, (uo,7) la p-bola con centro en
Ho € M(E) y radio r > 0, se tiene que B, (o, 1) = {i € M(E) : p(u— o) < r} € Tg. Luego,
T, S Tg.Reciprocamente, para cada k € N, T, es p-continua, pues | Ty, (1) — T, (V)| <
ka(u, v), para todo u,v € M(E). Ahora bien, 74 es la topologia més pequefia segin la
cual las funciones Ty, son continuas y, por consiguiente, 7g S 7.

Demostremos ahora que 7 < 7,,. Sea A = {u € M(E) : |u(f)| < a} un abierto sub basal
de M(E), donde a >0y f € €x(E). Sean n € N tal que sop(f) € K,y g € 6x(E) ND,+1
tal que g(x) > 1/2, para todo x € K;,. Para demostrar que A es abierto, respecto de p,
fijamos py € A. Sean b < a tal que tal que |y (f)| < b, W () = {pe M(E) : |(1— o) (g)] <
1}y c=2(1+]|uo(g)). Luego, W (o) € T9 y para toda € W(uyp),

B(Ky) =2u(g) =21+ |uo(gl) =c.

Esto implica que para toda h € €k (K,) y toda u € W(uo), |u(h)| < cllhl. Sean h € &, tal
que || f — hll < (a— b)/4c. Puesto que u(K,) < cy po(Ky) < ¢, entonces,

(= 10) (f = )] < I1Lf = B(u(Kon) + o (Kp)) < “2 .

Luego, V(1) € T9. Demostremos que V(uy) < A. Sea u € V(up). Luego, f—h €
€k (K,)y entonces

(A< 1= o) (f = )|+ (1 — o) (M) + o ()]
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Asi, g € V(ug) € Ay como V(ug) € Tg = Tp, entonces A € 7, Y, lo cual demuestra
que T, =T1.

Solo falta demostrar que p es una métrica completa. Sea {,} ey Una sucesion de
Cauchyy M = {u,, : n€ N}. Para cada f € G (E), {tin(f)} nen €s una sucesién de Cauchy
en R y por consiguiente, sup,,.y |t (f)| < ooy por el teorema precedente, M es com-
pacto. Luego, existe {1, }ren Subsucesion convergente y como {i,},en €s de Cauchy,
{n}nen €s convergente. Esto completa la demostracion. [

1.2. Descomposicion de medidas de Radon

Notacién 10. Para cada yu € M(E) y a > 0, denotaremos mediante [i, la medida definida
por
Ha(A) =) ligeo)(uix}), AcB(E).

XEA

Observacion 11. Sean ue M(E) y a > 0.

(11.1) La medida fi,(A) estd bien definida, pues u posee una cantidad contable de
atomos. En efecto, como u es o-finita, basta verficar que un conjunto medible
de medida finita, posee una cantidad de d4tomos a lo sumo numerable. Sean
A€ B(E) tal que u(A) <ocoy A ={x € A: pu(x) > 0} Luego, A = )., Ay, con
A, = {x € A: u(x) > 1/n}. Es fécil ver que la cardinalidad de A, es menor que

nu(A) < ooy por lo tanto, A es contable.

(11.2) Paracada A€ %B(E), [i,(A) denotala cantidad de &tomos de A con tamafio mayor

o igual que a.

Teorema 12. Sea € M(E). Luego, u se descompone de manera tinica como ji = g + Ug,
donde pq es difusay pg es atomica. Ademds, si p € Mo (E), entonces fiq = 0.

Demostracion. Definimos ug como

pp(A) = Y 000 ((x)), A€ B(E)

XeEA

Y Ha = u—pg. Luego, pq esdifusay ug es atémica. Si p = p14+pp fuera otra descomposi-
cion con . difusay ug atomica, entonces po— g = g— g . Esto implica que pq y po
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tienen los mismos 4tomos y por consiguiente son iguales. Adicionalmente, se obtiene
de este hecho que ug = g, lo cual demuestra la unicidad de la descomposicion.
Supongamos ahora pu € My(E). Sean x € E 'y B(x,0) la bola de centro en x y radio
0 (0 >0). Como limy,—., e (B(x,1/n)) = 1e(x) =0, existe 6, > 0, tal que py(B(x,04)) =
0. Luego, si A € %, entonces pq(A) = 0, lo cual demuestra que ug = 0 y completa la

demostracion. [
Definiciéon 13. Sea p € My (E). Se dice que p es simple, si fi es la medida nula.

Notamos que p € My (E) es simple, siy solo si, sus &tomos tienen medida exactamen-
te igual a 1. En este caso, como p, =0, para todo x € A, u(A) =Y yea iy (u(x)) = i1 (A).

En lo que sigue, anotaremos fi = fi;. Luego, u € My (E) es simple, si y solo si, u = [i.
Teorema 14. Seana>0yS,:M(E) — M(E) tal que S,(u) = [i. Entonces, S, es medible.

Demostracion. Sea A € J8(E). Basta demostrar que la aplicacion py — [i,(A) es medible.
El namero de 4tomos, de p en A, de tamafio menor o igual que a, es contable. Deno-
temos por {xi}ren 1a sucesion de estos dtomos. Luego, fi,(A) = erc=0 Tix,1 (1) y por lo
tanto, u— [i;(A) es medible, lo cual concluye la demostracion. [

1.3. Convergencia vaga de medidas de Radon

Definicion 15. Sean y una medida en M(E) y {t,,} nen una sucesion en M(E). Diremos
que la sucesion {i,} neny converge vagamente a p, lo cual denotaremos por p — i, si y
solo si

tim [ fay,= | ran
paratoda f € €x(E).

Observacion 16. La convergencia vaga de medidas de Radon no es otra cosa que la
convergencia de estas medidas respecto de la topologia vaga de M(E). Es decir, la con-
vergencia en M(E) respecto de la medida p definida en (1.2).

Seguiremos las ideas propuestas en [11] para caracterizar la convergencia vaga de
medidas de Radon. Dada una medida u € M(E), definimos la clase de conjuntos u-
continuos como

Ry, = (B € R; uOB) = 0.
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Teorema 17. Sean p € M(E), {tn} nen una sucesion en M(E). Entonces las tres condicio-

nes siguientes son equivalentes:
17.1) pn = p.

(17.2) nlim sup upF < uF para todo conjunto cerrado F € & y ’}im infu,G = uG para
—00 —00
todo conjunto abierto G € X.

(17.3) upB — uB para todo B € R,,.

Demostracion. Supongamos[(17.1)]y sea F € 2 un conjunto cerrado. Luego, F es com-
pacto y por el Lema 2} existe {F,,;}en sucesion de conjuntos compactos y una suce-
sién decreciente {f;;}men © €k (E), de modo que 1f < f;, < 1f,, paratodo m e N, y
{1F,,} men converge puntualmente a 1. Luego, dados m, n € N se tiene p,(F) < T, (1)
y Ty, (1) < p(Fp). Por consiguiente, limsup py, (F) < T, (1) < u(Fp), para todo m € N.
Por teorema de convergencia dominada, se tiene que lim;,—.o T, (1) = u(F) y enton-
ces limsup p,(F) < u(F).

Ahora bien, sea G € Z un conjunto abierto. Como E es metrizable, existe {F;;} nen
sucesion creciente de conjuntos cerrados tal que G = U ey Fin- Sea {gm} men sucesion
de funciones continuas tales que F;, < g, < G, para cada m € N. Luego, {g,}men €S
una sucesion en Gk (E), T, (Ln) < pun(G), y u(Fp) < Ty, (@) < u(G), para cada m, n € N.
Por consiguiente, p(Fy,) < Tg,, () <liminfu,(G), para cada m € N. Tomando limite en
m se obtiene que p(G) <liminfy,(G). Obteniendo que[(17.1)|implica[(17.2)|

Ahora, veamos que|(17.2)|implica[(17.3)} Tomando B € %, se obtiene

liminfu,(B°) = u(B°) = u(B) — u(0B) = w(B).

limsup p,(B) < u(B) < u(B) + (0B) = u(B).

De modo que limsup p,(B) < u(B) <liminfu,(B), lo cual demuestra que implica

Demostremos finalmente que|(17.3)|/implica|(17.1)| Sea f € €k (E) y denotemos por
F a su soporte. Luego, existen a,b € R tales que a < by Rec(f) cla, b|. Para cada t €

[a,b] sean A; ={x€ F: f(x) =1}y B=1{t€[a,b]: u(A;) > 0}. Notese que B =, By
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con B, ={t€(a,b]: u(A;) >1/n}yquela cardinalidad de B,, es menor o igual a n, pues
los conjuntos A; son disjuntos.
Sea € > 0. Como B es a lo sumo numerable, existen f, t1,...t, € [a, b] tales que
a=fh<h<---<tp=byparatodoie{l,...,m}, u(Ay;) =0y t;—t;_1 <e.
Paracadaie€({l,...,m},seaC; ={xe F:t;_; < f(x) < t;}. Notamos que estos conjun-
tos son disjuntos y relativamente compactos, pues, son subconjuntos de un conjunto

com-pacto. Ademas, F = U;.Zl C;. Notemos ademds que 0C; < A;, , U Ay,. En efecto,
f Nt D e Cl e Cie Cie fH [ti-1, 1),

Luego 0C; < f~Y([ti_1, D\ f 1Aty tiD = Ay, UA;,. De modo que para cada i €
{1,...,m}, C; € Zy, y por consiguiente lim,, ., 11, (C;) = u(C;). Sea f* = Z;?il ti-1lg;.

[ £ dun= [ 57 an

m
<2e+ Z [ (Ci) = pu(CIl ;1.
i=1

Luego, | f* — f| < € y entonces,

[ dun- [ rau

< [1f =1 1dun+ v 1= fridn

Por consiguiente, lim,,—.o. [ fdu, = [ fdu, lo cual demuestra|(17.1), completdndo-
se la demostracion de este teorema. [

Se demuestra a continuacion que M (E) es cerrado en M(E).

Proposicion 18. Sean {{1,,} ,eny una sucesion en My (E) y p € M(E) tal que iy, = u. Enton-
ces, L€ Mo (E).

Demostracién. Se debe demostrar que para todo A € B(E), (A) € N = NU {co}. Sean
{Km} men una sucesion creciente de conjuntos compactos tales que E = U en Kin, A6, =
{A€e B(E): u(0A) =0ty €m ={A€ B(E) : (AN K,;,) € N}. Se verifica facilmente que 6,
es clase mondtona, para cada m € Ny, debido a que d(An B) € 0AUdB, #, es un
dlgebra de conjuntos. Ademads, por Teorema A, S €m, para cada m € N, y enton-
ces, por teorema de las clases monétonas, o (A1) < 6,,. En consecuencia, para todo
Aeo () ytodomeN, u(AnKy,) € N. Pero N es cerrado en [—oo, 00] y, por lo tanto,
w(A) =lim, .o L(ANK;,) € N. Solo resta entonces demostrar que B(E) < o ().

Sean K compacto en E y paracadae >0, K ={x€ E: p(x,K) <¢}. Sea G un abierto
relativamente compacto tal que K < G.
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Tenemos que K = e~ K¢ < Gy, al igual que en la demostraciéon del Lema 2} se
tiene que existe ¢y > 0 tal que K < K*° < G y entonces K es compacto.

Sea C, = {€ € (0,€0] : L(OK®) > 0}. Puesto que 0K® = {x € E: p(x,K) =€}, {0K }p<e<e,
es una familia de conjuntos disjuntos y por consiguiente, C, es contable. En efecto,
C,=U, Cﬁ, con C;} = {e € (0,e0] : u(OK®) > 1/n}. Se tiene que Cﬁ es finito, pues si
€1,...,Em € Cﬁ, entonces y(K) = u (0K u---UdK*") = m/n. Asi, m < nu(K*®) < co.

Como (0,€g] es 2° contable, entonces (0,e0] \ C;, es 2° contable [5, Teorema 6.2] y
luego (0,¢€0] \ Cy, es separable [5, Teorema 7.3]. Luego, existe D contable tal que (0,€0] \
Cu< D. Demostremos que (0,€9] < D, para lo cual es suficiente verificar que C, < D.
Sea y € C, y V) vecindad de y. Notese que V, N ((0,e0] \ Cp) # @, pues en caso contrario
se tendria V,, n (0,e0] < Cy, lo cual contradice el hecho que C, es contable. Sea z €
Vy, N ((0,€0] \ Cp). Luego, V) es una vecindad de z € (0,€0] \ C,, y por consiguiente V, N
D # @. Es prueba que y € D y por consiguiente, D es denso y contable en (0,¢g]. Se
tiene entonces que K =(.cp K¢ y por lo tanto, K € o(A,). Esto demuestra que %(E) <
o(#,) y completa la demostracion. [



Capitulo 2

Convergencia débil de medidas

aleatorias

El concepto de elemento aleatorio, que toma valores en un espacio de medidas,
es una extension natural de la nocién de un proceso puntual, ya que el altimo pue-
de considerarse como una medida aleatoria con valores enteros (ver [2]). Esta teoria
tuvo sus origenes en aplicaciones tales como lineas de espera, poblaciones aleatorias,
procesos de riesgo, etc., y los primeros resultados importantes sobre esta teoria fueron
descubiertos entre los afios de 1956 y 1967. Inicialmente, para el caso E = R, citamos
[6]. Luego, estos conceptos fueron extendidos a espacios localmente compactos, como
se puede observar en [9] y [10].

En 2.1 presentaremos el concepto de medida aleatoria y algunos conceptos de in-
terés como la distribucion y esperanza de una medida aleatoria. Siguiendo las ideas de
[11], se establecen criterios de equivalencias para la igualdad en distribucién de medi-
das aleatorias.

Luego, en 2.2} abordaremos el problema de la convergencia débil de medidas alea-
torias, para lo cual nos basaremos de las ideas presentadas en [9] y [10]. En todo lo
que sigue, (Q,%,P) y E denotardn un espacio de probabilidad y su funcional esperan-
za, respectivamente. Como ha sido habitual en esta tesis, E continuard denotando un

espacio localmente compacto 2° contable y 28(E) su o-4dlgebra de Borel.

14
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2.1. Medidas aleatorias

Definicion 19. Una medida aleatoria es una funcién ¢ : Q — M(E) medible respecto de
las o-algebras & y . (E).

Observaciéon 20. Dada una medida aleatoria ¢ : QO — M(E), para cada w € Q, ¢{(w) es
una medida de Radon sobre (E, %(E)), la cual denotaremos por ¢(w,-) y su valor en
A€ AB(E), por ¢(w, A). Si no se presta a confusion, se utilizard la notacion (1) y ¢(A),
respectivamente. Ademds, para cada A € Z8(E) fijo, £(A) es una variable aleatoria, pues,
¢(-, A) = T4 o0& es una composicion de funciones medibles.

La distribucién o ley de una medida aleatoria ¢, se denotara por P, lo cual significa
que P¢ (M) = P(¢ € M), paratodo M € ./ (E). Ademds, diremos que dos medidas aleato-
rias ¢, n se distribuyen idénticamente, si para todo M € ./ (E), se satisface que P (M) =

. d
P, (M). Denotaremos esto mediante ¢ =17).

Notacion 21. Sea ¢ una medida aleatoria sobre (E, %8(E)). Para toda f € &(E)*, anotare-
mos por ¢ f: Q — R, la variable aleatoria definida por

$fw)=Tro¢(w) :fEf(x)é(w,dx), weQ.

La distribucion de ¢ f se denotara por Pe ¢, lo cual significa que P¢r(A) = P(Tf(S) €
A), Ac BR)

Ahora, presentaremos el concepto de valor esperado de una medida aleatoria, el

cual lamaremos medida de intensidad.

Definicién 22. Sea ¢ una medida aleatoria sobre (E, %8(E)), entonces, E&, la medida
intensidad de ¢, se define mediante

E¢(A) =E[¢(A)] :f ¢(w, AP(dw), paratodo A€ B(E).
Q

Observacion 23. Ya que ¢(A) =0, para todo A€ B(E) y¢(®) =0, se sigue que E¢(A) =0
y E¢(@) = 0. Por otro lado, si tomamos una sucesiéon de conjuntos {A;},en en B(E) y

usamos el hecho que las medidas de Radon son o-aditivas, se tiene que ¢ ( U An) =
neN
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Z ¢(Ay). Luego,

neN

E¢||J An|=E

ieN

Y E(Ap)

neN

neN

lo que demuestra que E¢ es una medida. Sin embargo, esta medida no necesariamente
pertenece a M(E). Este valor puede interpretarse como el volumen promedio de medi-

das asignadas a un conjunto.

Ejemplo 24. Sea (E,28(E)) un espacio medible. Entonces, para todo A€ #(E)y x€ E,
se difine la medida de Dirac sobre E, como

1 sixe A
0x(A) = 2.1)
0 six¢ A

De la definicién anterior se sigue que para todo x € E, 6, € My(E), es decir, 6, es
una medida aleatoria Z*-valuada.
Consideremos la funcion A: (E, B(E)) — My (E), 4y (E)), dada por

A(x) =0y.

Para verificar que A es medible, basta notar que AM : E — R, definida por AM (x) =
0x(M), es medible, si M es un generador de 8(M(E)). Sea M = {u € M(E); Ta(u) € B}
con Ae B(E)y Be B(R). Luego, AM =14y por consiguiente, A es medible.

De lo anterior, si X : Q) — E es un elemento aleatorio entonces 6 x = Ao X es una

medida aleatoria. Denotando por pyx la distribucién de X, la medida intensidad de d x
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viene dada por:

Edx(A) =E[Ao X(A)]

:f 0 x(w) (AP (dw)

Q

ZleA(X(w))P(dw)

:f 14(x)Po X (dx)
E

=f 14(x)px(dx)
E

=ux(A), paratodo Ae B(E).

Por lo tanto, Ed x = ux.

En lo que sigue, desarrollaremos un teorema propuesto por Kallenberg en [11], el
cual nos proporciona condiciones necesarias y suficientes para que dos medidas alea-
torias sean iguales en distribucion.

Teorema 25. Sean ¢ yn medidas aleatorias sobre (E, B(E)). Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes

@5.1) 2.
(252) (é-fl"'-’ffr) g (ﬂfl»---rﬂfr), para tOdOSfly---)fr E%E(E)

25.3) E@AD,....EAN) L M@, ...,n(A,), para todos Ay, ..., A, € R.

..........

(éfl’---’ffr)-

Supongamos [(25.1)]y veamos que se satisface. Sean fi,..., [ € €{(E) y A€
%(R)®". Entonces,

P(Sf,....¢fr) € A)

Pes,..ef0(A)

.....

.....
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Luego, ¢ fi,...,¢fr) 4 & fi1,.-.,¢fr). Supongamos ahora que se satisface|(25.2)ly demos-
tremos|(25.3)| Sean Ay, ..., Ar € Z. Por Lema de Urysohn, se tiene que existen fi, ..., fr €
‘6;5 (E), tales que A; < fi< A‘;?, paracadaie€l,...,r,donde A = {x € E;d(x, A) <€}, para

cada Ac E.Sean fy,..., t, € R. Luego,

PMmAD < t,...nA) < t) <SPMA<t,...nfr <t
=Pfisth,...E fr<ty)
<PE(A) < f,...,E(A)) < 1).

Tomando ¢ | 0, se tiene
Pm(A) < t,..,n(A) < tr) <SPEAD) < h,...,E(A) < 1)
e intercambiando el rol de ¢ y 17 en el desarrollo anterior, se concluye que
PE(AD < t1,...,§(A) < 1) =PM(AD) < t1,...,n(A) < 1),

es decir, se satisface la condicién
Por ultimo, supongamos|(25.3)|y veamos que se cumple|(25.1)} Sean

9 ={MeBME)PEeM =Pne M)} y €={Ci" A, Ave Rt e R,

donde

Cuf = (eME); p(AD < f,... (A < 1)

Es fécil ver que 2 es un d-sistema y que % es un n-sistema. Por condicién [(25.3)]
se tiene € < ¥ y por Teorema (ver Apéndice), 0(€) < 2. Asi, solo basta verifi-
car que B(M(E)) < 0(6), Sea C = {u € M(E) : Ta(w) € B} un generador de 8(M(E)),
con A compacto en E, B = (—oo,f] y t € R;. Luego, C = C; € ¥ y en consecuencia,

BM(E)) < o(€). Esto prueba que ¢ 4 1y completa la demostracion del teorema. B
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2.2, Criterios parala convergenciaen ley de medidas alea-

torias

La convergencia en ley de medidas aleatorias serd denotada por — y significara la
convergencia débil de sus distribuciones correspondientes definidas sobre .# (E).

Definicion 26. Sean {¢,},en una sucesion de medidas aleatorias sobre (E,%(E)) y ¢
una medida aleatoria sobre (E,2(E)). Entonces, ¢, Z ¢, siy solo si, para toda f €
€p(M(E)),

r}ijgoE[f(fn)] =E[fn)l.

En lo que sigue, diremos que una sucesion {¢ ,} ,eny de medidas aleatorias es tensa
si para cada € > 0 existe un conjunto compacto M < M(E) tal que P({,, € M) > 1—¢ para
todo n e N.

Sobre este contexto, nos surge la necesidad de presentar una serie de resultados

que nos permita caracterizar los conceptos de tension.

Lema 27. Sea {{,},en Una sucesion de medidas aleatorias sobre (E, 8(E)). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

27.1) {&utnen es tensa
(27.2) {{nf}nen estensaenRy para todo f € ng
(27.3) {{n(B)}nen estensaenR, para todo B € Z.

Demostracién. Supongamos quese satisface. Paracada f € € (E)yneN, ¢, f =
T¢(Spn). Como Ty es continua, entonces {Tr(¢ )} nen €s tensa, lo cual demuestra

Ahora, demostraremos que[(27.2)|implica[(27.3)| Sea B € Z. Puesto que E es localmen-
te compacto y separable, existe una sucesion {G;};en de abiertos relativamente compac-
tos tal que B < Ujen G; y ya que B es compacto, existen ny,..., 1, € N, tales que B €

;'n=1 Gy, . Por Lema de Urysohn, existe f € €k (E) tal que B<f< U?Ll Gy, y entonces

0<¢,(B)<¢,u(B)<,f.Seane >0y K, un compacto en R tal que supP (¢, f € Kf) <e.
Luego, supP (¢, (B) € Kf) <€, lo cual demuestra que {¢,(B)}en €s tensa.

Por ultimo, demostremos que [(27.3)|implica[27.1)] Sean G € %, i € N, conjuntos
abiertos, tales que E < Uyen Gi Por hip6tesis, para cada e > 0y k € N, existen constantes
positivas rg, tal que P(¢,(G) < 1g) > 1—¢/2k+! Sean M = M= i€ M(E) : u(Gp) < Tpty
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f € €x(E). Yaque sop(f) es compacto, existen ky,..., k, €N, tal que sop(f) < U;’io G
Luego,

m m
suplufl<sup Ifldu<supZ IfIdMSIIfII sup ) p(Ge) < IIfI1Y. rg, <oo.
ueM peM i=0 HEM j=0 i=0

Del Teorema@ se sigue que M es relativamente compacto y asi, M es compacto. Por

otra parte,
PEneM) =P, M)
=1-P(, e M
o0
=1-P| U €n(Gr) > ri}
k=0
o0
21-) PEn(Gr) > i)
k=0
o0
>1-Y e/2k*!
k=0
=1-¢,
lo que demuestra que {¢ ,} ,eny €5 tensa y concluye la demostracion. [

Pareciera natural pensar que si una sucesion de medidas aleatorias {¢;},en SObre
(E,%(E)) converge en distribuciéon a una medida aleatoria ¢ sobre (E, (E)), entonces

En(AD, .., En(AR) Z E(AD, ..., E(AR) 2.2)

para todos Aj,..., Ax € B(E), k € N. Sin embargo, esto no es asi. Como un contraejem-
plo, consideremos la sucesion (deterministica) (t,;n€N),dondet,=1+1/n, (n=1),
ysean ¢, =6;, y ¢ =0;. Luego, paratoda f € €x(R), {f = f(1), {nf = f(1+1/n) y por
consiguiente ¢, 4 ¢, lo cual, debido a que {{,,} ,enj0y €S deterministica, es equivalente
aé, Z, ¢.No obstante, la condicion no se satisface parala sucesion {¢,} nennjo}- En
efecto, si A =(1,2] entonces ¢, (A) =1y ¢(A) =0, con lo cual se tiene que {¢,,(A)} nenn o}
no converge en ley a ¢(A).

Para dar un ejemplo auténticamente aleatorio, consideremos el siguiente.

Ejemplo 28. Sean p € (0,1) y (X,;; n € N) una sucesion de variables aleatorias, definidas
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en un mismo espacio de probabilidad (Q2, %#,P) y tales que, para todo n € N, X, tiene
distribuciéon binomial de pardmetros ny p. Sean 7, = X,;/n (n=1) y {,, = 6,,. Para
cada f € €x(R), {$nflnenioy converge en probabilidad a ¢ f, con ¢ = §,,. Vale decir,
{€ntnennio; converge en probabilidad a ¢ sobre M(E) y por consiguiente ¢, Z, ¢. Sin
embargo, para A = (p, 1], se tiene ¢, (A) = L7~ p} y entonces, para todo a > 0,

limsupP(¢,(A) = a) = limsupP(t, > p) = limsupP(V/n(r,,— p) >0) =1/2

y P(£(A) = a) = 0. Luego, limsupP(6;,(A) = a) £ P(6:(A) = a) y por consiguiente,

{&n(A)}nennjoy NO converge en distribucion a {(A).

Lo anterior, nos indica que la convergencia en el sentido depende de la clase
de subconjuntos Aj,..., A que se considere. Nuestro siguiente objetivo es presentar
un teorema que caracterice la convergencia de medidas aleatorias. Previo a este teo-
rema, demostraremos algunos resultados que nos sirvirdn para poder caracterizar la
convergencia de medidas aleatorias.

Para establecer el mencionado criterio, necesitamos saber bajo que condiciones,
sobre f, ¢, Z ¢ implicaé, f Z ¢ f. Antes que nada, fijemos ciertas notaciones.

Notacién 29. Dada una funcién f € & (E), definimos una medida f - u del siguiente

modo:

(f-u)A:fAf(x)u(dx), A€ B(E).

Lema 30. Sean {¢,,},en Una sucesion de medidas aleatorias sobre (E, %(E)) y £ una me-

. . : . . . &
dida aleatoria definida sobre este mismo espacio medible y tal que ¢,, — &. Entonces,

(30.1) &nf =, ¢ f, para toda funcion f € & (E), con soporte compacto tal que &(Dy) = 0

C.S.

(30.2) ($n(A1),...,¢n(A}) =, (&(A1),...,¢(Ap), para todos Ay, ..., Ay € R¢.

Demostracion. En primer lugar, demostremos la condicién[(30.1)] Ya que el soporte de
f es compacto, se sigue que sop(f) € Z. Ademads, tomemos un abierto G € £, tal que
sop(f) < G. Por lema de Urysohn, existe una funcién continua g : E — [0, 1] tal que
g(x) =1, paratodo x € sop(f) y g(x) =0, para todo x ¢ G. Por otra parte, consideremos
una sucesion {u,}en en M(E) y una medida p en M(E) tal que u, = u.Yaque ghe
€k (E) paratoda h € 6),(E), se sigue que
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(g-un)h=p,(gh)— u(gh)=(g-wWh,

es decir, {g - un}nen converge débilmente a g - u. Si ademds suponemos que p(Dy) = 0,

se sigue del Teorema (Ver Apéndice), que

Tf(,un)=fEf(x),un(dx):fEf(x)g(x)un(dx)
=g -unf— (g~u)f=ng(x)f(x)u(dx)

=fEf(x)u(dx) = Tr(u).

Esto demuestra que
{uEI\/I](E);pEDTf}c{pel\/I](E);u(Df) > 0}. (2.3)

Usando el hecho de que ¢(Dy) = 0 c.s., se sigue que P(¢ € D7) = 0. Luego, del Teore-
ma (ver Apéndice), se obtiene que P¢ o T]ZI - PsoT; !, lo que implica que &, f Z ¢t
es decir, se satisface la condicién [(30.1)]

Para demostrar la condici(’)n tomemos Aj,...Ar € Z y definamos Ty, 4, :
M(E) — IRfL como T'a,,.. A, (1) = (u(A1)...,u(Ay)). Por otra parte, sean {{i,}neny € M(E) y
€ M(E) tal que ,, — . Si (@ A;) = 0 para cada 1 < i < r, se sigue del Teoremaﬂ que

pn(A;) — pu(A) y asi

.....

Ta,,..a (Un) = Tay,.. 4, (1).

{n € M(E); u(A;) > 0}

r
=1

.....

1

.....

dice), se tiene que P¢, o T./Ill,...,Ar LA PeoT,!

(¢A,...,¢A;), completando la demostracion. [ |

Una vez establecidos los resultados anteriores, seguiremos las ideas de [11] y [9],

para establecer un teorema que nos permita obtener algunas equivalencias con la con-
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vergencia débil de distribuciones de medidas aleatorias.

Proposicién 31. Sean (¢ ,} ,en una sucesion de medidas aleatorias sobre (E, 8(E)), ¢ una
medida aleatoria sobre (E, 8 (E)). Ademds, supongamos queP (¢ ,(A) =0) — P({(A) =0)
para todo A€ R¢ y quey, Z 1. Entonces para todo conjunto compacto K c E, se tiene
queP(n(K)=0) =P((K) =0).

Demostracion. Dado € > 0 existe un cubrimiento abierto G € Z; de K tal que
PE(G\K)>0)<e.

De la Observacién|I} se sigue que podemos escoger f satisfaciendo K < f < G. Ya
que {pe M(E) : uf =0} ={u e M(E) : uf <0} es cerrado, se tiene
Pn(K)=0)=Pnf =0)
= r}im supP(,f=0)
= nll_{n P(&n(G) =0)
=PE(G)=0)
=P(G(K)=0)—e.

Como € > 0 es arbitrario, se concluye la demostracion. [ |

Teorema 32. Sean {{,},en una sucesion de medidas aleatorias y ¢ una medida aleato-
ria. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

@21 &2k
32.2) Enfir-rEnfr) L Efiy oo E) para todos fi,..., fr € €5 (E).
(32.3) En(AD,..,En(AD) Lo (E(AD, ..., E(AD), ALy, Ar € Be, T EN.

Demostracion. Ya que para todos fi,..., fr € €k (E) las funciones T},

nuas, se sigue que|(32.1)|implica que|(32.2)
Ahora, supongamos|(32.2)|y veamos que se satisface|(32.3)| Sean Aj,..., A, € Z; Yy,
paracada i€ {l,...,r}, {G; i} ren una sucesion decreciente de conjuntos abiertos en E

f, son conti-

.....

tal que Ai = Nken G; r v {F; i} ken unasucesion creciente de conjuntos cerrados en E tal
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que A‘l.’ =Uken Fi k- ParacadakeNei€{l,...,r}, sean f; i, 8 r € €x(E) tales que
Fix<fik<AlcAcA;<gir<Gir.

Sea (t,..., t;) un punto de continuidad de la funcién de distribucién de ((A1),...,E(A)).
Para cada € > 0, existe k € N tal que

PE(AD < 1t1,...,6(AD) < ) <PE(Fr ) < .., S(Frp) S ) +€

PEGLE) < t,.., E(Grp) < 1) <PE(AD < t,...,E(A)) < 1) +E.

De modo que
PE(Fi) < fryee s S(Fri) =PE(GLE) < 11y, 6(Grp) < 1) <26

Por consiguiente,

HmsupP (A < fy...,En(A) < t) < HMPER(fir) <t En(frp) < £)
= PC(fi)<st,... (fr)<t)
< P(‘f(Fl,k) < tl:---»f(Fr,k) < 1y)
< PEGLY) <t,...,¢(Grp) < tp)+2¢
< PE(gLe) <th,...,¢(8rk) S tp) +2¢
< ImPEn(gr) <t,...,{n(grr) < 1) +2¢
< PEA) <t,....E(A) < t)+2¢
= PEA) <t,...,E(A) < t)+2¢.
Anélogamente,
liminfP(¢, (A1) < f1,...,Sn(A) < &) = HmMP(En(g1r) < fy---5 Sn(8ri) < 1)
= PE(gL)<t,...,¢(&rK) <)
= P(f(Gl,k) < tly---»é(Gr,k) < tr)
= PCF)<t,....S(F) <) —2¢
= PC(fi) <ty S(fre) <) —2¢
= Hmp(fn(fl,k)stl;---;én(fr,k)SIr)_zg
= PEA) <n,.... (A7) <t;)-2¢

PE(AD) < t,...,c(A) S t)—2¢
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En consecuencia,

PE(A) < f,...,E(A) < 1) —27

N

IiminfP(¢, (A1) < f1,...,¢n(Ar) < 1)
limsupP (¢, (A1) < f1,...,$n(Ar) < 17)
P (A < ty,...,5(Ar) < 1) +26.

N

N

Como € > 0 es arbitrario, lim;,, ..o P({, (A1) < t1,...,{n(A) < ) =PE(A)) < 4,...,6(A)) <
t;), lo cual completa la demostracion.

Por ultimo, supongamos|(32.3)|y veamos que se cumple Por hipétesis, se si-
gue que para todo A; € Z¢, 1 < i <, las sucesiones de variables aleatorias {¢, (A;)}nen
son relativamente compacta en distribucion y del Teorema[48| (ver Apéndice), son ten-
sas. Del Lema se sigue que la sucesiéon de medidas aleatorias {¢,},en €S tensa 'y
de nuevo por Teorema [48| (ver Apéndice), es relativamente compacta en distribucion.
Ahora, supongamos que ¢, % ¢, entonces existen € > 0, una funcién h € €,(M(E)) y

una sucesion creciente {n}ren en N, tal que
IER(En) —ER()|>¢€, keN. (2.4)

Ya que la sucesion {{,, } ren €s relativamente compacta en distribucion, existe una sub-
sucesion {6 i, } N de {¢,,} y una medida aleatoria n sobre E, tal que
JE

<
énkj - T’) (25)

Sean Ay, ..., Ax € Z¢. La condicion|(32.3)|nos garantiza que

Eng, (AL, o or g (A1) Z (E(AD, ..., E(AN).

Ya que 0 A es compacto si A es relativamente compacto, de la Proposicién [31, se
obtiene que P(1(dA) = 0) = 1 para todo A € Z;. Luego, del Lema(30]se sigue que

Eng, (AL, orE (A7) Z (AD, ..., n(A).

Luego, para todos Ay, ..., Ay € Z;, se tiene que

E(AD, ..., E(AD) £ (A, ..., n(AD).
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Puesto que la relacion anterior es equivalente la condicion |(25.3)| del Teorema
. d . . < .

se sigue que ¢ = 7. Esto implica que ¢, — ¢, pero esto contradice (2.4). Por lo tanto,
£ .

¢n — &, lo cual completa la demostracién de este teorema. [ |

2.3. Procesos puntuales

En esta seccion, nos enfocaremos en el estudio de medidas aleatorias sobre el es-
pacio Mg (E), las cuales llamaremos procesos puntuales. Por Teorema[18| M(E) es un
subconjunto cerrado de M(E), respecto a la topologia vaga. Por lo tanto, los resultados
de unicidad y convergencia presentados en la secciéon anterior también son vélidos
para procesos puntuales. La siguiente proposicion, demuestra que los limites en dis-
tribucién de procesos puntuales son procesos puntuales, casi seguramente.

Proposicién 33. Sean (¢} ,en una sucesion de procesos puntuales y ¢ una medida alea-

. £
toria tal que &, — &. Entonces, ¢ es un proceso puntual, P-c.s.

Demostracion. Queremos ver que P(¢ € My(E)) = 1. Como My (E) es cerrado y para ca-
da n € N se tiene P(¢,, € My(E)) = 1, entonces 1 = limsupP (¢, € My(E)) < P( € My(E)),

lo cual completa la demostracion. [ |

A continuacién, presentaremos algunas definiciones, con el propésito de clasificar

los procesos puntuales.

Definicion 34. Sea ¢ un proceso puntual sobre (E, %(E)). Se dice que ¢ tiene un punto
o dtomoen x € E si

P (fw € Q: &(w, {x}) > 0) =P(c({x}) > 0) > 0.

Se dirad que x € E es un punto multiple si

P (fw e Q:{(w, {x}) =2) =P (({x}) =22) > 0.

Un proceso puntual ¢ es simple o bien no tiene puntos multiples, si

PlweQ:3x€eE, {(w,{x}) =2}) =P ({x}) =2) =0.

Observacion 35. Observamos que el concepto de &tomo para una medida de Radon es
diferente del concepto de &tomo para un proceso puntual. En efecto, consideremos el
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proceso puntual { = dx, donde X es una variable aleatoria con distribucién difusa Q,
por ejemplo, Q(dx) = e *dx, la distribucién exponencial de pardmetro 1. Se tiene que
para todo w € Q, ¢(w) tiene un 4&tomo en X (w). Sin embargo, para todo x € E, se tiene

PE{x) >0)=POGx({xh) =1) =P(X=x) =0.

Por lo tanto, ¢ es un proceso puntual sin &tomos. En particular, ¢ es simple.

Recordemos que S; : M(E) — M(E) esta definida, para cada A € (E), como

Sip(A) =Y Iny(u(x).

XeEA

Si ¢ es un proceso puntual, anotaremos por E:Q—Mg(E) el proceso puntual definido
por {() = $1¢ ().

Proposicion 36. Sean ¢ un proceso puntual. Entonces, las dos condiciones siguientes
son equivalentes:

(36.1) & essimple, y
(36.2) =& P-c.s.

Demostracion. Paracadawe Qy Ae B(E),

A=Y InCo ) v &A=y &wx.

X€EA xX€A

Por consiguiente,

€ #8 = Uy # &t = JEUx) 22} = @x e E, E({xh) = 2}

x€E X€E
y entonces P (¢ = E) =0, siysolosi, P(3x € E,{({x}) = 2) = 0. Esto completa la demostra-
cion. -

Proposicién 37. Sean ¢ yn procesos puntuales sobre (E,8(E)), donde ¢ es simple. En-
tonces, § 4 7 siy solo si
P((A) =0)=P(n(A) =0), Ac %.
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Demostracion. Lanecesidad es evidente. Demostremos la suficiencia. Sea
D ={MeRB(E):PeM)=PmneM}.
Se verifica facilmente que & es clase monoétona y por hipdtesis, € < 2, donde
C={ueMo(E): u(A) =0 Ae #t ={{Ta=0}; Ac %}.
Como ¥ es un n-sistema, por Teorema 9 =0(¥).Sea M € 9. Luego,

PEeM) =PEeS; (M) =PneS; (M) =PFHe M).

o~

Esto implica que g 4 7], pero como ¢ es simple, entonces ¢ 4 7, lo cual completa la

demostracioén. [

En lo que sigue presentaremos algunos resultados que caracterizan los procesos

puntuales simples.

Proposicién 38. Sea ¢ un proceso puntual sobre (E, 2B(E)) y supongamos que existe una
medida A € M(E) difusa tal que

P(S(A) =2) = 0o(A(A)),

cuando A(A) | 0y A€ Z. Entonces, ¢ es un proceso puntual simple.

Demostracion. Sea K < E un conjunto compacto y € > 0. Puesto que A es difusa, para
todo x € Ky 6 > 0, existe un entorno V, € £ tal que A(Vy) < 8. Luego, por hipétesis, se
tiene que para todo x € K

P(C(Vy) =2) <eAd(Vy).

Dado que K es compacto, una cantidad finita de tales conjuntos, digamos n, cubre
a K y a partir de este cubrimiento es posible construir una particion disjunta de K
constituida por conjuntos {A,-};?=1 c X, tales que

P(S(A;) =2) <eA(A).

Entonces,

n n
P{axeK:E{x) 22D <) PEA;NK)=2)<e ) AA;NK) =eA(K).
i=1 i=1
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Sea {K,},en la sucesion creciente de conjuntos compactos tales que K, KZ . bara
todo n € N, y ademds E = U2 ) K,. Luego, P({3 x € K, : {({x}) = 2}) < eA(K},) y como
€ > 0 es arbitrario, para todo n € N, se tiene P(K, n{3 x € E: {({x}) = 2}) = 0. Por con-
siguiente P({3 x € E : {({x}) = 2}) = 0 y entonces ¢ no posee multiples puntos sobre

(E,%B(E)) completando la demostracion. [ |

A continuacién se proporciona un resultado que caracteriza la convergencia de

procesos puntuales hacia un proceso puntual simple.

Teorema 39. Sean {{,}nen una sucesion de procesos puntuales sobre (E,B(E)), ¢ un
proceso puntual simple definido sobre el mismo espacio. Entonces, &, =, ¢, siysolo si

(39.1) {&,}nen es tensa,
(39.2) P({x(A)=0) — P(¢(A) =0), paratodo A€ ;.
(39.3) P(&n(A) =2) = P((A) =2), paratodo A€ R.

Demostraciéon. Supongamos que ¢, Z ¢, entonces, Teorema en el Apéndice impli-
ca la condici6n|[(39.1)] Por Teorema[32] se tiene

IA

limsupP(¢,,(A) =0) P(E(A) =0)
PE(A) e (-1/2,1/2))
KminfP (&, (A) € (~1/2,1/2))

liminfP(&,,(A) = 0).

IA

Esto demuestra|(39.2)|y andlogamente se obtiene|(39.3)|.
Para la suficiencia, sigue de[(39.1)]y del Teorema [48|en el Apéndice que {,}sen €S

relativamente compacta en distribucion, es decir, toda subsucesion {{,,} posee una
subsucesion {¢,,,} tal que ¢y, Z, 7, para alguna medida aleatoria 7, la cual, por Pro-
posici(’)n podemos suponer que ) es un proceso puntual. Sea A € Z¢. Yaque 0A < A,
se tiene 0 A € Z; y entonces, por Proposicion 31} se obtiene que P(n(0A) = P({(0A) =
0) = 1. Luego,

P(n(A) =0) = klllin P(Sn,, (A)=0)=P((A) =0),y (2.6)

P(n(A)=2) = kl,l_r,n P(Sn,, (A) =22) =P(5(A) 22), (2.7)
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paratodo A € Z;. Por Proposicién ‘ larelaciéon li implica que 7 d ¢. Por otra parte,
de la relacion se sigue que la probabilidad de que la medida n tenga multiples

puntos sobre los elementos de la clase %, viene dada por

P(n(A) >1(A) =Pn(A) = 2,1n(A) >1(A)

=2 PM(A) = j,i(A) <))

~
[\S)

8

[P((A) = ) —P@(A) = )]
2

~
Il

Pn(A) =2) —P@H(A) = 2)
Pn(A) =2)-PE(A) =2) =0.

Puesto que la clase Z; posee una base de la topologia de E, existe una sucesion
{Aptnen © Ze, tal que E < | Ay, Luego,

neN

P(3xeE:nix}=2})

P(U2,3xe Ap:nix} =2})
521 P (n(An) > 1(Ap)
= 0,

I\

de donde 4 ¢. Por lo tanto, &, Z, ¢, lo cual completa la demostracion. [ |



Capitulo 3

El proceso puntual de Poisson

En probabilidades, estadisticas y campos relacionados, un proceso puntual de Poi-
sson es un tipo de objeto aleatorio que consiste en la localizacién de puntos en posicio-
nes aleatorias sobre un espacio abstracto. Este proceso tiene propiedades matematicas
las cuales son esenciales para modelar procesos aleatorios en disciplinas como astro-
nomia, biologia, ecologia, geologia, fisica, telecomunicaciones y entre otros. El pro-
ceso puntual de Poisson cominmente se define sobre la recta real, teniendo un rol
importan-te en el drea de la teoria de colas, donde es utilizado para modelar eventos
aleatorios que ocurren en el tiempo tales como la llegada de clientes a una tienda, co-
nexioén a un servidor, llamadas telefénicas, entre otras. En el plano, los procesos pun-
tuales también conocidos como procesos de Poisson espaciales, representan objetos
dispersos tales como usuarios de una red, particulas colisionando, drboles en un bos-
que, entre otros.

Cabe destacar que en este trabajo de tesis no desarrollaremos aplicaciones sino que
nos enfocaremos en la existencia de este tipo de procesos sobre un espacio medible
abstracto.

Definicion 40. Sea N un proceso puntual sobre (E,Z8(E)). Diremos que N es un pro-
ceso puntual de Poisson si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

(40.1) Para cada A € 9B(E), N(A) es una variable aleatoria de Poisson con medida de
intensidad A(A) = E[N(A)], es decir,

)L(A)”e‘MA)
P(N(A)=n) = T, neN.

31
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(40.2) Si Ay,..., A, € B(E) son disjuntos, entonces N(A;),..., N(A,) son independien-
tes.

Siguiendo las ideas de [8], dada A € MI(E) garantizaremos la existencia de un proce-

so puntual de Poisson N con medida de intensidad E[NV](-) = A(+).

Teorema 41. Sea A € M(E). Entonces, existe un proceso puntual de Poisson N sobre
(E,%(E)), tal que E(N(A)) = A(A) para todo A € B(E).

Demostracion. Sea A € M(E) finitay definamos una medida aleatoria N sobre (E, (E)),

de la siguiente manera:

T(w)
N(A) = N(w, A) = Z 14(X;(w)), A€ B(E), 3.1)
i=1

donde

(41.1) paracadai=1,2,..., se tienen X; : QO — E elementos aleatorios con distribucion
Q(dx)=Adx)IA(E),

(41.2) 7 esuna variable aleatoria de Poisson de media A(E) vy,
(41.3) lasucesion {X;}ien v 7 son independientes.

Notemos que para todo ne Ny A € B(E) se tiene

P(N(A) =n)= ZP(N(A):nIT:m)IP(T:m)
=2 P (ZIA(XJ- )P(r:m)

AME)™ i
ml

Q(A) 1-QAN" " ——

(A(E)(l— Q(A)))™ " e MB (A(E)Q(A))"
(m—n)! n!

_ AMBI-Q(A) e ME(A(E)Q(A)"

n!

||M8 ||M8

= e MY MA”
n
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m

La tercera igualdad es consecuencia de que Z 1 4(X;) es una variable aleatoria con dis-
i=1

tribucién binomial de parametros m y Q(A). Por consiguiente, N satisface la condicién

(40.1)]

Verifiquemos que la condicién|(40.2)|se satisface. Sean Ay, ..., A, € Z8(E) conjuntos
disjuntos. Sean ny,...,n, €N, n* =n;+---+n,, A= (U;:1 A;)¢ ynotemos que, para cada
m,nenN,

{N(Al) = nly“-)N(Ar) = nr;N(A) = m}m{‘[: n} = {N(Al) = nly“-)N(Ar) = nr;N(A) = n_n*}

es diferente del vacio, siy solo si, n = n* + m. Notemos también que el vector aleatorio

n*+m n*+m n*+m
Yo X)=ny,.., ) 1 X)=n, ), 1aX)=m
i=1 i=1 i=1
tiene distribuciéon multinomial con pardmetros ny,...,n,,my Q(Ay),...,Q(A;), Q(A)
Luego, considerando la independencia entre las variables aleatorias Xj,..., X, y 7, se
tiene
P(N(A1) =m,...,N(A;) = n,, N(A) = m)

=P(N(A) =ny,...NA)=n,NA =mlt=n*"+mPE=n"+m)

n*+m n*+m n*+m
=P| X aXd=ni,..., Y 14 X)=n, ) LaX)=m|P@=n"+m)
i=1 i=1 i=1

_ (" + m)IQAN™ -+ QAN QA)" A(E)" e ME)

n!l---n.!m! (n* + m)!
A(A™ o AAD™
— ( ) e_A(A)l—[( ( l) e_A(Ai))
m! o n;!

n
=P(N(A) = m) [[P(N(A;) = ny).
i=1

Esto prueba que N(A;),...,N(A;), N(A) son independientes. En particular, las prime-
ras r de estas variables aleatorias son independientes, lo que completa la demostra-
cion.

Supongamos que A no es finita. Como E =}, K, y A(Kj) < +oo, para todo n €N,
sobre el espacio de probabilidad considerado anteriormente, definamos los siguientes
elementos aleatorios.
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(41.1) Paracadan=1,2,...yi=1,2,..., sean Xl.(") : Q — K, elementos aleatorios con
distribucién Qn(dx) Mdjg .

(41.2) Para cada n = 1,2,..., sean T, variables aleatorias de Poisson de media a;, =
AMK,).

(41.3) Paracadan=1,2,...yi=1,2,... se tiene que Xl.(") y T, son independientes.

Entonces, podemos definir un proceso puntual N sobre (E,Z(E)), del siguiente
modo:

0o Tp(w)

NA) =N A=Y Y lank, X @) g, ws1 (3.2)
n=1 i=1

Notemos que para cada n € N fijo, N,,(A) = ZT”(‘”) 14nk, (X( (@) - 1, w)>1; define
un proceso puntual de Poisson con medida de intensidad finita A,(-) = A(- N K,;). En

efecto,

P (Nn(A) = k) = Z P (N (A) = kltp=m)P(t, = m)

M8 §M8 ng I

m
(Z Lank, (X)) = k) P(r,=m))

&3

m
Qu(ANK)*(1 - QuAnK,))™ kwe—ﬂm

m!
AK) (1= Qr(ANKy)) ™ ¢ e MK (A(K,) Qn (AN Kp))¥
men (m—-Kk)! k!
_ KD 1-Qu(ANK,) e M AKn QAN Kn)*

k!
— o~ MANKy) A(ANKy)" .

k!

Es decir, N,, satisface la condicion|(40.1)|de la definicién del proceso puntual de Pois-
son. Usando un razonamiento andlogo al caso de la construccién de un proceso pun-

tual de Poisson con medidia de intensidad A € M(E) finita se verifica la independencia.
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Luego,

P(N(A) =k)=

Y An (A)

—erA(AmKn) ( 00 )’C

e Zl 1/1n(A) (

Y AANKy)

e—/l(Am(uile,l))
k!
e—?L(AﬂE)

k!
e AMA)

i=1

) @K)]

(MANE)F

(A AN,

lo que completa la demostracion. [

Observacién 42. Sea v una medida o-finita sobre (E, 28(E)) y A la medida de Lebesgue
enR,.Luego, A®v es una medida o-finita sobre (R, x E, B(R,)®2(E)). Sean y una me-
dida de Poisson con intensidad A®vy, paracadat € R, y A€ %B(E)), u:(A) = u(l0, t] x A).

Luego, {u}rer, €s un proceso de Poisson espacio temporal estacionario (homogéneo).

Observacion 43. Es preciso aclarar que también es posible demostrar la existencia de
procesos puntuales de Poisson via limites proyectivos y aplicando el Teorema de con-
sistencia de Kolmogorv, para ello recomendamos leer [9}, Capitulo 4].

En [9], se presentan una serie de resultados que caracteriza a las medidas aleatorias
de Poisson cuando poseen medida de intensidad A € M(E) difusa. Una particularidad
de los procesos puntuales de Poisson con medida de intensidad difusa es que son sim-
ples, hecho que nos proporciona ventajas para desorrollar resultados sobre la conver-

gencia. A continuacion presentaremos un resultado que justifica esta condicién.

Proposicién 44. Sea N un proceso puntual de Poisson sobre (E,98(E)) con medida de
intesidad A € M(E) difusa. Entonces, N no tiene dtomos y es simple.

Demostracion. En primer lugar, verificaremos que N, no posee dtomos. Ya que A es
difusa, se sigue que
P(N({x}) =0) = e M =1,

Lo que verifica la primera condicién.
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Queda por demostrar que N es simple. Usando el hecho de que para todo A € Z(E)
N(A) es un proceso puntual de Poisson, se sigue que,

oo ,—A(A) n
P(N(A) =2) = Z ﬂ

n=2 n!
= 0(A(A)).

De la Proposicién[38] se sigue que N es simple.
|

El siguiente resultado es debido a Renyi en [13]. Este resultado permite caracterizar

las medidas aleatorias de Poisson con medida de intensidad difusa.

Proposicion 45. Sean ¢ un proceso puntual sobre (E,9B(E)), A € M(E) una medida di-
fusa. Ademds supongamos que se satisfacen las siguientes propiedades

PE(A) =0) = e, para todo A€ R. (3.3)
P(S(A) =2) = 0(A(A)), A(A) — 0. (3.4)
Entonces ¢ es un proceso puntual de Poisson con medida de intensidad A.
Demostracion. Sean un proceso puntual de Poisson con medida intensidad A. La con-
dicién implica que

PE(A) =0) = e M =Pmn(A4) = 0). (3.5)

Proposicion 38y condicién (3.4) implican que ¢ es simple y Proposicién [37]junto con
condicion (3.5) implican que ¢ =1, lo cual completa la demostracion.
[

3.1. Superposicién de procesos puntuales

La siguiente seccion tiene como propdsito proporcionar un criterio que garantice
la convergencia en distribucién de la superposicion de procesos puntuales hacia a un
proceso de Poisson. La demostraciéon que desarrollaremos sigue las ideas planteadas
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por Grigelionis en [7], donde considera un arreglo triangular ({,j;1 < j < ry, n €N) de
procesos puntuales independientes sobre (E,28(E)), los cuales estdn definidos sobre
el mismo espacio de probabilidad. Por otra parte, diremos que un arreglo triangular es
infinitesimal si para todo conjunto compacto K c E

lim  méx P, (K)=1)=0.
n—oo 1<j<r,

Teorema46. Sean (¢, ;1< j < ry, n € N) un arreglo triangular infinitesimal de procesos
puntuales independientes y £ un proceso puntual de Poisson con medida de intensidad
A e M(E) difusa, tal que A(0A) =0, para todo A € X. Entonces,

En=Y 2, (3.6)
=1

si y solo si, se satisfacen las dos condiciones siguientes:

I'n
(46.1) 1im Y P(,j(A) > 1) = A(A), para todo A€ R.
oo].:1

I'n
(46.2) r}im Z P(rnj(K) =2) =0, para todo conjunto compacto K € E.
—00
j=1

Demostracién. Supongamos que ¢, Z ¢, donde ¢ es un proceso Poisson con medida
deintensidad difusa A ysea A € %, tal que 1(0A) = 0. Queremos demostrar que se satis-
facen[(46.1)|y[(46.2)|y para ello haremos uso de las funciones generadoras de momen-
tos de las variables aleatorias ¢ j,,(A) y §,,(A), las cuales, para 0 < s < 1, denotamos por
@ jn(s) =E[s*1 D]y @, (s) = E[s*"Y], respectivamente. Entonces, por la independencia
de las variables aleatorias 1 (A),...,¢x, (A), se tiene que para todo n € N,

I'n

Z log(@,j(s)) = log([E(s‘r"(A))), para todo s € (0,1].

j=1
y entonces,

r}l_l:n Zn log(@nj(s)) =(s—1)A(A), paratodo se (0,1]. 3.7)
OO]:1

Por el desarrollo de Taylor de la funcién log centrado en 1, se tiene que, para todo
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se(0,1],
- loggnj(s) = ZZ(l—(Pnj(S))k/k
j=1 fr=n“<=1 (3.8)
= Y (1—@uj() +an(s),
j=1
donde e
an(s)=(1=@ni (N Y. Y (1=pnj(s)*/(k+1).
j=lk=1
Luego,

'n o0
an(s) = A=@njs) Y. Y A—pnj(s)*1k
j=lk=1

'n o0
Max<jcr, (1= @nj(s) Y. Y (A= pnj(s)*1k
j=lk=1

IA

'n
= —maXi<j<r, (1 - @nj(s) Y_1ogw,;j(s)
j=1
—méaxi<j<r, (1 —@nj(s))10g@,(s)
—méx <<, E(1= s )1 a=1)

—maxi<j<r, P(,j(A) = 1).

IA

Por consiguiente,

0< lim a,(s) < - lim max P(,;(A) =1) =0,
n—oo n

—0lsj<sry

pues el arreglo triangular es infinitesimal. Tenemos asi que lim,,_.o, a,(s) =0y de (3.7)

y (3.8) que

'n
r}l_{n Z (1=@nj(s)) =1 -5)A(A), paratodose (0,1]. (3.9)
OOJ.:1
Y PE A=) = Y (L—@ui(s)+ Y. Y "PEnj(A) =k)
j=1 j=1 k=1j=1

IA

Y (L= i) +5 Y PEni(A)=1).
i=1 =1

Jj= Jj=
Por consiguiente,

Y (- @nj(s) <
=1

'n 1
Y PEnjAHz1) s —
j= i=1 1-s

> (L=@nj(s),
J =1

J
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de modo que, por (3.9), se tiene
I'n I'n

(1-$)A(A) <liminf ) P(,j(A) = 1) <limsup ) P(&,;(A) = 1) < A(A)

j=1 j=1

y tomando limite cuando s | 0, se obtiene ((46.1)).
Demostremos ((46.2)), para ello usaremos el hecho que

Z PnjA=2)= Z PnjAz1)~ Z PE,jA=1).
j=1 j=1 j=1

'n
Por ((46.1)), basta con demostrar que nlim Z P(nj(A) = 1) = A(A). En efecto, como
—00 7
j=1

P(¢nj(A) =1) <P({,;(A) = 1), entonces por ((46.1)) se tiene

limsup Zn P(&nj(A) =1) < A(A). (3.10)
j=1

Por otra parte,

'n 'n 'n o0 Ip
Y PEnjA2D) =) A=@nj()+5) PErjA =1+ Y s*PEn(A) =k
j=1 j=1 j=1 k=2 j=1
<Y U-@nj)+5Y PErjA=D+52Y s"P&nj(A=1)
j=1 j=1 j=1

yen consecuencia

(58] E P = D= 157 A-gn () = T PE(A) = D+ 511 PG (42 .

N

Tomando limite inferior y aplicando ((46.1)), se tiene

_ 2 _ T 3
(1 S —%)MA)slimianIP(gnj(A):1)+%/1(A).

S ]:1

Es decir,
3

(1- AA) < liminf Y P, (A) =1) + ls—S/I(A)
=1 -
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y tomando limite cuando s | 0, se tiene

A(A) <liminf Y. P(E,;(A) = 1).
=1

Este hecho y (3.10), implican que Hminfz;”: 1P(&nj(A) =1) = A(A), con lo cual se ob-
tiene ((46.2)).
Para la suficiencia, ocuparemos el hecho que los procesos puntuales de Poisson

con medida de intensidad difusa son simples, propiedad que fue verificada en la Pro-
posicién[44] Por lo tanto, demostrar que se cumple la condicion (3.6) es equivalente a

demostrar que se satisfacen las condiciones|(39.1)}((39.2))(39.3)|del Teorema
Iniciaremos demostrando la propiedad|(39.1)l Como todo A € £ es union finita de

conjuntos cuya medida respecto de A es menor que 1, podemos suponer que A(A) < 1.

Entonces, paratodo ke N

PEa(4) > k) :P(Z"énj(A) >k
=1

]j=

='F’({Z Enj(A) > ki J{Enj(A) = 2} +P({Z Enj(A> kN[ {Enj(A <1
j=1 j=1 j=1 j=1
'n
<) PEnrj(A=2)+PU3 j1,..., jr <Tn &Enj, (A =1}
j=1
<)Y PEnj(A=2)+P@j1,..., jr <Tw EnjlA) =1,...,&p), (A)=1)
j=1

'n
< ) PEnj(A) >2)+P( U &njpA=1n--n{&,;A)=1}

j=1 Ji<e<jr

=) PErjA=2)+ )Y PEuj(A=1,...,&A)=1).
j=1

j1<...<jr

Usando el hecho que las variables aleatorias {¢j,,...,¢,j,} son independientes e idén-
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ticamente distribuidas, se tiene

PEA(A)>K) =Y PEj(A)22)+ Y (PEnj,(A)=1),
j=1

<<

'n
<Y PlEnj(A) =28+ (PLEnj, (A =1 UG, jr) s 1 < ... < i,
j=1

donde, |-| representa el cardinal de un conjunto. Ya que a lo mas pueden haber r,

elementos en (ji,..., j,), se sigue que

PEn(A) > k) < Y PEnj(A)22)+(PEnjy(A=1)"(rp)"
j=1
Pnj(A) =2)+ (PEnj (A =1Drp)
=1

J

Luego,

n n r
PEn(A)> k)= ) P A=2)+ (Z PEnj A= 1)
j=1 =1

r

<) PEnj(AH=2)+ (Z PEnj(A)=1)
j=1 j=1

Al hacer tender r,, a infinito y ocupando las relaciones|(46.1)|y|(46.2), concluimos que

Y P(Enj,(4) > 1)
i=1

P&,(A) > k) = rlim
n—00 j=

Znn»(fnj(A)zzn( ]:/I(A)’.
j=1

Ya que A(A) < 1, para todo € > 0 existe k4 € N tal que P(,,(A) > k) < ¢, paratodo k = k4
y n € N. Asi, hemos demostrado que la sucesion {¢,,(A)},en es tensa y del Lema 27}
se obtiene la tensiéon de las {¢,},en - Ahora vamos a verificar las condiciones [(39.2)
y[(39.3)] Del Teorema [48] en el Apéndice se sigue que {¢,}nen s relativamente com-
pacta en distribucion, es decir, dada una subsucesion {¢ ,, } ken, €xiste otra subsucesion

& . o .
{Cntren tal que ¢py, — 7, para algiin proceso puntual 7). La demostracion estara com-
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pleta, si demostramos que 7 es un proceso de Poisson. Sea A € Z. Luego,

rnk,

P(&p, (A =0)=P(}_ &y, j(A) =0)
j=1

:P(fnkfl(A) =0, ---,frnk, ny (A)=0)
T

= [[PEn,. (A =0).
j=1
Asi, aplicando logaritmo natural y exponencial, se tiene que
rnk,
P(&p, (A) =0) =exp{)_ 1og(P (&, j(A) =0))}.
j=1

Podemos reescribir la expresion anterior de la siguiente manera:

rnk/ rnk! rnk!
P(&n,, (A) =0) =exp{— ) Py, ;j(A)=D}-exp{) P, j(A) =1+ ) logP(&,;(A) =0))}.
j=1 j=1 j=1

De la relacién|(46.1)} se tiene, por una parte que
rnk,
P(&p, (A) =0) =exp{- ) P&, ;A =1} — o MA)
j=1

y por otra que P(¢,, (A) = 0) — P(n(A) = 0). En consecuencia,

Pn(A) =0) = e MY (3.11)

Por Proposicion (45), solo resta demostrar que P(1(A) = 2) = 0(A(A)).
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Se tiene que,

I'n
PEn(A)=2) = P(Z Enj(A)=2
j=1

= P({U{fnj(fn 200 U Enj(A) = DA = 1)
=1

1<j#ks<r,

<) PEnj(A)22)+ ) PErj(A) 2 DPEni(A) = 1)
j=1 j#k
2

<Y P@a(A)>2) + (Z P (A)=1)] — (AA)2
= =

y entonces P(¢,(A) = 2) = 0(A(A)). Por consiguiente,
P(n(A) =2) = o(1(A)). (3.12)

De las relaciones (3.11) y (3.12) y de la Proposicion 45} se sigue que 1 es un proceso
puntual de Poisson con medida de intensidad A, lo que completa la demostracion. B

*



Apéndice A

En este apéndice reunimos algunos resultados que son de utilidad en el texto prin-
cipal para una fécil referencia. Omitimos la mayoria de las demostraciones y se adjun-
tan las referencias en la literatura segin sea el caso.

Dado un espacio E, definimos un 7-sistema en E como una clase no vacia de subcon-
juntos cerrados bajo intersecciones finitas, mientras que un d-sistema se define como
una clase de subconjuntos que contiene a E y es cerrada bajo diferencias propias y
limites crecientes.

Teorema 47. (Dynkin.) Sea . una clase de subconjuntos de E tal que es un mn-sistema,
entonces d(¥) = o(¥).

Demostracion. Ver [11, Teorema 1.1] [ |

Teorema 48. (Prohorov.) Sea {&,,} nen Una sucesion de elementos aleatorios sobre un es-
pacio Polaco E. Entonces, {&,} nen es tensa siy solo si{¢,}nen es relativamente compacta
en distribucion.

Demostracion. Ver [11, Teorema 16.3] [ |

Teorema 49. (Banach-Steinhaus.) Sean E y F espacios vectoriales topoléogicos, I una
familia de aplicaciones lineales de E en F y para cada x € E,T'(x) ={Tx: T € I'}. Supon-
gamos ademds que B = {x € E : T'(x) es acotado} es de segunda categoria. Entonces, B = E
yT es equicontinua.

Demostracion. Ver [14, Teorema 2.5]) [ |

44
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Teorema 50. (Banach-Alaoglu.) Sean E un espacio vectorial topoldgicoy V una vecin-
dad de 0 en la topologia original. Entonces,

K={peE":VxeV,|px|<1}
es compacto respecto de la topologia débil* .

Demostracion. Ver [14], Teorema 3.15])
[ |

Teorema51. Sean E un espacio topolégico localmente compacto, 2° numerable y Haus-
dorff, {P,} nen una sucesién de medidas de probabilidad sobre (E, 2(E)), P una medida
de probabilidad sobre (E, B(E)) y h : E — R una funcién medible. SiP,, — P yP(Dy,) =0,
entoncesP,oh™! X Poh!

Demostracion. Ver [1, Teorema 5.1] [ |

Teorema 52. Sean E un espacio topolégico localmente compacto, 2° numerable y Haus-
dorff, {P,,} nen una sucesién de medidas de probabilidad sobre (E, (E)), P una medida
de probabilidad sobre (E,%8(E)) y h : E — R una funcion medible, acotada y tal que
P(Dy) =0. SiP,, = P y[P(Dy,) = 0, entonces

fh(x)l]mn(dx)ﬁfh(x)ﬂj’(dx)
E E

Demostracion. Ver [1, Teorema 5.2] [ |



Bibliografia

[1]

(2]

3]

(10]
(11]

(12]

P. Billingsley. Convergence of Probability Measure. Wiley, 1968.

D.J. Daley and D. Vere-jones. An introduction to the theory of Point Processes.

Springer, 2003.

D. Dawson and G. Ivanoff. Branching Diffusions and Random Measures. Advances
in Probability and Related Topics, 5:61-102, 1978.

D Dawson, B. Maisonneuve, and J Spencer. Ecole d “Eté de Probabilités de Saint-
Flour XXI-1991. Springer-Verlarg, 1993.

J. Dugundji. Topology. Allyn and Bacon Inc, 1978.

J. Grandell. Point Process and Random Measure. Advances in Applied Probability.,
9:502-526, 1977.

B. Grigelionis. On the convergence of sums of random step process to a Poisson
process. Th. Probab. Appl., 8:172-182, 1963.

N. Ikeda and S. Watanabe. Sthochastic Differential Equations and Diffusion Pro-
cesses. North Holland-Kodansha, 1989.

P. Jagers. Aspects of Random Measures and Point Processes. Advances in Proba-
bility and Related Topics, 3:179-239, 1974.

O Kallenberg. Random Measures. Akademie-Verlarg, 1983.
O. Kallenberg. Foundation of modern probability. Springer-Verlarg, 1989.

J.E. Moyal. Multiplicative Population Processes. Journal Applied Probability,
1:267-283, 1964.

46



BIBLIOGRAFIA 47

[13] A. Renyi. Remarks on the poisson process. Studia Sci. Math. Hungarica, 1:153—
157, 1967.

[14] W. Rudin. Functional Analysis. Tata McGraw-Hill, Publishing Company Ltd, 1974.



	Preliminares
	Conceptos básicos
	Descomposición de medidas de Radon
	Convergencia vaga de medidas de Radon

	Convergencia débil de medidas aleatorias
	Medidas aleatorias
	Criterios para la convergencia en ley de medidas aleatorias
	Procesos puntuales

	El proceso puntual de Poisson
	Superposición de procesos puntuales

	

