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Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica de funciones holomorfas f : D — D, don-
de D = {z € C: |z| < 1} es el disco unitario. En particular estudiamos la dindmica de
funciones Innery su funciéon de borde f* inducida en 0D. Mas precisamente, nuestro
problema se centra en estudiar la teoria ergdica de la funcién de borde f*.

Comenzamos con los aspectos clésicos de la teoria ergddica: existencia de medi-
das invariantes (teorema de Bogolyubov- Krylov), ergodicidad, exactitud, teorema de
recurrencia de Poincaré y teorema de Birkhoff. Posterior a esto se estudian herramien-
tas del andlisis complejo tales como transformaciones de Mobius, automorfismos del
disco; funciones armonicas y el problema de Dirichlet. Finalmente estudiamos la me-
dida arménica en S!, la extensién arménica en L' y los limites no tangenciales. El re-
sultado principal que se prueba en la tesis es un teorema clasico de Aaronson que dice
que cuando la funcién inner tiene un punto fijo en el interior del disco unitario, en-
tonces la medida armoénica es invariante para la funcion inner. Mds atn, veremos la

demostracion de Aaronson-Pommerenke sobre la ergodicidad y exactitud.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo que persigue la tesis estd orientado al estudio de la dindmica de aplica-
ciones holomorfas en el disco unitario, y al estudio de la medida armoénica en el circulo
unitario como medida invariante para funciones inner. Para esto se estudia la dindmi-
ca de funciones holomorfas f: D — D, donde D = {z € C : |z] < 1} es el disco unitario.
En este sentido si consideramos las funciones f”, donde f” denota la composicién de
f, n—vecesconn=1,2,... el teorema de Denjoy-Wolff nos garantiza que para
todo z € D existe un punto p € D, tal que f"(z) converge al punto p uniformemente
sobre conjuntos compactos.

Consideraremos A la medida de Lebesgue en el circulo unitario S! = D. Una fun-
cion Inner es una funcién holomorfa f : D —, donde liil}f(r w) = f*(w) € 0D A-c.t.p.
para w € 0D. La aplicacién f* inducida en 0D es llamada funcion de borde.

En el caso de la funcién de borde f* : 0D — la dindmica puede ser bastante compli-
cada ya que puede ser discontinua, la medida invariante puede ser infinita y de hecho
los teoremas clésicos de teoria ergddica pueden no ser 6ptimos. Por ejemplo el teore-
ma de Birkhoff puede fallar para medidas infinitas. Sin embargo, abordar la dindmica
de f* desde un punto del anélisis complejo puede llevarnos a recuperar algunos de
esos resultados, por lo cual nuestro problema se centra en estudiar la teoria erg6di-
ca para la funcién f*. En particular, el teoremal5.4.1]nos dice que si f es una funcion
inner, entonces hablar de ergodicidad y la exactitud es lo mismo para f*.

La tesis estd estructurada de la siguiente forma. En el capitulo |2 se estudian los
aspectos béasicos de la teoria ergédica: medidas invariantes y ejemplos de estas; Teo-
rema de recurrencia de Poincaré; Teorema de Bogoliubov-Krilov, que en particular nos

garantiza la existencia de una medida de probabilidad invariante en un espacio mé-



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

trico compacto y se finaliza con caracterizaciones de ergodicidad. En el capitulo [3|se
estudian las propiedades asociadas a las transformaciones de Mobius. En el capitulo
daremos solucion al problema de Dirichlet. En el capitulo [5| se estudian funciones
inner, limites no tangenciales, teorema de Denjoy-Wolf, y la ergodicidad de funciones
inner.

El resultado principal es que cuando la funcién inner tiene un punto fijo en el inte-
rior del disco unitario, entonces la medida arménica es invariante para la aplicacion.

Mads atn, es ergddica y exacta.



Capitulo 2

Teoria Ergodica

En el presente capitulo se estudiardn los conceptos bdsicos de la teoria Ergédica.
Se comenzaré estudiando medidas invariantes para luego estudiar el teorema de re-
currencia de Poincaré, algunos aspectos de la topologia débil*, la demostracién del
Teorema de Bogoliubov-Krilov y enunciaremos el teorema de Birkhoff.

2.1. Medidas invariantes

Definicion 2.1.1 Sea (M, %, u) un espacio de mediday f : M — M una funcion medible.
Diremos que la medida p es invariante bajo f (o p es f — invariante, o que | preserva (L)
si

W(E) = ,u(f_1 (E)) para cada conjunto medible E c M 2.1

Proposicién 2.1.1 Sea f : M — M una funcién medible y u una medida sobre M. En-

tonces f preserva p siy solo si

fgbdu:fgbofdp (2.2)
para cada funcion p-integrable ¢ : M — R.

Demostracion: Si 2 es una medida invariante bajo f y Zp es la funcién caracteristica

de un conjunto medible B, entonces se tiene que:

a) u(B) = u(f~1(B)) para cada conjunto medible B c M.
b) ,u(B):fﬁL”Bdu y u(f_l(B))=f<%f1(B) du:f(%BOf)du.

3



CAPITULO 2. TEORIA ERGODICA 4

De a) y b) tenemos que
f%Bd#:f(%Bof)dﬂ-

Esto nos indica que (2.2) es valido para la funcién caracteristica.
Probemos que 1h se cumple para funciones simples. Si s; = Zle anjxa,; una
funcién simple, entonces

k
fsn du=)_ anji(An))
=1

k
= [ % anit@a, 0 pran
j=1

g o
:fsnofdp.

Para finalizar, probemos que (2.2) se cumple para funciones integrables. Sea ¢ :
M — R una funcién p-integrable. Por proposicion|A.3.2]existe una sucesion (s,) nen de
funciones simples, convergente a ¢ tal que |s,(x)| < |¢p(x)| para cada n € N. Entonces,

usando el teorema de la convergencia dominada dos veces:

[odu=tim [ sudu=tim [Goopdu=[@enan

Esto muestra que (2.2) se cumple para toda funcién integrable si u es invariante.
Por otra parte, si suponemos que se cumple (2.2) y consideramos ¢ = Z la funcién

caracteristica de un conjunto medible B, entonces tenemos que

f%gdu:f%,gofdu (2.3)

donde f es una funcién medible y ¢ una medida sobre M. Al reemplazar [Xpdu =



CAPITULO 2. TEORIA ERGODICA 5

uB)y [Zpofdu=u(f1(B)) en se tiene que
(B) = u(f'(B)).

Con lo cual p es f—invariante para cada conjunto medible B € M. Hemos finalizado la
prueba de la proposicion.

A continuacion probaremos que si p es f invariante para alguna dlgebra que genere
a %8, entonces U es f invariante en %8.

Lemal Sea f: M — M una funcion medible y u una medida finita sobre M. Suponga-
mos que existe alguna dlgebra </ de subconjuntos medibles de M tal que </ genera la
o -dlgebra % de M y u(E) = u(f Y (E)) para cada E € </ . Entonces i es invariante bajo f.

Demostracién: Sea € = {E € 2 : u(E) = u(f 1 (E))}. Veamos que % es de clase monéto-
na:

a) Sea E; c E» c --- sucesion creciente de elementos de €'y E = U;?gl E;. Ademas, si
n o0
consideramos E; = A;,Ej —Ej_1 = Aj entonces E, = | J Ajy E= | A}, donde

j=1 j=1
AjnA; #¢parai# j. Luego, como u es una medida finita, tenemos que

u(E) =l Ay)

j=1

=Y wA))
j=1

n
Jim, ) (A
j=1

n
= lim p(|J A))
n—oo ]:1

Jim p(Ey).
De manera similar se obtiene que
-1 R -1
p(f(E) = nlglolo#(f (En)).
Ademds, como E, € € entonces u(E,) = u(f ' (E,)). Conlo cual

p(B) = lim p(Ey) = lim p(f ™ (Ep) = u(f~ ().
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Por lo tanto, E€ 6.

b) Andlogamente podemos mostrar que la interseccién de una sucesion decreciente
de elementos de € estden 6.

De a) y b) concluimos que ¥ es una clase mondétona. Utilizando el teoremade la
clase monétona se tiene que B < 6. Con lo cual u(E) = u(f ! (E)) para todo E c 4.

Ejemplos:

1. Sea
f: R - R
x — x+1

Veamos que f preservala medida de Lebesgue m. Sea [a, b] < R, entonces f~'([a, b]) =
[a—1,b~-1], luego

m(f~'(la,b])) = m(la—-1,b-1]) = b—a= m((a, b]).

Por otra parte, si suponemos que f tiene un punto recurrente x en R, es decir,
existe una sucesion (n;) jen tal que

lim f"(x) = x,
nj—>oo

pero limy; oo f"/(x) = limy; .o x + 12j = co0. Por lo tanto, f no tiene punto recu-
rrente en R. Utilizando el contrareciproco del teorema de recurrencia de Poinca-

ré (ver [7]) f no puede admitir una medida finita invariante.

2. Considere la aplicacion f:[0,1] — [0,1] dada por f(x) = rx —[rx], donde r € N.
Mostraremos que f preserva la medida de Lebesgue m.
Veamos primero que f es como se muestra en la figura 2.1}

Para eso notemos que en el eje x existen r puntos donde f(x) =0,

fX)=0rx—[rx]=0
orx=[rx]
orx=nne”z

n
o x=—,ne/’.
r
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1 2 r—1
roor

Figura 2.1
Como x € [0,1] entonces n € {0,1,2,...,r—1}. Luego existen r puntos donde f(x) =

0. Podemos ver que existen r intervalos de la forma I = []76, @
1}. Por otra lado, si [a, b] < [0, 1] entonces

,conke{0,1,..,r—

x€ f(la b)) & f(x) € [a,b]

sca<srx—[rx]<b

a+[rx] b+ [rx]
= <x<
r r
Ademss,
a+[rx]
f( . ) =a+[rx]—[a+[rx]]
=a+[rx]—I[rx]
= a}
y
b+ [rx]
f( r )_ b
) lra+i b+i
donde [rx] €{0,1,...,r — 1}. Con esto tenemos que f~'([a,b]) = | |— —
i=0




CAPITULO 2. TEORIA ERGODICA 8

Veamos en segunda instancia que f preserva la medida de Lebesgue m.

Hemos probado que m es invariante bajo f para conjuntos del dlgebra </, que
estd formada por la unién finita de intervalos cerrados de [0, 1]. Utilizando el
lema(llhemos probando que la medida de Lebesgue es invariante bajo f.

3. Laaplicaci6n f:[0,1] — [0,1] dada por

] 2x, xe[O,%]
f(x)_{ 2(1-x), xe[31]

preserva la medida de Lebesgue, pues

4. Latransformacion de Gauss f : [0,1] — [0, 1] definida por f(x) = %— [%] , preserva

la medida p dada por
1 1

log(2) Jal+1¢t

pA) =
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1

. Con lo cual,

"i+a i+1+b

lim - -
n—oo; 1 i+b i+l+a

1+a

= lo
log(2)
1

g
b

1+b
dt

log2) Ja 1+1¢
= u(la, b).

Utilizando el lema(llhemos probado que la medida  es invariante bajo f.

2.1.1.

Teorema de recurrencia de Poincaré

Teorema 2.1.1 (Recurrencia de Poincaré) Sea f : M — M una funcién medible y u una
medida finita invariante bajo f. Sea E ¢ M un conjunto medible con u(E) > 0. Entonces,

para casi todo punto x € E existen infinitos valores de n para los cuales f"(x) estdn en

E.

Demostracion: Sea E c M un conjunto medible con u(E) > 0. Entenderemos que x

retornard a E cuando exista n tal que f"*(x) € E. Denotamos por Ej al conjunto de

puntos x € E que nunca retornaran a E. Veamos que:

1. Lainterseccién f~"(Ey) N f~""(Ey) es vacia para todo m > n = 1.

Supongamos que existe m > n =1 tal que f~"(Ey) N f~"(Ey) es distinto de vacio.
Seaxe fT"(Eo)n f~"(Ep) e y= f"(x). Entonces y € Ey. Como x € Ej eso significa
que y = f"(x) € Ey. Ademas f" "(y) = f™(x) € Eyp, ya que Ey < E. Es decir y
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retorna a E al menos una vez, lo cual es una contradiccién con la definicién de
Ey.

2. u(f~"™(Ey)) = u(Ep) paratodo n=1.
Como p es invariante bajo f, tenemos que se cumple para n = 1. Supongamos
que es verdadera para n = k y probemos que se cumple para n =k + 1.

Por hipotesis de induccién tenemos que
p(f 5 B = ulf ™~ (Eo)) = p(Eo),

con lo cual u(f~"(Ey)) = u(Ep) se cumple para cualquier n = 1.

3. u(Ep) =0.
Utilizando 1. y 2. podemos ver que
u(U f‘”(Eo)) =) u(f " (E)
n=1 n=1

= 2 H(Eo).
n=1

Como p es una medida finita, tenemos que u (U, f~"(Ep)) < u(M) < oo. Si
u(Eo) # 0, entonces Y 07, u(Ep) seria infinito, lo que es una contradiccion. Por
lo tanto, u(Eyp) =0.

4. Veamos que si F denota el conjunto de puntos x € E que retornan a E un nidmero
finito de veces, entonces u(F) = 0.

Por definicién cada punto x € F tiene algtn iterado f¥(x) € Ey. Es decir,
> -k
FclJ FEy.
k=0

Como p es invariante bajo f, entonces

<Y u(f *E) = Y pEo) =o0.

k=0 k=0

H(F) < p

U F* &
k=0

Por lo tanto, pu(F) =0

5. Si E; es el conjunto de los puntos que retornan un nimero infinito de veces a E
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entonces E; = E— (FU Ep). Ademas

p(E) = p((Ey U FU Ep) = u(Ey).

De 5. se puede observar que la medida del conjunto de puntos que retornan un nime-
ro infinito de veces a E es igual a la medida de E, es decir, para casi todo punto x € E
existen infinitos valores de n para los cuales f"(x) estard en E.

2.2. Teorema de Bogoliubov-Krilov

En esta seccion demostramos un teorema que garantiza la existencia de medidas

invariantes para aplicaciones continuas en espacios métricos compactos.

2.2.1. Topologia débil*

Sea M un espacio métrico. Definiremos la topologia débil* en el conjunto .4, (M)
de las medidas de probabilidad de Borel sobre M.

Definicion 2.2.1 Sead(:,-) la distancia sobre M y B(x,6) denotard la bola de centro
x € M yradio 6 > 0. Dado B c M, se define

d(x,B) =inf{d(x,y): y € B}.

Llamaremos 6 -vecindad de B al conjunto B9 de puntos x € M con d(x,B) < 6.

Definicion 2.2.2 Sea una medida p € 4, (M), un conjunto finito ® = {¢y,...,onN} de

funciones continuas acotadas ¢; : M — R y e > 0. Considere el conjunto

< € para cada i}.

V(/qu)»e):{l’€/%1(1\/f)1’f(PidV—f(bid.U

La topologia débil* es la topologia definida por las bases {V (u, ®,¢€) : ,€} para cada
HE ./%1 (M) .

Observacion:

1. Los conjuntos abiertos en la topologia débil* son conjuntos < < .4, (M) tal que

para cada u € o existe algiin conjunto V (u, ®,€) contenido en <.
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2. La definicién solo depende de la topologia de M y no de la distancia.
3. Esta topologia es Hausdorff.

El siguiente lema caracteriza la convergencia en la topologia débil *.

Lema2 Una sucesion (l,) nen converge a una medida € 41 (M) en la topologia débil*

siy solamente si
fc[)dun — fcpdu para cada funcion continua acotada ¢ : M — R.

Demostracion: (=) Sea ® = {¢p} en donde ¢ es una funcién continua acotada. Como

nlim Un = 1, en la topologia débil*, entonces para algiin € > 0 existe m = 1 tal que u, €
—00

V(u,®,¢) para cada n = m. Esto significa que

'f(/)dun—fqbdu

En otras palabas, la sucesion ([ ¢ du,), convergea [¢pdpu.

<€ paracada n = m.

(<) Sea el conjunto ® = {¢y,...,¢on} donde ¢; es una funcion continua y acotada. Por
hipotesis (¢ du,), converge a [ ¢ du para cada funcién continua y acotada ¢ enton-
ces, para cada i € {1, ..., N} tendremos que dado € > 0, existe n; = 1 tal que

'f(;bidﬂm_fd)idﬂ

Tomando 77 = méx{n,, ..., ny} se tiene que y,, € V(u,®,€) para cada m = n.

<€ paratodo m = n;

Observacion: La topologia débil* se puede obtener tomando las bases de vecinda-

des de familias de los siguientes conjuntos, ver [7],

1. V(u,¥Y,e) ={nedr(M): |fwidn—fwidu| <eparacadai. Dondee >0y V¥ =
{wi,...,wn} es una familia de funciones Lipschitz.

2. Dada una familia & = {Fj, ..., Fy} de conjuntos cerrados de M y dado un € > 0,

consideramos

Vf(u,g,e) ={ve  v(F;) < u(F;) +e€ para cada i}.
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3. Dada una familia «f = {Ay,..., Ay} de conjuntos abiertos de M y dado € > 0 con-

sideramos

Va(u, o, €) ={v e :v(A;) < u(A;) —e para cada i}.

4. Dada una familia 8 = {B,, ..., By} de conjuntos continuos de u y € > 0, conside-
remos
Ve(u, B,€) ={v e A, : |u(B;) < v(B;)| < € para cada i}.

2.2.2. Latopologia débil* es metrizable

Consideremos M un espacio métrico separable y .4 (M) el conjunto de las medi-
das de probabilidad de Borel sobre M.

Definicion 2.2.3 Dado u, v € 4 (M), y para todo conjunto de Borel B < M definiremos
la distancia de Levy-Prohorov como,

D(u,v):inf{6>0:(VBcM)(p(B)<U(B5)+5 y U(B)<u(35)+6)}.

Una prueba de que D es una distancia se puede encontrar en [7].

Definiciéon 2.2.4 Sea B un subconjunto de Borel de M y u una medida sobre M. Se dice

que B es un conjunto continuo de p si cumple que
©OB)=0
donde 0B es la frontera de B.

Proposicién 2.2.1 Si M es un espacio métrico separable entonces la topologia inducida
por la distancia Levy-Prohorov D coincide con la topologia débil* sobre 4(,(M).

Demostracion: Sea e > 0y & = {F},..., Fy} una familia finita de subconjuntos cerrados
de M. Fijamos 6 € (0,%) tal que ,u(Ff) +0 < u(F;) + 5 para cada i € {1,2,..,N}. Siv €
Bp(u, ) entonces

,u(Ff) +06 < u(F;)+€¢ paracadai.
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Luego,
V(F;) < u(F;) +e.

Es decir, v € V¢(u, #,€). Esto muestra que la topologia inducida por la distancia D es
mads gruesa que la topologia débil*.

Ahora mostraremos que si M es separable, entonces la topologia débil* es mas
gruesa que la topologia inducida por D. Para esto sea {p1, p2, ...} cualquier subconjun-
to denso numerable de M. Dado € > 0, fijamos 6 € (0,%). Para cada j, se tiene que
0B(pj,r) ={x:d(x,p;) = r},r >0 son disjuntos. Asi, podemos encontrar r > 0 arbitra-
riamente pequerio tal que p(0B(pj,r)) = 0 para cada j. Fijamos r, de tal manera que
r € (0, Q). La familia {B(pj,r): j = 1,2,...} es un recubrimiento contable de M por con-

k
juntos de continuidad de . Sea k = 1 tal que el conjunto U = | ] B(p j»T) satisface
j=1

w)>1-9o. (2.4)
A continuacion consideremos la particiéon £ de U definida por la familia de bolas
{B(pj,r):j=12,..k}

Es decir, los elementos de 22 son conjuntos maximales P < U tal que,para cada j, P
esta contenido en B(pj,r) o P es disjunto de B(p;,r). Ahora sea E la familia de todas
las uniones finitas de elementos de £2. Note que la frontera de E tiene medida cero, ya
que estéd contenido en la union de las fronteras de las bolas B(pj, r),1 < j < k. Es decir,
cada elemento de E es un conjunto continuo de p.

Sive V.(u,E,ob) entonces
|u(A)—v(A)|<d paracada A€E. (2.5)
En particular, junto a implica que
v(U)>1-26. (2.6)

Ahora, dado un subconjunto de borel B, denotamos por Ep la unién de todos los ele-
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mentos de & que intersectan B. Entonces Ep € E, y asi por la relacion (2.5) se obtiene
|1W(EB) — v(EB)| < 6.

Observemos que B esta contenido en Ez|JU°. Ademads Ep < B%, ya que cada elemento
de & tiene didmetro menor que 2r < 6. Este hecho, junto con (2.4) y (2.6), implican

que

(B) < w(Eg) +6 < v(Eg) +26 < v(B%) + 26,
v(B) < v(Ep) +26 < w(Ep) +36 < u(B%) +36.

Como 36 < ¢, entonces v € Bp(u,€). Con lo que se ha probado la proposicién.

2.2.3. Latopologia débil* es compacta

Consideraremos M un espacio métrico compacto.
Teorema 2.2.1 El espacio /(M) es compacto para la topologia débil* .
Como sabemos que . es metrizable, es suficiente probar que:

Proposicién 2.2.2 Cada sucesion () ken en 4 (M) tiene alguna subsucesion que con-
verge en la topologia débil*.

Demostracion: Sea {¢, : n € N} un subconjunto denso contable de la bola unitaria de
C%(M). Para cada n € N, la sucesién de ntimeros reales [ ¢, dui, k € N es acotada por
1. Por lo tanto, para cada n € N existe una sucesion (k;’) jen tal que

f(/)n dyk]r; convergea @, €R, cuando j— oo.

Ademas, cada sucesion (k;.”l) jen puede ser escogida como subsucesion de (k}?) jen-

Definimos [; = k} para cada j € N. Por construccion, (/) jen €s una subsucesion de
cada (k;’) jen. Por lo tanto,

(f $n d,ul]-) — @, paracadaneN.
j
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Luego, podemos deducir que
D(¢) = jlim f pdu, 2.7)

existe, para cada funcién ¢ € C°(M). En efecto, supongamos primero que ¢ estd en la
bola unitaria de C°(M). Dado € > 0, podemos encontrar n € N tal que || — ¢,|| < €.

f‘l’dlllj_f(/)ndﬂlj

para cada j. Como [ ¢, dp; converge a @, se sigue que

Entonces,

<€

limsupfwdulj —Hjl,l_l)(i}.}ff(l’dﬂlj <2e.

J—oo

Como ¢ es arbitrario, hemos probado que lim ¢ dy;; existe. Esto demuestra que 1)
J—0o0

se cumple cuando la funcién esté en el disco unitario. El caso general se obtiene reem-
plazando ¢ por W(’;”. Considerando esto, hemos probado 1i

Finalmente, ® : C°(M) — R definido por (2.7) es lineal y positivo, en efecto ®(¢) =
min¢ = 0 donde ¢ = 0 en todo punto. Ademds ®(1) = 1. Esto se debe a que f(pdulj =
J1dp; = 1. Asi, por teorema [E.2.1} existe una medida de probabilidad u sobre M tal

que ®(¢) = [ @ du, para cada funcién continua ¢. Ahora, podemos escribir como
f(pd,u = lim f(pdulj para cada ¢ € C°(M).
j—oo

De acuerdo al lema esto significa que la sucesion (u;;) jen converge a p en la topolo-
gia débil*.

Definicion 2.2.5 Sean f: M — M una funcién continua y n una medida sobre M, de-
notamos por f.n y lo llamamos el iterado (imagen o pullback) den bajo f, a la medida
definida por

fenB)=n(f7(B)

para cada conjunto medible B c M.

Note que la medida 7 es invariante bajo f siy solamente si f.n =1.
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Teorema 2.2.2 (Teorema de Bogoliubov-Krilov) Si f: M — M es una funcioén conti-
nua sobre un espacio métrico compacto. Entonces existe al menos una medida de pro-
babilidad sobre M invariante bajo f.

Demostracion: Para demostrar este teorema utilizaremos 3 lemas.

Lema 3 Sean una mediday ¢ una funcion medible acotada. Entonces
f(,bdf*n:f(pofdn. (2.8)
Demostracion:
1. Al considerar la funcién caracteristica Zp se tiene que
Xpof=Lp1p)
2. Si ¢ es la funcidn caracteristica sobre un conjunto medible B, entonces

[oara=[zsaty

= f*n(f%‘B)
=n(f (X))

:f‘%fl(B)dU
:f%Bofdn
=f¢°fd77-

3. Utilizando lo anterior junto a la linealidad de la integral en la funcién simple
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$= Z§:1 a; X4, se tiene que

f(pdf*n f(iéai%m)df*ﬂ

k
Z f%Ai df*n
i=1

k
= Z ‘%‘Aiofdn
i=1

k
:f(.z a;Za;)o fdn

i=1

:f(pofdn.

4. Si ahora ¢ es una funcion medible y acotada, entonces por proposiciéon
existe una sucesion (s,), de funciones simples que converge uniformemente a
¢, tal que |s,(x)| < [¢p(x)| para cada n € N. Luego, utilizando teorema de la con-

vergencia dominada,

lim | s,dfn

n—oo

f{,bdf*n

= lim | s,ofdn

n—oo

:f(pofdn.

Esto finaliza la demostracién del lema 3] Ahora probaremos el siguiente resultado.

Lema4 Sif: M — M es continua entonces f, : M1(M) — 4 (M) es continua con res-

pecto a la topologia débil*.

Demostracion: Seae >0y ® = {¢1, ..., ,;} una familia de funciones continuas y acota-
das. Si f es continua, entonces la familia ¥ = {¢po f, ..., o f} también es una familia

de funciones continuas y acotadas. Por el lema3]

. (2.9)

Uw(f*u)—f(pid(f*u) =U(</>i°f)d,u—f(¢>i0f)dv
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Como f.ve V(f.u, ®,€) entonces

<e€.

‘ [eian- [ wiac.o

Luego por (2.9)

<e,

U(¢i°f)du—f(¢i°f)dv

Es decir, v e V(u, ¥,€). En resumen
f(V(w,¥V,e) c V(fup,D,€) paracada u, P ye.

Por lo tanto, f. es relativamente continua a la topologia débil* y hemos probado el
lemalfdl

A continuacién construiremos una medida de probabilidad y, y en el lema [5| ve-
remos que es invariante. Sea v una medida de probabilidad sobre M. Formamos la

sucesion de medidas de probabilidad

1

n-1
==Y filv, (2.10)

donde f*j es la imagen de v bajo el iterado f/. Dado que .#; (M) es compacto con
la topologia débil*, entonces existe un punto de acumulacién para esta sucesion, es
decir, existe una subsucesion (1) xen Y alguna medida de probabilidad p € 4, (M) tal

que
1 =l
— Y flv—np (2.11)

Nk j=o

en la topologia débil*. Ahora veremos que u es una medida de probabilidad invariante
bajo f.

Lema5 Cada punto de acumulacion de una sucesion (U,) nen de la forma es una
medida de probabilidad invariante bajo f.

Demostracién: Por (2.11) tenemos que, dada una familia ® = {¢, ..., o} de funciones

continuas acotadas y € >0, entonces

1 I’lk—l

> f((Piofj)dV_beid#

< 2.12)
j=0 2’ '

ng
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para cada i y cada k suficientemente grande. Ademas por (2.11)

ni—1 i
fept= f*(hm— Z flv ) (2.13)

k—oo N j=0

Luego, para B < M medible se tiene que

( nkzlf"

nig—1 i
(B) = ( Z filv ) “1(B))
nkl

=— ij v(f~'(B)

ni—1

=— Z v(fI1(B))
]
ni—1

- Z B

:—Zf* v(B).

k j=

Esto implica que

ng—1
( Z flv )— Zf* (2.14)

Utilizando (2.13) y (2.14) se tiene que

fetr=fs (llm —nkzlfj U) = lim — ij (2.15)

k—oo N

Notemos que,

b 1f((/),of])dl/—— f((P,of])dv = ‘f(/),dv f((b o f") dv

(2.16)
2

< .

= sup ;.
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Luego, para i y k suficientemente grande, la expresion en ( es menor que 5. Asf,

1 nk 1 nkl
[((onf])dv f‘/’ldﬂ f(gblof])dv—f(/)ld/l
k] 1 Nk j=0
1
_ .o Flk _ .
e [@iormav-—[piav
ng—1 3
<|= X | @iofHav- | ¢idu
nk j=0
+ if( .ofnk)dv_if -dv
ng i g3 4
<eg€,

para i y k suficientemente grande. Esto significa que

1 X

—Zf]v—%

cuando k — oco. De esta sucesion converge a f.u. Por unicidad del limite, se
muestra que f, u = p. Finalizando la demostracién del lemals|

En conclusién, hemos encontrado una medida de probabilidad sobre M que es
invariante bajo f. Finalizando la demostracién del teoremal2.2.2}

A continuacion enunciaremos el importante teorema de Birkhoff. Su demostracion

es extensa y escapa al objetivo de la tesis. Sin ambargo, puede ser encontrada en [7].

Teorema 2.2.3 (Birkhoff) Sea f : M — M una funcién medible y u una medida de pro-
babilidad invariante bajo f. Dada una funcion integrable ¢ : M — R, el limite

1 n-1 .
~ — 1§ - J
¢(0 = lim — ,;o(p(f (x))
existe en (L-casi todo punto x € M. Ademds, la funcion § satisface

f(i)(x) ap(x) =f<p(x) dp(x).

Observacion: ¢ es llamado tiempo promedio de ¢.
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2.3. Ergodicidad

En esta seccion estudiaremos equivalencias de ergodicidad. Ademads se probard

que la aplicacién de Gauss y el Shift de Bernoulli son aplicaciones ergédicas.

Definicion 2.3.1 Diremos que un conjunto medible B c M es invariante si la funcion
caracteristica X'p es una funcion invariante.

Definicion 2.3.2 Sea T : X — X aplicacion medible de un espacio de medida (X, <, 11).
Diremos que

a) T es ergddica si para todo A€ o tal que T~ (A) = A se tiene que p(A) = 0 o u(A) = 1.

b) T esexacta si para todo A€ (\,»o T~ " () se tiene que u(A) =0 o u(A) = 1.

Observacién: Sila aplicacién es exacta entonces es ergodica. Esto se debe a que T~} (A) =
Aimplicaque T7"(A) = Aparatodo n =0, yentonces A € N> T "(<f). Luego p(A) =0
ou(A)=1.

Definiciéon 2.3.3 Sea el conjunto medible Ec M, x€ Ey f : M — M una funcién medi-
ble. Definiremos

1 n-1 .
= lim — Y
7(E,x) = lim — ;)%E(f (x)),
donde X, es la funcion caracteristica de E.

Definicion 2.3.4 Una funcion medible ¢ : M — R se dice que es invariante si ¢ = @o f
en —casi todo punto.

Las siguientes afirmaciones nos permiten caracterizar la ergodicidad.

Proposicién 2.3.1 Sea u una medida de probabilidad invariante de una funcion medi-

ble f : M — M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Para cada conjunto medible B < M se tiene (B, x) = u(B) para p-casi todo punto.
(2) Para cada conjunto medible B < M la funcion t(B,-) es constante en p-casi todo punto.

(3) Para cada funcion integrable ¢ : M — R se tiene ¢(x) = [ ¢ du para u-casi todo punto.
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(4) Para cada funcion integrable ¢ : M — R el tiempo promedio ¢ : M — R es constante
en L — casi todo punto.

(5) Para cada funcién integrable invariante y : M — R se tiene y(x) = [wdu para u—
casi todo punto.

(6) Toda funcion integrable invariantey : M — R es constante en p-casi todo punto.
(7) Para cada subconjunto invariante A tenemos que 1(A) =0 o u(A) = 1.

Demostracion: (1) implica (2). En efecto, para cada conjunto medible B c M la rela-
cion
T(B) ) : M - IR
x — 7T(B,x)=pu(B)

es funcién constante.
De manera similar se tiene que (3) implica (4) y (5) implica (6).
(5) implica (3). Al considerar la funcién integrable ¢ : M — R, por (5) tendremos que

P(f1(x) = f(p du, en p — casi todo punto, y luego

1 n-1 .
@) =lm — > o(f/ ()
n—oo n =0

n-1

(6) implica (4). Como ¢ es una funcién invariante e integrable (ver [7]), tenemos que
@(x) = c para u casi todo punto x € M, y algtin c € R.

(3) implica (1). Para la funcion integrable ¢ = ZF se tiene que el
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1 n—-1 .
nlirn =) o(flx) = f(pdu en  casi todo punto, con lo cual
—oo 1 4
Jj=0

1 n-1 .
7(E,x) = lim — Z e(f!(x)
n—oo iz0

(4) implica (2). Basta con considerar ¢ = X en la hip6tesis. Por lo tanto ¢(x) = 7(B.x)
es constante.

(2) implica (7). Sea A un conjunto invariante entonces 2 4(f/(x)) = Z4(x). Con lo an-
terior se tiene que

n-1 .
7(A,x) = lim 1 Y Zalf! (%)
n—con =,

1 sixeA
0 six¢gA

Aplicando teorema de Birkhoff ala funcion caracteristica Z 4 obtenemos que [ 7(A, x) du(x) =
1 (A). Por hipotesis 7(A, ) es constante en p — casi todo punto, y asi u(A) =00 p(A) =1.

(7) implica (5). Sea ¥ una funcién integrable invariante. Se demostrard que cada con-
junto
B.={xeM:¥Y(x)<c}

es un conjunto invariante. Sea f : M — M funcién medible y x € f~!(B,). Esto significa
que f(x) € B. con lo cual ¥(f(x)) < c. Como V¥ es invariante entonces ¥ (x) < c y asi
x € B.. Por otro lado, si x € B entonces ¥ (x) < ¢, y como ¥ es invariante tenemos que
W(f(x)) < c. Esto significa que f(x) € B, y por lo tanto x € f‘l(Bc).

Por otra parte, para cada ¢ < d se tiene que B, < B; y asi, u(B;) < u(Bg). Luego
existe ¢ € R tal que u(B;) =0, paracadac<¢,y u(B.) =1paracadac=c.
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De esta forma W = ¢ para p — casi todo punto. Por lo tanto [Ydu =cyasi ¥ =
J¥dp en p— casi todo punto. Esto concluye la demostracion.

Definicion 2.3.5 Sea (M, %) un espacio medible, f : M — M una funcién medible y u
una medida f — -invariante. Se define el operador de Koopman de (f, u) como el opera-
dor lineal

Ur:L'(w— L' (W), Us(@) =¢of.

Teorema 2.3.1 Sea u una medida de probabilidad invariante de una transformacion
medible f : M — M. Las siguientes condiciones son equivalentes

(1) (f, ) esergodica.

(2) Para un par de conjuntos medibles Ay B se tiene

n—oo

. 1 n-1 .
Iim — N u(f 7 (ANB) = p(AuB). 2.17)
j=0
(3) Para una funcion ¢ € LP(u) yw € L9(u) con % + % =1, se tiene
1 n-1 i
r}glolo;];) (Uf(,o)wd,u:fcpdufwdu (2.18)

Demostracion:

(3) = (2). Primero notemos que %4 y Z pertencen a L (). Esto se debe a que

| vzardu= [ e ag
M A

= p(A) < 1.
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Sigp=Xsyy=%Xp, entonces

n 1
lim — Zf( Toywdu= hm f(U],%A)%Bdu

n—oo n

-1
= lim — Z (Xao fHXdu

n—oo n

= hm j%f iane Au

n—o0 n;

= lim — Z w(f (A nB)dpu.
=0

n—oon
Por otra parte,
f(pdufwdu=f%duf%3u
(2.20)
= u(A)w(B)

Por hipétesis (2.19) y (2.20) son iguales. Por lo tanto (3) implica (2).
(2) = (1). Sea A un conjunto invariante. Luego

1 n-1 . 1 n-1
lim — 3 p(f7(AnA)=lim —3 u(AnA) (Aesinvariante)
—oon o —oon j=0
= Jim, ., ? Z B
= u(A).

Si consideramos A = B en la hipétesis, entonces p(A) = p(A)?. Por lo tanto u(A) =0 o
1(A) = 1. En conclusioén (f, pu) es ergddica.

(1)) = (3). Sea ¢ € 2’9(;1) v € £9(u), donde l + % = 1. Por el teorema ergédico de

Birkhoff ¢ = 11m Z (p y por proposicién [2.3.1|parte (3) se tiene que ¢ = [@dp.

Por lo tanto



CAPITULO 2. TEORIA ERGODICA 27

1 n—1 .
- Z U}(p —»f(pdu en p-casi todo punto.
j=0

Probaremos en primera instancia que la igualdad en (2.18) se cumple para ¢ acotada.
Si || < k, para algin k = 1, entonces para cada n € N,

< klyl.

-2 Uy
niz !

Utilizando la desigualdad de Holder se tiene que v € £ (u) y porlo tanto k|| € £ (u).
Ademas,

. 1 n-1 .
lim (;]Z:‘E)U]{cp)w: (f(pdu)u/.

n—oo

Aplicando teorema de la convergencia dominada se obtiene que
1 n-1 i
lim (Ejgonw)wdw f (fq)du)wdu

=f<pdﬂfwdu-

En segunda instancia se probara (2,18), para ¢ no acotada. Sea ¢ € ZP(uw) y k = 1,

Con lo cual se ha probado (3) para ¢ acotado.

definimos
k sipx)>k
Pr(x) =4 @) sipx)e(-k, k]
-k sipkx)<-k

Note que ¢y estd acotada, y fijando € > 0 se puede seguir el argumento anterior y obte-

ner que

<e, (2.21)

1 n-1 i
f(; > U}(ﬂzc)wdu—fcpkdufwdu
j=0

cuando 7 es lo suficientemente grande.
Observemos que ¢ — ¢ para k suficientemente grande. Utilizando la propiedad Ar-

quimediana existe ky € Z tal que @(x) < k, para x € M. Luego

i (x) = @(X)] = l@(x) —p(x)| =0,
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para todo k > k. Por lo tanto | — ¢|P < e” para cada p < co y k suficientemente
grande, tenemos que [, |@r—@|” du < eP, yporlo tanto ||¢r—¢ll, — 0, cuando k — oco.
En el caso de p = oo se tiene ¢ = ¢ para cada k > ||¢||. Utilizando que ||¢@x —

@l|lp — 0, cuando k — oo, y la desigualdad de Holder, se tiene que

fwdu

para cada k suficientemente grande. Por la proposicion parte (6), la funcion inte-

<€, (2.22)

'f(q)k—go)dufcpdu <llpk -l

grable (¢ — @) es constante, y por lo tanto IIU;((pk = P)llp =llor —@llp. Luego,

1 =l .
=— Z Ut (k= @)yldp

1 n—1 i
f; Y. Uloe— @)y du
=0

1= .
;Z 1U1 (@ = @)Ipliyllq du
j=0
1 n-1 (2.23)
s 2 k= llplvlg dp
:H(pk_(,o”pHWHq
<€,

para n y k suficientemente grande, independiente de n. Si elegimos k de tal manera
que (2.22) y (2.23) se cumpla, y n sea suficientemente grande tal que se cumpla (2.21),

entonces
ln—l i 1n—1 i 1]’1—1 i
f ;jZ:OUfcp wdu—fq)dufwdu = f ;Z,Uf(/’ wdu—f ;Z:()Uftpk ydp
1 n—1 i
( Z qok)wdu f(pkdufwdu

fwkdufwdu f(pdufwdu‘

Con esto hemos demostrado que (1) implica (3), lo que finaliza la prueba.
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Ejemplos

1. Sea f:[0,1] — [0,1], f(x) = 10x — [10x]. Sabemos de los ejemplos anteriores que
f preserva la medida de Lebesgue.

Proposicién 2.3.2 La transformacion f es ergédica relativa a la medida de Lebes-

guem.

Demostracion: Es suficiente probar que el conjunto invariante A tiene medida
igual a 1. Sea A es un conjunto invariante que tiene medida de Lebesgue positiva.
Utilizando el teorema|D.0.5} casi todo punto a € A es un punto de densidad y se

cumple que
. mB@dnA)

o0 m(B(a.0))

En particular,
: Iun intervalo tal que a € I < B(a, 6)} =1.

Escogemos un punto denso a € A que no es de la forma ﬁ, nkeNO<n<
10%. Esto es posible debido a que el conjunto formado por los puntos ﬁ tiene

medida igual a cero.

Afirmamos que el punto a se encuentra en algin intervalo de la forma

n-1 n

Ik; =\ =V T
(e m) (IOk 10%

),kel\l,n: 1,...,10%.

En efecto, para cada k € N existe un tinico n = n; € N tal que I(k, ny) contiene al
punto a. De no ser asi se daria la siguiente contradiccion: para cada k € N existe
ny y ny en N tal que ny # np, y a € I(k,ny) n I(k,ny). Pero I(k,ny) N I(k,ny) es
vacio.

Ademads, podemos notar que, m(I(k,n)) = mik — 0 cuando k — co. Si denotamos
I = I(k, ny), entonces

m(Il N A)
m(I)

— 1 cuando k — co.



CAPITULO 2. TEORIA ERGODICA 30

Por otro lado, f* es una biyeccién afin de I al intervalo (0, 1). Luego,

m(f*E)) _ mE)
m(f*(E) m(Ep)’

para cada subconjunto medible Ej, E> de Ii. Si E; = I N Ay E» = I entonces

m(ffxnA) mUnA
m(0,1)  my)

donde m((0,1)) = 1.

Para finalizar, notemos que como A es invariante, f kr r N A) esta contenido en
A. De esta manera
m(I.NA)
m(A) = ——,
m(Iy)
para cada k € N. Como el lado derecho converge a 1 cuando k — oo, entonces

m(A) = 1. Con lo cual hemos probado que (f, m) es ergédico.

2. Aplicacion de Gauss. Sea G(x) = %— [%] ,y 1lamedida de probabilidad invariante
equivalente a la medida de Lebesgue definida por
1 dx

WE) = —

. 2.24
log2 JE1+x ( )

Afirmamos que el sistema (G, u) es ergddico.

En efecto, sea A un conjunto invariante con medida positiva. Lo que queremos
probar es que u(A) = 1.

Notemos en primera instancia que si G(x) € (0, 1) entonces x € (ﬁ, %) para cada

keN-{0},donde lim G(x)=1y lirrll G(x) = 0. Tenemos que G restringido a
1+ -

X— Tl X— %
cada uno de los intervalos I} es una funcién diferenciable y biyectiva sobre (0, 1).

Ahora, para casi todo punto a € [0,1] existe una sucesion de intervalos I que
contienen al punto a, y ademas G* lleva I; biyectivamente, y es diferenciable
sobre (0, 1). En efecto podemos encontrar este intervalo de la siguiente manera.

Primero, consideremos

1
I(l,m):(—,—),
m+



CAPITULO 2. TEORIA ERGODICA 31

para cada m € N tal que m = 1. Luego, se define por recurrencia
1k, my, ma, ..., mp) = [(1, m) NG NIk~ 1, my, ..., mp)),

para my, ..., my = 1. Entonces es suficiente tomar como I el intervalo I(k, my, ..., my)
que contiene a a. Esto estd bien definido para cada k = 1, y cada punto a en el
complemento de conjuntos contables, es decir, el conjunto U%OZOG_’C({O,I}).

Por otro lado, aunque la restriccion de GrFacadal x €s una biyeccion diferencia-
ble, esta no es afin.

En la siguiente proposicién notar que la constante K es independiente de I, E;, E»
y sobre todo de k.

Proposicién 2.3.3 Existe K > 1 tal que, dado un k = 1 y un intervalo Iy, tal que G*
restringido a Iy es una biyeccion diferenciable,

k
w(G*(Ey)) - K,U(El)
WU(GK(E)) H(E2)

para algunos subconjuntos medibles Ey, E, del intervalo I.
Para probar esta proposicion nosotros necesitamos los dos lemas siguientes:

Lema 6 Para cada x € (0,1] se tiene que

IG'(I=1,16H ()] =2 ‘ CW) <
>1, 22 y | oroos| 2
Demostracion: Recordemos que G(x) = 1 —m sobre cada intervalo (L5, --|. Por
lo tanto,
G'( )__—1 G'( )_3
PRI TS

La primera identidad implica que |G’ (x)| = 1 para cada x € (0,1]. Ademas, |G’ (x)| =
2, cuando x < % Por lo tanto, x = 2 implica que G(x) = % -1< %, y consecuente-
mente G'(G(x)) = 2. Combinando estas observaciones tenemos que (G (x)| =
|G'(x)||G'(G(x))| = 2, para cada x € (0,1]. Finalmente, ‘ G (x)

ozl = 2|x| <2, para cada
x€(0,1].
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Lema 7 (Distorsién Limitada) Sea I, un intervalo y supongamos que G* restrin-
gido a I es una biyeccion diferenciable. Entonces existe C > 1 tal que

(GHY @I _
(GRY ()~

paracada x ey en Ii.

Demostracion: Sea g la inversa local de G, que es funcién diferenciable definida
sobre algun intervalo, y tal que G(g(z)) = z, para cada z en el dominio de defini-

cion. Notemos que

G"(g(2)8'(2) _ G"(8(2)
G'(g(2) G'(g(2)?

(log|G' o g(z))' =

Por lo tanto, de acuerdo a lo visto en el lema anterior, tenemos que
|(log|G' o g(2)|)' <2, paracada gy cada z. (2.25)

Es decir, cada funcion de la forma log|G’ o g| tiene a 2 como constante de Lips-
chitz.
Al tomar x, y € I entonces

og (GHY )l _ og (GH' (G NG (GF () - G ()
GHYDI P IGH (G (G DY(GE2(y) -+ G ()]

log|G' (G’ (x))| - log|G' (G’ ()]

log|G' o g;(G’ (x))| —log|G o g; (G’ (1)),

k-1
=L
j=0

k
=L
j=1

donde g; denota una inversa local de G definida sobre el intervalo [GY (x), G (p)].
Usando que cada funcién de la forma log|G’ o g| tiene a 2 como constante de
Lipschitz, se tiene

log|G' o g;(G’ (x))| -log|G o g;(G! ()| = 21G (x) - G ()],
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y por lo tanto,

G _ & o j e k—i
og————=<23 |G/ -G'yI=2) IG"'(0)-G' . (2.26)
GHYWl "= et

Del lema anterior tenemos que |G'(x)| = 1y [(G?)(x)| = 2. Utilizando teorema del

valor medio podemos encontrar respectivamente que, |G(x) - G())| = [x—yly
|G2(x) — Gz(y)l = 2|x - y|. Luego,

G*(x) - G*(y)
=
G -G*(y) G -GWY|_
G(x)-G(y) xX—y B
G -G'W|_
Gx)-Gy) |

=2

2

)

es decir, |G2(x) — Gz(y)l > 2|G(x) — G(y)|. De manera inductiva podemos concluir
que

IG*(x) - G* ()| = 2[%] GFix) - GFi(y)

paracada i =0,1,..., k. Reemplazando en (2.26) tenemos que

(GRY ()| k=t i
0og—— <2 |G"(x) - GFi(y)]
BlGhm =25 Y

k-1 .
<2 272Gk - Gyl
i=0

ks

1
<4 —
i—02'

<8,

y entonces
(GHY )] _ 4
——— <e".
I(GRY (p)]
Asi, es suficiente que tomemos C = e®.
Demostracion de la proposicion Sea m lamedida de Lebesgue sobre [0, 1].
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Del lema anterior, se sigue que

m(GEED) _ Jp G 1dm_ m(Ey
m(GF(E2) [, I(GXYldm ™~ m(Ep)’

Por otro lado,

1 1
———m(E) < u(E) < ——m(E),
210g2m( )= plE) logzm( )

para cada conjunto medible E < [0, 1]. Combinando estas dos relaciones, encon-

tramos que
k k
p(G*(E1)) 52m(G (E1)) <2 m(Ey) 346”(]51)
H(Gr(ER)) — m(GF(Ey) m(Ey) p(E>)

Por lo tanto, es suficiente tomar k = 4C.

Con lo dicho anteriormente estamos listos para concluir que (G, i) es ergédico.
Sea A un conjunto invariante con p(A) > 0, entonces A también tiene medida de
Lebesgue positiva, ya que p es absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue. Con esto casi todo punto a € A es punto de densidad. Sea a un punto
de densidad de A cuya trayectoria futura estd contenida en el intervalo abierto
(0,1). Observemos que para cada x, y € I; por teorema del valor medio existe

cierto c € I tal que
_ G*)-Gky)
C(GM(©

Como IGk(x) — Gk(y)l <1 entonces

— Yl —
= G

Por lo tanto,
1
diam(Iy) < sup{— 1X€E Ik}.
I(GF)' (x)]
¢]
Ademis, utilizando el lema por induccién tendremos que (G¥)’(x) = 2121, para
cada k = 1. Por lo tanto

[NlEy

diam(Iy) SSup{

en}s2lt]

1
GH@)
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para cada k = 1. En particular, el didmetro de I converge a cero cuando k tiende
a infinito, y como I es una vecindad de un punto de densidad a, tenemos que

ullnA)
pk)
Consideremos E; = I N A°y E, = I} por proposiciéon se tiene que

— 1 cuando k — oco. 2.27)

PG LN AY) _ N A9
wGEUI) 0 pdp

Observemos que Gk xNA°) = A°. En efecto, el conjunto A es invariante, es decir,
A=G71(A), obien A= G *(A). Luego, A° = (G ¥(A))¢ = G *(A°), es decir, A® es
invariante. Por otro lado, G¥(I; n A®) = G* (I n G™%(A°)) = G*(I}) n AS, y como
G*(I;) = (0,1) obtenemos que G¥(I; N A€) = A°.

Por lo tanto la desigualdad anterior se puede escribir de la siguiente manera

p(lx N A°)

A9 <K
HAY) w(ly)

(2.28)

w(ly)
w(ly)

Sabemos que =1, yuIrn (AU A9) = u(Ix n A) + u(Ix n A°), con lo cual

pln A - uln A)
p(ly) pl)

De acuerdo a (2.27), lo anterior converge a cero cuando k — oco. Esto muestra que
la parte derecha de (2.28) converge a cero cuando k — oo, y por lo tanto p(A°) =0,

como queriamos probar.

3. El Shift de Bernoulli.
Al considerar (X, C, v) un espacio de probabilidad, podemos tomar el espacio
producto X = X"V, el cual corresponde al conjunto de todas las sucesiones (x,,) sen
con x, € X para cada n € N, es decir,

2={x=(x;)ien; Vi €N, x; € X}.

Sobre este espacio consideraremos el producto de o-dlgebras B, donde B = CN
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es la o-dlgebra generada por los cilindros
[m; Ay oy Apl = {(X1) jen; Xi € Aj pata m < i < n}.

Como ejemplo ilustrativo, x = (xg, X1, ..., Xn, ...) pertenece al cilindro [3; As, Ag, A7]
si, y solo si x; € As, X3 € Ag, X4 € A7.
Podemos considerar una medida de probabilidad u sobre X, la cual esta caracte-
rizada por

p(lm; Ap, ..., Apl) =TI v(A;) (2.29)

La funcién shift o : £ — X es aquella que o ((xy,) ) = (Xn+1) n, €s decir, o ((xg, X1, ..., Xp,...)) =
(X1, ey Xp2y00).
Observemos que si

x=Xp)n €0 (M Ay oy Apl) © 0(X) = (Xpi1) 5 € (M5 Appy .oy Ay

S (xXp)pnelm+1;A,,..., Ayl

Luego
o (m; Ay ooy Apl) = [m+ 1; Ay, ..oy Al (2.30)

Es decir, o es medible respecto a la o-algebra B. Ademds

wo X ((m; Ay oy Agl) = p(lm+1; Ay, .y A
= V(Am) V(Am+1) te V(An)
:H([m;Amw--,An])-

Como o es una funcién medible, u© medida sobre M, y consideramos la dlgebra
&/ (cuyos elementos son uniones finitas de cilindros) que genera la o-4lgebra %8
y U(E) = [.L(O'_l (E) para cada E € «/. Entonces por lemau es invariante bajo o.
Hemos probado que la medida p es invariante bajo el shift. Ahora demostrare-
mos que (o, 1) es ergodico.

Proposicion 2.3.4 El sistema (o, 1) es ergodico.

Demostracion: Sea A un conjunto medible invariante. Lo que probaremos es
que ((A) =00 pu(A) = 1. Para lo cual utilizaremos el siguiente lema.
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Lema 8 Si B y C son uniones finitas de pares de cilindros disjutos, entonces
p(BNa ™I (C) = uB)ue™ (C) = u(B)uO),
para cada j suficientemente grande.

Demostracion: Supongamos que By C son ambos cilindros, donde B = [k; By, ..., Bl

y C =[m;C,,...,C,l. Entonces,
ol = [m+ j;Cy,...,Cyl paracada j.
Consideraremos j de tal manera que m + j > l. Entonces,

Bno/(C)=1k;B,...,Bln[m+ j;Cp,...,Cnl
:{(xn)n:xkeBk,...,xleBl,xm+j€Cm,...,xn+j€Cn}

=1k;Bi,....,B1,X,..., X, Cimy-.., Cnl

donde X aparece exactamente m + j— [ —1 veces. Con lo cual,

. l n
pBnoI(C) =[] vB)- 1" T v(Ch) = pB)(C). (2.31)

i:k i=m

Ahora supongamos que By C son uniones finitas de pares de cilindros disjuntos,
es decir,

B =] Bj, con BinBj =@ paracada # j

n

i=1
m

C=JCj, conCinCj=@paracadai# j.
=1

Notemos que
o™ (C)=u 07 (Cp)
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luego

Cs=

~.
Il
—

Il
Cs

(LnJ Bi) Mo~/ (Ck)) (2.32)

=~
Il
—

I
Cs
Cs
&

D

Q
3
T

=
I
—
~
I
—

Utilizando (2.31), (2.32) y que p es finitamente aditiva. Tendremos

pBna I (C) u(Bino I (Cy)

[ MS Il MS

m

#l U Cr

)33
v
Z (Bi)u(Cy)
n
H UB:

= u(B)u(C).

Con lo cual finalizamos la demostracion del lema.

Siguiendo con la demostraciéon de la proposicion. Supongamos que A es inva-
riantey A € «/. Considerando B=C = A, enel lema tenemos que p(Ano 7/ (A) =
((A)? para cada j € N. Ademds 0~/ (A) = A, por lo tanto u(A) = p(A)?, es decir,
u(A) =00 u(A) =1.

Ahora, consideremos al conjunto A arbitrario e invariante en 28. Por teorema de
la aproximacién(A.2.3) existe B € < tal que L(AAB) <, para algtn € > 0 dado.

Por lemal8|podemos fijar j tal que
pBnol(B) = uB)u@ ™ (B) = u(B)> (2.33)

Observemos que u(A) = u(A—-B)+ u(AnB) y u(B) = u(B—-A) + u(An B), lo que

nos lleva a
|u(A) —pu(B)| < |u(A—=B) —u(B - A)|

<(A—B)+uB - A) (2.34)
= 1L(AAB).
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Ademads dados los conjuntos Ay, Ay, B, B, se tiene que
(AN A))A(B1NBy) c (A1 ABy) U (A2ABy). (2.35)
Usando se tiene
AN (A) - uBno/ (B) = p(Ano I (A)ABNa ™ (B))).
Utilizando llegamos a que

pl(Ano(A)ABNT(B) < W(AAB) + ulo 7/ (A) no ™/ (B))
= wW(AAB) + (o~ (AAB)

y como p es invariante bajo el shift
(o (AAB) = u(AAB),
concluimos que
(AN o ™ (A) - u(Bno ! (B)| < 2u(AAB) < 2e. (2.36)

Por otra parte tenemos que |u(A)+u(B)| <2, conlo cual |u(A)—u(B)|(2—|u(A)+u(B)|) =
0. Entonces
|u(A)® - u(B)?| < 2|u(A) — u(B)| < 2e. (2.37)

De (2.36) y (2.37) se tiene que

|1(A) — (A)?] = |u(A) — w(Bn o/ (B) + u(B)? — u(A)?|
<|u(A) —uBno ™ (B)| +|uB)? - u(A)?|

<4e.

De la arbitrariedad de e, deducimos que p(A) = u(A)? y porlo tanto u(A) =00 u(A) = 1.



Capitulo 3

Transformaciones de Mobius

En el siguiente capitulo estudiamos las propiedades principales de las trasforma-

ciones de Mobius.

Definicion 3.0.1 Sea Q un subconjunto abiertode Cy f :Q — C una funcion. La fun-

cion f es holomorfa en el punto z, € Q) si

Im fzo+h) = f(z0) 5.1)
h—0 h
existe, dondehe Cyh#0conzy+heQ.

Cuando el limite de (3.1) existe, lo denotaremos por f'(zp), y lo llamaremos derivada
de f en z.
Ejemplo 1: Consideremos la funcién f(z) = z. Tenemos que

f(Zo+h)+f(Z0) _Z0+h—Z() _ h

—=1
h h h

Por lo tanto f’(z) =1, paratodo z € C.
Ejemplo 2: Sea la funcién

1

f(Z) =

z

con dominio C\ {0}. Asi, tenemos que
1 1
flao+W+1(20) _%+h "% _ Z0—2—-h -1
h h h(zg+ h)zg (zo + M) zg '

40
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1

Por lo tanto, cuando h tiende a cero, obtenemos que, f'(z) = -2

Ejemplo 3: Al tomar la funcién f(z) =z, podemos observar que

flzo+ M)+ f(z0) z20+h-Zy h

h h h

Cuando nos acercamos a cero por el eje real, es decir, si & € R entonces

y por otro lado si la parte real de £ es igual a cero, tenemos que

h
lim — =-1.

Luego, el limite no es tnico. Por lo tanto, f no es holomorfa en z.

az+b
cz+d

[fraccional lineal. Si ademds, a, b, c y d satisfacen ad — bc # 0, entonces S(z) es llamada

Definicion 3.0.2 Un aplicacion de la forma S(z) = es llamada transformacion

Transformacion de Mobius.

Observaciones:

1. SiSesuna transformacién de Mobius entonces S~ (z) = % eslainversade S.

Esto se debe a que:

dz—b
dZ—b ) _ a(—czz+a)+b
dz—b
c(—CZZ+(l)+d
B aldz—b)+b(-cz+ a)
" cldz-b)+d(-cz+a)
adz—ab-bcz+ ab

cdz—bc—dcz+da
z(ad - bc)

ad - bc
=z

S(S~Yz) = s(
—cz+a
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az+b

az+b) d(cz+d) -b

+d _ az+b
C(cz+d) ta

B daz+b)—b(cz+d)
" —claz+b)+alcz+d)
daz+db-bcz-bd

- —acz—bc+acz+ad
B z(ad - bc)

ad—bc

=2z

S7H(S(2)) = (

2. Si Sy T son transformaciones de Mobius entonces S o T también lo es.

Veamos la razén de esto. Sean S(z) = 42y T(z) = 2t/ transformaciones de

cz+d’ gz+h

Mobius, entonces

ez+f) (gz+];z)+b

S(T(Z)):S(gz+h C(ez+f)+d

gz+h
_alez+ f)+b(gz+h)
"~ clez+f)+d(gz+h)
_(ae+bg)z+af+bh
" (ce+dg)z+cf+dh’

Observe ademas que,

(ae+bg)(cf+dh)—(af +bh)(ce+dg) =aecf+aedh+bgcf+bgdh
—(afce+afdg+bhce+bhdg)
=aecf+aedh+bgcf+bgdh
—afce—afdg—bhce—bhdg
=ad(eh—fg)+bc(gf—he)
=(eh~ fg)(ad—bc) #0

Esto muestra la afirmacion.

3. Elconjunto de transformaciones de Mobius forma un grupo bajo la composicién

de funciones.
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4. Podemos considerar la transformacién S definida sobre Co, con S(co) = ¢y S (— %)

Q.

5. Si S(z) = z+ a entonces S es llamada una traslacion. Si S(z) = az con a # 0 en-

tonces S es una dilatacién u homotecia. Si S(z) = ¢'? z entonces es una rotacién.

1

Finalmente si S(z) = 2, entonces es una inversion.

6. Una transformacion de Mobius distinta de la identida puede tener a lo méas dos
puntos fijos.
En efecto, sea S una transformacién de Mobius, tal que

az+b
cz+d’

S(z) =

Luego

az+b

=z
cz+d
s az+b=z(cz+d)

S(z) =z

oc+zid-a)-b=0
Por lo tanto, S tiene a lo més dos puntos fijos.

7. Una transformacién de Mdébius queda determinada tinicamente por la accién
sobre tres puntos dados en Cy, = C U {o0}.
Sea S: Co, — Co una transformaciéon de Mobius y a, b, ¢ puntos distintos en Cy,,
de tal manera que S(a) = a, S(b) = 3, S(c) = y. Supongamos que existe una trans-
formacién de Mobius T : Co, — Co, donde T(a) = a, T(b) = B, T(c) =y. Luego,
por observacién 1, existe T~! y por observacién 2. tenemos que T~ o S es una

transformacién de Mébius. Por otra parte,
T S@)=a, T"'(SW) =b, T'(S(c) =,

Luego, T~ !o Stiene tres puntos fijos, pero por la observacion 6, una transforma-
cién de Mébius a lo més tiene dos puntos fijos. Por lo tanto, 77! o S es la identi-
dad. Es decir, S=T.
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Proposicién 3.0.1 Si S es una transformacion de Mobius entonces S es la composicion
de traslaciones, dilataciones, e inversiones.

az+b
cz+d’

Demostracion: Sea S(z) = Supongamos:

1. sic=0entonces tenemos que ad # 0, luego podemos definir S1(z) = 5z, S2(2) =
z+ g, entonces

a a b
$5(S1(2)) = Sy (Ez) =22+ - =S

2. Si ¢ # 0 entonces podemos definir S;(z) = z + , So(z) =
S3(z) = bc bezad ;- g, (z) = z+%.Luego

1
S2(S = ,
2(51(2)) o+ d

S 1 _bc—ad bc—ad
3 z+4 2 d T ezt d)

1
z+ 4
bc—ad bc—-ad a_bc—ad+a(cz+d)_c(az+b)_az+b
4(c(cz+d)) c(cz+d) E c(cz+d) T clcz+d)  cz+d

Por lo tanto, S40S30S55,08; = S.

Con lo cual hemos demostrado la proposicion.
Notemos ahora que dados z, 23, z4 puntos en Co, ¥ S : Coo, — Co definida por

(m) : (M) si 223,24 €C;

Z—2Z4 Z2—24
S(z) = , si Zp =00
S(z) = 20— Z4Z Z ,
Z—_Z4’ St Z3 = 0OQ;
Z—23 . —
Z2—23 St Z4 =00

En este caso S(z2) =1, S(z3) =0, S(z4) =00y S es la tinica transformacién que tiene esta
propiedad (Por observacién 7.)

Definicion 3.0.3 (Cross ratio) Se define el cross ratio de z, zp, z3 y z4 como

Z— 23 Z2 — Z3
(2,22,23,24) = :
Z— 24 Z2 — 24

la cualenviazy al, z3 a0,y z4 aoo.
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Se puede observar que,

1. (2,22, 23,24) = 1. En efecto

22 — 23 22 —Z3
(22,22,23,24) = : =1
22 — 24 22 — 24

2. (2,1,0,00) = z. Esto se debe a que para S(z) = z, tenemos
S(1)=1,5(0) =0, S(co) = o0.

Como una transformacién de Mobius queda determinada iinicamente por 3 pun-
tos en C,, entonces (z,1,0,00) = z.

3. Si M es una transformacién de Mobius y w», w3, w4 son puntos tales que
M(w-) =1, M(ws3) = 0, M(w,4) = oo entonces por observacion 7 se tiene M(z) =

(z, w2, w3, Wy).

Proposicion 3.0.2 Si zp, z3, z4 son puntos distintos en Co, y T es una transformacion de
Moébius entonces
(21,22, 23, 24) = (T(21), T(22), T (23), T (24))

Demostracion: Sea z,, z3, z4 puntos distintos en C,, se define la transformacién de

Mobius S(z) = (z, zp,23,24). Si M = ST~ ! entonces
M(T(z2)) = S(z2) =1,

M(T(z3)) = S(z3) =0,
M(T (z4)) = S(z4) = 00.

Por lo tanto, M(z) = (z, T(z2), T(z3), T (24)) paratodo z en C,. En particular, si z = T'(z;)
obtenemos

M(T(z1)) = ST (T(21))) = S(z1) = (T(21), T(22), T (23), T (24)).

Con lo que termina la demostracion.
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Proposicion 3.0.3 Si zy, z3, z4 son puntos distintos en C, y Wo, w3, w4 también son pun-
tos distintos en C,, entonces existe una tinica transformacion Mobius S tal que S(zp) =

wo,S(z3) = w3, S(z4) = wy.

Demostracion: Sean zy, z3,z4 son puntos distintos en Co, y w2, w3, wy son también
puntos distintos de Cy, y sea T(z) = (z, 22, 23, 24), M (2) = (2, w2, w3, wy). Al considerar
S=M"!T se obtiene que

M T(2)) = M~ (1) = w,

M 'T(z3)) = M~ (0) = ws,
M 'T(z4) = M (c0) = wy.

Luego existe la transformacion de Mobius buscada. Para ver que es Ginica supone-
mos que existe otra transformaciéon de Mobius R que cumple con R(zp) = wy, R(z3) =
ws, R(z3) = ws, entonces

R7N(S(w2) = wy,

R7Y(S(ws3)) = ws,
R (S(wy)) = wy.

Hemos mostrado que R~! o S tiene tres puntos fijos, pero una transformaciéon de Mo-
bius tiene a lo més dos puntos fijos, entonces R™! oS = I y por lo tanto, R = S. Con lo
cual se finaliza la demostracion.

Proposicién 3.0.4 Sean z, zp, z3, 24 cuatro puntos distintos en Co,. Entonces (z1, 22, 23, 24)
es un ntimero real, si y solamente si, los cuatro puntos se encuentran sobre un circulo de
radio finito.

Demostracion: Antes de realizar la demostracién veremos 7 observaciones:

1. Un angulo inscrito en una circunferencia es la mitad del angulo central.
Demostracion: Dividiremos la demostracion en 3 casos. Se puede utilizar la ima-
gen[3.1]como referencia.
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A

(a) Caso a) (b) Caso b) (c) Caso c)

Figura 3.1

Sean S una circunferencia, O el centro de S, y A, B, C puntos distintos sobre la
circunferencia, con ZABC = a,y LAOC = B.

Caso a): Consideraremos que O pertenece al segmento AB. Luego, tenemos que
el tridngulo OBC es is6sceles con base BC. Con lo cual es f4cil ver que 8 = 2a.

Caso b): El tridngulo OAB y OBC son isosceles, con base AB y BC respectiva-
mente. Ademas, f=2-ZABO+2-/Z0BC=2(LABO+ Z0OBC) =2a.

Caso ¢): Sea D el punto generado por la interseccion de la circunferencia S con
la semi recta BO. Tenemos que ZDOC =2- /DBC (propiedad del caso a)), pero
/ZDBC=/DBA+/ZABCy /ZDOC = /ZDOA+ ZAOC, con lo cual tenemos que

/ZDOC=/DOA+/ZAOC=2/DBA+2/ABC.

Como ZDOA =2/DBA, podemos concluir que ZAOC =2/ ABC.

2. Los angulos inscritos en una circunferencia que subtienden el mismo arco son
iguales.
Demostracion: Sean S una circunferencia, O el centro de S, y A, B, C, D puntos
sobre la circunferencia. Tenemos que ZAOC =2/AB0O, ZAOC =2/ADC. Por lo
tanto, ZABO = /ZADC.

3. Sean Sun circulo, y A, B,C, D, E, O serdn puntos que cumplen con:

= A,B,C,DE€S,

= O el centro del circulo.
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» E= ACNBDYy E se encuentra en el interior de S.

Entonces se tiene que:
/ZDOA+ /ZBOC

2
Demostracién: Al considerar la figura[3.2] observemos que:

/ZDEA=

» /DEA=/EBA+ /BAE

» /DBA=/EBA y /BAC=/BAE

ZDOA ZBOC
y

» /DBA= /ZBAC =

Figura 3.2
Luego,

/DEA=/EBA+ /BAE

=/DBA+/BAC (3.2)

_ /DOA+/BOC
- . :

4. De la observacion anterior tenemos que:

/ZDBA< /DEA
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5. Sean S un circulo, 4, B,C, D, E, O puntos que cumplen:

= A,B,Cy D pertenecen al circulo.
= O el centro del circulo.

» E= ABNCDy E se encuentra en el exterior de S.

Entonces se tiene que:

ZDOA-/ZBOC
5 .
Demostracion: La siguiente imagen representa las condiciones anteriores.

/ZDEA=

D

Figura 3.3

De la figura[3.3|tenemos que:

» Eneleltridngulo AEBD: ZEBD+ /Z/BDE+ ZDEB = .
» /EBD=n—-/DBA.

= /DBA=404 y /BpC=4BoC,

Luego,

/EBD+/BDE+/DEB=n
n—/4ZDBA+/BDE+/DEB=nx

/DEB=/DBA-/BDE (3-3)

ZDOA-ZBOC
5 .

/ZDEB =
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6. De la observacion anterior tenemos que:

ZDEA< ZDOA.

21 — X3 22 — X3
“rg(ZbZz,Zg,ZU:arg(( )( ))

21 — R4 22 — 24

21 — <3 22 —Z3
=arg —ar .

21— 24 22— 24

Lo que sigue es la demostracion de la proposicién|3.0.4} donde S es una circunferencia
de centro O.

(<) Si z1, 29, 23, 24 € S tenemos que:

(a) Caso a) (b) Caso b)

Figura 3.4

Para el caso a) utilizamos la propiedad de la observacion 2, y entonces

21 —Z3 22 — 23
—arg—— =2kn,ke”Z.
2] — 24 22— 24

arg(z1,22,23,24) = arg

Para el caso b) tenemos que

Z1 — 13 22 — Z3
arg(zy,2,23,24) = arg —ar =km, keN

2] — 24 22— Z4

Por lo tanto, del caso a) y b) se puede concluir que (z1, 22, 23, 24) € R.
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(=) Supongamos ahora que (z1, 2, 23, z4) € R. Entonces
arg(zy,zp,23,24) = NI, NEZ.

Si z; no pertenece a la circunferencia que pasa por los puntos z, z3, z4 entonces se
pueden dar los siguientes casos:

(a) Caso a) (b) Caso b) (c) Caso ¢)

Figura 3.5

= Para el caso a) tenemos por la observacion 4. que > a, ademas es claro que
O0<a<my0<pB<2n Conlocual, 0< f—a<n Considerando

21— 43
arg =pB+2kn, keZ,
21 — 24
22— 23
arg =a+2nn, con0<a<m ne’z.
22— R4
Obtenemos que
21— 423 <2 —Z3
2mn<arg —arg <@Cm+1n,me”Z
21 — 24 Z2 — 24

Por lo tanto, (z1, 22, 23,24) ¢ R

= Parael caso b) de acuerdo a la observacién 6. tenemosque a > 8, y0< < a <,
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entonces 0 < ¢ — f < n. Consideramos

2] —Z3
arg =fB+2kn, keZ,
21 — 24
22 — 23
arg =a+2nm, con0<a<m, nel’.
22— 24
Con lo cual,
Z1 — X3 29 — X3
2mn>arg —arg >2m-1)n,me”Z.
21 — 24 22— 24

Por lo tanto, (z1, 22, 23, 24) € R

= Paraelcasoc) m<f<2m 0<a<m 0< 498 < gyy=75—q- <498 Ademas,
,6:2n—yzﬂ+a+%entonces
ZAOB
p-a=m+
Con lo cual
n<f-a<2m.
Entonces
<1 —Z3
arg =pB+2kn, keZ,
21— 24
22— 23
ar =a+2nn, con0<a<m ne’z.
22 — 24
Luego,
<1 — 23 <2 — 23
Cm+n<arg —arg <@2m+2)ynr,me”Z
21— 24 22— %4

Concluimos que (z1, 22, 23, 24) € R

Por lo tanto, z; pertenece a la circunferencia que pasa por puntos z, 23, Z4.

Teorema 3.0.1 Una transformacién de Mébius lleva circulos en circulos.

Demostracion: Sea I' un circulo en C,, S una transformacién de Mobius, y 2, 23, 24

tres puntos distintos sobre I' y wj = S(z;) para j = 2,3,4. Luego, como S es la compo-
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sicion de traslaciones, dilataciones e inversiones tenemos que w-, ws, w, determinan
un circulo I".
Afirmamos que S(I') = I'". En efecto, tomemos algin z en Cq,. Por la proposici(’)n

para zy, z3, 24 puntos distintos y S transformaciéon de Mébius tenemos

(Z) 22, %3, Z4) = (S(Z)) S(ZZ)r S(Z?;)) S(Z4))

= (S(Z)) wo, w3, w4)-

(3.4)

Asi, por la proposicion [3.0.4] si z € T entonces (S(z), S(z2), S(z3), S(z4)) €s un nliimero
real, lo que implica que S(z) € I".

Proposicion 3.0.5 Para dos circulos T y T en C, existe una transformacion de Mobius
talque T(T) =T".

Demostracién: Sea I' y I’ dos circulos en Cy,, 22,23,24 €'y w2, w3, wy € I'. Tomando

R(2) = (2,2, 23, 24), S(2) = (2, W, w3, ws). Entonces T =S 'oRllevaT enI"'. En efecto,
T(22) =S~ (R(22)) = S™' (1) = wo,

T(z3) = S (R(z3)) = S71(0) = ws,
T(z4) = S (R(24)) = S 1 (00) = wy.

Utilizando el hecho que por tres puntos pasa una tinica circunferencia, y la proposicién

3.0.1, tenemos que T(I') =T".

Proposicion 3.0.6 Para cualquier par de circulosT y " en Co, existe una transforma-
cion de Mobius T tal que T (I') = I'. Ademds, podemos especificar que puntos envia T
sobreT y cual es su correspondiente imagen enI". Si especificamos T (z;) para j = 2,3,4
(distintos zj enT) entonces T es tinica.

Demostracién: Sean T, I’ dos circulos en Co, 22, 23,24 € T distintos y w», w3, wy € T”
distintos. Tomamos R(z) = (z, 2, Z3, 24) Y S(2) = (z, w2, w3, wy). Entonces definimos T =
S~'oR, donde T(z;) = w; para j =2,3,4.

Afirmamos que T (T') =I". En efecto, tomemos algtin z en C, por proposici(’)n
para z, z3, z4 distintos y T transformacién de Mobius se tiene

(z,22,23,24) = (T(2), T(22), T(23), T'(24))

=(T(2), w2, w3, wy).
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Por proposicion|3.0.4} si z € I' entonces (T (z), T(z2), T(z3), T (z4)) es un namero real. Es
decir, T(z) eT’.Conlocual T(I') =T".
Veamos que T es tnico. Supongamos que existe 7’ transformacion de Mobius, tal que

T’(zj) = W;j para j = 2,3,4. Entonces tenemos que
S(wj) = T'(T_l(wj)) = wj, para j =2,3,4.

Luego, la transformada de M&bius tiene tres puntos fijos, lo cual no puede ocurrir. Lue-
go T'o T~ ! =I.Porlotanto, T' = T.

Con lo anterior hemos visto que una transformacién de Mobius manda circulos en
circulos. Pero nos podemos preguntar: ;qué sucede en el interior y en el exterior de

esos circulos? Para lo cual se definen los siguientes conceptos.

Definicion 3.0.4 Sea I" un circulo que pasa por los puntos z,, z3, z4. Los puntos z,z* en

Coo Son llamados simétricos respecto a T si
. -
(27, 22,23, 24) = (2, 22, 23, 24). (3.5)

Observaciones:

1. La simetria es independiente de los puntos escogidos. Es decir, dados zy, z3, z4 €

I' y otros puntos w», w3, ws €1 entonces
k - . . % -
(2", 22,23, 24) = (2,2, 23, 24) SI, y s0lo si, (2", W2, W3, W) = (2, W2, W3, W4)
con z,z" € Cx.
Proposicion 3.0.7 ((Principio de Simetria)) Si una transformacion de Mobius T lleva

un circulo I'y al circulo T'» entonces un par de puntos simétricos con respecto a I'y son

llevados por T sobre dos puntos simétricos respecto al’,.

Demostracion: Sean z3, z3,24 € I'} ysean z,z* € C. Si 2, 2" son puntos simétricos con
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respecto a I'y entonces

(T(z%), T(z2), T(z3), T(24)) = (2%, 22, 23, 24)
= (Z! 22, %3, Z4)

=(T(2), T(22), T(23), T (z4))

Por lo tanto, T'(z*) y T(z) son simétricos con respecto a I',.

Definicion 3.0.5 Si I' es un circulo entonces una orientacién para I es una tripleta
ordenada de puntos (z1, 22, z3) tal que cada z,, z», z3 estdn en T.

Definicion 3.0.6 Si(z1, z2, z3) es una orientacion de I' entonces se define el lado derecho

de T (con respecto a (zy, z3, z3)) como
{z:Im(z, z1, 29, 23) > 0}.
Similarmente, se define el lado izquierdo de T como
{z:Im(z,z1, 29, 23) <O0}.

Observacion:

. az+b
1. SiT(2) =
cz+d

podemos mostrar que
T(Ro) =R~ siysolamente si, podemos escoger a, b, c,d € R

Demostracion:
(=) Si T(Ryo) = Roo, €xisten xz, x3, x4 € R tales que T'(x2) =1, T(x3) =0, T'(x4) = 00,

con lo cual

(2 222

Z— X3 X2 — X4
(X2 —x4) 2 — x3(x2 — X4)

(X2 — X3)2— X4(X2 — X3)

Por lo tanto podemos escoger a = Xp — X4, b = —X3(X2—X4),C = Xo—X3,d = —X4(X2—

X3).
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az+b
(<)Sea T(z) = ,con a, b, c,d € R. Tenemos que
cz+d

ax+b
cx+d

T(x) = € Roy,

para todo x € Ry.

2. Sil' =Ry z;, 22,24 € R, entonces existen a, b, cy d € Rtales que T(z) = (z, 21, 22, 23) =

az+b
cz+d YV T(Roo) = Reo.
Por la observacion anterior podemos escoger a, b, ¢, d como ntimeros reales. Por
lo tanto,
T az+b
z) =
cz+d
az+b _
=— . (cZ+d)
lcz+d|?
3 ac|z|*+adz+ bcz + bd
B lcz +d|?

Por lo tanto,

ac|z|*+ adz+ bcz + bd
lcz + d|?
B adz+bcz
B ( lcz+d|? )
ad —bc

=—Imz.
lcz + d|?

Im(z,z1,2,23) = Im(

Asi, {z: Im(z, z1, 22, z3) < 0} es el semi plano superior o inferior dependiendo de
si(ad—bc)>0o0 (ad—bc) <0.

3. SeaT circulo arbitrario, y supongamos que z1, 22, z3 € I'. Para alguna transforma-
cion de Mobius S tenemos que

{z:1Im(z,z1,22,23) >0} ={z: Im(S(z), S(z1), S(22), S(z3)) > 0}
=S Yz :Im(z,5(z1),S(22), S(z3)) > 0}

En particular, si S lleva I’ en R, entonces {z: Im(z, z1, 23, z3) > 0} es igual a con-
siderar S~! del semi plano superior o inferior.
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Principio de orientacion: SeaI'; yI'; dos circulos en C, y sea T una transformacion de
Mobius tal que T'(I';) =T'». Sea (z1, 22, z3) la orientacién de I'y, entonces T envia el lado
derecho y el lado izquierdo de I'; en el lado derecho e izquierdo de I'», con respecto a
la orientacion (T(z;), T (z2), T (z3)).

Demostracion: Sea I'; y I', dos circulos en Co,, T una transformacién de Mobius tal
que T(I'1) =T2 y (21, 22, z3) la orientacion de I';. Entonces

{z:1m(z,21,22,23) >0} ={z: Im(T (2), T(z1), T (22), T (z3)) > 0}.
Del mismo modo,

{z:Im(z,21,22,23) <0} ={z: Im(T(2), T(z1), T(z2), T(z3)) <0}.



Capitulo 4

Problema de Dirichlet

En este capitulo veremos que las soluciones del problema de Dirichlet quedan de-

terminadas por la integral de Poisson.

4.1. Funciones Armonicas

Definicion 4.1.1 Si G es un conjunto abierto de C entonces u: G — R es armonica si u
tiene segundas derivadas parciales continuas y cumple con

*u 0%u

—— =o.
ox2 " ay?

Esta ecuacion es llamada ecuacién de Laplace.
Observaciones:

(1) Una funcién f sobre una region analitica G es analiticasiysolosi Ref =uyImf =

v son funciones arménicas que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

(2) Una region G es simplemente conexa si para cada funcién armoénica u sobre G
existe una funcién armoénica v sobre G tal que f = u + i v es analitica sobre G

Definicién 4.1.2 Si f: G — C es una funcion analitica, entonces u = Ref yv = Imf son
llamados conjugados armonicos.

58
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Notemos que:

= De (2) y la definicién podemos observar que para cada funcién armonica

sobre una region simplemente conexa habra un conjugado armoénico.

= Si u es una funcién armoénica sobre Gy D es un disco que estd contenido en G,
entones existe una funcién armoénica v sobre D tal que u + iv es analitica sobre

D. En otras palabras, cada funcién arménica tiene un conjugado arménico local.

= Finalmente notemos que si v; y v, son ambas conjugados armoénicos de u en-
tonces i(vy — 1) = (u+ivy) — (u+ivy) es una funcién analitica cuyo rango esta
contenido en el eje imaginario; por lo tanto v; = v, + ¢, para alguna constante c.

Proposicién 4.1.1 Siu: G — C es armonica entonces u es infinitamente diferenciable.

Demostracion: Sea zy = xo + i)y € G.como G es abierto podemos escoger 6 > 0 de
tal forma que B(zy;0) < G. Como B(zy;0) es simplemente conexo entonces u tiene un
conjugado armoénico v sobre B(zp;6), lo cual nos permite obtener una funcién anali-
tica u + iv que es infinitamente diferenciable sobre B(zy;6). Por lo tanto u es infinita-
mente diferenciable.

La siguiente proposicién muestra una propiedad que las funciones arménicas com-
parten con las funciones analiticas. El siguiente resultado es andlogo de la conocida
férmula integral de Cauchy.

Teorema 4.1.1 (Propiedad de la Media) : Sea u : G — R una funcion arménica y sea

Bl(a, r) un disco cerrado contenido en G. Siy eselcirculo |z — a| = r entonces
1 2n 0
u(a) = —f u(a+re')do.
21 Jo

Demostracién: Escogemos un disco abierto D de tal manera que B(a;r) € D c G.
Como u es funcién armoénica sobre G y D es simplemente conexo tenemos que 1 posee
conjugado armonico v sobre D, lo que nos permite obtener una funcién f = u+iv
analitica sobre D. Observemos que u = Ref. Luego por Férmula Integral de Cauchy,

1 2n f( Z)
fla)=—

2inJo z—a

dz.
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Realizando el cambio de variable z = a + re'® obtenemos

1 27T 1 27 i0 . 1 21 X
fla)= — /(@) dz=— f(a+fe )ire’HdG =— | fla+re®ao.
2inJo z—a 2in Jo rett 21 Jo

Tomando la parte real de lo anterior obtenemos lo que buscamos.

Definicion 4.1.3 Una funcion continua u : G — R tiene la propiedad del valor medio
(PVM) si siempre tenemos que B(a;r) < G

B 1 27 i de
u(a)—gfo u(a+re )

Principio del maximo (primera versién). Sea G una region y suponga que u es una
funcién continua real valuada sobre G, con la propiedad del valor medio. Si existe un
punto a en G tal que u(a) = u(z) paratodo z en G, entonces u es una funcién constante.

Demostracion: Sea el conjunto A definido por
A=1{ze€eG:u(z) = ula)}.

Como u es continuay {u(a)} es cerrado, tenemos que ' (u({a})) es un conjunto cerra-
do. Luego, A es cerrado en G. Si zp € A, tomemos r elegido de tal manera que E(zo; r)c
G. Suponiendo que existe un punto b en B(z; r) tal que u(b) # u(a), entonces u(b) <
u(a). Por continuidad, u(z) < u(a) = u(zp), para todo z en una vecindad de b. En parti-
cular, si p = |zg— b| y b = zy + pe'f con 0 < B < 27, entonces hay un intervalo propio I
de [0,27] talque Be Ty u(zp+ peie) < u(zp), para todo 6 en I. Por lo tanto, por PVM

1 2n .
u(zg) = —f u(zo + pe'?)do < u(zy),
271 Jo

lo cual es una contradiccion. Asi B(zg;r) € Ay A también es abierto. Por la conexidad
de G, A=G.

Principio del Maximo (segunda version). Sea G una region y sea u y v dos funciones

real valuadas continuas sobre G que tienen la PVM. Si para cada punto a el borde ex-
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tendido 0,,G,

limsup u(z) <liminfv(z)
z—a z—a

entonces también u(z) < v(z) paratodozen Go u = v.

Para una demostracién de este resultado, ver [3].

4.2. Funciones Armonicas sobre el Disco

El plan de esta seccion es estudiar el problema de Dirichlet para funciones armé-
nicas sobre el disco unitario abierto. De importancia fundamental es el Kernel de Pois-

son.

Definicion 4.2.1 La funcion
0 .
P@) = Y riMein?,
n=—oo

para0<r <1y —oo <0 < oo, es llamado el Kernel de Poisson.

Podemos observar que:

R (1+rei9) P.(6)
| ] e - = .
1-rei® ' .
Esto se debe a lo siguiente. Sea z = re’ 0<r<1;entonces
1+rei 2
—=(1+2)(1+z+2z°+..)
1-rei®

[e.°]
=1+2) 2"
n=1

0 .
=1+2) r"e.
n=1
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Por lo tanto,

1-

1+ret® o
Re —|=14+2) r"cosnf
(l—relg) Z

inf —in0
e’ +e

2

Il
ek
+
\S)
i gk
=~

n(emﬂ + e—an)

I
i
18 5
-

S
Il
—

o0
rnelnG + Z rne—lne

Il
-
I8

n=1 n=1
m . _m .
=1+ Z rnem6+ Z r—neme
n=1 n=-1
w .
— Z rlnleme
n=—o0o
=P, (0).

r2

= P 0) =
En efecto,

Luego,

1-2rcos@+r?’

1+ret? 1+re® 1—rei?

1—rel® 1—rei® 1—re-i0

_1-re@+rel—r?

1-re 0 —reif+r?
1—r(cosf —isin®) + r(cosO +isin@) — r?

1-r(cos@ —isin0) —r(cosO +isinf) + r?
_ 1-r?+2isinf
" 1-2rcosf+r2’

R (1+rei9) 1-r2
e — | = :
1-rei®) 1-2rcosf+r?
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Proposicién 4.2.1 El Kernel de Poisson satisface lo siguiente:

b/
1. %fﬂpr(e)dezl;

2. P.(0) >0 paratodo0, P,(-0) = P.(0), y P, es periddica en 0 con periodo 2m;
3. P.(0)<Pr(6)si0<6<0|<m;

4. Paracadaé >0, lir? P.(0) =0 uniformementeen paran = 0| = 6
Am

Demostracion:

1. Paraunvalorfijoder,0<r<1,laserie} 5> _ rlnl gind converge uniformemente
en 0, esto se debe a
|rne—1n9| — |rneln9| < |r|n
Luego la serie 397 ) |r|" converge para 0 < r < 1y por el test M de Weierstrass
X000 rei"d y X000 e~ convergen uniformemente paravaloresde 0 < r < 1.

Ademés al fijarr, r"ei"? es continuo para todo n, entonces:

1 b4 00 1 T,
> | Pr@®add= ) r'”'—f e do
T

- n=—00 TJ-n

—1 1 T 0 1 T
=1+ Y r'”'—f el"9d9+zr'"'—f e do
2m n=1

n=—00 =T 27[ -7

=1.

1-r2 1-r2 "
= . conside-
1-2rcosf+r2  |1—red
rando 0 < r < 1 tenemos que P,(0) > 0. Como cos0 es par y tiene periodo 27
entonces Py () = Py(=0) y P;(0) = —1=L— = L1 = P, (0 +2kn).

1-2rcos@+r2 ~ 1-2rcos(@+2km)+r?

2. De la igualdad antes calculada, P, (0) =

3. Sea 0 <6 <0 < m ydefinimos la funcién f: [§,0] — R por f(t) = P,(t). Tenemos
que

<0, conb <.

d( 1-r? )_ —2rsint (1-r?)
dt\1-2rcost+r2) (1-2rcost+r2)?

Luego, dg(tt) <0, lo que indica que la funcién decrece, y por lo tanto P, (0) > P, (6)

para 0 < 6 < 6 < 7. En el caso que § = n tenemos que P,(0) = 0. Con lo cual
concluimos que P,(8) > P, () para0<6 <0 <.
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4. Sea 6 > 0, escogemos 0 de tal manera que 6 < |0| < 7. Por 3 tenemos que bajo
estas hipétesis, P, (0) es decreciente, es decir, P, (0) > P,(6). Ademas,

hmP(é) lim 1-r 1-1 =
Tl 1-2rcosd+r2 1-2c0s6+1

Por lo tanto, lir? P,(0) =0 para cada 8 que cumple 6 < |0] < 7.
Am

Teorema 4.2.1 (Problema de Dirichlet) Sea f : 0D — R una funcién continua. Enton-

ces existe una funcion continua u: D — R tal que:
1. u(z) = f(z) para z en 0D
2. uesarmonicaenD

Ademds u es unica y estd definida por la formula

i0 _ifﬂ B it
u(re )—2” _ﬂPr(H f)fle")dt (4.1)

para0<r<1,0<0 <2m.

Demostracion:

Definimos u: D — R por

(" it .
u(re'®) = ZEf_nPr(H nfe'dr si0<sr<1,

f (e'?) sir=1.
Veamos que:

a) uesarmonicaen D,y por ende continua en D.

Si0<r <1 entonces

u(re'?) = %f P O-1)fehdr

1 (7 1+rel®-0 i
"ol Re(—l ) e
1 it 1+re!® "
_Re{ f( —re’("—” dat
1 ” el + ret®
_Re{ f( m dty.
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b)

Definimos g: D — C por

1o (et z
g(z)—g‘[_nf(e )( )dt.

el —z
Notemos que g es analitica y como u = Re(g), entonces u es armoénica en D.

u es continua en D.

En primera instancia, de la parte a) tenemos que u es continua sobre D.

En segunda instancia, como f es continua entonces u es continua sobre el borde
de D.

Para finalizar Demostremos que dado « en [-7,7] y € > 0 existe p, 0 < p < 1, yun
arco A de 4D sobre e!® tal que parap <r <1ye'f € 4,

lu(re'?) - f(e'%)| <e.
Como f es una funcién continua entonces para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que

lel? — ei% <6 = If(eig)—f(ei“)l <e€;.

Por proposicion [4.2.1| parte 4, tenemos que para cada g >0, lir? P,(0) = 0 unifor-
Sm

memente en § para = (0] = g. Es decir, existe un numero p,0 < p < 1, tal que
€
P.0) < —
r(0) 3N

parap <r <1yl = 36.Sea Aelarco {e?:10-al<36}.Sie?cAyp<r<l,
entonces se tiene que
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; ; 1 7 . .
lu(re’®)— fe®)=|— | P,O-0f(Hdt-f(e'

27 J-x
_| L nP(H—t) (e”)dt—ifnp( ) f(e'Y)d
o), f 2n_ﬂr¢fe (4

T . 0-n .
-1 L P, O-1)fehdt- i[ P, - t)f(e’“)(—dt)‘
21 27 Jo+n

-7

- i g _ it _i g _ ia
=2, P,@-1t)f(e")dt o P.@-1)f(e )dt‘

2 —7T -7
Y I (e—t)(f(e”)—f(e"“))dt’
|2 -z d
1 . .
=|— P.(O-t I _ fe'Ydt
3 N L@ =) (fe'h) - f(e'®)
1 B ity pooia
oo |t_mzﬁPr(e DIfe’") - fe'™)dt|
i _ ity _ ia
Szn |t_m«SPr(H DILfe”)— fe'“llde
1 . .
+— P.(0-0)lif(e") - fe'M]|dt.
27 Jit—a|z6

Por continuidad de f tenemos que si |t — a| < § entonces | f(e'!) — f(e'®)| < %, ade-
mas P, (0 — t) > 0 para todo 6 — ¢. Por lo tanto

! ity ia E
2 |t—a|<5Pr(9_t)|[f(e )—fle )]Idt<3_

Silt—al 26y|9—a|sgentonces

0—tl=10-a+a-t
>la—t|—|0 -«

zé—é
2

d
-

=
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Con lo cual P, (6 - 1) < 55;. Luego

1 . . 1 €
— P.O@-0|(fe')-fe'*)|dt<— —.2Mdt
27 itz / ! ’ 27 Jit-alz6 3M
2€
< —.
3
Por lo tanto,
. , 1 , .
— P.(O-0)|(fe') - fe'™)|dt+— P.(O-0)|(f(e') - fe'™)|dt<e.
27 Jt-al<b 27 J|r-al=6

c) Mostremos que u es tinica. Supongamos que existe v funcién continua sobre D la
cual es armoénica sobre D y v(e’?) = f(e'?), para todo 6. Entonces u — v es armoni-
ca sobre D y ademaés (u— v)(z) = f(z) — f(z) = 0 para todo z € 0D. Como u, v son

funciones armdénicas, cumplen con la propiedad de la media, ademés
limsup u(z) = limsup v(z)

zZ—a zZ—a

Por el principio del méximo, tenemos que u(z) < v(z) o u = vparatodoz e Gy

u(z) > v(z) ou= v paratodo z € G, por lo tanto u = v para todo z € G.

Corolario 4.2.2 Siu:D — R es una funcioén continua que es arménica en D entonces
0 1 [~ .
u(re'’) = —f P.(@-Hu(e')dt
27 J—gn

para0<r <1 ytodo8. Ademds, u es la parte real de la funcion analitica

1 ("eil+z it
f(Z)—gf_ﬂ . ule'’) dt.

elt—z

Demostracion: Por teoremal4.2.1, u es tinica y es de la forma

u(re'®y = %f P.(0-Du(e'dt

-7

para0<r<1,0=<6 <2m.
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Ademas

T el 4z

Re(f(2) = Re(if u(e”)dt)

2n ) g eit—z

1 (7 1+re@-0i
iy 6

27t J-x 1—rel®-0i
| (1+re(9_”i

u(e”)dt), conz=reé

it
e m) u(e )dt

27m J-x
T

1 .
=— | P.(6-tuehHdrt.
27 J-n

Corolario 4.2.3 SeaacC,p >0, y suponga que h es una funcion real sobre{z:|z—al =
p}; entonces existe una tinica funcion w : B(a; p) — R tal que w es armonica sobre B(a; p)
y w(z) = h(z) paralz—al = p.

Demostracién: Consideremos f(e'?) = h(a + pe'?); entonces f es continua sobre dD.
Por teorema anterior existe u : D — R es una funcién continua tal que u es armoénica en

Dy u(e'®) = f(eie). Es decir, para |z — a| = p tenemos

= h(a+pei0)

=w(a+ peie).

Considerando z = a + pe'? tenemos que e’/ =

z—a
w(z):u( ),
I

Z;f“. Con lo cual podemos definir

que cumple con lo pedido.



Capitulo 5

La dinamica de Funciones Inner

En este capitulo consideraremos D = {z € C : |z| < 1} en el plano complejo, 0D su
frontera y A la medida de probabilidad de Lebesgue sobre la o-dlgebra de Borel de 0D.
L'(A) es el conjunto de todas las funciones medibles ¢ sobre dD, tal que f lpldA < oo.
L*(A) consiste de todas las funciones medibles ¢ sobre 0D para la cugiD [lplloo < 00,

donde ||¢|| es el supremo esencial de ¢.

5.1. Funciones Inner

En esta seccion estudiaremos algunos ejemplos de funciones inner.

Definicion 5.1.1 Una funcién inner es una funcion holomorfa f : D — D tal que

f*(w) €D, A - casi todo w € 0D, donde f*(w) = lir? f(rw). Esta aplicacién f* : 0D —
S

0D es llamada la funcién borde de f.

Cuando no haya confusidn, llamaremos indistintamente a f* como f.

Ejemplos:

1. Producto de Blaschke finito.

Sea

N z_a,
Bn(z) =a 1 E—
n=01~anZ

69
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cona €0Dya,ecDpara0<n<N.Veamos que IBn(ei?) =1

N 19 —a, N ei@_an

H T — 0 =|al H T —

n=0l—ane n=0ll—apne
il |ei9_an|

n=0|1-a,e 9|
N - ane—iﬁl

n=0 |1 —a,e 19
=1

Con lo cual hemos demostrado que f es una funcién inner.

. Producto de Blaschke infinito.

Sea @l
_ anl an—z
Bz)=z" [] 4+ —= (5.1)
a0 An 1—anz
donde a;, es una sucesion en D tal que )_,,5¢(1 —|a,|) < oco.

Veamos primero que B converge. Para eso necesitamos el siguiente teorema.

Teorema5.1.1 Sea ay, a, ... una sucesion de ntimeros complejos tal que0 < |ag| <

lai| <--- <1y ¥ (1 -laul) <oo. Entonces el producto infinito

B(2) = lO_O[ lan| an—z

=0 Gn 1—anz

converge uniformemente en cada disco |z| < R < 1. Cada a,, es un cero de B(z), con
multiplicidad igual al niimero de veces en que aparece en la sucesion; y B(z) no
tiene otros ceros en |z| < 1. Finalmente, |B(z)| <1 en|z| <1, le(eie)l =1, A— casi
todo punto.

Demostracion: Si [z| < R, 0< |a,| <1y 0<|z| <R <1, entonces tenemos que

lan +lanlz| < |anyl +|anllzl < |al(1+R)

|(1-@n2)an| = |an —|anl*z| = 1an] —a,|*|2l = lal(1 - R).
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Luego,
1

la, +|a,lz| <|a,|(1+ R) > — .
n 't n " Y (=B S 10 -a2anl

Con lo cual
lan +laplz|(1—|agl) - 2(1—lanl)

1-an2)a,l ~ 1-R

Por lo tanto,

(an+lanl2)(1—ayl) < 2(1—layl)
a,(l-a,z) - 1-R

L lanl an-z
a, l-a,z

Como Y57 ,(1 - |ayl) es convergente, por criterio de Weierstrass se tiene que

0 ]_ lanl dn_2
n=0 an, l-a,z

ma|C.0.2, B(z) converge uniformemente en cada disco |z] <= R < 1.
Cada funcion B, (z) es holomorfa sobre el disco unitario, y la convergencia es

converge uniformemente en |z| < R < 1. Utilizando el teore-

uniforme entonces tendremos que B(z) es holomorfa.
Veamos que |B(z)| < 1 para |z| < 1. Sea

" lail ai—z

By (2) = p——
i ai 1—a;z

Observemos que siz=x+1y,a; = c+id con x, y,c,d € R entonces
(1—-la,>)(1-12>) 20 (1-c*-bHA-x*-y*) =0
o 1+ +EYPP+ - -bP+y P -c* -2 =0
o 1+Db*x*+c?y* —2bx—2cy+2bxcy+c*x* —2cxyb

+y2b? —x* +2bx—b* —c*+2cy—y* =0

o 1+Db*x*+c?y? —2bx—2cy+2bxcy+ c?x* - 2cxyb+ y*b?
> x? —2bx+b*+c* - 2cy+y?

o (l—bx—cy)2+(cx—yb)2 > (x—b)2+(c—y)2

& |1—bx—cy—iyb+icx|22|x—b+i(—y+c)|

o |1-(b-cix+iy)lzlx—iy—(b—ci)]

o  |1-a;zl=|z-ajl.
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Luego,

la; — z|

|ail ( ai_Z) _
a; \1-a;z
- lz-a;l
=1.

11-a;zl|
la; — z|

Conlo cual |By(2)] < 1yporlotanto |B(z)| < 1 para cada |z| < 1. Esto nos permite
completar las hip6tesis necesarias para utilizar el teorema de Fatou(5.2.3 es de-
cir, B(z) es holomorfa y acotada, por lo tanto existe el limite radial en casi todo

punto de dD. De esta manera B(e'?) existe en casi todo puntoy |B(e'?)| < 1. Asi,

2n .
f |B(e'%)|do < 27.
0

Demostremos ahora que |B(ei9)| =1 en casi todo punto. Consideremos g(z) =

B(z)
B.(2)

ximo alcanza su maximo en el borde, es decir,

con z € D. Como g(z) no es constante, utilizando principio del médulo ma-

g(0) < g(e)
o bien, .
B(0) B(e'?)
Bn(0)| ~ | B,(ei®) |

Del ejemplo 1 tenemos que IBn(e“’)I =1, por lo tanto

fZTl’
0

Utilizando teorema de la convergencia dominada se tiene

271 2n
i 7|29 ao - [ 1d0-n
n—»oo 0

B,,(0)
2m .
2m sf |B(e%)do < 27.
0

B(0)
B, (0)

2n .
d@sf |B(e'?)| do.
0

Luego
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Por lo tanto
‘B(eie)) - 1.

Esto finaliza la demostracién del teorema (5.1.1), y asi podemos afirmar que el

producto de Blaschke
_ anl an—z

es una funcién inner cuando Y, (1 — |ay|) < co.

3. Sea f una funcién definida sobre el disco unitario, tal que

0 z—a
(2)=e"Y ——,
/ l1-az
donde ae Dy e’ € AD. Por lo anterior, f es una funcién inner. Ademas los auto-
morfismos del disco son de esta forma. Lo cual queda plasmado en el siguiente

teorema (ver [6]).

Teorema 5.1.2 El grupo de automorfismos del disco unitario puede ser identifi-
cado con el subgrupo de las transformaciones de Mébius de la forma

n Z—d
V4 :ele—_,
@ l-az

dondeacD ye'® € aD.

z—a
1-az

ra de Riemann sobre si misma. Notemos que

Demostracion: Sea f(z) =

una transformacién de Mobius, que lleva la esfe-

3 1—-aa
T (1-az)?

f'(2)

la cual es distinta de cero para cada z en la esfera de Riemman.

Observemos que si a € D, z € D entonces

1-lal>0 y 1-]z|>0,
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luego

O0<(l-aa)(l-zz)e0<l+aazz—aa—zz
©zz—az—az+aa<l—-az—az+aazz
o(z-a)z—-a)<(1-az)(1-az) (5.2)

|z—al

— <1
|1—az|

o |f(2)]<1.

Por lo tanto, f lleva el disco D en si mismo.
Si g: D — D es un automorfismo conforme (g'(z) # 0) arbitrario y a € D es la
Unica solucién de la ecuacién g(z) = 0, entonces como f(a) =0, la composicién

go f~! es un automorfismo que fija el origen, ya que

g(f10) =gla)=0.

Ademas
g (f10))

(o)

Para continuar con la demostracién enunciaremos y utilizaremos el lema de Sch-

(gofH(0) = £0.

warz, se puede ver una prueba en [5].

Lema 9 (Lema de Schwarz) Si F : D — D es una funcion holomorfa y F(0) = 0,
entonces
|IF(2)|<lzl y |F )<l

Si se tiene que |F(z)| = |z| para algiin z # 0 o |F'(0)| = 1, entonces F es de la forma

F(z) = e''z para algin t € R.

Utilizando el lema de Schwarz tenemos que |(go f~1)'(0)| < 1. Lo cual nos lleva a
analizar dos casos:

= Sil(gof1)'(0) <1 entonces |(go f1)(2)| < |z| para todo z # 0. Veamos
por qué esto no puede ocurrir. Si consideramos el automorfismo confor-
me h sobre el disco, tal que h(0) = 0, y consideramos otro automorfismo
conforme p en el disco, tal que p(0) = 0 entonces la derivada (ho p)'(0) =
I (p(0))p'(0) = K’ (0) p'(0) # 1. Por otro lado, al considerar h(z) = (go f1)(z)
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y p(z) = (fog™1)(2) tenemos que(hop)'(z) = 1, lo cual es una contradiccion.

» Si|(gof1)(0) = 1 entonces (go f1)(z) = cz para alguna constante ¢ =
(go f~1)(0) sobre el disco unitario. Con lo cual ¢ = €?? y esto implica que

(gOf_l)(z) =eifz y por lo tanto concluimos que g(z) = eief(z).
Esto finaliza el ejemplo.

4. Sea
Su:D—D, (5.3)

tal que

e+ 2z
Su(2) = exp (_fam) elt — z d,u(H)) ’

donde p es una medida positiva y singular con respecto a la medida de Lebesgue.
Observemos que,

a) S;(z) es holomorfa en D, por ser la composicion de funciones holomorfas.
b) |Su(2)| = 1.

¢) Como p es singular con respecto a la medida de Lebesgue, utilizando el co-
rolario (D.0.2) tenemos que du = 0 en casi todo punto. Ademads por teorema
(D.0.3)

i0

3 e
lim Re (
oD

r—1

- Z) dp(6) = (D ©) =0,
e -z

en casi todo 6 con respecto a la medida de Lebesgue.

Luego
i0 i0
+ +
lim exp —f e. Zdu(@) =exp|(—lim | Re e. £ auo)
r—1 o ef -z r=1Jop  \elf -z

=1.

Podemos concluir que S, (z) es una funcion inner.
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5. Sea
f(2) =aB(z)S,(z)

donde B(z) es un producto de Blaschke, S, (z) definida en el ejemplo anterior, y
|a| = 1. En este caso, f(z) es una funcion inner. Ademas, es posible probar la si-
guiente caracterizacién de funciones inner (para una demostracién de este teo-

rema ver [8]).

Teorema 5.1.3 Supongamos que c es una constante, |c| = 1, B es un producto de
Blaschke, p es una medida Borel finita positiva sobre 0D, la cual es singular con

respecto a la medida de Lebesgue, y

T eit 4 7
el —z

M(z) = cB(z)exp (—f

d,u(H)) . (5.4)

Entonces M es una funcién inner. Mds atin, cada funcion inner tiene esta forma.

5.2. Limite no tangencial y extension armonica

En esta seccion estudiaremos propiedades de la extensién armonica y probaremos
que la medida armoénica asociada a un punto fijo de una funcién inner es invariante
bajo la funcién borde.

Definicién 5.2.1 SeawedD y0<a < %, entonces

Sa(w):{ZEDZ ‘Arg(w;z)‘ <a}

denota el sector inner con vértice w y dngulo inner2a.

Definicion 5.2.2 Dada una funcion f:D — X, con X = C oR, sedice que f tiene limite
no tangencial en w € 0D si

lim f(2)

con z € Sq(w) existe para cada 0 < a < 7. Este valor lo denotaremos por f*(w) y serd
llamado limite no tangencial de f en w.
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Definicién 5.2.3 Seay € L' (). Se define la extensién arménica dew como la funcién

() = fa Pz w)dAw),

para cada z € D, donde P : D x 0D — R estd dada por P(z,w) = Re(ﬁfz). Ademds

V4
Zlinl}/l,i/(z) =y (w) en casi todo punto w € 0D.

El siguiente resultado, es esencialmente dado por Fatou y Schwarz, y contiene las
propiedades bésicas de las extensiones armoénicas.

Teorema 5.2.1 Dadawy € L' (1),
a) Para casi todo punto w € 0D el limite no tangencial {* (w) existe yiy* =y en L' (A).

b) Sivy es continua en algiin wy € 0D, entonces lim,_.,,, ¥(z) = w(wy), ; si ] < 0D es un
conjunto abierto y ¥ es continua sobre ], entonces lim,_., ¥/(z) = w(w) uniforme-

menteen w e€ J.

Demostracion:
Dividimos la prueba en parte a) y b).

a) Como v es integrable, podemos utilizar teorema [D.0.6| de diferenciacién de Le-
besgue, con el cual para casi todo 0,

t ) . 0 , .
1im1f lw (et —ye®)dr=0 vy 1imif lw (et -y dr=0. (5.5
t—0 0 t—0 —7f _t

Supongamos que (5.5) se mantiene para 6 = 0, entonces
1 [t ' 1 [° .
lim—f lwe')—w)|dt=0 vy lim—f lw(e') —w()|dt=0.
=0t Jo =0 —1J_¢
Es decir, podemos escoger €(¢) > 0, tal que existe § > 0 de forma que si |¢| < §, entonces

<e(r)

1 [0 .
<e(r) vy ’;f lw(e') —w(l)|dt
-t

1 (! .
’—f lw(e')y —yw)|dt
rJo

donde ltirrée(t) =0. Luego

0 )
<|tle(t) y U (e’ —w)dt| <|tle(r).  (5.6)
-t

t ,
UO lwe')—yQ)lde



CAPITULO 5. LA DINAMICA DE FUNCIONES INNER 78

Denotemos ;

F() =y -y, (P(l‘)=f0 F(ndt. (5.7

Reescribiendo (5.6), tenemos

lpe'D <e@)t], P’ <Altl, (It <m, Aesuna constante) (5.8)

Sea z € S, (1), entonces |0]| < B(1 —r), donde B es una constante. De esta manera,

1-r=06ve®) = 10]<AdVe(d). (5.9

Utilizando la proposicién tenemos que

1 (™
— P.(p-0)dy =1,
on ), (@ ) ()

luego

1 " . 1 ﬂ T
‘g w(e"”)Pr(w—H)d(p—w(l)‘:g‘ v()Pr(p—0dp— | wO)P(9p-0)dyp

T

1
<=— Flp)P, (9—-0)d
= o (@) Pr(p-0)dy

-7

1 (9 1 (7
=—f F(tp)Pr(cp—H)qu—f F(p)P, (9—-0)dop
27 J—s 21 Js

1 -6
+ — F(p)P, (9 —0)de.
27

=7

(5.10)
Para acotar (5.10) veamos que
1 9 2
1. —f F(p)P (@p—-0)dp < —+/€(6).
21m J-s T
Como cosf = 1 —sin? (g) entonces
1—2rcost9+r2:1—2r+4rsin2(g)+r2
7]
12 . 2|Y
=(1-r)"+4rsin (2) 5.11)

> (1-r)%+a’6? (a es una constante)

>(1-r)2.
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Luego,
L < ! (5.12)
1-2rcos@+r2 "~ (1-r)2 '
Por G58) y
1-r2 _a+ r)de(d) - 26¢(5)
1-2rcos@+1r>2~ (1-r2 ~— Q-1
y por
1-r2
<20Ve(d 5.13
1-2rcosO +r? €(©) ( )

Utilizando (5.6) y (5.13) tenemos que

1 0 5/ F) 0 0
§f6F((P)Pr((P_9)d(pS a )U(SF«p)dwa F(w)dw)

T —

< %\/6(5)

, donde ¢ es una constante.

1 (7 4covVe(d
2. —f F((p)Pr(q)—H)d(ps—C 26( )
21 Js a-m

Si § es pequeiio, entonces por l| 0] < g. De esta manera |0| < %. Con lo cual
|9|s§©—%5—95
(5.14)

<

wh .

'

@ —_—
2

SRS

p-0<

De (5.11) y (5.14) se tiene que

1-r? _ - _8d-n
1-2rcos(p—0)+12 "~ a’(p—-0)2 "~ a’¢?>
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Luego,

1 " 41-r) (" F(g)
— | Fl)Pr(p—-0)de < da
- f& (@) Pr(9p—-0)dy < Zn Js o

<4(1—r)( </>(<p)] f ¢>(<p) )

T a’n

41-1) ([p@ " f 1 )
< 2A| —d
= an ( ¢* 5+ s 927
T b/
V(901" 1,
27 @ s 5 @2
3. Andlogamente
1 [ 46\/ 5) -5 1
— [ Fpo-01dp< €(0) ([“’(‘”)] ?dq)). (5.15)

Con esto podemos concluir que (5.10) converge a cero cuando ¢ tiende a cero. Por lo
tanto,

1
hn}z— w(w)Pr(q) 0)de =vy(0)

para cada z = re’? € S, (1). Esto finaliza la parte a).

b) Podemos suponer que wy = 1, y asi por continuidad de ¥ en wy € dD, se tiene que
para todo € > 0 existe 6 (g) > 0 tal que,

lpl<8(e) = lyE)-yl)<e. (5.16)

Al igual que en la parte a) podemos ver que

1 .
‘— w(e'P)P(p-0)dep—yw(1)
27w J-x

1 (7 .
= —f [y (e'?) —w()|P(p—0)de. (5.17)
21m J_g

Luego utilizando F(¢p) = [y(e'?) —w(1)|, tenemos que

1
Fip)P, (p=0) dip+— - f F(@) Py (p—0) dep.

1 7 . 1
— | 1wE?)—yD)IP (p—-0)dp = —f
b5 2m 5<lplsn

2w J- )
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Notemos que

L[ 1 (° e(1-r?)
— F@)P, (- dp < — d
2w J-n )Prip-O)de Zﬂ_[_51—2rcos(<p—9)+r2 ¢
T 1= 2
5i d de
21 J-z 1-2rcos(p—0)+r?
:i-2n:£.
1
Para Py F(p)P,(¢p—0) dp, notemos que si |0] < g, entonces |[@—0| = |p|—10] = g
T Jé<|pl=m

y1-2rcos(p—0)+r? = sin? (%), y entonces

2

1- .o
— F@)Pr (-0 dp<———— | (w(e) +w@)) de
27 Josipisn 27 sin® (Z) -
1- .
< L qwe )+ lw de
msin? (g) -

<E€.

1 (7 ;
Como € > 0 es arbitrario, lirr% — | w(?)P.(p-0)dp=w(1), con zeD.
z—127w J_g
De manera similar, la segunda parte puede ser probada por medio de la continuidad

uniforme de v (e’®) sobre un subconjunto cerrado de J.

Teorema5.2.2 Si u: D — R es una funcion armonica acotada, entonces el limite no
tangencial u* (w) existe en casi todo punto w € 0D y u es la extension arménica de u*,
es decir, u* = u. En particular, paraw € L°(A), ¥ es la tinica funcién arménica acotada
definida enD tal que

liir%@(rw) =y(w)

para casi todo punto w € 0D.

Demostracion: Sea 0 < p < 1, entonces para |z| < p <1,

1 T i p2_ r2
=— do, 5.18
u(z) 9 f_n u(pe )p2—2prcos((p—t9) 299 (5.18)

dondez=rel?, 0<r< p.Asumimos que 0 < u(z) < Men|z| < 1.
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Para un conjunto de borel E sobre 0D, podemos definir la funcién

1o (E) :f u(pe'®) do. (5.19)
E

Entonces 0 < u,(E) < MA(E) < 2nM. Asi, por teorema de Seleccion (ver Teorema I1.4
de [9]), existe p, — 1, tal que y,,, — w1, donde 0 < u(E) < MA(E). Luego u es una funcion
aditiva y absolutamente continua. Notemos que podemos escribir (5.18) de la forma

1 2_,2
u(z) = —f Py duy, (@), 1zl<py,
21 Jiz1=1 p% —2p, 1 cos(ep —0) +r2 pv
tenemos
u =5 | Lo du(), 12l <
zZ) = — , Z .
27 Jiz1=1 1 —2rcos(@p —0) + r? e P

Como p es una funcién aditiva y absolutamente continua, por Radon-Nikodym (ver
teorema 6.9 de [8]), du(¢) puede ser escrita en la forma du(p) = f(p)de, donde f(¢p)

es una funciéon medible acotada, tal que 0 < f(¢) < M. Por lo tanto

()—if” (@) Lo d (5.20)
= o _nf<p 1-2rcos(p—0)+r2 ¢ '

Utilizando teorema parte a) podemos concluir que el limite no tangencial de u
existe en casi todo punto w € 0D.

Veamos que u = u*. Sea g(2)=u(z) - ﬁ;(z). Luego,
zlirrblug(z) =u*(w)-u*(w)=0, (5.21)
donde z € Sq(w). Por (5.20), u(z) tiene la siguiente forma

u(z):f h(w)P(z, w)dAM(w), heL'(A).
oD

Esto junto a implica que h(w) = u* (w) en casi todo punto w € 0D. Por lo tanto
u* = u en casi todo punto.

Observe que este teorema es falso para funciones no acotadas: simplemente toma-
mos la funcién armoénica u(z) = Re((z+1) : (z—1)),z € D, para la cual Zh_r)rl}/ u(z) = 0 para
cada w # 1 en 0D y ademds u* =0 en L*(A).
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Teorema 5.2.3 (Fatou) Si F:D — C es holomorfa y acotada, entonces el limite no tan-
gencial de f existe en A-casi todo punto de 0D.

Demostracion: Sea F : D — C holomorfa y acotada. Podemos escribir F(z) = u(z) +
iv(z), donde u es la parte real y v es la parte imaginaria de F. Como F es holomorfa y

acotada, entonces u 'y v son armoénicas y acotadas. Por teorema tenemos que
lim F(z) = lim u(z) +iv(z) = u(w) + iv(w) = F(w),
Zz—w Z—w

donde z € S, (w). Por lo tanto el limite no tangencial existe en casi todo punto de dD.

Definicion 5.2.4 Dado z € D, definiremos la medida arménica A, como la tinica medi-
da de probabilidad sobre 0D que satisfase

dA,
dA

(w) =Pz, w)

para w € 0D.

Elhecho que 1 sea tinica queda garantizado por el teorema (D.0.4). Ademds, para cada
conjunto de Borel A< 0D,

AZ(A):f P(z,w)dA(w)
A

y, para cada w € L'(A),
[war.=p,
donde
dAz .
fwd/lzszﬁ dxlsz(w)P(z, w) dA(w) = §(2).

A continuacién se probard que A, es invariante para funciones inner, cuando el
punto de Denjoy-Wolff es un punto fijo en D. Escribiremos f : 0D — dD en lugar de f*.
La siguiente propiedad nos permite establecer una relacion entre los limites no tan-

genciales y las extensiones armonicas.

Teorema 5.2.4 Si f:D — D es una funcién inner yy € L' (1), entoncesyo f € LY(1) y

Demostracion: Necesitaremos los siguientes resultados
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1+|z|

Lema 10 Paraw € L'(A) yzeD,|§(2)| < =l

Demostracion: Sea v € LY y z€D,

Como

se tiene que

[P (2)| = Uw(W)P(z, w) dAM(w)

5f|w(w)P(z, w) dA(w)|

< |lyll max P(z, w).
weoD

1 1
> ,
lw|—lzll |w-z|

lw—z| = ||lw|—|z|| &

1-|z|? - 1-|z/?

max P(z, w) = — < -
weoD |610—Z|2 (|619|_|Z|)2
_1+|z|
11—zl
21 <=2
Z)| = .
v T

Lema 11 Suponga que f : D — D es una funcion innery seay : 0D — R. Entonces

a) Siy es continua entoncesyo f € L°(A) yyo f = 1%7

b) Siy e L' () entoncesyo fe L'(1) y

Demostracion:

1+]f(0)]

1_|f(0)|||1ﬂ||1-

llyo fllh =<

a) Por hipétesis tenemos que ¥ es continua sobre el conjunto cerrado 0D, entonces ||

es acotada. Por lo tanto fa p|WldA(w) < co. Dicho esto, i es armonica y utilizando

el teorema

5.2.1

tenemos que Zh_IB} W(z) = w(w) para cada w € dD. Ademds, como [
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es una funcién inner, el lin} f(rw) = f(w), A-casi todo w € 0D. Con esto
r—

yg}(ﬁmf)(r w) = yg}u?(f(r w))

=y (f(w)
= (po fl(w)

A-casi todo punto w € dD.

Veamos que o f € L*(A). Por hipdtesis ¢ es continua sobre 0D, por lo que existe
M > 0 tal que |y (w)| < M, para todo w € 0D. Supongamos que |(¥ o f)(2)| > M
para cada z € Q < 0D. Tendremos dos casos A(Q) # 0 o A(Q) = 0. En el caso que
A(Q) # 0 tendremos que f(z) ¢ 0D para un conjunto de medida no nula, lo cual es
una contradiccién porque f es una funcién inner. Luego, A(Q) = 0 y por lo tanto
wo feL®).

Afirmacion: i o f es armonica.

Veamos que ¥ o f = g es armdnica, consideremos f(z) = u(x,y) + iv(x, y), donde
z = x+1y. Tenemos entonces que

0g(x,y) _ 0y Ou 0y Ov (5.22)

dx  ou 0x 0v 0x

y
0g(x, ) 7
gy _ 0oy du oy Ov (5.23)
oy ou 0y Ov 0y
Luego
0’g(x,y) 0%y (au)2+au7 62u+ 0%y Ovou
= — L ——
0x ou” \0x ou 0x* O0voudxox (5.24)

2y (00, 00 2y P4 ouon

— = + +
ov? \ox ov 0x?2 OudvOxO0x
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b)

0’g(x,y) 0% (Ou\* 0y 0*u 0*Y Ovou
ay? ‘auZ'(a) " ou ay? " dvoudyay
a%p.(av)zau?_azu 0%y Oudv

ov? \dy

(5.25)

+ ——.
ov 0y*> Oudvdyady
Sabemos que 1/ es armonica, y f es analitica, es decir, se cumple que

Y PP ou 0v ov _ Ou

0w "o~ ax oy ¥ ox oy

Luego,
0°g(x,y) . 0°g(x,y)
ox? Ay

Con lo cual hemos probado que ¥ o f es armonica.

0.

Como o f € L* podemos utilizar el teorema que nos garantiza que 1%7 es
la tinica extensién armonica acotada definida en D tal que

yir}zfo\f(rw) = (yo fH(w)

para casi todo punto w € dD. Pero ¥o f es arménica, acotada y para casi todo punto
w € 0D se cumple que

}iE}QOf(rW)z(UIOf)(W).

Por lo tanto,

—

Yof=yof.

Supongamos que ¥, es continua. Como P(0,w) = 1 cuando w € 0D, entonces te-
nemos que

||1//n°f||1=f|‘//n°f|‘7l/1
:f(|wn|of)(w)P(0, w) dA(w)
=Tylo f(0).
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Por la parte a), m(OJ =wLl(f(0)). Al aplicar el lema obtenemos

1+|£(0)]

lyne fll = 72l (FO) < {7 n

Hynll (5.26)

Por densidad de las funciones continuas, tenemos que para todo ¥ € L' (1) existe

una sucesion de funciones continuas tal que lim ||y ,|; = ||yl y asi
n—oo

Iim llyn flly =1y fil.

Por lo tanto,
1+|f(0)]

AL

llyo fllh <
Esto finaliza la demostracion del Lema.

Prueba del teorema Por densidad de las funciones continuas en L' (1) (ver [2]),
dada v € L'(1) podemos tomar una sucesién de funciones continuas v, : 9D — R que
convergen a y € L' (). Por lema

I 1+|z]
(W —9)(2)| < Nwn—wlh
1-|z|
para z € D. Al considerar g(z) = if:;l con |z| <r <1, tenemos que g es creciente. Luego,
. " 1+r
sup (Y, — ) (@) <= —llyn—vlh (5.27)
|zl<r 1-r

para todo 0 < r < 1. Por lo tanto 1, — ¥ uniformemente sobre conjuntos compactosy
entonces también 1/, o f — ¥ o f uniformemente sobre conjuntos compactos.

Por lema([l1]a) para cada n = 0, se tiene
Wnof=ynof. (5.28)

Ademis, aplicando el lemab) a(p,—w)ofeLl(A),

1+1£(0)]

- . 5.29
T (5.29)

Hwn—y)o fllh <
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Por (5.27) y (5.29) tenemos que paracada0<r <1,

sup |(Wno f - o H(2)] = IT:n(wn—w)ofnl

|z|<r
- 1+7r1+][f(0)]

= 1_r—1_|f(0)|||1Vn_1//||1-

Por lo tanto, m — W uniformemente sobre conjuntos compactos. Tomando li-
mite en li obtenemos i/ o f = o f. Esto finaliza la demostracion del teorema.

Corolario 5.2.5 Si f:D — D es una funcion inner y z € D, entonces la medida amonica

satisface:
a) [(wo fldA; = [ydAsq paracaday € L' (A).
b) A(f~'(A) = Ap»)(A) para cada conjunto de Borel A < oD.

c) Az es f—invariante siy solamente si f(z) = z.

Demostracion: Sea f : D —D funcién innery z € D.
Veamos que se cumple parte a). Sea y € L' (1). Utilizando el teorema se tiene
que

f (o) dA,=yof(2)

= (o f)(2)
=P(f(2)

= filfdflf(z)-

Probemos ahora la parte b). Si consideramos ¥ como la funcién caracteristica del
conjunto de Borel A c dD, entonces 1 o f es la funcién caracteristica de f~1(A). En

efecto,
|1 i fl9eA
u/(f(z))—{ 0, si fla¢A
L osiozef'A
o, siozeflA.
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Utilizando la parte a) tenemos que

A(fHA) = f (wo f)dA,

- [ware
= A (A).

Demostremos la parte c). Consideramos un Boreliano A < 0D y supongamos que
A es invariante. Por la parte b) se tiene que

A (fTHA) = Az (A) = A(A).

Luego, f(z) = z.

Supongamos ahora que f(z) = z. Usando la parte b) se tiene que

A(FHA) = A g (A)
=A,(A).

Por lo tanto, A, es invariante. Esto finaliza la demostracién del corolario.

5.3. Teorema de Denjoy-Wolff

El siguiente teorema es fundamental para entender la dindmica de funciones holo-

morfas actuando en el disco unitario.

Teorema 5.3.1 Sea f :D — D una funcion holomorfa que no es una transformacion de
Mobius. Entonces existe un punto p € D tal que lim f"(z) = p uniformemente sobre
n—oo

subconjuntos compactos deD, para todo z € D. Ademds, si p € D entonces | f'(p)| < 1.

Demostracion: Supongamos que f : D — D es una funcién holomorfa y que no es una
transformacién de Mobius. Dividiremos en dos partes la demostracion.

1. Supongamos que existe x € D, y n; < np < ... tal que f"/(x) converge al punto
p € D, cuando j — oo. Por el lema de Schwarz-Pick (ver [5]), si f pertenece al
conjunto de funciones analiticas actuando en D, entonces para x, y € D

f@-FOI _
n-fofel

xX—y
1-yx

y XZY,
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y laigualdad se da si f es una transformacién de Mobius. Por otra parte, al con-
siderar x, y € D tenemos que la métrica de Poincaré, ver [5], de x a y es

d,(x )—llo 1+ fg;
plX%y =5 g = .
1-xy
Luego,
log(l— M )zlog(l—’ x—_y )
1-ff 1-yx
y
log(1+ M)Slog(H =]
1-f(yfx) 1-yx
con lo cual
] f(x)_—f(y) 1 1+ xX-y
1-f(» fx) 1-yx
2% 1- | LO-f») _ZIOg(1— Xy )
1-f() f(x) 1-yx

Por lo tanto,
dp(f(y), f(X) =dp(y,x)

para todo x # y en D. Luego, paratodon=0y xeD
dp (f"2 (0, N 0) = dp (FUFH ), FUF0) < dp (7 (0, f1(x)).

Con lo dicho anteriormente, d(f "+l(x), f™(x)) es una sucesién decreciente y
acotada, entonces d, (f "+1(x), f"(x)) es convergente cuando 1 — oo. De esta for-
ma,

lm dp(f"* (), " (x)) = lim dp(F"* (), £ (0)) = dp(f(p), p)

lim dp(F"*200, £ 00) = Him dyy (f"77200, £ () = d (f(p), £ (P))-

Por la unicidad del limite tenemos que d, (fz(p), f(p)=dy(f(p),p). Conlo cual



CAPITULO 5. LA DINAMICA DE FUNCIONES INNER 91

podemos afirmar que
fp=p, (5.30)

pues si esto no es asi entonces

dy(f2(p), f(p)) < dp(f(p), p) = dp(f2(p), f(P)),

lo que es una contradiccion.

Para demostrar que r}l_{rolo f"(z) = p es uniforme sobre subconjuntos compactos
de D, asumiremos que p = 0 (si no, conjugamos f con una transformacién de
Mobius, puesto que la transformacion de Mobius es invariante para dp).
Considerando p = 0 tenemos que f(0) = 0, y por lema de Schwarz |f'(0)| < 1y
| f(2)| < |z| paratodo 0 < |z| < 1, ya que f no es una transformacién de Mdébius.
Luego, para todo 0 < |z| < 1 tenemos que Ifl(Tzl)l <1.

Si consideramos F : D — C definida por F(z) = %f(z) para z # 0y F(0) = f'(0),
entonces tenemos que |F(z)| < 1 paratodo 0 <|z| < 1, y por principio del m6dulo
maximo concluimos que el maximo se alcanza en la frontera, es decir, lim;— |F(z)| <
1.

Por lo tanto,

Cr=max|F(z)| <1
|z|<R

|f(2)| < Cgrlzl|<Cr<R

paratodo |z| < R< 1.

También tenemos que
f2@1=1f(f(2)] < Crlf(2)| < Cglzl < R
cuando |z| < R. Podemos concluir entonces por medio de inducciéon que,
|f"(2)| < Cglzl,

para todo n = 0y |z| < R. Con esto hemos probado que f"(z) — 0 uniforme-
mente sobre subconjuntos compactos de D, cuando n — co. Asi, f"(z) converge

uniformemente a p sobre subconjuntos compactos de D, cuando n — co.
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2. Supongamos que para todo z € D la sucesion {f"(z)} _, no tiene punto de acu-

neN
mulacién en D, es decir, lim,,—. | f"(z)| = 1. Afirmamos que esta convergencia es
uniforme sobre subconjuntos compactos de D. En efecto, si esto no es asi, enton-
ces existe un conjunto compacto K c D tal que lim,,—.oosup,cx | f"(2) — f(2)| #0,
con lo cual podemos escoger una sucesion {z;} en K, alejada de dD, y enteros
ki < ky < ... tales que | fXi (zj)| = ¢ < 1. Como esta sucesion de iterados es uni-
formemente acotada, tenemos que {f*/} converge uniformemente sobre el con-
junto compacto K a la funciéon holomorfa F : D — C. Sin perdida de generalidad,
podemos asumir que z; converge al punto z € D cuando j — oco. Entonces
fim 41020 = Fi2) = fim 141z <.

Hemos probado que la sucesién f"(z) tiene punto de acumulacién en D, lo cual
contradice nuestra hip6tesis.

Dicho lo anterior, pueden suceder dos situaciones:

a) Existen x,y € D, p; # p2 en 0D, y sucesiones ny < np < ...y my < mp < ...
tales que lim; .o "/ (x) = p1 ylimj_.o f™ (y) = p2.
Asumimos que x,yeD,p; #p2€0Dyn; <np <..ym; < mp <...satisfacen
lim;j_.o f"(x) = prylimj_o f™ (y) = po. Tomemos 0 < r < 1 de tal manera
que garantice que x, y pertenecena B=1{zeD| |z| <r},y f(B)NB # @. Lue-
go, tenemos que f(f(B)NB) # @, ycomo f(f(B)nB) c fz(B) N f(B), enton-
ces f2(B)N f(B) # ¢. De manera inductiva se sigue que f"*1(B)n f"(B) # @,
para cada n = 0.
Por otra parte, como B es un conjunto abierto y conexo, tenemos que f"(B)
es abierto y conexo para cada n = 0. Asi, para cada N = 0, U,,>n f"(B) es un
conjunto conexo abierto que acumula en los puntos p; y pz.
Ademads como nh_rgo |f™"(z)| = 1, uniformemente para z € B, tenemos que
Ye>0,AN>0,Yn=N,VzeB

If*(2)-1l<e <o 1-e<|fM2)|<l+e

con lo cual podemos tomar € > 0 tal que A, ={z€ C:1-€ <|z| < 1} contiene
Un=n f(B) para N suficientemente grande.

Por lo tanto, dados dos puntos g, g» € 0D, que separan p; y p», el conjunto
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b)

U f™(B) intersecta al intervalo S; = {tg;|1 —€ < t < 1} o al intervalo S, =
n=N
{tg2]1 —€ < t < 1}, para N suficientemente grande (si esto no fuese asi, en-

tonces tendriamos que U,y f"(B) seria disconexo, lo que es una contra-
diccién). Como esto es valido para € > 0, entonces U,>y f"(B) se acumu-
la radialmente sobre q; o g». Sin embargo, ¢, y g2 son puntos arbitrarios
que separan a p; y a pz, y como U,sn f"(B) es conexo, existe un inter-
valo J = [py, p2] € 0D tal que cada punto es acumulado radialmente por
Un=n f(B). Ahora tomamos un punto w € J tal que el limite no-tangencial
f(w) existe. Escojemos ademds puntos z; € By enteros k; < k» <... tal que
fki(z i) converge radialmente a w cuando j — oo. Sin perdida de genera-
lidad asumiremos que z; converge a Z cuando j — oo, y que f ki converge
uniformemente sobre conjuntos compactos a la funcion F : D — C. Como
’}i_{golf"(z)l = 1 para todo z € D, obtenemos que F(D) c dD, y entonces F
debe ser constante, es decir, F(z) = w para todo z € D. Con esto

f(w) = lim (ki)
= lim £ (z))
j—oo

= lim f9(7(z)

=F(f(2)

= w.

Hemos demostrando que la funcién frontera de f satisface f(w) = w, para
casi todo punto w € J. Haremos uso del siguiente lema, cuya demostracion

se puede encontrar en [9].

Lemal2 Sif:D — C es una funcién holomorfa acotaday f* (w) =0 para w
en un conjunto de medida de Lebesgue positivo entonces f = 0.

Como J tiene medida de Lebesgue positiva, por lema[12|aplicado a la fun-
cién G(z) = f(z)—z, se tiene que f(z) = z para todo z € D. Pero por hip6tesis
f no es una transformacién de Mobius, por lo tanto tenemos una contra-
diccion.

Al descartar que sucede la parte a), tenemos que existe un punto p € 9D tal

que f"(z) — p uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, cuan-
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do n — oco.

Definicién 5.3.1 El punto p € D descrito en el teorema anterior es llamado punto de
Denjoy-Wolff de f.

Corolario 5.3.2 Sea f : D — D una funcion innery sea p € D un punto de Denjoy-Wolff.

a) Sip €D, entonces la funcion frontera f preserva la medida arménica A .

b) Si p € D, entonces para cada vecindad W de p € 0D,

1 .
lim —#{05j<n|f](w)€W}:1

n—oon

para casi todo punto w € 0D.

Demostracion:

a) Sea p € D un punto de Denjoy-Wolff, entonces de (5.30) tenemos que f(p) = p. Apli-
cando corolario tenemos que f preserva la medida armoénica A .

b) Si la funcién caracteristica de W, tenemos que f/(w) € W si y solamente si, (o
) (w) =1, conlo cual
n

_1 .
Y (o fhw),
j=0

#{o<j<n:flawew)

para casi todo punto w € 0D. Denotemos z, = f"(0). Aplicando colorario te-

nemaos que
f(woff) dA = fu/d/lzj =P(z)). (5.31)

Pero como p es un punto de Denjoy-Wolff tenemos que z;,, — p, cuando n — oo. Por
lo tanto por teorema parte b) ¥ (z,) — w(p) = 1, cuando n — oo.

Como |1,U0fj| <1, entonces I%Z;?;é (w0fj)| < 1. De esta forma, podemos utilizar la
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convergencia dominada y la relacién (5.31)), para tener que
f(hrn Z (IVOf])) dA=lim — Z (wo f)ydA

= lim — Z w(z])

n—oo n
= nh_l}olo'(V(Zn)
=y(p)

=1.

1 n-1 .
Hemos demostrado entonces que r}im — Z (wo f/)(w) = 1, para casi todo punto
—oon 4
]:

w e oD.

5.4. Ergodicidad de funciones inner

Teorema5.4.1 Si f : D — D es una funcién inner entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

a) f* esexacta.

b) f* esergodica.

c) Existea,beD tal que f"(a) # f"(b) para n = Oyr}i_{&dp(f”(a),f"(b)) =0.

d) %im dp(f"(x), f* () =0 para todo x,y € D.

Demostracion:
a) = b). Esto se debe a que T"1(A) = A implica que T~"(A) = A paratodo n =0,y
entonces A€ ﬂ T~ "(sf). Luego u(A) =00 u(A) = 1.

n=0

c)=d).

Para eso necesitaremos el siguiente hecho, dado g, : D — C una sucesion de funciones
holomorfas tal que g, — g, uniformemente sobre compactos, cuando n — oo, tal que
g,'({0h < g,1,({0}) para todo n = 0y donde g : D — C. Entonces g =0 0 g7 ({0}) =
Un=08" (10}
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Continuando con la demostracién de c¢) — d), tenemos por la desigualdad triangu-
lar que
dp(f"(x), f" () = dp(f"(x), f"(0)) + dp(f"(0), f" ().

Lo que haremos es probar que para todo z € D se tiene que dp(f"(2), f"(0)) —
0, cuando n — oo. Para esto encontraremos una subsucesion (1) ren que satisface
dp(f™(z), f"(0)) — 0, cuando k — oo. Esto, junto al hecho que la métrica de Poin-
caré decrece distancias implicara que d, (f "(z), f"(0)) tiende a cero cuando n tiende a
infinito.
Si a =0, por c) existe algin b € D, tal que f"(0) # f"(b),n=0y nlillgodp(f”(O),f”(b)) =
0. Ademas escogemos para cada n = 0 una sucesion de transformaciones de Mobius
T, : D — D, tal que T, f"(0) = 0, y una subsucesion ny < n; < ... tal que gx = T o
f : D — D converge uniformemente sobre compactos a g. De esta forma g,;l({O}) =
(T L0D) = e ({f(0))).

Afirmamos que g, ({0}) < g;.!, (10}), k = 1. En efecto, si g, (29) = 0 entonces Ty, (f"(20)) =
0. Luego, f"(zp) = T;1(0) = f™(0). Asi,

Tre1(f" 1 (20)) = Trs1 (F(F(20)))
= T (F(F(0))
= T f"7H(0) = 0.

Ahora como f(0) # f"(b), entonces Ty f*(b) # 0. En efecto, si Ty f*(b) = 0, entonces
f k(p) = T, L) = f k), 1o que es una contradiccion. Esto implica que g (b) # 0, para
cada k, y asi
be | gt dop.
k=0
Por otro lado g(b) =limy_ gk (b) =0, ya que
kli—l:godp(gk(b)’m = kli_I’{.lodp(Tnkfn’“(b), T, f™*(0)) = ]Clgglodp(fnk(b),f”k(o) =0.

De esta forma g = 0 ya que b es un cero de g, y no es cero de gi. Luego, para todo z € D
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se tiene que

0=dp(g(2),0) = ]Cli_{glodP(gk(Z),O)

k k

= lim dp(T)*(2), T/*(0))

= lim dp(f"(2), f"(0)),
con lo cual ’111_{11 d,(f"(2), f"(0)) = 0 para todo z € D, y concluimos que
lim d), (f"(x), f"(y) =0

para todo x, y € D. Esto finaliza la demostracion.
d)= a).

Sea «f una o — algebra de Borelianos de S! y suponga que A € N,=o f~"(«). Enton-
ces A= f7"(A,), A, € . Lo que necesitamos probar es que A(A) =0 o A(A) = 1. Sea
Y =Zayyn=Xa,. Luego considerando que A= f~"(A;,) es el conjunto de los puntos
que iterados n veces caen en A, tenemos que

[ze A= Za=1]1y [f"(2) € Ap= X, (f"(2) = 1]

y ademas,
[2¢ A= Xa=01y [f"(2) € Ap= Za,(f"(2) =0].

Esto quiere decir que
Yno fh=w. (5.32)

Por teorematenemos que Yo f = 1/J/O\f , yjunto a (5.32) implica que
Vno f'= o T =
Sea x, y € D dados. Paratodo n =0
V(@ =F 1) =¢n(f"(0) =¥ u(f" ). (5.33)

Para cada n = 0 escogemos T, : D — D una transformacién de Mdbius con T,(0) =
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f™(x). Como ¥, 0 T, =¥, 0 Ty, se tiene que

Vn(f"(0)) = n(f" (1)) = Wy o Tn(0) =Wy o To(T,  (F" (1))
=fwn(Tn(w))u—P(T,;lf”(y),w)]duw).

Luego,

nh_m dp(Tn_lf”n(y),O) = n]l_tp dp(f" (), T»(0)) (Por ser isometria)
= ’1li_{lc}odp(f"(y),f”(x)) (por hipdtesis)
=0,

conlo cual, lim T, (f™(y) =0.
—00
Utilizando (5.33) se tiene

’}ilgo[tﬁn(f”(X)) ~n(f" NI =0=9(x) =9(y),

es decir, 1 es constante. Luego por teoremal5.2.1la) ¢ = ¢* es constante.

Como v es la funcidn caracteristica de A, tenemos que A(A) =0 o A(A4) = 1, como se
queria demostrar.

b) = ¢).

Supongamos por el contrario que ¢) no es cierto. Entonces tenemos que demostrar
que f no es ergddica. En otras palabras, suponemos que nh_r)rgo dp(f"(x), f*(y) > 0 para
todo x,y € D, tal que f"(x) # f"(y),Yn =0y debemos demostrar que existe h* tal que
h*o f = h* con h* no constante en casi todo punto. Utilizaremos el siguiente lema,

cuya demostracion puede ser encontrada en la pagina 45 de [4] o [1].

Lema 13 Existeg:D — D holomorfay T transformacion de Mobius, sin puntos fijos, tal
que
gof=Tog.

Como T no tiene puntos fijos entonces tiene un punto fijo en dD (parabdlica) o

tiene dos puntos fijos en 0D (hiperbodlica). Asi, existe un boreliano A c S! tal que 0 <
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A(A) <1y T~1(A) = A. Entonces &4 satisface Z 40 T = %4 y definiendo h = Fao g,

hof=(Xnog)of
:38'Ao Tog
=%poTog
~ X408
=h.

Como h es acotada, por teorema tenemos que

o~

h=h*.

Luego,
h*of=h*of=hof=h=h"

Tomando limites no tangenciales se obtiene
h*of=h".

Asi, h* es f —invariante. Veamos ahora que h* es no constante. Para esto basta ver que
h = % 40g no es constante, ya que asi h* no es constante, y acotada. Luego por teorema
h* no es constante. Para ver que %4 o g no es constante, basta ver que %] g(D)
no es constante. Es decir, basta ver que %4 no es constante y g(D) no es constante.
Observe que &4 no es constante, ya que 0 < A(A) <1, y asi %' 1o es constante. Para
ver que g(D) no es constante, notemos que

gof=Tog=g(y)=T().

Pero T no tiene puntos fijos, luego g no es constantey g(D) # @.
Esto finaliza la demostracion del teorema[5.4.11



Apéndice A

Elementos Basicos de Teoria de la
Medida

A.1. Espacios medibles

Definicion A.1.1 Sea X un conjunto no vacio. Una familia </ de subconjuntos de X es
un dlgebra si las siguientes condiciones se verifican.

1. Xeo
2. SiA€ of entonces X — A€ o,
3. si A1, Ay € of entonces Ay U Ay € .

Observacion: De lo anterior podemos concluir que
m SiA Be€of entonces ANB € of
= Si A,B€ o entonces A\ B € o
= Si Ay, A,.., Ap € of entonces U | A; € of
s SiAp, A, A, € entonces n;?:lAi €of
Definicion A.1.2 Una o -dlgebra de subconjuntos de X es una dlgebra «f de subconjun-

tos de X que es también cerrada bajo unién contable de conjuntos, es decir,

o0
Ajed paraj=1,..,n,..implica | JAje .
j=1
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Entonces <f es también cerrada para intersecciones contables, es decir,

Cc

Ajed para j=1,..,n,.. implica .ﬂAf: €.

j=1

> c
U 45
j=1

Definicion A.1.3 Un espacio medible es un par (X,<) donde X es un conjunto y o
es una o -dlgebra de subconjuntos de X. Los elementos de «f son llamados conjuntos

medibles.

Proposiciéon A.1.1 Consideremos una familia no vacia {9, : i € I} (Donde I es una con-
junto arbitrario cuyo uso es indexar los elementos ...) de o -dlgebra de subconjuntos del
mismo conjunto X. Entonces la interseccion % = (\jc; B; es también una o -dlgebra de

subconjuntos de X.

Definicion A.1.4 La o — dlgebra generada por la familia & de subconjuntos de X es la
o -dlgebra mds pequeria (&) que contiene a & o, en otras palabras, la interseccion de
todas las o -dlgebras que contienen a &.

Definicion A.1.5 Llamamos un espacio topoldgico a un par (X,7) donde X es un con-
junto y T es una familia de subconjuntos de X que contiene {®, X} y es cerrado bajo
intersecciones finitas y uniones arbitrarias. T es llamada una topologia y sus elementos
son llamados conjuntos abiertos de X.

Definicién A.1.6 La o-dlgebra de Borel de un espacio topoldgico es la o -dlgebra o (1)
generada por la topologia T, que es la mds pequeria o -dlgebra que contiene todo sub-
conjunto abierto de X. Los elementos de o (1) son llamados conjuntos de Borel de X. Los

subconjuntos cerrados de X, también estdn en la o -dlgebra de Borel.

A.2. Espacios de medida

Sea (X, %) ser un espacio de medible.

Definicion A.2.1 Una medida sobre (X, 98) es una funcién u: 8 — [0,00] tal que pu(®) =
0y
U

(0, 0)
U4,
j=1

=Y. uiAy)
j=1
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para una familia contable de pares disjuntos de conjuntos A; € 9. Esta propiedad es
llamada aditividad contable o o — aditividad. Entonces (X, 9, 1) es llamada un espacio
de medida. Si u(X) < oo entonces decimos que p es una medida finita y si p(X) = 1 en-
tonces 1 es una medida de probabilidad. En este caso, (X, %, u) es llamado un espacio
de probabilidad.

Definicion A.2.2 Se dice que i es o — finito si existe una secuencia Ay, ..., Ay, ... de sub-
conjuntos de X tal que 11(A;) < oo paracadai €Ny

Cs

X=|]JA;.

1

~.
I

una funcion u : B — [0,00] es llamada finitamente aditiva si

u

N
U4,
j=1

N
=) WA
=1

para una familia finita Ay, ..., A € & de pares disjuntos de subconjuntos.
Observacion: Note que si u es 0 — aditiva entonces también es finitamente aditiva.

Teorema A.2.1 (Extension). Sea <f una dlgebra de subconjuntos de X y sea (g : </ —
[0, +o0] ser una funcion o — aditiva con py(X) < co. Entonces existe una tnica medida
u definida sobre la o — dlgebra 98 generada por &/ que es una extension de L, lo que
significa que pu(A) = po(A) para cada A€ < .

Definicion A.2.3 Se dice que una familia no vacia € de subconjuntos de X es una clase
mondtona si € contiene a X y cumple que

» SiAjc Ay c--- estdn en € entonces Uy>1 An€€,y

» SiAjc Ay c--- estdn en € entonces(\y>1 An €€,y

Teorema A.2.2 ((Clases monétonas)) La clase monotona mds pequernia que contiene

una dlgebra of coincide con la o -dlgebra o (<) generada por < .

Teorema A.2.3 [(Aproximacion)] Sea (X, %B,u) un espacio de probabilidad y </ es una
dlgebra de subconjuntos de X que genera 9. Entonces, para cada € > 0 y cada B € %
existe A€ o tal que u(AAB) <e.
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Definicion A.2.4 Sea (X, 1) ser un espacio topolégico y u una medida sobre la o -dlgebra de Borel
de X. el soporte de la medida . es el conjunto suppu formado por los puntos x € X tal
que (V) > 0 para alguna vecindad V de x.

Proposiciéon A.2.1 Si X es un espacio topoldgico con una base contable de conjuntos
abiertos y u es una medida distinta de cero sobre X, entonces el soporte supp|L es no
vacio.

A.3. Funciones medibles

Las funciones medibles en teoria de la medida cumplen un rol similar al de las
aplicaciones continuas en topologia.

Definicion A.3.1 Dados los espacios medibles (X, %) y (Y,6€), decimos que una funcion
f: X —Y es mediblesi f~1(C) € 8 para cada C € 6.

Proposicién A.3.1 Sea f,g: X — [—oo, +o0] una funcién medibley a, b € R. entonces la

siguientes funciones también son medibles:

(af +bg)(x)=af(x)+bg(x) y(f-8)x)=f(x)-gx).

Ademds, si f, : X — [—o00,+00] es una secuencia de funciones medibles, entonces las

siguientes funciones son también medibles:
s(x) =sup{fn(x):n=1} yi(x) =inf{f,(x): n=1},

f*(x) =limsup f,,(x) y fe(x) = lin}linf fn(x).

En particular, si f(x) =lim f;,(x) existe entonces f es medible.

Definicion A.3.2 Sedice que una funcion s : X — R es simple si existen constantes ay, ..., & €

R y para parejas disjuntas de los conjuntos medibles A, ..., Ay € 9B tal que

k
s=) ;% A1)
j=1

Donde % 4 es la funcion caracteristica del conjunto A.
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Proposicién A.3.2 Sea f : X — [—o0,+00] una funcién medible. Entonces existe una
secuencia (sp) 5 de funciones simples tal que |s,(x)| < |f(x)| para cada n y

nll_{ﬂ Sn(x) = f(x) para cada x € X.

Si f toma valores en R, entonces cada s,, con valores en R. Si f es acotado, la sucesion
(sn)n puede ser escogida de tal manera que la convergencia es uniforme. Si f es no nega-
tiva, nosotros podemos tomar0 < sy < sy <---< f.



Apéndice B

Integracion en Espacios de Medida

B.1. Integral de Lebesgue

Sea (X, %,u) un espacio de medida.

Definicién B.1.1 Sea s = Z?zl a;jXa; una funcion simple. La integral de s esta dada

por:

k
fsdu = aju(Aj.
=

Definicion B.1.2 Sea f : X — [0,00] una funcion medible no negativa. Entonces

ffdu=nlignfsndu,

donde s, < s, < ..., es una sucecion no decreciente de funciones simples tal que lim s,(x) =
n—oo
f(x) para cada x € X.

Consideremos la funcién f : X — [—o0, +00], nosotros podemos siempre escribir f =
fT=f con
fT(x) =max{f(x),0}y f~ (x) = max{—f(x),0}.

Podemos ver que f*y f~ son no negativas. Ademads, por proposiciéon A.3.1, son fun-

ciones medibles.

Definicion B.1.3 Sea f: X — [—o0, +00] una funcion medible. Entonces

[ rau=[ r*au- [ r-au,
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Siempre que una de las integrales del lado derecho sea finita (con los convenios usuales
que (+00) —a = +o0o y a— (+00) = —oo para cada a € R).

Definicion B.1.4 Una funcion f : X — [—oo,+00] es integrable si esta es medible y su
integral es un numero real. Nosotros denotamos al conjunto de todas las funciones inte-
grables como £ l(x, %, W) o, simplemente, como £ 1 ().

Dada una funcion medible f : X — [—o0,00] y un conjunto medible E, se define la inte-
gral de f sobre E como

| rau= [ rovvap
donde Xr; es la funcion caracteristica del conjunto E.

Proposicién B.1.1 El conjunto %' (u) de todas las funciones reales integrables es un
espacio vectorial. Ademds, la aplicacion I : £*(u) — R dada por 1(f) = [ f du es una
funcion lineal positiva:

(D [(af+bgldu=affdu+b[gduy
@) [fdu= [gdusif(x)=g(x) para cada x.

En particular, | [ fdul < [1fldu si|fl € LY (w). Ademds, | f| € £ (w) si y solamente si
feL .

La nocion de integral de Lebesgue puede ser extendida a una clase de funciones méas
amplias. Podemos considerar la funcién compleja f : X — C. En este caso, decimos
que f esintegrable siy solamente sila parte real de f y la parte imaginaria de f ambas

son integrables. Entonces por definicion,

ffd,u:fRe(f)du+ifIm(f)du.

Definicion B.1.5 Diremos que una propiedad se sostiene en 1 — casi todo punto (o pu—
casi cualquier parte) si el conjunto de puntos de X en donde la propiedad no se cumple
esta contenido en algtin conjunto con medida cero.

B.2. Teorema de convergencia

A continuacién se mencionaran tres resultados importantes concernientes a la con-

vergencia de funciones bajo el signo de la integral.
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Teorema B.2.1 (Convergencia Mondtona) Sea f;, : X — [—00,+00] una sucesion no de-
creciente de funciones medibles no negativas. Considerar la funcion f : X — [—o00, +00]
definida por f(x) = lim f,,(x). Entonces

n—oo

n—oo

lim ff” du= ff(x) au.
El siguiente resultado considera sucesiones no necesariamente monontonas.

Teorema B.2.2 (Lema de Fatou) Sea f, : X — [0, +oo] una sucesion de funciones medi-
bles no negativas. Entonces la funcion f : X — [—o0, +o0] definida por f(x) = liminf,, f;,(x)

es integrable y satisface

flin}linffn(x) dus< lin}linff fndp.

Teorema B.2.3 (Convergencia Dominada) Sea f, : X — R una sucesién de funciones
medibles y asumimos que existe alguna funcion integrable g : X — R tal que | f;,(x)| <
|g(x)| para u — casi todox en X. Asumimos ademds que la sucesion (f,), converge en
W — casi todo punto de alguna funcion f : X — R. Entonces [ es integrable y satisface

nlimffnd,u:‘[fdu.



Apéndice C
Convergencia de Productos

Definicion C.0.1 Si (a,),en es una sucesion de niimeros complejos no nulos, diremos
queel producto]5., a, convergea P, si la sucesion de productos parciales Py = a1 az - - an
converge a un limite no nulo P.

Si los productos infinitos (parciales) convergen a cero o a infinito entonces diremos que

el producto diverge.

o0
Observacién: Aceptamos decir que un producto infinito H a, existe si:
n=1
1. como maximo, un numero finito de factores es cero,

2. el producto de los términos que no desaparecen existe en el sentido anterior.

Proposicién C.0.1 Sea Re(a,) > 0 para todo n = 1. Entonces [[_, a, converge a un

niimero distinto de cero si y solo si la serie ¥ | In a, converge.

Proposicién C.0.2 > Ina, converge absolutamente siy solo si} >, (1—ay,) converge
absolutamente.

Definicion C.0.2 Si para todo n € N, Re(a,) > 0 entonces se dird que el producto infinito
o0
[1 ax
n=0

converge absolutamente si la serie

o0
Z Ina,
n=1

converge absolutamente.
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o0
Corolario C.0.1 Si Re(a,) > 0 entonces el producto l_[ a, converge absolutamente si y

n=1
o0

solo si la serie Z (1 - an) converge absolutamente.
n=1

Teorema C.0.2 Sea una sucesion (f,) nen, tal que f;, pertenece al conjunto de todas las
funciones holomorfas sobre, tal que f,, no es identicamente nula en cualquier compo-
nentede(Q, y

Y 1= fu(2)]
n=0

converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q. Entonces

f@=1] fr(2
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q. Por lo tanto f pertenece al
conjunto de todas las funciones holomorfas.



Apéndice D
Diferenciacion

Definicién D.0.1 Para cada E € Q) con x € E ydiam(E) < 8, entonces se que | es dife-
renciable en x, y denotamos
(D) (x) = A. (D.1)

Definicién D.0.2 Si i1 es una medida real de Borel sobre R, nosotros podemos definir la

derivada superior e inferior de u en cada punto x € R*. Para cada r > 0, tenemos

u(E)
m(E)

Zr(x):sup{ :er,EeQ,diam(E)<r}, (D.2)

donde Q es una familia substancial dada, y se define la derivada superior de |1 en x por
(D (x) = lim A (x). (D.3)

yaquer = simplicaA,(x) = Ag(x), el limiteen existe, como un niimero en [—o0o,o0].
Ademds si reemplazamos sup por inf en (D.2), obtenemos A (x), y se define

(D) (x) = lrii%ér (x).
Observacion:
1. ues diferenciable en x siy solo si (D) (x) y (D) (x) son iguales y finitos.

2. (Dw)(x) < (Du)(x) siempre se cumple.

Teorema D.0.1 Sea Q una familia sustancial en R*. Si u es una medida de Borel com-

pleja sobre R¥, entonces
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a) u es diferenciable en casi todo punto [m],
b) Due L'(R5),

¢) Para cada conjunto de Borel E,

H(E) = ps(E) + fE(D/J)(X) dx
donde p1; L my (Dus)(x) = 0 en casi todo punto [m].

De lo anterior podemos concluir el siguiente corolario.
Corolario D.0.2 1. p L msiysolamente si (Du)(x) =0 en casi todo punto [m].

2. u<< m siysolamente si
,u(E)=fE(Du)(x)dx;

en este caso, la derivada (D) (x) coincide en casi todo punto con la derivada de
Radon-Nikodym dul dm.
Teorema D.0.3 Supongamos que u es una medida de Borel real sobre T, J(0;s) = {eit:
0—s<t<0+s}. Sedefine
— o;
(D) (0) =limsup LUG;5) (D.4)
s—0 2s
y (D (@) y (Du)(0) se definen de manera andloga, conlim yliminf en lugar delimsup.
Si

F(re'%) = ifn P,O—-t)dut) O<r<1) (D.5)
21 J_gn
Entonces
(Dp)(0) < 1i§linF(re"9) < 1ir?j}1p F(re') < (D)) (D.6)
para cada 0, y
lim F(re'’) = (D) (©) (D.7)

existe y es finito para casi todo 0 respecto a la medida de Lebesgue.

TeoremaD.0.4 Sea u y A medidas positivas y acotadas sobre una o-dlgebra M y un

conjunto X.
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1. Existe un uinico par de medidas A, y As sobre M tal que
A=Ag+ A, Ag<<pu, AsLpu. (D.8)
Estas medidas son positivas, y A, L As.
2. Existe una vinica h € L} (w) tal que

Aa(E):[hdu (Ee M). (D.9)
E

Elpar A, y As son llamados descomposicion de Lebesgue de A relativo a .

Definicién D.0.3 Sea m la medida de Lebesgue sobre R", A un subconjunto medible de
R”". Se dice que a € R" es un punto denso de A si el conjunto A cumple con

. m(B(a,6)n A)
im———— =
5—0 m(B(a,?))

Donde B(a, ) es la bola de centro a y radio 0.

Teorema D.0.5 Sea A un subconjunto medible deR" con medida de Lebesgue m(A) po-

sitiva. Entonces en m-casi todo punto a € A es un punto denso de A.

Teorema D.0.6 (Diferenciacién de Lebesgue) Sea f una funcion localmente integra-

ble en R". Entonces los promedios

1
— — fld
m(Q)folf(y) fldy

tienden a cero cuando Q — x, para casi todo x € R".



Apéndice E

Medidas en Espacios Métricos

E.1. Espacios métricos completos separables

Definicion E.1.1 una medida p sobre un espacio topoldgico es tight si para cada € > 0
existe un subconjunto compacto K tal que u(K°) <e.

Proposicion E.1.1 Cada medida de probabilidad sobre un espacio métrico separable es
tight.

Corolario E.1.1 Asumimos que M es espacio métrico completo y u es una medida de
probabilidad sobre M. Para cada € > 0 y cada conjunto de Borel B € M existe un con-

junto compacto L c B tal que u(B— L) <e.

E.2. Espacio de funciones continuas

Sea M un espacio métrico compacto. C°(M) es el conjunto de las funciones conti-
nuas,real o complejas,definidas sobre M. Consideramos sobre este espacio la norma

[lpll = sup{lp(x)|: x € M}.

Esta norma dota a C°(M) con la estructura de un espacio de Banach.

Definicién E.2.1 Se dice que el funcional lineal ® : C°(M) — C es positivo si ®(¢) = 0
para cada funcién ¢ € C°(M) con ¢(x) =0 para cada x € M.
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Teorema E.2.1 (Riesz-Markov) Sea M un espacio métrico compacto, Phi : C°(M) — C

un funcional lineal positivo. Entonces existe una tinica medida Borel finita u sobre M
tal que

<D((p):f<pd,u para cada ¢ € C°(M).

Ademds, p es una medida de probabilidad si’y solamente si ®(1) = 1.
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