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Introducciéon

La teoria de nudos, es la rama de la topologia de baja dimensién que estudia
las propiedades de los nudos y links (o enlaces). Esta teoria comienza a estudiarse
en los siglos XVIII y XIX, pero gran parte de los avances se desarrollé durante
el siglo XX. Actualmente, es de mucho interés en matematica, como también sus
aplicaciones en otras ciencias.

El gran problema, sin resolver ain, es determinar la clasificacién de links.
Una herramienta que ayuda al problema de clasificacion, son las invariantes para
links. Una invariante para links es una funcién del conjunto de links, en un con-
junto (bien entendido), tal que si dos links son equivalentes, sus imédgenes son la
misma. Algunas invariantes famosas son: el minimo nimero de cruces, la tricolo-
rabilidad, el grupo fundamental de un nudo y las invariantes polinomiales, tales
como: polinomio de Kauffman [14], Alexander [2], Homflypt [9] y Jones [11].

En 1985, V.F.R. Jones presenté su invariante que revolucionaria esta teoria,
ver [11]. En pocos meses después, se descubri6 un polinomio de dos variables que
generaliza a los polinomios de Jones y Alexander. Este polinomio es conocido
como el polinomio Homflypt o polinomio de Jones en dos variables. El polinomio
Homflypt puede construirse a partir de la composicién de la representacion del
grupo de trenza con una funcién traza (traza de Ocneanu) sobre el dlgebra de
Hecke, este procedimiento es conocido como la receta de Jones. Kurpita y Mura-
sugi en [16] realizan la construccién del polinomio Homflypt, usando la receta de
Jones, pero representando el grupo de trenza en un espacio tensorial. Esta idea

es debido a V. G. Turaev [19], que utiliz6 la famosa ecuacién de Yang-Baxter, es
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decir, la ecuacion:
RRIDI®R)R®I) =(I®R)(RRI)(I®R),

donde R es una matriz cuadrada e I la matriz identidad.

En 2016, F. Aicardi y J. Juyumaya, ver [3], introdujeron elementos llamados
tied links. Estos elementos son links clasicos donde sus componentes puedan estar
conectados por ciertos ties (lazos). Un tied link es la clausura de un tied braid
(trenzas con ties). Los tied braids forman un monoide, denotado por TBy, y
es definido por los generadores de trenzas oy, 09,...,0,_1 y ‘generadores ties’
N1,...,Nn_1 y ciertas relaciones, ver Definicién 3.6. Ademas, como el conjunto
de los links £ esta contenido en el conjunto de los tied links L', se tiene en
consecuencia que todo invariante para tied link se puede derivar a una invariante
para links clasicos. Por otra parte, en la categoria de los tied links podemos
encontrar invariantes polinomiales usando la receta de Jones. Para usar esta receta
de Jones, es necesario tener los teoremas de Alexander y Markov para tied links,
para més detalles; ver paginas 17 y 18 de [3].

Con el fin de definir una invariante para tied links mediante el método de Tu-
raev, es necesario determinar una representacion del monoide TB,, en un espacio
tensorial. Este es realizado en el Teorema 3.2. El problema es ahora traspasar el
método de Turaev en el contexto de tied links. A pesar de esto, no esta completa-
mente determinado. La existencia de la funcién 1\ permite conjeturar que existe
tal método de Turaev para tied links.

A continuacién, describiremos brevemente el desarrollo de la tesis, mostrando
en particular los resultados obtenidos.

En el Capitulo 1 estudiaremos la teoria de nudos, links y trenzas del punto de
vista algebraico y geométrico, ver [16]. Presentaremos teoremas fundamentales
tales como el de Reidemeister, ver [13]; el cual indica cuando dos diagramas de
links representan dos links equivalentes, ver Teorema 1.1. Ademas, para estudiar

los links (o nudos) en términos algebraicos, presentaremos el teorema de Artin,
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ver [6], el cual indica que el grupo de n-trenzas B,, tiene la siguiente presentacion:

. < 0i0j = 0504, si |[i—j[>1 >
Bn:=(01,02,...,0n1; e )
0i0j0; = 0j010j, si [i —j| =1
donde los oy son las n-trenzas elementales, ver Teorema 1.4. Con este teorema,
empezamos a estudiar, en la Seccion 2, las relaciones entre los links y trenzas;
en efecto, la clausura de una trenza determina un link (o nudo). El Teorema de
Alexander, ver [13], dice que la operacién clausura es epiyectiva, es decir, todo
link (orientado) proviene de la clausura de una trenza. Después del teorema de
Alexander, estudiaremos dos movimientos en el conjunto de las trenzas que son
conocidos como los movimientos de Markov. Con estos movimientos tenemos el
teorema de Markov, ver [13], el cual dice que las clausuras de dos trenzas resultan
links equivalentes si y solo si tales trenzas estan relacionadas segin los movimien-
tos de Markov, ver Teorema 1.6. Por otra parte, dado que queremos usar el
método de Turaev, recordaremos el producto tensorial entre espacios vectoriales.
Ademas, recordaremos las propiedades y teoremas del producto de Kronecker de
matrices, ver [10]. Por tltimo, presentaremos un teorema fundamental de dlgebra
que seran utilizado en el Capitulo 2.

En el Capitulo 2 recordaremos la construccion del polinomio bracket defini-
do por Kauffman [14]. Para luego construir el polinomio de Jones usando este
polinomio bracket; este método de construccion del polinomio de Jones se llama
polinomio de Jones a la Kauffman. Notar que la construccién de Kauffman no
proviene de la receta de Jones y solo utiliza herramientas de combinatoria. El

polinomio de Jones a la Kauffman evaluado sobre un link £ estd definido por:
() := (=A%) PI(D) € ZIA, A7, (0.1)

donde D es un diagrama del link £, w(D) es el writhe del diagrama D y (D) es el
polinomio bracket de D, ver [14]. En (0.1) podemos recuperar la versién original

del polinomio de Jones haciendo A igual a t=/4,
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La construccion del polinomio de Jones a la Kauffman produce un polinomio
en dos variables, conocido como polinomio de Kauffman [15]. Cabe notar que el
polinomio de Kauffman no es equivalente con la otra generalizacién del polinomio
de Jones, el polinomio Homflypt [9]. En la Seccién 2 de este capitulo estudiare-
mos, segin Kurpita y Murasugi [16], la construccién del polinomio de Jones via
tensores. El polinomio de Jones sera construido utilizando cierto homomorfismo
®,, de B,, en M(2™, Z[\V/1, \/i{]), ver Definicién 2.2, y ciertas matrices fijas R, .
Este polinomio es definido por:

t2 (o2l U (0, (B)u®™)
1+t

E(B) =

Y

donde B es la clausura de la trenza 3 € By, exp(p) es la funcién exponente de
B y tr denota la traza usual, ver Definicién 1.15. Ademas, realizaremos algunos
calculos de & para nudos y links. En la Seccién 3 analizaremos el método de Tu-
raev [19], el que utilizaremos para la construccién de una invariante para links y
conjeturar una invariante para tied links de tipo Homflypt. Uno de los elementos
fundamentales para este método, viene dado por la ecuacién cuantica de Yang-
Baxter, ya que su solucion determina la matriz R, que llamaremos operador de
Yang-Baxter (u operador-YB). Con R podemos determinar una representacién
del grupo de trenzas en un espacio tensorial. Por otra parte, podemos determinar
cierta matriz @, como la utilizada en la construccion de la invariante de la Seccién
2, y un operador de Yang-Baxter mejorado (u operador-EYB). Estos pasos serén
ordenados en una receta que permite calcular un operador de Yang-Baxter mejo-
rado (ver Observacién 2.5). En consecuencia, por Teorema 2.5, podemos construir
la invariante de Jones sin normalizar. Por tltimo, en la Seccién 4, considerando
que la dimensién del espacio vectorial es 4 y dado cierto operador de Yang-Baxter,
determinaremos los ingredientes para construir un operador de Yang-Baxter me-
jorado, segun la receta de Observacion 2.5, asi se obtiene una invariante para

links de tipo Homflypt, ver [9]. Este polinomio esta definido por:
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w2 (1=3exp(@) ) ir (), (o) u®m)
2(1+u) ’

donde exp es la suma de los exponentes de cada trenza elemental que define la

Y(6) = (0.2)

trenza 0 y Py, es el homomorfismo que define la representacién de B, en V&,
Ademas, para verificar que nuestro polinomio es una invariante para links, de-
mostraremos que el polinomio es invariante por los movimientos de Markov (ver
Teorema 1.6). En esta demostracion, fue fundamental determinar una formula
recursiva para calcular u®™, lo cual no es evidente en principio. En la construc-
cién del polinomio ¥, dado que el operador de Yang-Baxter es una matriz de
tamano 16, varios cédlculos son realizados usando programas matematicos tales
como Scientific Workplace ver. 5.5 y Sagemath cell.

En el Capitulo 3 comenzaremos estudiando los conceptos fundamentales de
los tied links del punto de vista topoldgico. En particular, veremos cuando dos
tied links son tie-isotépicos, es decir, equivalentes. Con esto daremos un salto al
estudio de invariantes de tipo Homflypt para tied links. Mas precisamente, en la
Seccién 2 presentaremos el invariante (de tipo Homflypt) &, la cual es construi-
da mediante relaciones skein, ver [3]. § mirado como una invariante para links
clasicos, notablemente, distingue links que no puede distinguir el invariante de
Homflypt, es decir, F es una extension no trivial del polinomio Homflypt. Para
beneficio del lector, se ejemplificard el uso de F calculando F(H), donde H es el
Hopf link. Por tdltimo, dejaremos algunas observaciones acerca de la relacién de &F
con Homflypt. Finalmente, siguiendo la idea de [18], en la Seccién 4, determinare-
mos una representacion del monoide Tied Braid TB,, en un espacio tensorial V®™,
lo cual es demostrado por casos. Esta representacion, ver Teorema 3.2, de TB,, es
uno de los resultados que aporta esta tesis. Notemos que, después de encontrar
una representacon del monoide Tied Braid, queda por hacer la construccién de

una invariante para tied links de tipo Homflypt usando el método de Turaev.
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Finalmente en el Capitulo 4, son usados fuertemente herramientas compu-
tacionales, dado que los célculos a realizar involucran tensores, y se vuelven
imposibles de resolver a ‘escala humana’. Por esa razon, disenamos programas
informaticos usando el lenguaje Python y otro para ser usado en Sage. Asi, cal-
cularemos las invariantes para links construidas en las Secciones 2 y 4 del Capitulo
2. Por lo anterior, en la Secciéon 1, daremos una breve descripcion del software
Sage. En la Secciéon 2 adjuntaremos dos cédigos de programacién para calcular
la invariante ¥ definida en Seccién 4 del Capitulo 2 y un tltimo codigo para ser
usado en Sage que calcula la invariante ¢ definida en Seccién 2 del Capitulo 2.
Por ltimo, en la Seccion 3, realizaremos ciertos calculos de la invariante W lo que
nos permitird compararla con otras invariantes para links definidas recientemen-
te, tales como A de [3] y © de [8]. Notemos que, para comparar las invariantes
mencionadas, utilizaremos los resultados de las invariantes A y © para ciertos
links, ver [5]. Ademds, para denotar los links, utilizaremos las notaciones que se
encuentran en [7].

En esta tesis, para conservar el lenguaje usado en Valparaiso de Chile, existen
palabras que seran utilizadas en ingles en vez del espanol, tales como: tied link

en vez de liga enlazada o writhe en vez de torsion.

Powered@QNLHPC: Esta tesis fue parcialmente apoyada por la infraestructura
de supercémputo del NLHPC (ECM-02).
El tema desarrollado en la presente tesis es parte del proyecto FONDECYT
1180036.



Capitulo 1

Preliminares

1. Nudos, links y trenzas

Para estudiar los nudos, links y trenzas primero tenemos que introducir una
definicion formal para los mismos. En esta seccidén, presentaremos los conceptos

bésicos de la teoria de nudos que nos ayudara a entender el resto la tesis.
1.1. Nudos y links.

Definicién 1.1. Se dice que k C R3 es un nudo si existe un homeomorfismo

del circulo unitario S* en R?® cuya imdgen es k.

Ejemplo 1.1. Tres de los nudos cldsicos mds mencionados en la tesis son los

D

Nudo trivial o Nudo trébol Nudo ocho
no-nudo

stguientes:

Definicién 1.2. Un m-link (o enlace) es una incrustacion de m circulos

disjuntos en R® y m es llamado el nimero de componentes del m-link.

Ejemplo 1.2. El link cldasico mas utilizado aqui es el Hopf link y este tiene

dos componentes (ver Figura 1).

Observaciéon 1.1. En la tesis, K denota el conjunto de nudos y L el conjunto

de links. Es claro que K C L.
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Ficura 1. Hopf link

Siendo poco preciso, sean £; y {5 dos links, se dice que {; es isotépico con {5,
si £y es obtenido a partir de {; mediante una deformacién continua. La notacion

{, ~ [, significa que {; es isotopico a {,. Una definicién formal, es la siguiente.

Definicién 1.3. Sean € y &y dos links, se dice que €1 y €y son isotopicos si

existe una isotopia F, es decir, una funcion continua:
F:R®x[0,1] — R?,

tal que F(x,0) = £ y f(x,1) = Ly, ademds F(x,t) es continua e inyectiva, para

todo t en [0, 1].

Ejemplo 1.3. El diagrama del nudo trebol es isotopico a los otros dos.

CHON0)

F1GURA 2. Links isotépicos
Proposicién 1.1. La relacion de isotopia de links (o nudos), denotada por
~, es una relacion de equivalencia.
La demostracion de la Proposicién 1.1 esta en [1].
Notacion 1. FEl conjunto cociente L/ =~ serd denotado por L.

Definicién 1.4. Dado un link £. Un diagrama de £, que denotamos por Dy,

lo construimos del siguiente modo:
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XX

FicuraA 3. Tipos de cruce. Sobre o por debajo.

1. Se proyecta £ en un plano, donde los unicos cruces admisibles son los de
doble punto.

2. A cada cruce le asociamos una configuracion (ver Figura 3).

Por lo tanto, tenemos que existe una funcién biyectiva, la cual es
f:L— D(L).

Por otra parte, por abuso de lenguaje, diremos simplemente links en vez de dia-

grama de links.

Teorema 1.1. Sean {1, {y dos links. £; es isotopico a €y si y solo si Dy, y Dy,
son equivalentes mediante los movimientos de Reidemeister. Estos movimientos

los podemos ver en la Figura 4.
La demostracién del teorema de Reidemeister estd en [13].

Definicién 1.5. Un link orientado es dar una orientacion a cada componente

mediante una flecha, donde cada cruce queda como muestra la Figura 5.

Observacién 1.2. Los conceptos mencionados anteriormente sobre link (o

nudos), aplican para un link (o nudo) orientado.

Definicién 1.6. El writhe de un diagrama de link orientado D denotado por

w(D), es definido como
D
w(D) =) x,
donde ¢ es un cruce de D y x. es el signo del cruce c.

Observacion 1.3. El writhe es un tnvariante de isotopia reqular, es decir,

respeta los movimientos Ry, Ry y Rj3.
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Rp: —— «» —~

R, — o~
/ \

Ro ( <« <« )
~ _

F1GURA 4. Movimientos de Reidemeister

KX

FicurA 5. Cruce positivo y cruce negativo

Para poder determinar si dos links son isotétipos, podemos estudiar sus dia-

gramas, pero no es un proceso sencillo. Por esto, definiremos lo siguiente.

Definicién 1.7. Sea A un conjunto con elementos facilmente comparables.
Una invariante para links (o nudos) es una funcion f : D(L) — A, tal que si

€ ~ Ly, entonces f(€y) = f(Ls).

Una definicién equivalente a la Definicion 1.7, que nos serd ttil, es la siguien-

te: Si f(£;) es distinto a f(€3), entonces €; no es isotopico a €. Asi, tenemos una
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herramienta para distinguir links. Por otra parte, existen distintos tipos de in-
variantes, por ejemplo: numéricos, geométricos, algebraicos y polinémicos. Este

ultimo utilizaremos en la tesis.
1.2. Trenzas.

Definicién 1.8. Dados dos planos paralelos 1, 7y € R3. Una n-trenza geométri-
ca es un conjunto de n arcos (o n cuerdas) que parten de Py = (1,0,1) € 1y y
terminan en Q; = (j,0,0) € 1y, tal que:
1. Cada cuerda de la n-trenza geométrica intersecta en un solo punto a todo
plano paralelo a los iniciales.
2. La n-trenza geométrica corta a cada plano paralelo a los iniciales exacta-

mente en N-puntos.

Al igual que con los links, podemos construir diagramas de trenzas, realizando
una proyecciéon en R%. Ademds, utilizaremos la misma configuracién en los cruces
como muestra la Figura 3. Siguiendo con esta dualidad, las trenzas pueden tener

orientacion, en nuestro caso, serd de arriba hacia abajo.

En la Figura 6, tenemos un ejemplo del diagrama de una 3-trenza orientada.
1

2 3

/ k}l
l/\. 2% I/

3 1 203
. 1

2 3

FIGURA 6. 3-Trenza en R3, proyeccién y diagrama.

Agrupando las trenzas segtin el nimero de cuerdas, tenemos la siguiente de-

finicién.

Definicién 1.9. Al conjunto de trenzas con n cuerdas la denotaremos por

B.
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Definicién 1.10. Diremos que dos trenzas son isotdpicas, si una de ellas se
obtiene a partir de la otra mediante un niumero finito de deformaciones continuas,

y esta relacion la denotaremos por ~ (cf. Definicion 1.3).

Observacién 1.4. FEs evidente que la relacion de isotopia ~ es refleja, simétri-

ca y transitiva, es decir, es una relacion de equivalencia en B, .

Por Observacién 1.4, construimos el conjunto cociente de B,, con respecto a

~, denotado por B, := B,/ ~.

Definicién 1.11. Sean 2 trenzas « y 3 € By. Denotaremos por &f3 la trenza

que se obtiene identificando los puntos finales de « con los iniciales de [3.

Ejemplo 1.4. Dados «, 3 € B3, tenemos

/’) / /.)
oc={ B=L/\ —> ap=
/ \
X
Lema 1.2. Sean «, B, o/, B’ € Bn. Siax~p y ' ~B’, entonces ax’ ~ BP’.

DEMOSTRACION. Dado que la relacién ~ es transitiva, es facil demostrar que

se cumple Lema 1.2, ver [16] para detalles. O

Definicién 1.12. Sean [al, [B] € B... El producto entre las clases [«] y [B] es
definido por:
[ad] - [B] = [ox].

Por Lema 1.2, este producto de clases de equivalencia esta bien definido.

Ademds, desde ahora, usaremos simplemente « en vez de [«].

Teorema 1.3. El producto de Definicion 1.12 es asociativo, tiene elemento

neutro e inverso. Asi, By, es un grupo y lo llamamos grupo de n-trenzas.
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La demostracién del Teorema 1.3 estd en [16].

Definicién 1.13. Llamaremos n-trenzas elementales a las trenzas oy y 07 ",
donde 07! es la inversa de o;. En la Figura 7 podemos ver los diagramas de estas

trenzas.

1 2 =1 4 1 i+2 1 n

\
\

1 2 =1 4 =+1 +2 n1 n

1 /

FIGURA 7. Diagramas de las trenzas elementales o; y 0} *

Teorema 1.4 (Artin, 1925). El grupo de n-trenzas By tiene la siguiente

presentacion.:

. 0{0j = 0504, st |l*]|>1
Bn —=({01,02,...,0ph—1, ,

0i0j0{ = 050{0j, St |17]| =1

donde los oy son las n-trenzas elementales.
La demostracién fue resuelta por Artin en [6].

Observaciéon 1.5. En resumen, By es el grupo trivial, By es isomorfo a Z y
desde B3 en adelante, son grupos no abelianos. Ademds, By < Bg, By — B3 y

ast sucesivamente.
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Definicién 1.14. Definimos By como la union disjunta de todos los grupos

de trenzas, es decir,

By = |_|Bn

neN
Por el Teorema 1.4, podemos definir la funcién exponente de una trenza 3 € B,

denotado por exp.

Definicién 1.15. Sea B = 0705} -+ 0i* € By, con 1 <ip,1p,..., ik <n—1

y ¢ = x1. Entonces tenemos

k
exp(B) = Z &i.

Definicién 1.16. Definimos la funcion clausura por:
T By — L
o0
La funcion clausura ~, geometricamente, toma el extremo superior de cada cuerda
en la posicion 1 y la extiende hasta unirla con el extremo inferior de cada cuerda
en la posicion 1i.
2. Relacién entre links y trenzas

Existe una estrecha relacion entre el conjunto de los links L y los grupos de
trenzas B,,. Para comprenderla, es necesario estudiar los resultados de J. Alexan-

der y A. Markov, ver [13].

Teorema 1.5 (Alexander, 1932). La funcidn ~ es epiyectiva, es decir, todo

link (orientado) proviene de la clausura de una trenza.
La demostracién del Teorema de Alexander se encuentra en [13].

Definicién 1.17. Dado «, 3 € B,,. En By definimos las siguientes aplica-

ciones llamadas movimientos de Markov:
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M1. Transforma o en la n-trenza B~ o viceversa,

1

M2. Transforma « en la (n+ 1)-trenza xo,, 6 xo,," o viceversa.

Definicién 1.18. Sean «, p € By. Decimos que « es Markov equivalente
(o M—equivalente) con B si y solo si B es determinada a partir de « aplicando

una secuencia finita de movimientos de Markov. Fsta relacion la denotaremos

por o ~nm 3.
Proposiciéon 1.2. ~\; es una relacion de equivalencia en B.
La demostracién de la Proposicion 2 esta en [16].

Teorema 1.6 (Markov, 1935). Si {; y {y provienen de clausurar respectiva-
mente las trenzas o« y . Los links £, y £y son isotopicos si y solo st & y 3 son

M-equivalentes.

La demostracién del Teorema de Markov se encuentra en [13].

Por los Teoremas 1.5 y 1.6, tenemos que:
L/x ¢ Boo/<y-
Esto permite definir invariantes X : B, — {conocido} tal que X(a) = X(B) si

& ~m . Asi, es natural pensar en representaciones de B,.

3. Herramientas algebraicas

En esta seccion recordaremos el concepto de producto tensorial de espacios
vectoriales y sus principales propiedades, lo que serd de gran utilidad en el desa-

rrollo de esta tesis.

Definicién 1.19. Sean V, W y S espacios vectoriales sobre el cuerpo K.
Llamaremos producto tensorial al par (S,®), donde S es un espacio vectorial y
®:VxW — S es una aplicacion bilineal que satisface la siguiente condicion:
Para toda aplicacion bilineal & : V x W — H tenemos que existe una unica

aplicacion lineal f: S — H, tal que d = fo ®, es decir:
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V x W © S

DNy

H
Notacién 2. En el caso anterior, el K-espacio vectorial S se suele escribir
V& W y es llamado producto tensorial entre los K-espacios vectoriales V y W.

Corolario 1.1. Sean {wi,waq, ..., Wn} base de W y {vi,va,...,vin} base de

V, entonces {w; ®@v; ; 1 <i<n, 1<j<m}esuna base de W V.

Corolario 1.2. Sean V,W dos K-espacios vectoriales, respectivamente, de

dimension n y m, entonces
dim(V @ W) = nm.

Proposicién 1.3 (Propiedades). Dadosx,x1,%x2 € V,Y,y1,Yys € W, Ay € K.

Por bilinialidad de ®, tenemos lo siguiente:

1 (A1 +vx2) @Yy = Alx1 @ y) +v(x2 ®Y),
2. x® (AYy1 +vy2) = A(x ®@y1) +v(x @ ya),
5. alx®@y) = (ay) @ x =x @ (ay).

Observacién 1.6. El producto tensorial entre matrices es llamado, usual-

mente, producto de Kronecker.

Definicién 1.20. Sea A = (ay;) con tamarnio p x q y B = (ax1) con tamano
T X s. Entonces el producto Kronecker entre A y B, denotado por A ® B, es la

matriz de tamano pr X s determinada por

(lllB (llgB . Clqu

A®B: ang GQQB aqu

_aplB apeB ... apgB
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2 —10
4 =20
2
. 1 =5 6 —30
Ejemplo 1.5. ® (4] = .
2 3 4 6
6
8 12
|12 18 |

Notacién 3. La traza usual de matrices serd denotada por tr.

Proposicién 1.4 (Propiedades). Algunas propiedades que se utilizardn en la

tesis son:

1. Sean A,B,C matrices de cualquier tamano. Entonces
(A®B)®C=A® (B®C),

2. Sea A, C matrices de tamano m y B, D matrices de tamano n, entonces
(A®B)(C®D)=AC®BD,

3. tr(M @ N) = tr(M)tr(N),

4. A® (BC)=(A®B)(A®C).

Observacién 1.7. Es fdacil probar que 1,y ® 1, = Linn, en particular:

[h ® Iy, = Line.
Observaciéon 1.8. En particular, en la Propiedad 2, tenemos
(AId)(C®Id) =(AC®Id)
donde 1d es la matriz identidad de tamano m.

Teorema 1.7. St M es una matriz de tamano n x m y P una matriz de

tamano m X n, entonces

tr(MP) = tr(PM).

Por otra parte, recordaremos un teorema fundamental para definir una represen-

tacion de grupo que sera utilizado en los proximos capitulos.
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Teorema 1.8. Dado un grupo G = (x1,...,Xn ; Ry =Rj=... =R, =1).
Ademds, sea H un grupo arbitrario y f una funcion, tal que f(x;) = w; € H,
coni=1,2,...,n. Si todos los wy satisfacen las relaciones Ry, entonces f es

homomorfismo de G en H.
Ejemplo 1.6. Sea G = (a,b;a? =b? = (ab)? = 1) y definamos la funcién
f:G— S,
a—s (1234)
b— (12)

Como f(a*) = (1), f(b?) = (1) y f((ab)?) = (1), tenemos que f es un homomor-
fismo de G en Sy.



Capitulo 2

Construccion del polinomio de Jones

El polinomio de Jones es una invariante para links (orientados) descubierto
por Vaughan Jones en [11]. Este polinomio es parte importante para la tesis,
por tal razén, en este capitulo estudiaremos dos formas de como construirlo. La
primera, mediante el método de Kauffman, ver [14]. La segunda es usando el

producto tensorial, método debido a Turaev, ver [19].

1. Método de Kauffman

Un método simple para determinar el polinomio de Jones es usando el método
de Kauffman. Para esto, es necesario saber el writhe y el polinomio bracket de
Kauffman de un diagrama del link. En esta seccion, construiremos el polinomio

usando el método Jones a la Kauffman.

Sea D un diagrama del link {. Consideremos en cada sector de un cruce las
marcas A y B para lograr descomponer este cruce de dos maneras como se muestra

en la Figura 1.

FiGurA 1. Marcas y descomposicion del cruce

El procedimiento anterior, lo aplicaremos en cada cruce de D de manera ite-
rativa, hasta determinar solo nudos triviales con marcas A y B, que llamaremos

estados de D. Por 1ltimo, para cada estado s asociamos un producto conmutativo

23
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de las marcas, que denotaremos por (D,s). Con lo anterior podemos definir lo

siguiente.

Definicién 2.1. El polinomio bracket de Kauffman ( ) de un diagrama D es
una funcion del conjunto de los diagramas de links en el anillo de los polinomios

de tres variables A, B y z con coeficientes enteros. Este polinomio es definido por
(D):=) Z°/(D,s),
S
donde |s| es el niimero de componentes —1.

Observacién 2.1. El polinomio bracket de Kauffman es una invariante de
isotopia regular, es decir, solo respeta Ry y Rs. Para que { ) respete todos los
movimientos de Reidemeister tenemos que especializar z a —(A2+A72) y B a

A~L. Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea D un diagrama (orientado) del link £. Entonces la funcion

f: L — Z[A, A7 definida por
f(6) := (=A%) PN(D),
es una invaritante para links orientados.

Observacion 2.2. La invariante del Teorema 2.1 es el polinomio de Jones.

., . . . _1
Su version original se recupera haciendo A igual a t™1.

Ejemplo 2.1. Calculemos el polinomio de Jones del nudo trébol reflejado T*.

Paso 1. En cada cruce, determinemos los estados de Dy« y luego los productos
conmutativos de las marcas A y B. Para el nudo trébol refiejado, los

productos conmutativos de las marcas A y B son:
AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, BBB.
Paso 2. Usando Definicion 2.1 y considerando Observacion 2.1, tenemos

(D) = AT— A3 — A3,
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Paso 3. Por Teorema 2.1, resulta
f(T*) = —A16 4 A12 £ A4,
Paso 4. Reemplazando A port—/*, recuperamos la version original del polinomio

de Jones del nudo trébol reflejado. En efecto, tenemos

Vi(t) =t 1+t 3+t 4

Observacién 2.3. Andlogamente, la invariante de Jones del nudo trébol es

V1 (t) = t+t3—t* Porlo tanto, T* y T no son isotdpicos, es decir, no es aquiral.

2. Usando tensores

En esta seccién estudiaremos el polinomio de Jones usando tensores. Mas
adelante, en Seccién 3 de éste mismo capitulo, se justificara el origen de la cons-

truccion.

10
Proposicién 2.1. Sea p:= Yyt = U R U® ... ® W, entonces tene-
0 t

n—veces
mos:

tr(u®m) = (1+t)™

Ejemplo 2.2. Sea n =2 | entonces

100 0
10 10 0t o0 0

HO M= ® = >
0 t 0 t 00t 0

0 0 0 t?

Y su traza es

trlp@u) =1+2t+t2 = (1+1)2.

A continuacién, utilizando el producto de Kronecker, definiremos la funcién

®,, que depende de cierta matriz R.
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1 0 0 0] 1 0 0
0 0 —/t 0 0 1—1 —1
Definicién 2.2. Sean R := vt y R1:= 1" Vit
0 -Vt 1—t 0 0 —x 0
0 0 0 1] 0 0 0

Definamos la funcion
@, : B, — M(2™ Z[V,

0] — Ou(0f) =(L®..0L) R ®(L®...® L),
N—— N——

i—1 veces n—i—1 veces

donde € = 1 e Iy denota la matriz identidad de tamario 2.

Proposicién 2.2. La funcion @, de Definicion 2.2, es un homomorfismo

de By en M(2%, VR, 1)

DEMOSTRACION. Para demostrar que ®@,, es homomorfismo aplicaremos el
Teorema 1.8. Asi, las imédgenes de las trenzas elementales mediante ® deben

satisfacer las relaciones del grupo de trenza B,,. Es decir, demostraremos:
q)n(o-i)q)n(aj) - q)n(o-j)q)n(o-i)a para |I_J| > 1) (1)

(Dn(ai)(pn((yi+1)q)n(di) (2)

=0, (0i41)DPn(0y)Dn(0341), sit=1,...,n—2.
Demostracion de (1):
O, (0y)Dn(0j) = (1@ RIIZIPHIP T@RQITV ) (por definicién)
= ('R oo )BT e el e
R®IE™ 7Y (reduciendo)
=T eoRIP TP R I

Por otro lado, de modo similar, se tiene

Dy (05)Qn(o) =1 '@ RIF PR IFVI T

_ o O O
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Por lo tanto,
0, (01)On(0j) = Pn(05)Pn(01), para[i—j[>1.

Demostracién de (2):

Sea A := O (0)Pn(0i11)Pn(01) y B:i= O (0141)Pn(01)Pn(0441).

Tenemos,

A = (I§®ifl ® R ® Ié@nfifl)(IS@i ® R ® I§®n7172)(15®i71 ® R ® Ié@)nfifl)
=T eReL) eI @ (Lo R @ (I e
(R® Iy) ® I$™*2) (descomponiendo y asociando).

=P @ [(R®1)(I, @ R)(R® 1) @ IS™ 2 (por propiedad de tensores).

Por otro lado, de forma similar,
B = Igmil @ [(I; ®R) (R I)(I; ® R)] ® I%szifQ.

Asi, A y B son iguales, por que se cumple la ecuacién de Yang-Baxter, es decir:
(L@®R)(R@)(Ia®R) = (R I)(L; ® R)(R® Ly).
Por lo tanto,

O, (01)Dn(0i11)Dn(03) = On(0i41)DPn(0)Dn (0141,

sii=1,...,n—2. Por consiguiente, ®@,, es homomorfismo de B,, en
1
M(2™, [V, 5. O

En consecuencia,

O (B) = Dn(05) - Do) € M(2%, ZIVE, L),
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Teorema 2.2 (Invariante de Jones). Sea @y, el homomorfismo de la Defini-
cion 2.2 y u la matriz definida en Proposicion 2.1, entonces:

2ot (0, (B) )

(B = o

(2.1)

es una tnvariante para links. Este polinomio es el polinomio de Jones y como es

usual, lo denotaremos por Ve(t).

DEMOSTRACION. Para demostrar que & es una invariante de link, debe res-

petar los movimientos de Markov, es decir, se debe cumplir:
M1. E(yRy ™) = &(B), para todo B,y € By.

M2. &(B) = &(Bon) = &(Bo,t), para todo B € B,,.

Es claro que dada cualquier trenza, tenemos que & tiene una variacion en las
funciones tr y exp. Entonces M1 y M2 las demostraremos en dos partes.

Demostracién de M1. Sean vy, 3 € B,,, entonces

tr(On (YBY ™) = tr(Qn(v)Pn(B)On(y) 'u®™) (porque @ es hom.).

= tr( @, (V) DOn (y) 'O (B)u®™) (porque tr es ciclica).

= tr(On (B)™™).

Por otra parte, tenemos exp(yBy ') = exp(p), por lo tanto

ElyBy~") = &(B).

Demostracion de M2. Sea 3 € B,,. Como @ es homomorfismo, tenemos

@i1(Bon) = Cny1(B)Onii(on). (2.2)
Por definicion de @ se sigue
Onir(B) = Pn(B) ® Ly Crpaon) =1 @R (23)
Multiplicando por u®™+1) cada miembro de (2.2), nos resulta

Dy (Bon ) u® M = @y (B) Qg (o) pE Y. (2.4)
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Considerando M:=®,,(3) y reemplazando los resultados de (2.3) en (2.4), nos
queda:
Dt (Bo ) = M@ L)IE™ Y oR)(u® ... © ). (2.5)
—_———

n+1 veces

Ademés, si M = (ay;), entonces

on
tr(@, (B)u®m) = Z aiiby, (2.6)
i=1
donde
b; O 0
R =10 01,
0 0 bon
con

b, si i=2p—1,
considerando by :=1y by :=1.

De (2.5), nos ocuparemos de los siguientes factores:

M® L)1 @R). (2.7)
R 0 0
Es claro que (15@(“_1) ®R)= |0 "-. 0] tiene 2™ ! bloques de matrices R.
0 0 R

Es por eso que (2.7) es equivalente a:
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ap; Q2 a3 ... ... ... Qqon R
a1 Qg : R
asi ass : R
Qqq N e O R
S I i
@y 0 00 0 0 0 o][t o o0 o
0 an 0 0 0 —vt 0
0 apn O 0 —vVt 1—-t 0
= 0 agp O 0 0 0 1
0 0
0 apm O
0 0 0 0 0 0 an||

- A9o = H.

De modo general, el i-ésimo bloque de la matriz H es

a2i—1,2i—1

Qgigi(l —t)

A2i,21 |
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Sea B := tr(®@,, 1 (B0, )u®™ V). Por resultado (2.6), tenemos

2“71

B = Z{a2ifl,2iflb4i73 + Qoi2i(1 — t)bai1 + agi2itbail. (2.9)

i=1
Reescribiendo, tenemos

2n71

B = Z{a2i—1,21—1b2(2171)71 + Q2i2i(1 — t)barai)—1 + a2 21tborai) ) (2.10)

i=1
Factorizando, se tiene

21171

B = 2{021—1,21—11321—1 + agi2i[(1 — t)boy + thas]}. (2.11)

i=1
Reduciendo términos, nos resulta

21’171

B = 2{0214,214}3214 + Q2121 b2} (2.12)
i1

21’171

=) ajib; = tr(Dn (B)®M). (2.13)
j=1
Por lo tanto, de (2.5) tenemos

tr(@p 1 (Bon)u® ™) = tr(On (B) ™).

Ademas, sabemos que

exp(Bon) =exp(B) + 1.

En consecuencia,
&(B) = &(Bon)

Por otra parte, demostrar que &(Bo,,!) = &(B), se realiza de manera similar.

Por lo tanto, & es una invariante para links. OJ

Ejemplo 2.3. Calculemos la invariante de Jones para el link asociado a 3 €

B3, donde [3 = 0109.
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Realizando los cdlculos correspondientes, tenemos

exp(B) =2, n =3, ®3(0,02) = P3(07)D3(02),

1 0 0 0
0 0 —/t 0 10
donde ®3(0,) =R® 1, = ®
0 —vV/t 1—t 0 01
0 0 0 1]
_1 . _
01
00
B 0 0
1—t 0 ’
0 1—t
10
- O 1_
1 0 R
y D3(02) =1, ® R= ®R =
0 1
Por lo tanto,
I
0 R
O3(B) =
(1 -1,
- I2_




Por otra parte, p*3=

Ast,

1—t
1—t
1

t

2. USANDO TENSORES

1N
0
1—t
1—t
1
1
0
1—t
1
t
2
t
2
2
t2

33
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®3(B)H®3: ’

entonces
tr( @3B =14+t -+ -2 +t3 =1+t
De lo anterior:
t(273+1)/2(1 +t)
1+t

Por lo tanto, el polinomio de Jones asociado al link [?, es:

E(B) = —1.

Vi(t) =1

Ejemplo 2.4. Calculemos la invariante de Jones para el Hopf link H de la

siguiente figura.

Por el Teorema 1.5, el link H = B, donde B = 0101 € Bs. Luego, realizando los

calculos correspondientes en Scientific WorkPlace 5.5, tenemos que:
@2(6101) = @2(61)@2(01) = R2 ,tT’(R2H®2) = t3 +t2 +t4+1 Yy eXp(O'l()'l) = 2.

Entonces por Teorema 2.2, el polinomio de Jones para /B\ es:

2+t 1)
Va(t) = — /2 4 52
Y 1+t "
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3. Método de Turaev

La ecuacién cudntica de Yang-Baxter (o ecuacién de Yang-Baxter) es par-
te fundamental de esta tesis. Nos permitird construir al invariante de Jones sin
utilizar algebra de Hecke ni diagramas. Asi, en esta seccién introduciremos los
ingredientes necesarios para la construccién del invariante en la Seccion 2. Gran

parte de los resultados en torno al invariante de Jones han sido extraidos de [19].

En lo que sigue, K es un cuerpo y V es un K-espacio vectorial con base
B = {vi,va,...,vin}, con m > 1. Ademds, dado n € N, el producto tensorial
V®---®V (nveces) lo denotamos por V¥ en particular, V&' =V y V&2 =
V ® V. También, por cada base B de V, la base B®™ de V®™" es

BE™ = (v, ® - ® Vi, i1,i0,...,0n €{1,2,..., m}}. (2.14)

Definicién 2.3. Dadon € N y 1 <i<n—1, el automorfismo Ry de V&,

se define por:
Ri(n) :=1d5" Y @ R 1aE™ 1 s ven , ven, (2.15)
Notar que, para todo vq,...,v, € V, se tiene:
RiM)(vi® - @vn) =vi® -+ @Vvi_1 @ R(Vi @ Viy1) ®Vita ®@ -+ @ V. (2.16)

En la definicién de la funcién lineal Ri(n), vemos que hay una matriz fija R,

la cual la caracterizaremos a continuacion.

Definicién 2.4. La funcién lineal R : V2 — V®2 ¢s llamado operador de
Yang-Baxter (o también, un operador-YB) si las funciones lineales Ry := Ry(3) y

Ry := Ry(3) de V®3 satisfacen la ecuacion

R10R20R1 :RQORIORQ, (217)
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o equivalentemente,
ReDI®R)(RI) =(I2R(R&)(IR). (2.18)

Esta ecuacion se llama ecuacion de Yang-Baxter.

El operador de Yang-Baxter es parte fundamental en la tesis, ya que, junto
con la presentaciéon de Artin del grupo de n-trenzas B,,, construiremos una re-
presentacién de B,, en un espacio tensorial VO™, mediante cierto homomorfismo

br. Mas precisamente tenemos el siguiente teorema.
Teorema 2.3. Sea Ri(n) la funcién lineal de la Definicién 2.3 y R € End(V®?)
un operador-YB, entonces la funcién
bR 0y —— Ri (TL)

define una representacién de B, en un espacio tensorial V&™,

DEMOSTRACION. Por Teorema 1.8, tenemos que

bR : Bn —>V®n

o; — Ri(n),

es un homomorfismo. Por lo tanto, (bg, V®™) es una representacién de B,.

O
Observacién 2.4. Si f € End(V®"), entonces
f(vil Vi, &+ ® Vin) = Z f)li]lzv)l QVj, @ BV, (2'19)

1<j17"'7jn<m

donde (f1"7") es una matriz con mailtiples indices en K.
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Ejemplo 2.5. Sea V el K-espacio vectorial, B = {vi, vy} base de V y B®? base
de V&2, Definamos R € End(V®2) por:

R:V®V — VRV
Vi @V = Vv QVy
VI @ Ve = =Vt @V
Vo @Vp = =Vt @V + (1 —t)ve @ vy

Vo @ Vg = Vo X V9.

Luego, en este caso, tenemos que:

1 0 0 0
0 0 —vt 0
0 —vVt 1—t 0
0 0 0 1

[Rlpee =

Definicién 2.5. Sea f € End(V®"), para cada i4,...,1n—1 € {1,2,...,m},
definamos el operador traza Spn(f), como el endomorfismo sobre V(=1 dado
por

Spn(f)(vi, @---®@vi,,) == > iy @@y,
IS sin-1,jsm

Ejemplo 2.6. Consideraremos las mismas condiciones que el Ejemplo 2.5.

Para calcular Sp2(R), usaremos la Definicion 2.5; asi tenemos

j1j
Sp? vll Z fll]vll

1<]1]<2

Ezpandiendo, resulta:

= Spa(R)(vi) = D> RPPvj, =Rijvy + Ri3vi + REjvs + Rijvy = 1vy.

1<51,)<2
= Spa(R)(v2) = D RIWvj, = Ryjvi + Ry + Rijva + R33vy = (1—t)va + Lva.
11,52
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Por lo tanto,
1 0
0 2—t

[SPQ(R)]B =

Proposiciéon 2.3. Tenemos tr(Sp,(f)) = tr(f) € K, donde tr denota la traza

usual de funciones lineales.

DEMOSTRACION. Sea f € End(V) v B = {vi,..., vy} una base de V. Por la

Definicién 2.5, sabemos que

Spavy @ - @vi, )= Y Iy ee

11...‘.Ln71
1<, jn—1,J<m

Aplicando tr, tenemos:

tr(Spn(f) vy, @ - @vi, N =tr( Y Uy e ,)

i1..in-1j
1<]’17“'7jn717j<m

B i1 ino1]
= Z o Vi ® - @ Vi,

1<i1 s in 1,j <M
=tr(f)(vi, ® - @vi,_,).
]
Definicién 2.6. Dado p € End(V), «, 3 € K y R €End(V®?), diremos que la

4-tupla (R, u, o, B) es un operador-YB mejorado (u operador-EYB), si satisface

las siguientes condiciones:

1. La funcion lineal p @ w: V&2 — V2 conmuta con el operador R.

2. Spa(Ro (@) = app y Spa(R71o (@ p)) = o 'Bu.

Proposiciéon 2.4. Conservando notacion. Si 1w es un automorfismo, entonces

la seqgunda condicion de la Definicion 2.6 es equivalente a:
Sp2(R¥ o (Idy ® ) = o™ Bldy,

para ciertos «, p € K.
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DEMOSTRACION. Demostraremos que la condicién

Spa(R(Idy ® 1)) = afldy (2.20)

es equivalente a
Sp2(Ro (L@ ) = afu, (2.21)

cuando W es automorfismo.

En esta demostracion, consideremos que dim(V) = m, «, f € K y u una
matriz definida por:
H1

W= " (2.22)

M-

De (2.21) tenemos que Spo(R(n ® w)) es equivalente a:

Th

M1 o

H1Hm
Ho

Ho lm

Kl
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y la matriz o3 es igual a:

Py

b (2.24)

aPum

Luego, igualando (2.23) con (2.24) y calculando Sp; del producto entre R y pu®2.
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
Riptf + Ripipe + ... + R = Py

Rimt1Maly + ... + RomMoptm = xBH2

R(m—l)m—l—lumul + ...+ Ry H?n = “Bumy

que es equivalente a:

Riy +Ripp + ... + Rty =B

Rm+1H1 +...+ RQmI*Lm - OCB (2 25)

R(mfl)mntlul + ...+ Rnepm = .
Para simplificar notacién, denotemos el sistema de ecuaciones (2.25) por matrices
diagonales de la siguiente forma:
dlag(Rl FL1+R2 H2++Rmuma Rm—0—1 u1++R2mum7 R(mfl]mnhl H1++Rm2 um) =
diag(af, ..., xp).

En la igualdad anterior, la primera matriz diagonal tiene elementos de Spo(Ru®?).



3. METODO DE TURAEV 41

Entonces nos resulta:

Spa(Ru®?)(vi) = (Ripy + Ropty + . .. + Rt )V1

SP2(RH®2)(V2) = (Rms1t1 + ... + Romtm ) Ve

SPQ(RH®2)(Vm) = (R(m—l)m—i—lul + ...+ Rm2 Hm)vnu

que es equivalente a:

Ri
Rauo

Rintm

R('m—l)m—O—l 1

RinzHm i
(2.26)

Luego, (2.26) es igual a:
Spa(R(1& ). (2.27)

Por lo tanto, considerando (2.27), el sistema de ecuaciones de (2.25) nos queda:

Sp2(R(I® ) = diag(af ... ap) = «pldy.

m-veces
Asi, hemos demostrado que (2.20) es equivalente a (2.21), cuando p es automor-

fismo. De forma similar se demuestra que
Spa(RHIdy ® w)) = o 'Bldy (2.28)

es equivalente a

Spa(R7Mo (@) = o !By, (2:29)



42 2. CONSTRUCCION DEL POLINOMIO DE JONES

cuando W es automorfismo. O

Teorema 2.4. Sea R €End(V®2%) un operador de Yang-Baxter, {vi,...,Vm}
una base de V y u €End (V). Entonces la 4-tupla (R, w, «, B), es operador-YB

mejorado si satisface las siguientes dos condiciones:

1. Para cualquier i,j,k,1 € {1,2,..., m}, se cumple:
(Hiry — Hle)R]f,}l =0.
2. Para cualquier i,k,1 €{1,2,..., m}, se cumple:
m . m .
S RS =apsty Y (RS =o'k,
j=1 j=1

donde 8% es el delta de Kronecker.

Observacién 2.5. Para construir un operador de Yang-Baxter mejorado

S = (R, u, &, B), tenemos que sequir la siquiente receta:

Paso 1. Construir un operador de Yang-Baxter R.

Paso 2. Verificar que R cumpla Condicion 1 del Teorema 2.4. Luego, determinar
las entradas Wi, segun Condicion 2 del mismo teorema.

Paso 3. Comprobar que R y w satisfacen Condicion 1 de la Definicion 2.6. Luego,

determinar o y 3 usando la Condicion 2 de la misma definicion.

Con nuestro operador de Yang-Baxter mejorado S y aplicando el siguiente teore-

ma, podemos determinar el polinomio de Jones sin normalizacion.

Teorema 2.5. Sea S=(R,u, «, B) un operador-EYB. Si u®™ € End(V®"),

entonces la funcion Ts : |_|n21 B, — K, definido por
Ts(8) := o~ PEI Bt (br(8)u®™), con & € By, (2.30)

es una invariante sin normalizacion.



3. METODO DE TURAEV 43

Observacion 2.6. Para normalizar la invariante Ts, basta diwidir Ts por

Ts(O). Entonces, calculado el valor de Ts para el nudo trivial, resulta:

Ts(O) = B~'Sp(w).

Luego, la invariante normalizada queda definida por:

o exp(d) l?)_n+1tT(bR (6) l‘l®n)
Sp(p)

Ts(6) := , con d € By,.
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3.1. Caso dimensién 2. En esta subseccion, suponemos que la dimension
de V es 2. Luego, construiremos nuestro operador-YB mejorado S y determina-
remos la invariante Ts asociada.

En el desarrollo de esta construccién, A denota el cuerpo Z(1/t).

1 0 0 0

0 0 —vt O
Sea R := vt e M(4,A).

0 -/t 1—t 0

0 O 0 1
Vamos a probar que R es un operador de Yang-Baxter, es decir:

(R® Idy)(Idv ® R)(R® Idv) = (Idv ® R)(R ® Idy)(Idy ® R).

Calculemos primero R ® Idy y Idy ® R:

1 0o 0 0]
R®Idv=00_ﬁ0®10
0 —v/t 1—t 0 0 1
0 0 0 1]
10 0o 0o 0o 0 00
01 0 0 0 0 00
00 0 0 —/t 0 00
|00 o 0 0 —/t 00
oo —v& 0 1-t 0 00
00 0 —vt 0 1—-t 00
00 O 0 0 0 10
00 0 0 0 0 0 1
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1 0 0 0
Idy @R = b ® 00 vt
0 1 0 —v/t 1—t 0
_ 0 0 0 1]
1 0 0 00 0 0 0
0 0 —/t 00 0 0 0
0 —v/t 1—t 00 0 0 0
I U 0 10 0 0 0
oo 0o 01 o o ol
0 0 0 00 0 —/t o
0 0 0 00 —/t 1—t 0
0 0 0 00 0 0 1]
Luego, tenemos que (R ® Idy)(Idy ® R)(R ® Idy) resulta ser:
10 0 0 0 0 0
00 0 0 t 0 0
0 0 t 0 Vi(t—1) 0 0
00 0 0 0 0 t
0t Vi(t—1) 0 (t—1°—t(t—1) 0 0
00 0 0 0 t Vit—1)
00 0 t 0 Vit—1)  1—t
0 0 0 0 0 0 0

Por otro lado, (I ®R)(R®I)(I ®R) es la matriz

_ O O O o o o O

45

. (2:31)
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10 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 t 0 0 0
0 0 t 0 Vt(t—1) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 t 0 (2.3)
0t Vt(t—1) 0 1—t 0 0 0
00 0 0 0 t Vi(t—1) 0
0 0 0 t 0 Viit=1) (t—=1*=t(t—=1) 0
0 0 0 0 0 0 0 1

De (2.31) y (2.32) se sigue que R es un operador-YB. Asi, por Teorema 2.3,
R define una representacién del grupo de trenzas B,,, mediante el homomorfismo

d)IO'iP—>Ri.

A continuacién, construiremos un operador de Yang-Baxter mejorado. Para
esto, consideremos el mismo operador Yang-Baxter R € Aut(V®?) y V el A-
espacio vectorial con base B = {vy,vo}, o, p € A y u €Aut(V) definida por

w:vV—YV
Vi = vy

Vg = HaVa,

donde pq, pe € K.
Comencemos por demostrar que R satisface la Condicién 1 del Teorema 2.4 y
luego construiremos el isomorfismo @ que satisfaga la Condicion 2 de este mismo

teorema.

1. Dado cualquier 1i,j,k, 1 € {1, 2}, tenemos que
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K,
(Hiky — pe)REy =0,
donde R]f’jl son las entradas de la matriz R.

Para el caso pip; = py iy, se tiene:
Rip=1, R3=0, Ryj=—vt Ri=—Vt Ryj=1-t Rj;=1,

y para el caso pipy # px tenemos que las entradas de R son nulos. Por lo

tanto, R cumple Condicién 1.

2. Sea i,k € {1, 2}, tenemos:

ZR u)—ocﬁé

donde §¥ es delta de Kronecker. Analizando por casos, segiin i y k, tenemos:

= Sii=k =1, entonces

ZR Wy = Ripp + Rigie = = af,

= Sii=1,y k=2, entonces

2

Z R?i b = R + R, =0,
j=1

= Sii=2 y k=1, entonces
ZR2)H’J = Ryi + Ryjke =0,

= Sii=k =2, entonces

ZR il = RO + RSHe = (1 — t)py + pp = P
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Esto nos permite generar el siguiente sistema de ecuaciones:

1 0 H of3

(1—t) 1 Mo of3

9

el cual tiene como solucion: py =1y py =t.

De manera analoga se puede determinar el valor de 1; y Ho, considerando

(R = o 'BoY.

2
=1

j
Para encontrar el operador-EYB, solo resta determinar «, f € A que satisfaga

las dos condiciones de la Definicién 2.6.

Demostracion de Condicién 1:

10
Sea U= , entonces u®?: V®2 — V®?2 conmuta con el operador R.
0 t
En efecto:
(100 0]t o o ol [r o 0 0]
3
H®2R:Ot0000—\/’EO:OO —tz 0
00t 00—Vt 1—t O 0 —t? —t(t—1) 0
000 |0 0 0 1] [0 o 0 t2)
1 0 o olftoo o] [t o 0 0]
3
Rum:oo-\/EOOtoo:oo —tz 0
0 —/t 1—t 0|/ |0 0 t O 0 —tz —t(t—1) 0
0 0 0 1000 o o 0 t2)

Demostraciéon de condicion 2:

Consideremos B = {v;, v} base de V y B®? = {v; @ V1, Vi @V, Vo @ V1, Vo @V, base
de V®2 Ru®? € End(V®?) definida por la matriz (gﬁ’é), con 1 < 1iy,j1,12,j2 < 2.
Luego, por Observacién 2.4 tenemos

®2 _ j1ijz2
Ru®?(vi, ®@vy,) = E gL Vi, @ Vi,
1<1,j2<2
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Ademds, para facilitar la lectura, definiremos g := Ru®?. Asi, tenemos

(SPQQ V11 Z 91 V)l?

1<51,4<2
donde (911;) es la matriz Ru®? y 1 <1iy,j1, 12,52 < 2.
Demostremos que
Spa(Ru®?) = afu.
Aplicando definicién del operador Sps, tenemos:

(Sp2g)(vi) = D glivi,=gllvi + gl3vi + giiva + gBve = vi.

1<]1 ]<2
(Spag)(va) Z gJQ;Jv]1 gaivi+gitvi+galvo+ g3y, = t(1—t)vo+t2vy = tvy.
1<51,jK2
Asi,
®2 0
[Sp2(Ru™*)]g =
t
Esto indica que
1=uaf. (2.33)

Por otra parte, se debe cumplir Spo(R™1u®?) = o« 1B .

Es claro que

1 0 00
1 -1

pi_ |0 1=t 7 O

0 —x 0 0

0o 0 0 1]

entonces

0

e [0 t=1 —VE O
0 —vt 0 0

0 0 0

Para los siguientes calculos, definiremos f := R™! o u®? notar que f € End(V®?).
Entonces tenemos:

f(vi ® vi) = v; ® vy, entonces fi} =1,



50 2. CONSTRUCCION DEL POLINOMIO DE JONES

f(\)l ®V2) = (t — 1)\)1 & vy — \/‘E\)g ®\)17 entonces f%% =t—1 y f12 — \/-E’
f(vy ® V1) = —V/tv; ® vy, entonces fi? = —/,
f(vo ® vy) = t?vy, entonces f23 = t2.

Aplicando la definicion del operador Sps, tenemos:

(Spaf)(vi) = ) vy, = Flive + Fi5ve + five + f3vs = vi + (t— Dvi = tvy,

1<51,jK2
y
(Spaf)(va) = ) vy, = f31vi + F33v1 + 3o + 35 =ty
1<51,<2

Entonces:

t 0 10

[Spofls = =t

0 t? 0 t

Esto indica que
t=oa p. (2.34)

De (2.33) y (2.34) determinamos que:

Resumiendo tenemos:

Asi, la 4-tupla (R, u, &, 3) es un operador-EYB. Luego, segin Teorema 2.5, se

tiene

)~ (V) T (o)), (2.35)
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donde o € B,. Para normalizar la invariante &), vamos a calcular &5( K), donde K

es el nudo trivial. En efecto:

Por lo tanto, para nuestro caso dim(V) = 2 , la invariante normalizada de Jones

para links es
t% (exp(d)*nwtl)t—r((bn(o—) u®n)

®(0) = — . (2.36)

Notemos que el polinomio @ es el mismo de la Seccién 2 del Capitulo 2.
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4. Caso dimensién 4

En esta seccion, usando la el método de Turaev de la Seccién 3, construi-
remos una invariante para links llamado ¥ y demostraremos que satisface los
movimientos de Markov.

A continuacién, definiremos el operador-YB mejorado S y determinaremos la
invariante asociada ¥. En lo que sigue, en esta seccién, tomaremos C := Z[u, L—L].

Ademads, consideremos

(4w 0000000 O 00O0O0 0 00
cooo6o0o1000 0 O0O0O0OO0O O 00
coo0o0000O0OO0 w O0O0O0OO0O O 00
0 000O0O0OO0OO0O O O0O0O0OTI1 0 00
co1ro0oo00000 O O0OO0OOO O 0O
coo0000wo0OO0O O O0OO0O0OO0O O 00
0 000O0O0OO0OO0O O 1000 O 00

T_ cooo0o00000 O O0O0O0OO0 uwu 00 € M(16.C).
60100000 u-10000 0 00
cooo06o0o0o010 0 0O0O0OO0O O 0O
coo0o0oo00000 O OuwoOO0O O 00O
cooo0000O0O0O O OOOO O 1 0
cooo6061o0000 o0 0O0O0OO0O O 00
000 0O0O0GO0T1 0 00O0O0u-1020
cooo06o0oo0o000 0 0010 0 00
coo0o00000O0O O O0O0OO0O O 0 u|]

Tam-bién, sea B ={v1,Vv2,v3,v4} base de Vy B®? ={v; ®v; ; 1,j = 1,2, 3,4} base
de V&2,
Usando SageMath cell, sabemos que T es un operador de Yang-Baxter, demos-

trando que:

(TeDIeN)(Tel)=ITHTeDHI®T).
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Maés adelante justificaremos (ver Capitulo 3), por casos, que T es un operador-YB,
demostrando que satisface la relaciéon de trenzas. Asi, T define una representacion

del grupo de trenzas B,,, mediante la asignacién \V : oy — T;.

A continuacién, construiremos un operador de Yang-Baxter mejorado. Para
esto, consideremos el mismo operador Yang-Baxter T, o, 3 € C y la funcion
definida por:

w:v—V
Vi = iV
Vo = HaVa
V3 = HU3V3

V4 = HyVy,
donde Hi, K2, U3, Ha € C.

Demostremos que T satisface las primera condicién del Teorema 2.4, luego cons-

truiremos el isomorfismo p que satisfaga la segunda condicion.

La condicién 1 del Teorema 2.4 indica que, dado cualquier 1,j,k,1 € {1,2, 3,4},

se debe tener:

(Hiby — ) T =0, (2.37)

donde Tf' son las entradas de la matriz T.
Analizaremos todas las combinaciones de los indices 1, j, k, 1. Tenemos los siguien-

tes dos casos:

Caso 1. Si pipj = pxhy, es decir, sii=kyj=161=1yj =Xk, tenemos que

Ti' toma los siguientes valores:
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Ti=uw Ty =u| Ty= Tid =

TE=0T3=0|T{=u-1| TH=0
=1 TH=1| TH=1 |[TH=u—1
Ty =0 T5=0 TF=0 | Tg=0
Th=u|TE=1| TH=1 | Tx=1
Ti=0|Ty=0 Ti=0 | TF=0
Ta=1Tf=u| Ti= T =1

Caso 2. Si il 7# Mk, es decir, sii #koj #lyi#1oj#Kk, tenemos que
Kl _

Asi, nuestro operador T satisface Condicion 1 del Teorema 2.4.
Ahora, construiremos el isomorfismo p que satisfaga la Condicién 2. Esta condi-

cién indica que, dado cualquier i, k € {1, 2, 3,4}, se debe tener
4 .
D T = apsy,
j=1

donde 8% es el delta de Kronecker. Analizaremos todas las combinaciones de los

indices 1, j, k, L. Tenemos los siguientes 5 casos:

Caso 1. Si 1=k =1, entonces

4

S Ty = TH o+ Tiue + T + T = o,
j=1

asi tenemos up; = «f3.

Caso 2. Sii=1, k =2, entonces

4
D ToHwy = THw + T + T + Tou = 0.
j=1
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Caso 3. Si 1 =k = 2, entonces

4

S Ty = T2+ T2 + T2 + T5 e = up,
j=1

asi tenemos upy = «f3.

Caso 4. Si 1 =k = 3, entonces

4
ZT;%] W = T3+ Tih s + T s + T = (w— 1)y + ups,
=1

asi tenemos (uw— 1) +ups = «f3.
Caso 5. Si 1 =k =4, entonces

4

3 T = T+ T + T + Ti = (u— Dps + up,
j=1

asi tenemos (U — 1)py + upy = «f3.

Por consiguiente, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

w0 0 0] fwm b

0 w0 0f fuef xf3
u—1 0 u 0| |us a P 7
| 0 u—1 0 uf [p4] | x|

que tiene como solucién:

xp 3 xp xp
Wi =—, Ha = —, H3:¥}’H4:—27

o equivalentemente:
Hu = pou = pgu® = pyu’,

Por lo tanto,

(2.38)

(@)

e
(@n) — (@n) (@)
— o (@m) (@)
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De manera anéloga se puede determinar el valor de g, Ws, M3, W4, considerando

que
4

Y (T = o s,

j=1
Para encontrar el operador-EYB, solo resta determinar «,3 € C tal que

satisfaga las dos condiciones de la Defincién 2.6.

1. Considerando nuestro operador T y pw construido anteriormente, veremos que
n®iT = Tu®?.

Mediante calculos hechos en SageMath cell, se tiene las siguientes dos igualda-

des:

;OO

£, © o o o

£, ©

£, © © o o o

£, o ©

© © ©o o o o o

o o o o O

uT =

o o o o O

o o o o (@) (@) o o o o (@) (@) ;:' o o o
e
—
= e
| [\
—_
—
o o o o — (@) (@) o o o (@) (@) o o o (@n)

e}

e}

(@] (@] o o (@] (@] o o o o (@] (@] o o o
o o o o o o o o o o o
(@) o o o (an) o o ﬁ o o (an) (@n)] o (@] o o
(@] (@] (@] ﬁ (@] (@] (@] (@] (@) (@) (@] o (@] o (@) (@)
o (@) o o (@) o o (@) o o () (@) o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o C o o o o o o o o o
o o F: o () () o (@] o o () (@n)] o (@] o o

e

c

|

—_

—
o (@] (@] (@) (@] o (@] (@] (@) ﬁ (@] (@] (@] (@] (@) (@)
(@) o o o () $: o o o o () (s o (@] o o
()] — (@n) o o o o (@m) (@) o o o (@] o o o

o O o o o o o

—~
!\3
o
Ne)

~—

c o O O O O O O o o o o o o o o
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= Tu®2
Es decir, u®? conmuta con T.
2. Para facilitar la lectura, tomaremos f := Tu®?. En este caso, tenemos que

Spaf(vi,) = > vy,

1<j,j<4

donde (fﬁ)f) es la matriz asociada determinada en (2.39) y 1 < 14,1, i2,j2 < 4.

Demostremos que
Spa(Tu®?) = xBp.
Aplicando definicién del operador Sps, tenemos:

[ ] (Spgf) (Vl) = Z f)ll\))l— f%lvl + f%%vl —+ f%3\)1 —+ fhvl + f%%VQ + f%Q\)g +
11,4
f23v9 +124vo + 3 1vs + F32vs + 35V + v+ vy + vy + Flavy + vy = udvy,

» (Spof)(vy) = Z f’2§]v51: faivy + faavy + fi3v; + fiivy + fve + f22vy +
1<§1,j<4
f23V2+f2 V2+f3 V3—|—f3 V3—|—f3 V3—|—f3 V3—|—f4 V4—|—f4 V4—|—f4 V4—|—f44\)4 = LL Vo.

x (Spaf)(vs) Z f’”vh: fiivy + fi2v) + Fi3vy + fiiv) + f2lve + f22v, +

11,4
23V + f25vo + 313 + figvz + f35vs + faqvs + falvy + faavy + Fiavy + f53vs
= (u(u—1) +u))vs
w (Spof)(vy) = Z f’”vh: vy + fi2vy + F3vy + vy + fiivy + f22v, +
1<51,j<4

f23vy + f24vy + fivg + foavs + foovg + fojvs + fiivy + fi2vy + v, + v
=(u(u—1)+u))v,

Entonces,
(W0 0 0] (w0 0 0]
0w 0 0 L 0 wo o
[Spofls = =u (2.40)
0 0 u?2 0 0O 010
0 0 0 u| |0 00 1)

Ahora, nos queda demostrar que:

Spo(T~ ') = o ' By
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Como en la demostracién anterior, tomaremos g := (T~ 1u®?). Aplicando defi-
nicién de Sps, tenemos:

= (Spag)vi) = D Vv, = glivi+gl3vi +gldvi + glivi + gHiva + gBva +
1<]1,)<4
913V2+914V2—|—g V3+932V3+933V3+934V3+941\)44‘941%\)44—941%\/44‘94113\)4 = V.

= (Sp2g)(v2) = Z 9]2 Viy= G21V1 + G35V1 + Ga3Vi + goiVi + g5V + g33va +
1<551,j<4
953V2+g31vat+03Va+gaavatg53vat g3 vatgaVatgaavat gaivatgaiva = Va.

= (Sp2g)(vs) = D bV, = giivi+gBvi+ giivi+ givi + g3lva + gBva +
1<51,j<4
g33va + 931v2 + 951V + 933vs + g33vs + g31vs + 951 Vs + 935va + g53va + g3ivy

—_= —\)3

= (Sp2g)(va) = ) gvy,= gllvi+gidvi+gidvi+glivi+gtiva+ gBva +
1<1,j<4
gi3va + giiva + gi1vs + gi5vs + gi3vs + giivs 4 g1 Ve 4 gi3Va + gi3va + giiiva

= L1y,
Luego,
(100 0] (w0 0 0]
Spagls = 01 0 O :l 0O u 00 (2.41)
00+ 0 wio o010
(00 0 1] 1000 1]
Ahora, debido a (2.40) y (2.41) tenemos:
u? = apf
y
l:(x—llg
u
Por lo tanto,
a=ulyp =

En resumen, hemos determinado el automorfismo p, el operador-YB T, «

1
y B € Zlu, 1—L]. Asi, tenemos que la 4-tupla S = (T, u, &, B) es un operador-

~ 1
EYB. Luego, segun Teorema 2.5, se tiene que ¥ : B,, — Zlu, a] respeta los
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movimientos de Markov, donde

W(6) = (u2) O (V) M er((o)u®). (2.42)

Para normalizar la invariante ¥, vamos a determinar Y(o; --- 0n_1).

Ahora, un célculo directo muestra que

W(oy - 0pq) = Q(u—\/gl)

En general, normalizando ¥, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Sea P, el homomorfismo de la Proposicion 2.2, w la matriz

del resultado (2.38), entonces

w3000 My (4, (0) ™)
2(1+u)

W(6) = (2.43)

es una invariante para links.

A continuacién, demostraremos que ¥ respeta los movimientos de Markov. Es

decir, dado € B,,, demostraremos que ¥ cumple las siguientes dos condiciones:

M1. Y(axfot) =W¥(B), para todo « € B,,.
M2. Y(B) =¥ (Bon) =¥ (Boy,").

DEMOSTRACION. Primero demostraremos W(afoc™t) = W(B). Esto es,

w2 (1Ben(aBbe g (i, (aBoc ) wr I Eer (B Mgr(, (B)u®)

2(1 +t) 2(1+1)

Es evidente que exp(afo!) = exp(axa ') = exp(p). Por otra parte,

tr(dn(aBa™)p®™) = tr(n(a)bn(B)bnla)u®")
= tr(bn(c)bn(B)dn(at)u®m)
= tr(bn(c)bn(B)dnle)~ p®m)
= tr(Pn(e)Pn(o) " Phn(B)um)
= tr(hn(B)u®").
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Por lo tanto, W respeta M1.

Ahora, demostraremos que ¥ respeta M2, es decir,

Y(Bon) =Y(B),

donde 3 € B,,.

Para que se cumpla la igualdad, basta analizar

tr(¢n+1(ﬁcn)u®(n+l)) y eXp(BO‘n).

En primer lugar, como 1\ es homomorfismo, tenemos

q)n—b—l(ﬁ’o—n) :¢n+1([5)1pn+1(0n)- (244)

— f1 €2 €k
Como 3 = o0;0;7... 0y, tenemos

P (B) =TT .Tfkk, (2.45)
donde Tf)_j = If(ijfl) RTY ® Ii@(nfij), con 1 <ij <ny e ==x1. Ademss,
T =0 VeTo01?™ e, (2.46)

Y

Si reemplazamos los Tfjj de (2.46) en (2.45) y aplicando la propiedad (A®1,;)(B®

I,) = AB ® 1, de modo reiterativo, en (2.45), este se simplifica y resulta

Uni1(B) = bn(B) ® L. (2.47)

Por otro lado, aplicando la definicién de 1 en (2.44), se concluye
Pnsi(on) =1V QT (2.48)
Por lo tanto, de (2.47), (2.48) y considerando el factor u®™+1  tenemos que

P (Bon)u® ™ = (Vo (B) @ L)(IF™H @ T)p® 0, (2.49)
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Por otra parte,

4TL
tr(Pn(B)u®") = Z aiibs,
i=1

donde

b,

con by :==u", by:=u", by:=u"! by=u"!yparai>4,

;

b,

o
S

e

el

by

si

si

si

si

byn

i=4p—3
1=4p—2
i=4p—1
1=4p.

61

(2.50)

Definamos ahora la matriz M := () con componentes ai; y de orden 4™.

Entonces la expresién (2.49) queda

Y1 (Bon)n®MY = (M@ L) (IP™ ! @ T)pm ),

(2.51)

Los factores del miembro derecho de la ecuacién (2.51) son equivalentes a las

siguientes matrices:
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ap; a2 a3 ... ... Quyn T
ao1 Qg2
as; ass R
1
Q1 . u@(n+ )
Qaq )
aAgny ... ... oo oo Qynygn T

(2.52)
De (2.52), es claro que el producto es una matriz de tamano 4™!. Para una mejor

comprension, denotemos el producto (2.52), sin considerar el factor u®™+Y  por

(diag(ai1, Qsg, . . ., auman ) ® diag(1, 1,1, 1))diag(T, ..., T). (2.53)
1
qn—

Al resolver el primer factor, tenemos

(diag(an, a;, A, Agg, ...y Qngn, Qgngn, Qyngn, a4n4n))diag(T, . ,T) (254)
—_———

gn—1

El producto de (2.54) lo expresamos por bloques de matrices, donde el i-ésimo

bloque es

diag(u’a41737 07 07 07 07 udayi—2, 07 07 (u'_l)a4ifl) 07 Udyi, 07 07 (u_l)alli; 07 WAy, . . )
(2.55)
Consideremos

Z:=tr(Pni1(Bon)p®™ ). Luego, usando (2.50) en (2.55) tenemos que

4n71
L= z {a2i—12i-1b4i—3 + Qgi2i (1 — t)bai—1 + Qgi2itbui},
i=1
reescribiendo,
2n—1

= 2{021—1,21—1132(21*1)*1 + a2 21 (1 — t)ba2i)—1 + A2i2itba(aiy},

i=1
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factorizando:

21171

= Z{aﬁfl,%flbﬁfl + aoi2i[(1 — t)boy + thayl},

i=1
reduciendo terminos

21171

= z {a2i—12i—1b2i—1 + Q221 b2i}
i=1

21171

= Y ajby =tr(ha(B)u®m).
i1

Por lo tanto,
tr(Pn 1 (Bon)n® ) = tr(n (B)n®™);
ademas, es evidente que:

exp(Bon) =exp(B) +1y exp(B) = exp(Bfon).
En consecuencia,
Y(p) =Y(Bon).
De manera similar, se demuestra

Y(Boy,') =¥(B).

Asi, concluimos que ¥ satisface las condiciones de Markov, por consiguiente,

Y es una invariante para links. O



Capitulo 3

Tied links

En este capitulo introduciremos un nuevo tipo de link que sera llamado tied
link [3]. Ademés estudiaremos la invariante F mediante relaciones skein. Y por
ultimo determinaremos una representacion del monoide TB,, en un espacio tenso-
rial V™ lo que nos permitird hacer una conjetura con respecto a una invariante

de tipo Homflypt para tied links.

1. Conceptos fundamentales

En 2016 F. Aicardi y J. Juyumaya, ver [3], introdujeron un nuevo tipo de
links llamados tied links. Esta construccién, del punto de vista algebraico, fue
realizada a partir del monoide tied braid (trenzas con identificacién). En esta

seccion estudiaremos los tied links del punto de vista topdlogico.

Definiciéon 3.1. Un tied link es un link donde sus componentes pueden estar
conectados por ties (lazos). Los ties se representan como resortes para indicar que
pueden ser contraidos y/o extendidos, dejando que sus extremos se muevan a lo

largo de las componentes del link.
Notacién 4. Al conjunto de los tied links lo denotaremos por Lt.

Definicién 3.2. Un diagrama de tied link es un diagrama de link con tie(s)
que une(n) dos puntos de la curva. Por ejemplo, en la Figura 1 vemos uno dia-

grama de un tied link que tiene dos componentes y tres ties.

Observacién 3.1. FEl tie no es un elemento topolégico, es solo una herra-

mienta para indicar que una componente esta conectada con otra.

64
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G

F1GUrA 1. Diagrama de un tied link

Observacion 3.2. Al igual que los links cldsicos, los tied links pueden tener

orientacion (cf. Definicion 1.5).

Definicién 3.3. Sean TL, y TL, dos tied links. Se dice que son tie-isotopicos

st cumplen las siguientes dos condiciones:

1. Los links TLy y TLy son isotopicos,
2. FEllos definen la misma particion del conjunto de componentes, salvo re-

enumeracion.

Ejemplo 3.1. En la Figura 2 tenemos dos diagramas de tied links no tie-

1sotopicos, ya que no definen la misma particion del conjunto.

o ]
I, ={{1},{2, 3,4}} I, ={{1,4},{2, 3}}

FiGurA 2. Diagramas de tied links no tie-isotopicos

Observacion 3.3. Todo link cldasico puede ser visto como:
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1. Un link sin ties,
o bien

2. Un link en la que todos sus componentes estan conectados por ties.

En 2 de Observacion 3.3 se cumple, ya que al agregar ties en cada componente de
un link, determinamos las misma particiones que un link sin ties. En la Figura 3

queda en evidencia lo observado.

Do - (e

F1GurA 3. Link visto como tied link

Definicién 3.4. Llamamos tie esencial entre dos componentes, a un tie que
al eliminarlo, hace cambiar la isotopia del tied link. En la Figura 4 tenemos un

ejemplo de un tie esencial entre dos componentes.

Observaciéon 3.4. Un tie entre dos componentes distintos es esencial.

s

F1GURA 4. Tie esencial

2. Invariante de tipo Homflypt

En esta seccion, presentaremos cierta invariante polinomial de tipo Homplypt

para tied link denotada por F y serd definido mediante relaciones skein (ver [3]).

Notacion 5. En lo que sigue, a todo tied link o diagrama de tied link lo
denotaremos por TL. Ademds, un tied link junto a el nudo trivial desconectado

lo denotaremos por TL°.
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Definicién 3.5. Sea B un conjunto con elementos fdacilmente comparables.
Una invariante para tied link (orientado) es una funcion f: L' — B, que toma

un valor constante en cada clase de tied links tie-isotopicos.
Para definir F es necesario considerar las siguientes notaciones.

Notacién 6. Las notaciones: TLy, TL_, TL_,TL, .y TL_ . indican que un
diagrama de tied link se modifica en un cruce como se indica en la Figura 5 y el

resto del diagrama de tied link se conserva.

...............

F1GURA 5. Discos, donde TL,,TL_,TL.,TL, .y TL__ no son
tie-isotopicos.

Teorema 3.1. Sea A := C(u,z,w). Existe una funcién F:L* — A , in-
variante de tied link orientado, definido de manera unica por las siguientes tres

condiciones:

1. F(O) =1, donde () es el nudo trivial,

2. Para todo tied link,

F(TL°) = Wisz( TL), (3.1)

3. La relacion skein es:

lff( TL.)—wWF(TL_) = (1 —uw H)F(TL.) + l(1 —u HF(TL, ). (3.2)
w w

La demostracion del Teorema 3.1 es una adaptacion de la demostracion realizada

n [17].

Corolario 3.1. Las siguientes relaciones son equivalentes a la relacion skein

(5.2) del Teorema 3.1.
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. Lw F(TLy ) —wWIF(TL_ ) =(1—uHYF(TL.),

1
2. LF(TLy) =w[F(TL) + (u—1)F(TL_ )] + (u—1)F(TL.),
3. WF(TL_) = L[F(TLy )+ (W — DF(TLy )] + (ut — 1)F(TL.).

L
w

DEMOSTRACION. La relacién 1 se demuestra agregando un tie entre las dos
hebras de los discos de la relacion skein de (3.2). Las relaciones 2 y 3 se demuestran

con (3.2) y 1 de este mismo corolario. O

Proposicién 3.1. Sean ¢ circulos (nudo trivial) separados con un tie, repre-

sentados por X¢, entonces

T(Xerr) = ——F(Xe).

Notese que F(X;) = 1.

Ejemplo 3.2. Algunos polinomios que utilizaremos son:

T =1 5 T0) =5z 1 F) = i

(wz)2~

A continuacién calcularemos, de modo axiomético, el polinomio ¥ del Hopf link.

Ejemplo 3.3. Sea H' un link como se muestra en la siguiente figura:

@

H+

Para calcular F(HT), usemos 2 del Corolario 3.1 en el cruce superior de H', as?
tenemos:

w THD)=w[F(H) + (u—1D)F(H- )]+ (u—1)F(H.).
Despejando F(HT), nos queda

FHD)=w[FH_) + (u—1)F(H_ )] +w(u—1)F(H.),

donde H_, H_ _ y H. tiene, respectivamente, los siguientes diagramas:
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D@ D

)

En el diagrama de H_, usemos los movimientos de Reidemeister para tener dos
nudos triviales desconectados, asi podemos aplicar 3 del Teorema 3.1. Por otro
lado, en el diagrama de H_ _ aplicamos los movimientos de Reidemeister para
tener dos nudos triviales con un tie, asi podemos aplicar la Proposicion 3.1. Por
ultimo, en el diagrama de H. tenemos un tie que no es esencial, entonces puede
omiatirse. Luego, usando los movimientos de Reidemeister determinamos un nudo
trivial, asi podemos utilizar 1 del Teorema 3.1.

Por lo anterior,

Por lo tanto,

FHY) =W [ +u—-1)El+wu—-1) =21 4+ut+uz—t—z).

t
w
Proposicién 3.2 (Propiedades, ver [3]). El polinomio F tiene las siguientes

cuatro propiedades:

1. La invariante F de la suma conexa (8) de dos tieds links es el producto de la
mvariante de cada tied link, es decir:

F(TL, § TLy) =F(TL)F(TLs).

2. El valor de F(TL) no cambia si las orientaciones de todas las componentes de
TL tienen sentido opuesto.

3. Sea TL un tied link cuyas componentes estan todas con ties. Si cambiamos
todos los cruces de TL, dejando TL™ ¢ TL™, tenemos que F(TLF) se obtiene
de F(TL) mediante un cambio de W por su inversa y W por su inversa.

4. Sea £ un link cuyos componentes estén todos ligados con ties, entonces la in-

variante F satisface la relacion skein de tipo Homflypt, es decir,

0F(TL, )+ 'F(TL_ )+ mF(TL.) =0 ,
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donde { = \/QTV ym= i(\/iE — \/u) . Las demostraciones de todas las propie-

dades anteriores son triviales y estas las dejamos como ejercicio para el lector
(ver [12]).

5. La invariante A es igual a F cuando se evalia en links (ver [8]).

Observaciéon 3.5. Sea x la invariante de Homflypt para link clasico y F la
wmvariante para tied link, entonces estas invariantes se relacionan de la siguiente

manera:

1. Para un link cldsico con una componente (o nudo), tenemos que las inva-
riantes son iguales, es decir, F =x, ver [12].

2. Para un link clasico con dos o mdads componentes, tenemos que F no es
equivalente a X, es decir, existen links cldsicos que F distingue y que el
polinomio X no. Por lo tanto, F puede considerarse como una extension
del polinomio Homflypt, ver [12].

3. Al igual que X, la invariante F puede ser construido mediante la receta de
Jones. Los teoremas de Alexander y Markov para tied links tienen algunas

diferencias, ver [3].

3. Una representacion de TB,,

En esta seccidén, construiremos una representacion del monoide Tied Braids
TB, en un espacio tensorial V™. Comenzaremos definiendo el monoide Tied
Braids TB,, mostrando su presentacién, después definiremos los operadores T, E
y construiremos el operador T~!, y finalmente extenderemos los operadores T, E
para demostrar que TB,, tiene una representacién en el espacio tensorial V™.

Esta demostracion se realizara por casos.

Definicion 3.6. El monoide Tied Braids denotado por TB,, es presentado por

los generadores trenzas oy, 0s,...,0n_1 Y l0s generadores Ny,...,Nn_1, llamados
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ties, tal que, satisfacen las siguientes relaciones:

NNy = NN para todo i, j, (3.3)
nio; = oyNi  para [i—jl > 1, (3.4)

n? = mi para todo i, (3.5)

Nioi = oini para todo i, (3.6)
01050y = 03005 para|i—j| =1, (3.7)
nj0i05 = 0iomi  para [i—jl =1, (3.8)
NiNj0; = Moy = o051y para [L—j| =1, (3.9)
niojoi 1 = 0501 m; parali—jl =1 (3.10)

Estos generadores del monoide TBy, los podemos graficar, segun se muestra en la

Figura 6.

i i+1 i i+1

K

FIGURA 6. Diagramas de los generadores oy, 07 ' y 13

Por el resto del capitulo, denotaremos V®? por el espacio del producto ten-
sorial entre V y si mismo, donde V es un K-espacio vectorial de dimensién n? y
K := C(u). A continuacién, vamos a definir ciertos operadores que utilizaremos
para construir una representaciéon de TB,, en V®™ usando la idea que se encuentra

en [18].

Definicién 3.7. Sea B base de V, donde B = {v% :14,j=1,2,...,n} y B®™

base de VO™, donde B®™ = \)E@Viz@...@v]%: 1<k <nyl <je<n} Los
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operadores E, T € End(V®?) son definidos por:

j1 jo .
Vi, & Vi, S

T(v%i ® v{i)

j1 j1 j1 jo
wvil @ vyl + (u— l)vil ® vy

De la Definicién 3.7, calculemos T—!, como sigue:

siji =js
j1 # J2,
si 1 # 2

S0 j1 :j27il =1

S1 j1 :jg,i1<ig

st 1 =J2, 4 > 1o

Desde ahora consideraremos n=2. En consecuencia, el K-espacio vectorial V tiene

base B = {vi, v, v}, v3} v la base usual de V®? con respecto a B es

)
viovl vievi v ®@vl

Vvl vievi vi@vl

B®2
1 1

1 1 1 2
Vs @V V3 Qv

V5V V3OV ViRV

vi ® v2
Vv ®vi

1 2

2 2

En la siguiente tabla, determinamos la imagen de cada elemento de la base B2,
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Tvi®v) =uw]@v] | Tvi®v]) =uvi ® vj + (u—1)v; @ v}
T(vi ®@vi) =vi®@v] T(vi®Vvi) =vi®vi
Tvi®@vy) =v; ® v T(vy ®v)) = uvy @ v;
Tvi®vi) =vi@vi T(:8v3) = V3 ® vy

TV @vy) = v @i TV; @ vi) =v; @3
TVev)=w?eVv | TVvieVv)=uv?@vi+ (u—1)va®Vv?
TV @vy) =vi®v? T(va ®@Vvy) =v) ®V3

TV ®@v3) =vi@V? T(v3 ®v3) = uwi ® v}

Asi, tenemos la siguiente matriz asociada,

(4w 0000000 O 00O0O0 0 0
cooo0o01000 0 O0O0O0OO0O O O
coo0o0000O0O0 uw 0O0O0OO0O O0 0
0o 0000O0OO0OO0O O O0O0O0T1 0 O
co100000O0O O OOOO O O
co0000uwoo0o 0 O0O0O0OO0O O O
0000O0O0OO0OO0O O 1000 0 O

T]yor — coo0oo0o00000 O O0O0O0OO0O uwu 0
coo0100000u-10000 0 0
cooo0o00o010 0 0O0O0OO0O O O
oo0oo0o00000 O OuwoOO 0 O
coo0o0o000O0OO0OC O OOOO O 1
coo01o0o000 o0 0O0O0O0 0 0
0 00O0O0O0GO0T1 0 0000 u-120
cooo0o00o000 0 O0O01O0 0 0

0 0000O0OO0O O OO0OO0OO0O O ©0

c o O O O O O O o o o o o o o o
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Usando Scientific WorkPlace 5.5, tenemos

[T pee=

Ahora podemos determinar la imagen de cada elemento de la base de V®2

segin T~ 1.

O O O O O O O O O O o o o o O gl
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0 0 00
0 0 0 1
0 —+(u—1) 0 0
0 0 00
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 00
0 0 00
0 L 00
0 0 00
0 0 0 0
0 0 00
0 0 10
0 0 0 0
0 0 00
0 0 00

0

o o o O

O O O O O O O o O O g

o O O O O O B O O o o o o o o o

0 000000D
0 000000D
0 100000
0 000010
0 000000
0 000000D
0 010000
(u—1) 0 0 0 0 0 1
0 000000D
0 000000
0 00 <+000
0 000000
0 000000
1 000000
0 000100
0 000000D

Tiviov) =@y

u

T vievi) =viev

T vi@vi) =vi®v]

T viev)=viev

—1(4,2 2y __ 1,,2 2

T V@) =v; @V

T vievl) =" {u—1vi®@vl+ vl @v]

T'viev) = Zu—1vievi+ viev

T 'vievh) =vievl

T v @vi) =viev,

—1(q1 1y _ 1.1 1
T (V2®V2)—;V2®V2

T 1(30v3) =v3 @V}

T'(vi®vi) =vi®v3
T'Vvievi) =viovs
T 1Vievl) =vievi

(42 2y _ 1.9 2
T (V2®V2)—§V2®V2

o O O O = O O O O o o o o o o o

o O O O O O o o o o o o o o o

el
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Asi, tenemos que el endomorfismo, denotado T~!, esta definido por:

f . .
Jz ]1 . . . .
Vi, ® Vi, si sij; #jo
1.1 jo2 . Y T
Evil ®Vi2 S )1 =)2, 1 =

TV ev?) =

—1 j1 j2 1,,j2 j1 S ;
T(u— 1)\)11 ®V12 + Vi, ®Vil S )1 =)2,11 <19

j2 jl . P N N
Vi, ® Vi, sl )1 =J)2,1u > 2.
En efecto T~ es el inverso de T. Para esto verificamos que:

ToT '=T'oT=1Id (3.11)

Caso 1. Para el caso j1 #jo 6 j1 =jo ¥y 11 > 12, es evidente que se cumple (3.11),
ya que Ty T! actudn como permutacién.
Caso 2. Para el caso j; =jo y 11 = iz se cumple (3.11), ya que
(T ¢} T*I)(vil X ViQ) = T(%Vil X V1'_2)
= Vi, ®Vy,

= (T oT)(vi, ®vyi,).
Caso 3. Para el caso j; =jo y 11 < i,

(ToT Ny @vi,) = T(FHw—1ve, @ vi, + {vi, ©vs,)

= T(Z(u—1vi, @ viy) + T(Lvi, @ vy,)

_ —(u=Dyvy ® Vi, + vy, ®

u

Vig

+ (u—1)vi, @ vy,

u

= Vi X Vi,-
Por otra parte,

(T_l © T)(Vi1 ® Viz) = T_l(vb ® Vil) = Vi ® Vi,
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Por lo tanto,

ToT '=T'oT=1d

Considerando los operadores de Definicion 3.7. Para definir una representacion
del monoide TB,, en un espacio tensorial, extenderemos T, E a operadores Ty, E.

actuando en el espacio tensorial V®™, como se indica en las siguientes definiciones:

1 Tk+1

Tl @@V =vl @ T(VE @V )@, (3.12)
——
posicién (k,k+1)

es decir, T actia sobre el factor de la posicion (k,k + 1).

(3.13)

i1 r41 in?

E. (V! ®...®v{2) =v'® - E( "1: @V ). @vin
—_———
posicién(r,r+1)

vale decir, E actia sobre el factor de la posicién (r,r + 1).

Para determinar una representacién de TB, en VO™, definamos 1 por:
P : TB, — GL(V®™M)
Ox —— Tk

n- — E;

Teorema 3.2. El monoide TB,, tiene una representacion en el espacio ten-

sorial VO™,

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.8, basta demostrar que la funcién 1 desde

TB. en GL(V®™) respeta todas relaciones de TBy, es decir, las relaciones de la

Definicion 3.6.

Comenzaremos por demostrar que P respeta relacién (3.3), es decir,

(i) Oll)(ﬂj) = ll)(ﬂj) oPp(ny),
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que lo denotaremos por,
EioEj = Ej o k4, para todo i, j.

Supongamos que N =4 y que la base de V¥* es B={x @ y @ z@ w},
entonces,

(BioE)(x®y®z@w) =E(x®E(y®z) @w)
=Ex®y)®zew
=XQYUR®zRW
= (B0 E1)(x®y®zwW).

Para el resto de los valores del indice 1i,j, se cumple. Por lo tanto, 1\ respeta la

relacion (3.3).

De la misma manera, se puede demostrar que 1 respeta las relaciones (3.4), (3.5)

y (3.6).

Ahora, nos queda demostrar que P respeta la relacién (3.7), es decir
Y(oy) op(oj) op(oy) =P(05) o p(03) 0p(0) para [i —jl =1,
es decir:
TiOTj OTi :T) OTiOTj para |1—J| =1.
Para esto basta considerar n = 3, luego tenemos que B = {v}, v} vi v vZ v2 v3 v3 V31
y B®3 = {v{i ® v{i @V ik, Jx = 1,2, 3}. Asi, nuestra demostracion la desarro-

13 )

llaremos en los siguientes tres casos:
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Caso 1. Supongamos que ji # ja, j2 # j3 ¥ j1 7 j3-
(ToTio TV @vE @vii) = (T o T (v @ TVE @)
=TV} ® v}, @ Vi)
—pavev
=(TioTo TV} @V} @ V).
Por lo tanto,

T20T10T2 :TlOTQOTl, cuando jl %jg,jg %)3 YJI %Jg

Caso 2. Supongamos que j; = js = j3.
Es evidente que este caso se cumple siempre. Dejaremos un ejemplo de esta ve-

racidad.

Ejemplo 3.4. Supongamos que i1 < 1z, i3 < 1y y i3 < i;. Para una mejor
comprension denotaremos a iy, 19, 13, respectivamente, por i,j, K.
Sea Z:= (T 0Ty 0 Tq)(vi ® v; ® vi). Tenemos,
/= (Tl @) TQ)(V]' & Vi ®Vk)
=Ti(v; @uvk ®vi +v; @ (u—1)v; ® Vi)

=Ti(vi @uvk @Vvi) + T (v; ® (u—1)vy ® v)

=W @V @V + (u—1)v; @ uv @ vi +u(u— 1w
Vi @Vt (u—1)v; @ (u—1)vi ® vy
=W @V @V + (u— 1w @ v @ vi +u(u— 1w

V)' & Vi + (u— 1)2Vj X Vi @ V.
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Por otro lado,

(Too T o To)(vi @ vj @ i) = (Ta 0 Ty} (vi @ uvi @ vj + vi ® (U — 1)v; ® vy )

= T(u v @ vi @ vj + (u— 1)v; @ uvy @ vi+
(u—1v; ®@v—-i®@w)

= (Wi ® vi @ vj) + To((u— 1)vi @ uvi @ vj)+
T(u—1)v; @ v —1i® vy)

= u?v, ®@V; @vi + (UW—1)v; ®v; @ uvi+

(u—1v; @ uv @ vi + (u—1)v; ® (u— 1)v; ® vy
= U ®V; @ vi + (u— 1)uv; @ v @ vi+

u(u—1vi ®v; @ v + (1 —1)%v; @ vi ®@ vy,
Por lo tanto,
T1 OTQ @) T1 = TQ OT1 OTQ, cuando jl = jg = jg.

Caso 3. Nos queda demostrar el caso j; = jo # js.

Supongamos que los indices de lo factores sin prima valen 1 6 2, ya que si vale
3, el operador T actia de la misma manera. Ademas, omitiremos el indice iz del
factor prima, ya que T actia como una permutacié entre un factor prima y otro

sin prima. Por lo anterior, tenemos los siguientes doce casos:

VIRV ®V [va RV ®V/

Vi @ Ve @V

ViV ®v;

Vi@V ® vy

Vo @ Vg @V
%1 ®V’®V1

Vi RV ® vy

Vv ® vy ® Vg
Vv ® V] ® vy
V' ®@vy @V

V' Q@ Vs ®Vy

De la tabla anterior, tenemos que los factores sin primos con indices iguales

son faciles de demostrar que cumplen, ya que estan en el caso j; = jo, 11 =12 ¥
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una permutacién (6 viceversa).

Asi, nos quedamos con los siguientes seis casos:

V1®V2®\), V2®\)1®V/
VIRV ®Vy [V @V @V |

VRV vy [V ®Vve @V

Para los casos de la segunda columna, tenemos que todos se cumplen. Probaremos,

mediante un ejemplo, uno de esos casos, donde 1; > 1is.

Ejemplo 3.5.

(oo T)(va®@v; ®V') = (T o To)(T(va ®v1) @V)
=(TioT) (v @ve+ (U—1)v, @) ®V')
= (o) ((w @ v2) @V + ((u—1)va @ v1) @ V')
=MoT)(w; v, @V + (u—1)vy ®v; R V')
=(MoT)(w v, @Vv)+ (TioT)(u—1)va @ vy @ V')
=Ti(w, @V @vy) + Ti((u—1)vo @V @ V)
=V QU Qv +V @ (u—1)v; @ Wy

=V ouvi®vy) +v' @ (u—1)(vy @vy).

Por otro lado,

(TooTioTy) (Vo @ v @V') = (To o Ty)(va @ T(vy @ V"))
= (TooT)(va @V ®@Vy)
=TV ®@vy®v)
=v' @ T(vy ®vy)
=Vv' @ (uv; ® vo + (u—1)v; @ vy)

=v @Uu(vi @vy) +v' @ (u—1)(vy @ V).
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También es claro que se cumplen todas los casos de la primera columna.

Probaremos, mediante un ejemplo, uno de esos casos, donde 1; < 1is.
Ejemplo 3.6.
(MoToT (Vi ®va ®@V') = (TL o To)(T(vi ® v2) ®V')
=(TioT) (v @V ®V)
=Ti(va@Vv' @w)

=V @V, @ V1.
Por otra parte,

(ThoTio ) (Vi@ ve@V') = (Too T)(vi @ T(va @ V')
= (TooT)(vi @V @ V3)
=T(Thvi®Vv') @v,)
=TV ®@v; ®v,y)
=v' @ T(vi ®vy)

=V @V, ® .
Por lo tanto,
T1 OT2 OTl = T2 OTl OTQ7 Cuando jl :jQ 7& jg,

es decir, la funcién 1 respeta la Relacién (3.7).

Ahora, demostraremos que 1 respeta Relacion (3.8), es decir,

VM (oi)b(o;) =(o)b(oj)b(ni) , para L —j[ =1,
que denotaremos por

EjOTiOTj :TiOT)'OEi para |l—]|:1
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Consideremos n = 3 y V tiene base B, en consecuencia tenemos que B =

Vi, vz, v3, V1, v3,v3, v, v3 vi}, V&3 tiene base B®?, donde B®? = (V]! ® v ®

B4y, gk = 1, 2,3} Asi, nuestra demostracién serd por tres casos:

Vld 3

Caso 1. Para el caso j1 # j2, j2 # 3 vV j1 7 j3-
Es trivial demostrar que Es o Ty o To = T, o T, o Ey, ya que el operador E
anula todos los factores.

Caso 2. Consideremos j; = j2 = js.
Como el operador E actia como identidad, tenemos que Eo 0o Ty o Ty =
T, o Ty o Eq se cumple para todos los casos.

Caso 3. Nos queda analizar el caso j; = j2 # js.
Nuevamente, usaremos la notacion simplificada vi, ® vi, ® vi,.
Al generar todas las combinaciones segin las condiciones, observamos
que E; actiia como identidad en los elementos de la forma v{ ®vi, @vi,.
Por lo tanto,
(EroTooTy)(vi, ®vi, ®Vi,) = vi, @i, @V, = (E10Th0Ti) (v, @i, @Vy,).
El resto de los elementos que son de la forma

Vi, @ Vi, ® Vi, 0 Vi, @ Vi, @V}, se anulan por el operador E.

Por lo tanto,
E1 OT2 OTl = T2 OT1 o Eg, cuando jl = j2 7é jg.

La relacién Ey o Ty o T, =T, o Ty o E; se verifica de forma similar.

Asi, hemos demostrado que la funcién 1 respeta la Relacién (3.8).

Por otro lado, se tiene que 1 respeta relacién (3.9), es decir,

ll)(ﬂi)ll)(ﬂj)ll)((fj) = w(ﬂi)ll)(ﬁj)ll)(ﬂi) = ll)((fj)ll)(fli)ll)(ﬂj) para [i —j| =1,
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que denotaremos por
EiOEj OT) :EiOTj OEi :T] OEiOEj para |l—)| =1.

Una vez mas tomemos n = 3. Usaremos las mismas consideraciones que en los
casos anteriores.

Demostremos, en tres Ccasos, que se cumple:
E10E20T2 :E10T20E1 ZTQOEloEQ.

Caso 1. Sij1,j2 v js son distintos.
La accién de los 3 operadores es cero.
Caso 2. 8ij1 =j2 =js.
Como el operador E actiia como identidad, observamos que solo T, actia
en v’li ® v]é ® "){3 y cumple las igualdades.
Caso 3. Nos queda analizar el caso j; = j2 # js.
Observamos que en cada uno de los tres operadores resulta cero para

todas las combinaciones y asi, hemos demostrado que
EioEsoTy =E;0TyoE; =T, 0E; o Es.
Del mismo modo, se demuestra que
EsoEioTi =Eyo0TioEy =Ty oEy 0 Ey.

Por lo tanto, la funcién 1 respeta la relacién (3.9).

Por tltimo, falta demostrar que 1 respeta la relacion (3.10), esto es,

Ym)b(o)b(o; ") =P(oj)b (o ;) , para li—jl =1,
que denotaremos por

EioTjoT, ' =TjoT, 'oF; para [i—j| = 1.
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Como en los casos anteriores, sea n = 3.

Demostremos, en tres casos, que se cumple:

Caso 1.

Caso 2.

Caso 3.

E20T10T2_1:T10T2_10E1.

Siji,j2 v j3 son distintos.

Como todos los indices superiores son distintos, el operador E anula todos
los factores. Se cumple la igualdad.

Sij1 = jo = js.

Como los indices superiores son iguales, los operadores E; y Es actiian
como identidad. Luego, nos queda el operador T, o T, ! actuando para
ambos lados de la igualdad. Por lo tanto, en este caso se cuple la relacion.
Por 1ltimo analicemos el caso j; = jo # j3.

Como en los casos anteriores, si consideramos los elementos de la forma

Vi, ®vi, ®V’, el operador E; actia como identidad y tenemos lo siguiente:

(Ty 0 T;l)(vil Rvi, V') =Ty (vi, @V ®@v;,) =Ez 0 T1T{1(Vi1 ®vi, @V').

El resto de los casos son nulos por los operadores E; y Es.

Por lo tanto, se cumple

E20T10T51:T10T;10E1.

La relacién E; o Ty o Tfl =T0 Tfl o E5 se demuestra de forma similar.

Por lo tanto, \ respeta la relacion (3.10).

Por todo lo anterior,

(P, VEM) es una representacién de TB,,.



Capitulo 4

Invariantes en Sage

En este capitulo, determinaremos la relacién que existe entre la invariante
Y con las invariantes © definida [8] y A definida en [3]. Para esto, hacemos un
programa (en Sage) que calcula W, ver Teorema 4. Esto permite experimentar con
determinados links a los cuales se les conoce su valor por @ y A. Asi, finalizaremos
este capitulo demostrando la relacién que tiene ¥ con A usando los resultados de

Aicardi, Juyumaya en [5].

1. Software Sage

Sage (o Sagemath) es un software gratuito que, inicialmente, fue creado para
realizar calculos en algebra y geometria, pero evolucioné con el objetivo de con-
vertirse en una alternativa libre a Maple, Mathematica, Matlab, Magma, entre
otros software matematicos. El lenguaje de programacién que se utiliza en Sa-
ge es Python. Por otra parte, Sage incluye varias librerias (o también llamados
paquetes) de mateméticas para ser usadas en el algebra, estadistica, teoria de

nimeros, analisis entre otras. Sage esta disponible en tres formatos distintos:

= El formato en linea, llamado Sagemath cell, se puede usar ingresando en la
siguiente direccion https://sagecell.sagemath.org/. Es la forma mas
sencilla de usar Sage, pero cuenta con limitaciones. Ademas, Sagemath
cell permite compilar otros lenguajes tales como R, GAP, HTML, etc.

» Esta disponible el formato estable para Windows, Mac OS X y Linux y
se pueden descargar en http://www.sagemath.org/download.html. Al
instalar Sage en el computador, aparecen tres ejecutables, el cual utilizare-
mos ‘SageMath 8.3 Shell’. En ese entorno ejecutaremos nuestro programa

hecho en Python usando librerias de Sage para calcular la invariante W
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para links con una cantidad de cruces que dependera de los recursos del
equipo que lo esta ejecutando.

= El servicio web de Sage, que se llama ‘Sage notebook’ simula un cuaderno
donde se pueden realizar calculos matematicos. Una ventaja que entrega
Sagemath notebook es que estan disponibles ciertos programas creados

por otros usuarios.

Para aprender a usar Sage recomendamos repasar los comandos de Python y ver
el manual para principiantes que se encuentra en http://www.sagemath.org/
es/. Para un usuario avanzado es aconsejable visitar http://www.sagemath.

org/help.html.

2. Cddigos para invariantes

A continuaciéon adjuntamos el primer cédigo de programacion disenado para
usarlo en Sage que calcula el polinomio ¥ para links, construido en la Seccién 4

del Capitulo 2.

E=PolynomialRing (QQ, 'u’); u=E.0

umatrix=Matrix (E,[[u,0,0,0],
0,u,0,0,],
0,0,1,0],
0,0,0,1]])

)| tmatrix=Matrix (E,[[u,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],

[

[

[

[ ]
[0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,u,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0],
[(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,u,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,u,0,0]
[0,0,1,0,0,0,0,0,u—1,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,u,0,0,0,0,0],

)
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[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0],
[0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,u—1,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,u]])

def num_strands(list_braid):#Determina el nimero de cuerdas de la
trenza dada por "list_braid?”.
res=abs(list_braid [0])+1
for elem in list_braid [1:]:
if abs(elem)>res —1: res=abs(elem)+1
return res
def tensor_identities (num):#Crea un diccionario con "num” matrices
identidades de la forma Id_{4"{"num”}} etc.
res={1:Matrix(E,[[1,0,0,0],[0,1,0,0],{0,0,1,0],[0,0,0,1]])}
for ind in range(2,num+1):
res [ind]=identity_matrix (4" (ind))
return res

9

def mu_matrix (num) :#Cédlcula la matriz ”"umatrix” tensorisada consigo
misma "num” veces.
res=umatrix
for index in range(num—1): res=res.tensor_product(umatrix)
return res
def tensor_psi(strands,tensor_id_dic ,indexp):#Determina la imagen de
psi, segun el homomorfismo \psi.
res=tmatrix " (indexp/abs(indexp))
if (abs(indexp)—1)>0:
res=tensor_id_dic[abs(indexp) —1].tensor_product (res)
if (strands—abs(indexp)—1)>0:
res=res.tensor_product(tensor_id_dic [strands—abs(indexp) —1])
return res
def tensor_psies(strands,tensor_id_dic ,list_braid):#Crea un
diccionario con cada valor de ”tensor_psi”.

res=dict ()
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46 for indexp in list_braid:

47 if indexp not in res:

A8 res [indexp]=tensor_psi(strands ,tensor_id_dic ,indexp)
49 return res

50| def link_inv (list_braid):#Determina el invariante de Jones para un

link .
51 strands=num_strands (list_braid)
52 tensor_id_dic=tensor_identities (strands —2)
53 tensor_ph_dic=tensor_psies (strands,tensor_id_dic ,list_braid)
54 psi_braid=tensor_ph_dic[list_braid [0]]
55 for elem in list_braid [1:]:
56 psi-braid=psi_braid*tensor_ph_dic [elem ]
57 final_product=psi_-braid*mu_matrix (strands)
58 exp=0
59 for elem in list_braid: exp=exp-+(elem/abs(elem))
60 return( u”((int ((1—(3*exp)—strands)/2)) )*((final_product.trace

()) )/ (2x(1+u)))
61| print (’El polinomio Psi para el link ingresado es:’)
62| print (simplify (link_inv ([1,1,1])))#Se ingresan las trenzas

elementales asociadas al link a calcular.

LisTING 4.1. Programa para calcular el polinimio ¥ en Sage

El Listing 4.1 puede ser visto en https://matematica.uv.cl/grupoAtN/implementaci?

c3%b3n-de-invariantes.html .

Para ejecutar el programa en la version estable de Sage adjuntamos el siguiente
cddigo en el lenguaje Python que utiliza librerias de Sage. Este programa calcula

el polinomio ¥ para links, construido en la Seccién 4 del Capitulo 2.

—_

from sage.all import x

[\

from sage.rings.polynomial.polynomial_ring_constructor import

PolynomialRing

w

from sage.rings.rational_field import RationalField
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from sage.matrix.constructor import Matrix

from sage.matrix.special import identity_matrix

QQR=RationalField ()

E=PolynomialRing (QQ, 'u’); u=E.gen(); v=u—1

umatrix=Matrix (E,4,4,{(0,0) :u,(1,1):u,(2,2):1,(3,3):1})#Matriz
dispersa para acelerar los ¢\’ alculos.

tmatrix=Matrix (E,16,16 ,{(0,0): u,(1,4):1,(2,8):u,(3,12):1,(4,1)
:1,(5,5):u,(6,9):1,(7,13):u,(8,2):1,(8,8):u—1,(9,6):1,(10,10):u
,(11,14):1,(12,3):1,(13,7):1,(13,13):u—1,(14,11):1,(15,15) :u})#

Matriz dispersa para acelerar los ¢\’ alculos.

def num_strands(list_braid):#Determina ¢l n\ umero de cuerdas de la
trenza dada por ”list_braid?”.
res=abs(list_braid [0])+1
for elem in list_braid [1:]:

if abs(elem)>res —1: res=abs(elem)+1

return res

def tensor_identities (num):#Crea un diccionario con "num” matrices
identidades de la forma Id_{4"{’num”}} etc.
res={1:Matrix(E,[[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1]])}
for ind in range(2,num+1): res|[ind]=identity_matrix (4*x*(ind))
return res

def mu_matrix (num) :#C\ alcula la matriz ”"umatrix” tensorisada
consigo misma "num” veces.
res=umatrix
for index in range(num—1): res=res.tensor_product (umatrix)
return res

def tensor_psi(strands,tensor_id_dic ,indexp):#Determina la imagen de
psi, seg\’un el homomorfismo \psi.
if indexp >0:

res=tmatrix

else:res=tmatrix.inverse ()
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29 if int(abs(indexp)—1)>0: res=tensor_id_dic [abs(indexp) —1].
tensor_product (res)

30 if int(strands—abs(indexp)—1)>0: res=res.tensor_product(
tensor_id_dic [strands—abs(indexp) —1])

31 return res

32| def tensor_psies(strands ,tensor_id_dic ,list_braid):#Crea un

diccionario con cada valor de ”tensor_psi”.

33 res=dict ()
34 for indexp in list_braid:
35 if indexp not in res: res[indexp]=tensor_psi(strands,

tensor_id_dic ,indexp)
36 return res

37/ def link_inv (list_braid):#Determina el invariante de Jones para un

link .
38 strands=num_strands (list _braid)
39 tensor_id_dic=tensor_identities (strands —2)
40 tensor_ph_dic=tensor_psies(strands,tensor_id_dic ,list_braid)
41 psi_braid=tensor_ph_dic[list_braid [0]]
42 for elem in list_braid [1:]:
43 psi-braid=psi_braid*tensor_ph_dic [elem ]
44 final_product=psi_braid*mu_matrix(strands)
45 exp=0
46 for elem in list_braid: exp=exp+(elem/abs(elem))
47 return ( uxx ((int ((1—(3xexp)—strands)/2)) )*(final_product.trace

() )/ (2%(1+u)))
48| print (’El polinomio Psi para el link ingresado es:’)
A9/ print (simplify (link_inv ([1,1,1])))#Se ingresan las trenzas

elementales asociadas al link a calcular.

LISTING 4.2. Programa para calcular el polinimio ¥ en Python

El Listing 4.2 puede ser visto en https://matematica.uv.cl/grupoAtN/implementaciy

c3%b3n-de-invariantes.html .
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El siguiente codigo en Sage es un programa que determina el polinomio de

Jones para links estudiado en la Seccién 2 del Capitulo 2.

E=PolynomialRing (QQ, 't ); t=E.0; v=sqrt(t)

umatrix=Matrix (SR, [[1,0],
[0,¢]])

rmatrix=Matrix (SR,[[1,0,0,0],
[0,0,—v,0],
[0,~v,1-t,0],
[0,0,0,1]])

def num_strands(list_braid):#Determina el ntmero de cuerdas de la
trenza dada por ”list_braid”
res=abs(list_braid [0])+1
for elem in list_braid [1:]:

if abs(elem)>res —1: res=abs(elem)+1

return res

def tensor_identities (num):#Crea un diccionario con "num” matrices
identidades de la forma Id_{4"{"num”}} etc.
res={1:Matrix(E,[[1,0],[0,1]])}
for ind in range(2,num+1):

res[ind]=identity _matrix (2" (ind))

return res

def mu_matrix (num) :#Cédlcula la matriz "umatrix” tensorisada consigo
misma "num” veces.
res=umatrix
for index in range(num—1): res=res.tensor_product(umatrix)
return res

def tensor_phi(strands,tensor_id_dic ,indexp):#Determina la imagen de
Phi, segin el homomorfismo \psi.
res=rmatrix " (indexp/abs(indexp))
if (abs(indexp)—1)>0:

res=tensor_id_dic [abs(indexp) —1].tensor_product(res)
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if (strands—abs(indexp)—1)>0:
res=res.tensor_product (tensor_id_dic [strands—abs(indexp) —1])
return res
def tensor_phies (strands ,tensor_id_dic ,list_braid):#Crea un
diccionario con cada valor de ”tensor_phi”.
res=dict ()
for indexp in list_braid:
if indexp not in res:
res [indexp]=tensor_phi(strands , tensor_id_dic ,indexp)
return res
def link_inv (list_braid):#Determina el invariante de Jones para un
link .
strands=num_strands (list_braid)
tensor_id_dic=tensor_identities (strands —2)
tensor_ph_dic=tensor_phies (strands ,tensor_id_dic ,list_braid)
phi_braid=tensor_ph_dic[list_braid [0]]
for elem in list_braid [1:]:
phi_braid=phi_braid+tensor_ph_dic [elem ]
final_product=phi_braid*mu_matrix(strands)
exp=0
for elem in list_braid: exp=exp+(elem/abs(elem))
return (simplify (t**(int ((exp—strands+1)/2))*(final_product.trace
())/(+t)))
print ("El polinomio de Jones para el link ingresado es:’)
print (link_inv ([1,1,1]))#Se ingresan las trenzas eclementales
asociadas al link a calcular.
#simplify ()#Use la funci\’on simplify para simplificar el polinomio

resultante .

LisTING 4.3. Programa para calcular el polinimio de Jones de

Kurpita y Murasugi en Sage
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Observaciéon 4.1. Para los codigos vistos en Listing 4.1 y 4.2, tene-
mos que considerar lo siguiente:

1. La trenza ogl --- ot con & = %1 corresponde a la lista [ai, ..., an]. Por
ejemplo: La notacion [1,2,—3] representa a una trenza expresada por la
palabra o 6263?1.

2. La matriz ‘umatriz’ representa a la matriz W que se utiliza en el Capitulo
2.

3. FEstos codigos pueden ser modificados, cambiando los parametros que de-
finen el operador de Yang-baxter mejorado.

4. Todos los codigos adjuntados tienen una limitacion que dependerd de
las caracteristicas del computador utilizado. Mientras mds grande sea el
numero de hebras, mas recursos exigird el programa. Una solucion a esta

limitacion es usar las funciones save() y load() que nos permitird guardar

resultado en un espacio del disco duro, para retornarlas en otro momento.

3. Datos computacionales y andlisis

En esta seccién utilizaremos los programas de la Seccién 2 para calcular la
invariante ¥ en nudos y links de la Seccién 4 del Capitulo 2. Notar que los links
considerados son aquellos que se les conoce su valor por las invariantes ©, A,
trabajo realizado en [8]. Asi, la invariannte ¥ la podemos comparar con otras

invariantes, tales como © de [8] y A de [3].

Ejemplo 4.1. Calculemos el valor del polinomio ¥ para el nudo trébol T:
Sabemos que T:B:crl/cl\al. Entonces ingresando la lista [1,1,1] en el primer
programa, tenemos:

YM=u'l+ud—u

1

St reemplazamos A por W, recuperaremos la version original del polinomio de

Jones para en nudo trébol, el cual es:

Vr(u) =A+ A3 - A*
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Ejemplo 4.2. Calculemos el valor del polinomio ¥ para el nudo 8.
Recordemos que el nudo 8 viene dado por la clausura de la trenza x = 01, 0_9, 01, 0_o.
Entonces ingresando la lista [1,—2,1,—2] en el sequndo programa, tenemos que

resulta
w—uwt+ur—u+1

u2

)

que es equivalente a:
wW—u+1l—ut4+u?

1

St reemplazamos A por W™, recuperaremos la version original del polinomio de

Jones para el nudo 8, el cual es

A2—A1T+1-A+A?

Observaciéon 4.2. Para los nudos, la invariante ¥ es igual a las invariantes
0 y A, es decir, identifican los mismos nudos. A pesar que no damos una demos-
tracion que ¥ es una tnvariante de Jones a nivel de nudos, es de esperar que asi

sea.

Por otra parte, en las siguientes tablas dejamos algunos resultados obtenidos
por la invariante W para links. Las notaciones de los links y de las trenzas son

obtenidos de [7].

L11n358{0,1} [ [1,-2,-3,-4,3,3,-5,4,-3,2.-1,-3,-2-4,3-2-2,-2.5 4,-3]
L11n418{0,0} | [-1, -2, 3, -2, -3, 2, -1, -3, -3, 2, -3]

Y(L11n358{0,1}) = utt +4u’ +6u” —2ul +7u’ —5ut + 7ud —4u? +3u—1
Y(L11n418{0,0}) =u't +4u” +6u” —2ul + 7u’ —H5ut +7ud —4u?+3u—1

L11n356{1,0} [ [-1, 2, -1, 3, 3, -2, -2,
L11n434{0,0} | [1, 2, -3, 2, -1, -1, 2, -

Wl
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W(L11ﬂ356{1, 0}) — _u9—5u8+5u7—10u6+9u56—11 ut43ud—8u?42u—2

W(L11n434{0, O}) 4w 711w 712wt 5T u P —u 2

L11n325{1,1} | [1, 2, -1, 2, -1, -2, -2, 3, -2, 3, -2]
1,2, -1 2,2,1,2,3

L11n424{0,0} | [-1, 2, -1, -2, 3, -2, -2, 1, -2, 3, -2]
_ 9 2u845u"—9ub47uP—17u47ut—9u?44u—3
W(L11n325/1,1/)——u u"+ou u’+ uu uw +7u u“+4u
w0 —ud4+4u"—11ub 8 ub—15ut+8ud—11u2+3u—2
Y(L11n424{0,0}) = — + A =u + +

L10n79{1,1} [[-1
L10n95{1,0} | [-1,

Y(L10n79{1,1}) =3u? +3u? +6ud —5u’" +6u’ —5u’ +6ut —u®+3u?
Y(L10n95{1,0)) =u24+ull +2xul0+u’ +4*xud —5xu’ +8xuf —3xu® +

Txut—2%xud+2%u?

L11ad04{1,1} [ [-1, -1, 2, 2, -1, 3, 2, 2, -1, 2, 2, -3, 2]
L11n425{1,0} | [-1, 2, -1, -3, -3, -2, 1, 3, -2, -3, -3]

Y(L11a404{1,1}) =3u0 +3u’ +6u® —5u” +6ul —5u® +6u* —u® + 3u?
Y(L11n425{1,0}) = u2+ut 2 u4u4+4ud—5u"+8ub—3u+7ut —2ud+2u?

Observacién 4.3 (Ver [5]). Comparando las invariantes ® y A, tenemos las

siguiente observaciones:

s En la categoria de lo nudos los invariantes © y A son iguales, pero en la
categoria de los links no son equivalentes, es decir, existe un par de links
que © identifica, pero A no.

» Las invariantes © y A para links son mds fuertes que Homflypt, es decir,

distinguen links que Homflypt no distingue.
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s La invariante © puede ser construida mediante la receta de Jones y por
relaciones skein, pero la invariante A solo puede ser construida por la
receta de Jones.

= Fn la categoria de los tied links, las invariantes © y A no son equivalentes.

Por otra parte, mostraremos cinco pares de links no isotopicos con tres compo-
nentes y veremos si las invariantes @, A y W logran distinguirlas. Los resultados de
las invariantes © y A fueron extraidas de los resultados de Aicardi y Juyumaya en

[5]. En la siguiente tabla, el stmbolo v indica que la invariante distingue los links.

Link Link

>

L11n358{0,1}

L11n418{0,0}

L11n356{1,0}

L11n434{0,0}

L11n325{1,1}

L11n424{0,0}

L10n79{1,1}

L10n95{1,0}

L11ad404{1,1}

L11n425{1,0}

NENENEREN[©

SENENEN

NENENENERES

Para calcular el valor de W(L11n358{0, 1}), utilizamos el Laboratorio Nacional
de Computacién de Alto Rendimiento (NLHPC) del Centro de Modelamiento
Matemético (CMM) de la Universidad de Chile. Ademads, en este cdlculo, cada

multiplicacion entre matrices de tamano 4096 tarda 5 horas en resolverse.

Observacién 4.4. Segun la tabla anterior, tenemos que la invariante ¥, cons-
trutda en esta tesis, es igual a la invariante A, es decir, hemos construido la
invariante A usando el producto tensorial de matrices. Ademds, como en la cate-
goria de los links, los invariantes A y F son iguales, y el monoide TB,, tiene una
representacion en un espacio tensorial, entonces podemos pensar en extender ¥

a una invariante para tied links, lo cual queda por hacer.
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