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Introduccion

Comenzaremos estableciendo la terminologia que utilizaremos a lo largo de este tra-
bajo. Optamos por conservar algunos términos en inglés en lugar de su traduccion al
espafol; en particular, emplearemos link en lugar de enlace y tied braid monoid en lu-
gar de monoide de trenzas ligadas.

Intuitivamente, un nudo puede pensarse como una cuerda enredada cuyos extremos
han sido unidos. Mds formalmente, en matematicas un nudo se define como una cur-
va cerrada sin autointersecciones. Generalizando esta idea, un link se define como la

unioén finita de n—nudos.

La teoria de nudos se centra en el estudio de nudos y links, y suele considerarse una
rama de la topologia. No obstante, debido a la naturaleza de los nudos, su andlisis tam-
bién puede abordarse desde el punto de vista del dlgebra, la combinatoria y otras dreas

de las matematicas.

Uno de los problemas fundamentales dentro de la Teoria de nudos, es clasificar las
clases de isotopia de estos, dos nudos son isot6picos o equivalentes si uno de ellos es
una deformacion continua del otro. Luego es comun la construccion de invariantes de
nudos para responder en parte esta pregunta. Un conjunto notable dentro de las inva-
riantes de nudos conocidas son las polinomiales, dentro de las cuales se encuentran
algunas de las invariantes mas famosas, como lo son el polinomio de Kauffman, el po-

linomio de Jones y el polinomio de HOMFLY-PT.

La primera invariante polinomial para nudos fue desarrollado por J. W. Alexander en
1928 en su articulo Topological Invariants of Knots and Links [2]. Sin embargo, un avan-
ce revolucionario en el drea ocurrié en 1984, cuando V. E R. Jones introdujo su polino-
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mio homoénimo, combinando de manera adecuada los teoremas de Alexander y Mar-

kow.

El descubrimiento del polinomio de Jones, y en particular su método de construccién,
abri6é un nuevo y amplio campo de investigaciéon en la teoria de nudos. Esta contri-
bucién, que le vali6é la Medalla Fields en 1990, dio lugar a lo que posteriormente se

conoci6 como la receta de Jones (o método de Jones) [23].

El objetivo de este trabajo es construir una nueva invariante polinomial para links sin-
gulares en el toro sélido, siguiendo la filosofia subyacente del método de Jones. En

particular, se extienden los resultados desarrollados por E Aicardi yJ. Juyumaya [6].

Un nudo singular se define como una curva cerrada simple que permite autointersec-
ciones. En este sentido, todo nudo clasico es un caso particular de un nudo singular
sin autointersecciones, lo que implica que los nudos singulares constituyen una gene-

ralizacién de los nudos clasicos.

En el Capitulo 1, se ofrece una introduccion formal a los conceptos fundamentales de
la teoria de nudos, links, trenzas y el grupo de trenzas. Ademas, se abordan los teore-
mas de Alexander y Markov, asi como la conocida receta de Jones, en la que se explo-
ran sus componentes clave, como el dlgebra correspondiente para el fin, el dlgebra de
Hecke de tipo A, las trazas asociadas y el polinomio de HOMFLY-PT. Finalmente, se
introduce el concepto de grupos de Coxeter.

En el Capitulo 2, estudiamos el monoide de particiones, el tied braid monoid y la bt-
dlgebra de tipo A. Ademds, introducimos el invariante de nudos derivado de la
bt-algebra conocido como A. Cabe destacar que en los dos primeros capitulos nos en-
focamos en nudos y trenzas clésicas, junto con sus respectivas algebras de tipo A. En el

siguiente capitulo, extendemos estos resultados.

En el Capitulo 3, se introducen los conceptos fundamentales de nudos y links en el toro
solido, junto con el grupo de trenzas de tipo B. Ademads, se presentan los teoremas de
Alexander y Markov en este contexto, asi como el dlgebra de Hecke y la bt-dlgebra de

tipo B. Finalmente, se abordan los invariantes asociados a estas dlgebras, en particular,



INDICE GENERAL 3

el invariante de Lambropoulou y la generalizacién del polinomio A.

Por otro lado, en el Capitulo 4, exploraremos los conceptos relacionados con nudos,
links, trenzas singulares y el monoide de trenzas singulares denotado por SB,,. Como
era de esperarse, revisaremos los teoremas de Alexander y Markov en este contexto. Fi-
nalmente, cerraremos el capitulo analizando los invariantes para links singulares ob-

tenidos por Juyumaya y Aicardi.

Finalmente, en el Capitulo 5, abordamos el objetivo principal de este trabajo: la cons-
truccién de un nuevo invariante de links singulares en el toro sélido, el cual denotamos
por nyy y fxyy. Este resultado se establece en el Teorema 5.4 de este trabajo. Antes de
presentar estos resultados, introducimos las definiciones fundamentales sobre nudos,
links y trenzas singulares en el toro sélido, asi como el moniode de trenzas singulares
de tipo B, que denotamos por SBZ. Andlogamente a los casos cldsicos, existen versiones
de los teoremas de Alexander y Markov para links singulares en el toro sélido, resulta-
dos que fueron demostrados recientemente por Diamantis [12].

Otro aporte de este trabajo es la construccién de representaciones de SB3 en €53 (9,Q),
las cuales denotamos por Ayxy ¥ I'wxy. Para mas detalles sobre su demostracion, re-
mitimos a la Proposicion 5.2 de este trabajo.

A continuacidn, presentamos una introduccion detallada a los conceptos fundamen-
tales que sustentan esta investigacion, estableciendo el marco teérico necesario para

comprender este campo de estudio.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, revisaremos la teoria de nudos, y sus conceptos fundamentales, co-
mo por ejemplo: equivalencia de nudos, diagrama de un nudo, invariantes de nudos.
Ademads nos adentraremos en el grupo de trenzas, sus conceptos asociados, represen-

tacion grafica entre otros aspectos relevantes.

1.1. Teoria de Nudos

1.1.1. Conceptos Elementales

Definicién 1.1. Se dice que # < R® es un nudo, si existe un homeomorfismo

f:S'—R3 cuya imagen es .

Ejemplo 1.

(a) Nudo trivial (b) Trébol (c) Nudode 7.1

O & &3

Figura 1.1: Nudos clésicos.

Definicion 1.2. Un link L de n componentes es la union disjunta de n nudos.

4
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(D &

Figura 1.2: Links de dos y tres componentes respectivamente.

Observacion 1. En particular, un nudo es un link de una componente.

Definicion 1.3. Un nudo £ se dice orientado si cada una de sus componentes tiene

asignada una orientacion, en caso contrario es un nudo no orientado.

& &

Figura 1.3: Las posibles orientaciones del trébol.

Definicién 1.4. Sea L un link. Definimos L* el reflejado de L como el link que se obtiene

O

Figura 1.4: El nudo 8 y su reflejado.

de cambiar todos los cruces de L.
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Definicién 1.5. Una isotopia en R® es una familia de homeomorfismos
{Fs:R3—R3} consel=10,1].

Definicién 1.6. Dos links Ly L' se dicen equivalentes si, y solo si, existe una isotopia

{F;:R3 — R3}4¢, continuay que preserva la orientacion, tal que
1. Fp(L)=L
2. =r
Dos links Ly L' que satisfacen la definicién anterior se denota como L ~ L’

Definicion 1.7. La proyeccion de un link se denomina proyeccién regular si admite

como maximo puntos dobles y que la interseccion sea transversal.

Figura 1.5: Proyeccién del Trébol en R?.

Para obtener un diagrama de un link L reemplazamos los cruces en la proyeccién por
una de las siguientes opciones.

Cruce Positivo Cruce Negativo

Figura 1.6: Cruces.
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En la imagen anterior, se presentan dos tipos de cruces que se interpretan de la si-
guiente manera:

1. Un cruce positivo sefiala que en el link original, la curva continua de la derecha

representa la curva que pasa por encima en R>.

2. Un cruce negativo sefiala que en el link original, la curva continua de la izquierda

representa la curva que pasa por encima en R,

En consecuencia, el diagrama del link de trébol que se muestra en la figura (1.4) es el

siguiente.

Figura 1.7: Diagrama del link Trébol.

Definicion 1.8. Definimos los movimientos de Reidemeister ( ver [33] ), denotados por
Ry, R» y R3, como los movimientos locales en un diagrama descritos en la siguiente
figura

’

/,—_~\ //—‘\\ - =~ /’_‘\ /f—‘\\ /f_‘\\

. N , N . RS . AN -, N N
’ \ ’ \ / \ 7 \ 7N\ /N ’ \
’ \ ’ \ ’ \ ’ \ / \ ’ \
' \ 1 \ I \ ' \ 1 AN \ I \
| [ | ! 1 [l I | [ 1
! \ ! \ ! \ ' \ ! \ AN !

7 \ ’ \ 7
, N /
- ~ - P

\
\ / AY / \ 7 \
N , N , N , N /
N . N . N ~ - ~ <

’

R Ry Rs

Figura 1.8: Movimientos de Reidemeister.

Definicién 1.9. Sean D; y D;/ diagramas de L y L' respectivamente. Decimos que Dy,
y Dy son R-equivalentes si y s6lo si D; puede obtenerse con una sucesion finita de
movimientos de Reidemeister de Dy.

Si Dy y Dy son R-equivalentes se denota por Dy ~r Dp.
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Ejemplo 2.

DD DL

Figura 1.9: Movimientos de Reidemeister que relaciona los diagramas Dy y D;.

Teorema 1.1. Si D y D;s son diagramas de L y L' respectivamente, entonces
L~ L/ — D L~R D L

Es decir, existe una biyeccion entre clases de isotopia de links y clases de diagramas
R—equivalentes [33, Capitulo 3].

Definicion 1.10. Sea £ el conjunto de todos los links. Una invariante de links es una
funcién, ¢ : £ — € que cumple:

L~L = @0)=¢l),

con % un conjunto de objetos conocido (polinomios, anillos, grupos, etc).

Observacion 2. Usualmente, las invariantes de links se usan para probar que dos links

no son equivalentes, por medio del contrareciproco de la condicién anterior, es decir;

pL) £y = L~xL.

1.2. Grupo de Trenzas

Segun [27, Prefacio] una forma alternativa de abordar el estudio de la teoria de nudos
es mediante el uso del grupo de trenzas. Esta conexion es posible gracias a dos impor-
tantes teoremas que establecen una relacion entre los nudos y las trenzas: el teorema

de Alexander y el teorema de Markov.
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1.2.1. Conceptos Elementales

Definicién 1.11. Sea P; = (i,0,1) y Q; = ({,0,0) en R3 coni€{l,2,...,n}. Una n—trenza
es un conjunto de n arcos (hebras) {a,...,a,}, que conecta Q; con P,(;), para algin

o €S, tal que se cumple las siguientes condiciones:

1. Cada trenza es monoétona, es decir; la trenza al ser cortada por un planoen z =t

con ¢t € (0,1), se tiene que cada cuerda intersecta al plano en un tinico punto.

2. Los arcos no se intersectan.

Figura 1.10: Una 6—trenza en R.

Definicion 1.12. Sean a y 8 dos trenzas. Decimos que a y f son equivalentes si existe
una isotopia entre ellas y que deje fijo los extremos de las hebras.

Observacion 3. Andlogamente a los nudos, el diagrama de una n—trenza se obtiene

proyectando la trenza y luego interpretando los cruces que se ilustran en la figura (1.6).

Figura 1.11: Diagrama de una 6—trenza.
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Similarmente a la definicién (1.8), podemos definir los movimientos de Reidemeister
para trenzas. La Ginica diferencia es que, en el caso de las trenzas, solo se utilizan los

movimientos R, y Rs.

’ k \\ ’ \\ ’ \\ ’ \\
/ \ / \ / \ / \
! > | ! | ! | ! |
| | > 1 | | | — | ]
\ / \ / \ / \ /

\ ( / \ / \ / \ /

Figura 1.12: Movimientos de Reidemeister en Trenzas.

Definicion 1.13. Definamos B,, como el conjunto formado por las clases de equivalen-

cia de n—trenzas mediante isotopia.

Definiciéon 1.14. Sean a y 5 elementos de B,,. Definimos el producto por concatena-

cion entre las n-trenzas a * f§ € B,, de la siguiente manera:

axp=

Figura 1.13: Producto concatenacion de n—trenzas.

Es decir, identificando los puntos finales de la trenza «a, con los puntos iniciales de la
trenza (. En 1925, el matemaético Emil Artin postul6 que el conjunto B, junto con el
producto por concatenacion, forma un grupo, conocido como el grupo de trenzas de
Artin mas detalles en (ver [8, 31]) .

Proposicion 1.1. El conjunto B,, junto con el producto concatenacion forman un gru-

po, el cual es conocido como grupo de trenzas de Artin. Y tiene la siguiente presentacion:

oigj=0j0;, li—jl> 1>

Bp=(01,...,0n1 . .
0i0jo;=0j0;0j, |i—jl=1
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Donde los o’;s se representan mediante los siguientes diagramas.

i i+1 i i+1

Elemento o;. Elemento o'

Figura 1.14: Generadores de By,.

Notar que cualquier a € B,, podemos escribir como producto de los elementos de o;

conl<i<sn-1.

Ejemplo 3.
>
\
\
/
Figura 1.15: a = o703 0, 010, 05 020304.
Observacion 4.

1. Notar quessiel cruce por arriba es de derecha a izquierda entonces o; es positivo,

caso contrario el o; es el inverso, es decir; al.‘l.

2. Es claro que se tiene una proyecciéon de n,: B, — S, definida por o; — s;,
donde s; es la transposicion (i i + 1). Luego, por el primer teorema de isomorfia

se tiene
Sn = B, /ker(mp).

3. Ademds, se tiene la siguiente cadena de inclusién B; — By — - — B, — B4,

por lo tanto podemos definir el limite inductivo:

B := [ [ By

neN
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1.2.2. Teorema de Alexander y Markov

Definicion 1.15. Sea a € B,,. La clausura de la trenza « es el link cldsico que se obtie-
ne al conectar los puntos iniciales y finales de @ mediante arcos. Denotaremos dicha

clausura por @.

Figura 1.16: Clausura de la trenza a.

Luego, se tiene la siguiente funcién ¢: B,, — £, definida por a — @a.
En este punto, surgen preguntas naturales sobre la funcién ¢, tales como si es inyectiva
o epiyectiva. Primero, ¢ es epiyectiva, lo cual esta garantizado por el siguiente teorema.

Teorema 1.2 (Alexander). Para todo link orientado L, existe a € By, tal que @ ~ L.

La demostracién de este hecho se realiza mediante un enfoque algoritmico. Se reco-
mienda consultar [27, Teorema 2.3] para una explicacion detallada.

Notemos que en la siguiente figura o370, # 07 son elementos distintos. Sin embargo,
sus clausuras representan el mismo link, este hecho contradice la inyectividad de ¢.

Figura 1.17: Trenzas equivalentes o030, ~ 03.
El problema de determinar cudndo dos trenzas tienen la misma clausura fue resuelto
por el matematico ruso Alexander Markov en 1935. Markov demostré que dos trenzas
tienen la misma clausura si y solo si se pueden transformar una en la otra mediante

una serie de movimientos elementales conocidos como movimientos de Markov.
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Definicién 1.16. Sean ¢, § € B;,. Definimos los movimientos de Markov como sigue:
Ml. af = Ba,
M2. a = aoil.

Definicion 1.17. Sean a, § € B,,. Decimos que a y 8 son Markov equivalentes si es po-
sible obtener f a partir de @ mediante una sucesion finita de movimientos de Markov.
En tal caso, lo denotamos por a ~j; .

Ejemplo 4. Sea @ = 0,0,030, € By.

M1 M1 M2
a=01(020302) —— (020302)01 —— (0201)(0203) —— 0201020304 = f.

Entonces, a ~; p.
Observacion 5. Notar que la ~; es una relaciéon de equivalencia.

Teorema 1.3 (Markov). Sean & y ﬁ dos trenzas clausuradas obtenidas de a y B respecti-
vamente entonces:

a~up siysélosi @~ p.

Una demostracion rigurosa y detallada del teorema presentado se puede consultar en
[27, Teorema 2.8].

En conclusion el teorema 1.3 establece que existe una correspondencia biunivoca en-
tre el conjunto de clases de isotopia de links y clases de trenzas Markov equivalentes,
es decir:

L/~ — Beo/~m.

Asi, para construir un invariante de links basta definir una funcién
@: Boo— 6,

tal que:
a~y B, entonces @(a)=@(f).

Luego podemos definir
o: L — €,

definida por ¢(L) = ¢(a), donde L = &, es un invariante para links.
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1.3. El método de Jones

Para un andlisis méas detallado del caso clésico, se recomienda consultar la referencia
(ver [23]), donde Jones presenta por primera vez la aplicaciéon del método en el con-
texto del dlgebra de Temperley-Lieb. El descubrimiento del polinomio de Jones, y en
particular su método de construccion, abrié un nuevo y extenso campo de investiga-
cion en la teoria de nudos. Esta idea, que le vali6é a su autor la Medalla Fields en 1990,
se basa en la aplicacion de una funcion traza. Los resultados que se presentan a conti-

nuacion fueron extraidos principalmente de (ver [24]).

1.3.1. Algebra de Hecke de tipo A

Definiciéon 1.18. Sea K un cuerpo, n =1y sea g un pardmetro cualquiera. Definimos
el dlgebra de Hecke de tipo A, denotada por H, (g), como la K(q)-dlgebra generada

por g1,...,8n-1Y las siguientes relaciones:
1. gigj=g8i8&» si li—jl>1.
2. 8igigi=8j8igj, si li—jl=1
3. gi=q+(q-1)g:-

Observacion 6.

1. La tercera relacién, conocida como relacién cuadrdtica, nos permite observar
que, cuando g = 1, se cumple que gl? =1, lo que implica que H,(1) = K[S,]. De
este modo, se puede interpretar que el dlgebra de Hecke es una g-deformacién
del algebra de grupo K[S,,].

2. Existe una representacion (homomorfismo) natural 7 : B, — Hj,(g), definido

por 0;— gij.

3. Hn(q) 2KIB,] /I, donde I es el ideal generado por los elementos

g&-qg-(qg-1)g, 1<i=n-1.
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4. Se tiene la siguiente cadena H, (¢) — Hz(g) — -+ — Hy,(q) — Hyu+1(g), por lo
tanto, podemos definir el limite inductivo:

Hoo (9) =[] Ha(q)-

neN

5. A partir de la relaciéon cuadratica, se puede concluir que los elementos g;’s son

invertibles. En efecto,
g=q+(q-1)g = g-(a-1gi=a = gila'gi+qa'-1)=1,
luego, g;7'=q'gi+q ' -1

1.3.2. Latraza de Ocneanu

La traza de Markov sobre H, (g) recibe el nombre de traza de Markov o simplemente

Ocneanu y constituye una funcion C-lineal sobre el conjunto He, (g).

Lema 1.1. (Ver [22]). Para n > 1, todo monomio en H, (q) se puede escribir como com-
binacion lineal de monomios en donde el elemento g,_1 aparece a lo mds una vez.

Definicion 1.19. Definimos el siguiente conjunto de manera inductiva como sigue:

T = {1}

T;={gi-1xlxe€ T;_1}uU{l}, paratodo 2<i<n.
Ejemplo 5. Calcular T5s.
Tl :{]-}y TZZ{l)gl})

T3=1{1,82, 8281} Ty=11,83,8382, 838281},

T5=11,84,8483, 848382, 84838281}
1. Notar que T; = {1} U{gi-18i-2-"- &gj} l=sj=<i-1.
2. Ademas, |T;| =i, paratodo i.

Definicién 1.20. Definimos el siguiente conjunto en términos de los T;s como sigue

Jn={my---my|lm; € T;}.
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Se sabe que J, es una base lineal para H,(q), para mas detalles se puede consultar en
[24, 13] donde se expone la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 1.4. (Ver [13]) El conjunto], es una base lineal de H, (q).

Teorema 1.5. (Ver [24]). Sea a en C un pardmetro. Para todo n > 1 existe una familia
de funciones lineales
tr,:Hy (q) — C(a),

llamada traza de Markov, que cumple la siguientes propiedades:

1 try() =1,
2. try(AB) =tr,(BA), paratodo A,BeHy(q),

3. try+1(Bgn) =atry(B), paratodo BeHy(q).

Ejemplo 6. A continuacion calculamos tr(g}) y tr(g%).

tr(gy) =tr(g187) tr(gy) =tr(q+(q-1Dgi)
=tr(gilg+(g-Dgl) =qtr(1)+(g-Dtr(g)
=tr(qg+(g-1g}) =q+(g-1a.
=tr(qgg+(@-Dlg+(g-Dgl)

=tr(gg1+(g-Dg+(q-17%g)
=ga+q(g-1)+(g-1)7’a.

Asf, se tiene el siguiente diagrama de funciones

B, —— Ha (q) —"—C(q,a),

donde 7 es una representacion y tr, son funciones C—lineales. La composicion (tro )
es un invariante de nudos salvo un proceso de reescalamiento y normalizacion. Verifi-
caremos su cumplimiento bajo los movimientos de Markov.

Sean a, § € B,;, entonces:

(trom)(apf) = tr(m(apf)) = tr(w(a)n(f)) = tr(x(B)n(a)) = tr(n(fa)) = (trom) (fa).
Asi, (tro ) respeta M1. Sin embargo, (trom) no respeta M2, pues:

(trom)(aoy,) =tr(agy) = atr(a).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 17

Por simplicidad en el cédlculo anterior hemos denotado n(a) = a. Luego se tiene,
(trom)(a) # a(trom) (). Para obtener el resultado deseado debemos rescalar y norma-
lizar el homomorfismo 7.

Sea
Tw:B, — H, (q)

o;i—Wgj,

donde w es un pardmetro en C. Queremos que se cumpla:
(tromy)(ao,) = (tromy) (aa;l) )
Luego se tiene,

tr (T (@) Ty (0 n)) = tr (T (@) 7w (07,1))
tr(mw(@wgy,) = tr ((rw(@w g, ")
watr(my(a) =w ! ((q_l - 1) + q_l a) tr(my(a))
wa=w (g 1)+ ")

ga
w=VA.
1- 1-
Donde, A= ﬂ.Ademés, note que a= q .
a gr-1

Asi, luego de la re-escalacion anterior la funcion (tro my,) respeta los movimientos de

Markov, es decir:
1. (tromy)(aP) = (tromy) (Ba).
2. (tromy)(a) = (tromy) (aotl).

Definicion 1.21. Sea L un link definimos:

_ (tro7y) (a)
C (tromy) (o1 0p1)

PL(/l, q)

para L=a con a € B,.

Sea e:B,, — Z el homomorfismo definido por o; — 1. Es decir e(a) es la suma de los
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exponentes de los generadores que aparecen en la expresién de a. Luego,

e(a)

(tromy)(a) =trw"* " (a))

=w?W (tro ) ().

Por consiguiente

(tromy) (01 0p_1) =W (trom) (o -0 1)

=w" L (tr(gy) - tr(gn_1))

— Wn—lan—l

Por lo tanto, podemos reescribir la definicién 1.21 y obtener el polinomio de HOMFLY-
PT de la siguiente forma:

Definicion 1.22. (Polinomio de HOMFLY-PT)

n-1
PL(A,q)= (%) (va)™ wrom@),

para L =@ con a € B,.

El polinomio Py, (A, q) resulta ser una invariante para links orientados, el cual es lla-
mado polinomio de HOMFLY-PT. Fue descubierto en 1985 como una generalizacion
de otros invariantes importantes, como el polinomio de Alexander y el polinomio de
Jones. Su nombre proviene de las iniciales de los matemdticos que lo desarrollaron
simultdneamente: Hoste, Ocneanu, Millet, Freyd, Lickorish, Yetter, y paralelamente
Przytyckiy Traczyk.

Ejemplo 7.
1. Calcular el polinomio de HOMFLY-PT del trébol T = 6'\? .
gA-1 2-1

e (g

3 3 [ gA-1 % (o3
(\/X) (trom) ((71)—(—\/Z (l—q))(ﬁ) tr(gy)

=-AVq*+g*A+ .
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2. Calcular el polinomio de HOMFLY-PT del Hopf Link H = 02

PH(/LCJ) = (M—_l)) _ (ﬁ)z(troﬂ) ((T%)

VA(1-q
B gL-1 2
‘(ml—q))“(&)
- (g4 (g-1)a) D
2 _
:vﬁ(ﬂf_qq+q—1)

1.4. Grupos de Coxeter

La motivacion para estudiar los grupos de Coxeter en este trabajo surge del hecho de
que el grupo simétrico S, es un ejemplo de grupo de Coxeter. Ademds, existe una rela-
cion estrecha entre los grupos de Coxeter y los grupo de trenzas (o de Artin). En parti-
cular presenteramos el grupo de Coxeter de tipo B el cual se utilizard més adelante.
Una matriz M : Sx § — {1,2,...,00} que es simétrica, y con unos en su diagonal es
llamada matriz de Coxeter si satisface:

M(s,s') = M(s', s),

M(s,s)=1s=75.
Notemos que, por la definicion de M, esta puede contener entradas iguales a oo.

Definicion 1.23. Un grupo de Coxeter W es un grupo con presentacion W = (S| R),
donde las relaciones en R son de la siguiente forma: (s,-sj)mivf = e, donde M = (m; ;)

es la matriz de Coxeter para todo s;,s; € S.

Ademads, M puede representarse de manera diagramadtica mediante un grafo de Coxe-
ter, cuyo conjunto de vértices es S y cuyas aristas corresponden a los pares ordenados
(s, ') tales que M(s,s’) = 3. En el caso que M(s, s') = 4, la arista se etiqueta con el valor
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numérico de la entrada m; ;. Asi por ejemplo

S4
1 2 3 2 0o
21 4 2
3 4 1 oo T S1 3N\ 4
2 2 oo 1
$2

Observacion 7.

1. Como m;; =1, paratodo i € |S| entonces se tiene
SiS]‘ = Slg =e.

2. Sea k€ Z*, notar que larelacion (s,-sj)k = (s;87)(s;isj) -+ (si,8j), se puede reescri-

bir como sigue:

con

j, sikespar, i, sikespar,
=Y. . . y o ry=y. . .
i, sikesimpar. J, sikesimpar.

Ejemplo 8. Si k = 3, entonces
(sisp)P=e = (5;5))(s;5))(si5;))=e = §;5;8;S;Si=5] => S§;S;S;=5;S;iS]
%] 19019 j)1319] [9]219]91 = 9] (991 = 9j9idjf-

En particular el grupo simétrico S, es un grupo de Coxeter ya que:

2 _ 2 _
si=e s;=e
_ _ F ~ 2 _
Sn=1{581,...,8-1 SiSj=SjSi, [i—JI>1 )=(S1,...,8n-1 (Sl'Sj) =e
. 3_
5isjsi=S8js;sj, li—jl=1 (sisjsi)” =e

Luego, la matriz y el grafo de Coxeter de S, son los siguientes:
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1 3 2
3
— o—@ 0 o6 0 o
3 $1 S Sp—-2  Sn-1
2 ... 3 %1

Recordar, que el grupo ciclico de orden 2, denotado por C,, es isomorfo al grupo defi-
nido por la presentacion:
C=(t| " =e).

Ahora, consideremos el grupo CJ' := C, x Cp x --- x C, es decir; el producto directo de

n—veces
n-copias del grupo ciclico de orden 2.

Definicion 1.24. Consideremos el grupo Cg X Sp, donde;

@: Sy, — Aut(C})
o—@s:C) — C}

(ay,...,an) —o-(ay,...,an) = agy, -~ Ag -

Los generadores de Cj' X Sy, son; si,..., Sy, by, ..., by y relaciones;

1. si=e, 4. bt =e,
2. s;sj=sjs;, paratodo|i—j|>1, 5. bibj=Dbjb;, paratodo i,
3. s;sjs;=sjs;8j, paratodo|i—j|=1, 6. sjb;s;j = bsj(i), para todo i.

Donde b; = (e,...,t,...,e,e),con t en i—ésima posicion donde 1 <i < n.

Notar que s; blsl_1 =s1by =s1(t,e,...,e) = (e, t,...,e) = by. Mds generalmente, se tiene
que b; = sj_1...51b151...5;-1. Luego se puede probar que CJ %, Sy, es isomorfo a el
grupo generado por by, s1,...,S,—1 con las siguientes relaciones;

1 (st =e, 4 bisi=siby, i22,
2 S?:e, 5. SZS]:S]SZ) parat0d0|i—j|>1,
3. b%:e, 6. Sisjsi:SjSisj’ paratodoli—j|=1.

Luego, tenemos la siguiente matriz y grafo de Coxeter.
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1 4

4 1

2 3 — 040 ® e " 0—e—o
. by S1 52 Sp-2 Sn-1
: 3

2 2 3 1

Sea S5 el grupo de permutaciones signadas, es decir el subgrupo de S,, formado por
todas las permutaciones signadas de todas las biyecciones w del conjunto
[£n] ={-n,...,n} talque

w(—a)=-w(a), paratodo ac[+n].

Note que w € S5 queda completamente definido por las imagenes de {w(n),...,w(1)}.
Luego un elemento w € Sl,f puede pensarse como una n—tupla (w(1),w(2),...,w(n)),
luego |SB| = 2" n!. Ademds, se puede probar que S y decir que es isomorfo a CJ X Sn.



Capitulo 2

La bt - algebra de tipo A

En [5], Aicardi y Juyumaya introducen el dlgebra de trenzas y ties (o bt-dlgebra), de-
notada por €, := €,(gq). Su nombre se debe a la representacion diagramatica de ésta,
la cual detalleramos mas adelante. Esta dlgebra fue definida en ([25, Definicion 1]), y

emerge como una subdlgebra de el dlgebra de Yokonuma-Hecke.

2.1. Monoide de particiones

Definicién 2.1. Sea [n] :={1,..., n}. Una particién del conjunto [n] es una familia (Iy,..., I})

con I < [n] tal que:
1. Ij # @, paratodo j=1,...,k.

2. Iinlj=¢,paratodo i # j.

k
3. UIj=ml.
j=1
Denotaremos por P, al conjunto de todas las particiones de [n].
= Los conjuntos Iy, ..., I} se denominardn bloques de I.
» El cardinal de P, esta dado por el n-ésimo ntimero de Bell, denotado por b,,.

= Notar que el grupo simétrico actiia de manera natural en Py, es decir;dadoo € S,

y I € P, se tiene la accion
o-1=(o{h},...,0{l}). 2.1)

23
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Ejemplo 9. Para n =3, se tiene que

Py ={({1},{2},{3}), ({1}, {2,3}), ({2}, {1,3}), ({3},{1,2}), ({1, 2,3})}.

Los elementos de P, pueden representarse mediante un grafico lineal. Por ejemplo, si

I =({1,3},{4},{2,5}), su representacion gréfica es la siguiente:

1 2 3 4 5

Figura 2.1: Representacion del bloque 1.

Observemos que, a partir de este ejemplo, podemos concluir que los bloques solo nos
proporcionan informaciéon sobre que hebras estan relacionadas entre si.

Sean I = (Iy,...,Ix)yJ = (Jy,...,]¢) particiones de Py. Decimos que I < J sitodo bloque
de J, es una unioén de bloques de I.

Notar que < define un orden parcial. Por ejemplo, el diagrama de Hasse de P3 es el

siguiente.

{1,2,3})

T

({1},{2,3}) ({31,{L,2}) ({2},{1,3)

~ |

({1}, {23, {3h)
Definicion 2.2. Sean I, J dos particiones definimos la operacién * en P, como sigue:
I+]:=min{fK|IK AN JXK}.

Asi, el conjunto Py, junto con el producto *, posee una estructura de monoide.

Ejemplo 10. Sean I = ({1,4},{2,4,6},{3,5}) y J = ({1,2,4}, {3, 6}, {5}).

I'+«J=({1,2,3,4,6}{5}).
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En adelante no escribiremos los bloques de cardinalidad 1, es decir, escribiremos ({3, 4, 6})
en lugar de ({1}, {2}, {3, 4, 6}, {5}) en Ps.

Definicién 2.3. Para todo 1 <i < j < n, definimos la particién u; ; = ({i, j}) € P, como

aquella particién donde el unico bloque no trivial es el {i, j}.

Ademas,

i, jhik, €}, sifi,jin({k,¢}) =a,
Ki,j* Ri,e = o o
(i, j, k,23), si {i,jin({k,€}) #@.

Por simplicidad en adelante escribiremos w;, ju ¢ en lugar de y; ;j * g . Ademas, se
tiene la siguiente proposicion.

Teorema 2.1. (Ver [14]) Para todo 1 < i < j < n el monoide Py, puede ser presentado por

los generadores y; ; y las siguientes relaciones:

I ﬂ?,j:ﬁli,j’ paratodo i< j,

2. Wi jMk,e = Mk,efke, paratodo i<jyk<d,

3. Wi jMjk = MikMj k= MijMik paratodo i< j<k.
Definicion 2.4. Definimos P, como el monoide obtenido a partir del limite inductivo
de la familia {(Pyn,7,)}nen, donde cada 1, es un monomorfismo del monoide P, en

Ppyy. Para I € Py, la imagen 7,(I) en Py es la particién que se obtiene de agregar el

bloquen+1al.

2.2. Elmonoide de trenzas ligadas
Dado que S;, actta sobre Py, se tiene un homomorfismo

W Sp — Aut(Py)

I —o-lI
Asi, podemos definir T B, := Py, Xy B, donde

I'_>O'a'I.
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Donde o, = () y 7 es la proyecciéon de B, en S, definida la observacién en 6. Como
se conoce la presentacion de P, y B, se tiene que T B, es el monoide generado por

{o1, .01} Ufl; i 1< [ < j < n} sujeta a las siguientes relaciones:
1. gij0j=0j0;, si |i—j|>1,
2. 0j0jo;=0j0;0j, si |i—jl=1,
3. ,u?,j:,u,-,j, paratodo i< j,
4. Wi jMk,e = HkeMke, Pparatodo i<jyk<¥,
5. Wi jMjk = MikMjk= Mijiik Pparatodo i<j<k,
6. OkMi jOL" = Msiti)se(j), Paratodo i<j y l<ksn-1.

Equivalentemente podemos presentar T B,, con generadores g1,...,0,-1,€1,...,€p-1Y
las relaciones:

1. ojoj=0j0;, si |i—j|>1,

2. 0i0j0;=0j0;0}j, si |i—jl=1,

3. ef=¢;, paratodo l<is<n-1,

4. ejej=eje;, paratodo 1<i,j<n-1,
5. o;ej=e;0;, paratodo 1=<i,j<n-1,
6. ejoj=0je;, si |i—jl>1,

7. ejgjo;=0j0;ej, si li—jl=1,

8. ejejo;=ejojej=0jeiej, si |i—jl=1,
9. ejojo; =0jo7le;, si |i-jl=1.

El monoide T B, se puede ser representado de manera diagramatica via sus generado-

res como sigue:
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i i+l i i+1

N
h

Elemento o; Elemento e;

Figura 2.2: Generadores de T B,,.

Al igual que los generadores, las relaciones también pueden interpretarse mediante

diagramas.

i i+1i+2 i i+1i+2

1allisell

Figura 2.3: Relacion e;oj0; =0j0;e;.

La definicién original del monoide T B, surge del dlgebra de braids and ties, motivada
por su representacion diagramatica. Posteriormente, se demostré que esta estructura
es isomorfa al producto semidirecto presentado en esta seccion, para los detalles se
remite a [6, Teorema 10].

2.3. Labt-algebra

En [5], Aicardi y Juyumaya introducen el dlgebra de trenzas y ligas, conocida también
como bt-4lgebra y denotada por €,(q). Esta se define de manera abstracta como una
subdlgebra del dlgebra de Yokonuma-Hecke Y ,(q). Mas tarde, en [4, Teorema 3], se
construye una traza de Markov sobre € ,(qg). Luego, utilizando el método desarrollado
por Jones (ver [24]), esta traza permite construir invariantes tanto para nudos clésicos

como para nudos singulares.

Definicion 2.5. Definimos la bt—algebra como el dlgebra de monoide C[q][TB;] co-
cientado por el ideal generado por los elementos 5 —(g—1) e;0;—(q—1) e;—1, para
todoi=1,...,n—1.

Denotamos esta dlgebra como € ,(q) := Clq] [TBn]/I donde T; y E; son las clases de 0;

y e; respectivamente.
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Ademas, el dlgebra €, (q) puede ser vista como el dlgebra generada por T3, ..., T,,—; ge-

neradores de trenzasy Ej,..., E,_; generadores tied, sujeta a las siguientes relaciones:

1. T;Tj=T;T;, si li—jl>1,

2. T;TjTy=T;TiTj, si li—jl=1,

3. El? =E;, paratodo l<i<n-1,

4. E;Ej=E;E;, paratodo 1<i,j<n-1,

5. T;Ej=E;T;, paratodo 1<i,j<n-1,

6. E;Tj=TjE;, si li—jl>1,

7. E;TjT;=T;T;Ej, si li—jl=1,

8. E;E;T;=E;T;Ej = TiE;E;, si li—jl=1,

9. T?=1+(q-1)Ei+(q—1)E;T;.

Observacion 8.

1. A partir de la relacién cuadratica, se puede concluir que los elementos T;s son
invertibles, es decir, se verifica:

T '=Ti+(qg' -1)Ei+(q' -1)E T;.

2. Si en las relaciones sustituimos T; por V; donde V; = T; (ﬁ - 1) E;T;, obtene-
mos una representacion alternativa de €, (g). En este caso, la relacion cuadratica
asociada estd dada por:

5 1
vi=1e(va-—z) B
3. Ademds, se tiene la cadena €; (q) — €2(g) —,...,— €,(g) — En+1(g), por lo

tanto podemos definir el siguiente limite inductivo:

Eoo(q) = |1 €n(a)-

neN
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2.3.1. Invariante derivado del dlgebra €, (g)

En [5] y [34] se prueba que €, (g) tiene dimensién finita, dada por b, n!, donde b, es
el n-ésimo numero de Bell. Adicionalmente, se prueba la existencia de una traza de
Markov sobre €, (g).

Teorema 2.2. ([4, Teorema 3]). Sean a y b dos pardmetros en C. Para todo n > 1 existe
una familia de funciones C—lineales try,:E,(q) — C(a,b), llamada traza de Markov,
que cumple la siguientes propiedades:

1. trp(1) =1,
2. tr,(AB) =tr,(BA), paratodo A,Be&€,(q),

4. trp+1(BEy) =btr,(B), paratodo BeE,(q).

Como los generadores T;’s de €, cumplen las relaciones de trenzas se tiene que la

funcién o; — T; define un homomorfismo 7 : B,, — €, (g). Luego, se tiene

T tr,

By

€n(9) C(a,b).

Asi, (trom) constituye es una invariante de nudos, salvo un proceso de reescalamiento
y normalizaci6n. Para ello se define:

donde w es un parametro en C. Veamos que se cumpla: (tromy)(ao,) = (tromy) (aa;l).
En efecto,

tr (T () Ty (0 ) = tr (Tw (@) 7w (07,1))
tr(my(@)wTy,) =tr ((th(oc)w_1 T,;l)
watr(my(@) =w 't (mw(@) (T + (g7 = 1) En+ (g7 = 1) Eo Ty))
W2 atr (7w (@) = atr(my (@) +b (g7 = 1) tr(rw(@) +a (g7 = 1) tr(mw(a)
w?a=a+b(g ' -1)+ag'-a

WZ:—b(l—q)-&-a — w=VA.
ga
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b(1- b(1-
Donde, A= (—Wl.Luego, a= u
ga Ag-1

Observacion 9. Cuando b = 1, se obtiene el mismo factor de reescalamiento que en el
caso HOMFLY-PT.

Definicién 2.6. Sea L un link, definimos

(tromy)(a)

A(L) := ,
(trommy) (010 p-1)

para L =@ con a € B,.

Como antes notemos que

(tromy) (@) = W (trom)(a),

(trommy)(@-+-0,_1) =W (trom)(o,---0,_1)
=W (tr(Ty) - tr(Tpp1))

:Wn—lan—l

VIba-g))"
Ag-1 )

Por lo tanto, podemos reescribir la definicién 2.6 como sigue:
Definicion 2.7. (Polinomio A)

n—-1

A(1- b ela
vA(i-a)b (\/Z) @ rom @),

A=

Teorema 2.3. ( /4, Teorema 4]) La funcién A es un invariante para links cldsicos.

Observacion 10. Si consideramos la bt-algebra con su presentacién alternativa, es de-
cir, con los generadores Vi, ..., V;, E, ..., E,, podemos definir el invariante ® de manera
analoga, salvo por un procedimiento de reescalado y normalizacion.

Cabe destacar que los invariantes A y © son equivalentes al polinomio HOMFLY-PT
para nudos, pero tienen la capacidad de distinguir pares de links que el polinomio
HOMFLY-PT no distingue. Por lo tanto, los invariantes A y ® son mds fuertes que el
polinomio HOMFLY-PT (ver [11, Teorema 9.2]).
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Invariantes de links en el toro solido

En este capfitulo, se introducen las definiciones de links y trenzas en el toro sélido, asi
como las dlgebras de Hecke y la bt-dlgebra de tipo B (ver [17, 28, 29]). Posteriormente,
se estudiaran los teoremas andlogos de Alexander y Markov en este contexto. Ademas,
se analizard la existencia de las trazas de Markov correspondientes, esenciales para la
construcciéon de invariantes. Por dltimo, se presentaran los invariantes obtenidos en

cada caso.

3.1. Nudos y trenzas en el toro sélido

Es un hecho bien conocido que S® puede ser interpretado como la unién de dos toros
solidos que se encuentran pegados a lo largo de su frontera. Formalmente, esto se ex-
presa como S® = M; U M,, donde los M is son 3-bolas unidas a lo largo de sus fronteras.
A continuacion, definimos D; = M \ int(V(y)) y D2 = M, U V(y), donde y es un arco
no anudado incrustado en M;, y V(y) es una vecindad regular de y.

Asi, el toro sdlido, denotado por ST, puede ser interpretado como el complemento de
otro toro sélido D; en S3, es decir, ST = S3\ D;.

Definicion 3.1. Un nudo £ en ST, se define como un nudo clédsico que estd comple-
tamente contenido en el interior del toro sélido. Ademas, un link L en ST de n compo-

nentes es la union disjunta de n nudos en ST.
Ademads, denotaremos por Zsr al conjunto de todos los links en ST.
Nota 1. Un link L en ST se llama afin si estd contenido en una 3-bola dentro de ST.

Por lo tanto, los links cldsicos en S3 pueden considerarse como links afines en ST.

31
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Figura 3.1: Nudo en ST.

Cabe destacar que cualquier link L en ST puede describirse como la proyeccién de un
link estdndar en S*, que interacttia con una componente fija no anudada. Esta compo-
nente representa el toro sélido complementario a ST en S® y, en conjunto, conforman

lo que se denomina un mixed-link.

€

Figura 3.2: Link en ST visto como mixed-link.

Definicién 3.2. Dos links Ly L' en ST son isot6picos si y s6lo si sus correspondientes

mixed-link en S3 lo son.

De forma andloga al caso clasico, es posible definir un grupo conocido como el grupo
de trenzas de tipo B. Este grupo, junto con su presentacion, los correspondientes teo-
remas de Markov y Alexander, y las trazas asociadas, permite construir invariantes de

links en este contexto.

Definicion 3.3. Una trenza de tipo B se define como una trenza cldsica, compuestas
por n+ 1 cuerdas, donde la primera cuerda permanece fija. Las cuerdas restantes, des-
de la segunda hasta la (n + 1)-ésima, se denominan cuerdas mdviles.

Definicion 3.4. Sean a y f dos trenzas de tipo B consideradas como trenzas clésicas
de n+1 cuerdas. Decimos que « y  son equivalentes si existe una isotopia entre ellas.

El diagrama de una n—trenza de tipo B se puede obtener proyectando la trenza como

se ilustra a continuacion.
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Figura 3.3: Una 6-trenza de tipo B.

Figura 3.4: Diagrama de una 6—trenza de tipo B.

Note que en la figura (3.4) la cuerda més gruesa representa la cuerda fija. Ademas, de-
notaremos por W, al conjunto de clases de equivalencia de n-trenzas de tipo B bajo
isotopia. De forma anéloga a lo desarrollado en la seccion 1.2, se puede definir produc-
to concatenacion (x) entre trenzas de tipo B.

Proposicién 3.1. (Ver [28]). El conjunto de trenzas de tipo B junto con el producto con-
catenacion forman un grupo denotado por el cual es conocido como grupo de trenzas de

tipo B. Y tiene la siguiente presentacion, con generadores 1,01,...,0,-1 Y relaciones:
1. oj0j=0j0;, para li—jl>1,
2. 0i0j0;=0j0;0j, para |i—j|l=1,
3. ro;=0;r, para i>1,

4. roroy=01ror.
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Los elementos o’s y r se pueden representar mediante los siguientes diagramas.

N '
\ i

Elemento o;. Elemento r.

Figura 3.5: Generadores de W,,.

Observacion 11.
1. Existe un epimorfismo natural ¢: W,, — S,,, definido porr—1yo;—s;.

2. Ademds, note que Woo = ]_[ W,Hl.

neN

3.1.1. Teorema de Alexander y Markov para links en el toro sdlido

Los teoremas de Alexander y Markov, en el contexto de links en el toro sélido, fueron
establecidos por Sofia Lambropoulou en el afio 1993 (ver [28, 29]). De manera anéloga

ala definicién de la clausura de una trenza clésica, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 3.5. Sea a una trenza de tipo B. La clausura de la trenza a esun linken ST
que se obtiene al conectar los puntos iniciales y finales de @ mediante arcos. Denota-
remos dicha clausura por @.

Teorema 3.1 (Alexander para links en el toro sélido). Para todo link orientado L en ST,
existe a € Wi tal que @ ~ L.

La demostracién de este hecho se realiza mediante un enfoque algoritmico usando el

teorema de Alexander cldsico. Se recomienda consultar [29, Teorema 1] para detalles.
Definicion 3.6. Sean a, € Wn. Definimos los movimientos de Markov como sigue:

Ml. aff= Ba,

M2. a = aoil.

Ademads, decimos que a y # son Markov equivalentes si es posible obtener f a partir de
a mediante una sucesion finita de movimientos de Markov. En tal caso, lo denotamos

por a ~ g, PB.
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Teorema 3.2 (Markov para links en el toro s6lido). Sean @ y B dos trenzas de tipo B

clausuradas obtenidas de a y  respectivamente, entonces:
a~mg B sisolosi @~ p.

Una demostracion rigurosa y detallada del teorema presentado se puede consultar en
[29, Teorema 2].

Luego, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de clases de isotopia
de links en ST y la clases de trenza de tipo B Markov equivalentes, es decir:

Lst [~ siysolosi Wu [/ ~pgr -

3.1.2. Algebra de Hecke de tipo B

Definicion 3.7. Sea K un cuerpo, n =1y sean ¢q, Q dos parametros en C. Definimos el
algebra de Hecke de tipo B denotado por H,(gq, Q) como la K(g, Q)-4lgebra generada

generada por by, g1,..., gn—1 Y las siguientes relaciones:
1. gigj=8j8& si li—jl>1,
2. 8igjgi=8j8igj si li—jl=1,
3. gF=q+(q-1gi,
4. b1=Q+(Q-1by,
5 bigibigr=g1bhigib,

6. b1gi=gib1, paratodoi>1.

1. Laterceray cuartarelacion, conocida como relaciéon cuadratica, nos permite ob-
servar que, cuando q = Q =1, se cumple que gl? =1y b% =1, lo que implica que
H,(g,Q) = K[W,]. De este modo, se puede interpretar que el dlgebra de Hecke
de tipo B es una deformacion de la K-4lgebra del grupo de Coxeter W,.

2. Existe una representacion (homomorfismo) natural p: Wn — H,(q,Q), defini-

do por o;— g;yr— by.
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3. Hy(g,Q) = K[Wn] / I, donde I es el ideal generado por los elementos
g8-q-(q-1g y bi-Q-(Q-D1b, sil<sisn-1L.

4. Ademads, se tiene H;(gq,Q) — Hz(q,Q) —,...,— H,(q,Q) — H,+1(q,Q), por lo
tanto podemos definir el siguiente limite inductivo:

Hoo(q, Q) := [ [ Hu(g, Q).

neN

5. A partir de la relacion cuadratica, se puede concluir que los elementos g;’s son
invertibles, es decir; g-' =g 'gi+q ' -1y by'=Q7 ' b +Q 7' - 1.

3.1.3. Lainvariante de Sofia Lambropoulou

En esta seccion se propone generalizar el polinomio 1.22 estudiado en el capitulo an-
terior. La filosofia subyacente para construir este invariante generalizado es la misma:
se emplea una representacion del grupo de trenzas de tipo B junto con una funcién

traza como herramientas fundamentales.

Lema 3.1. Para n > 1, todo monomio en H,(q, Q) se puede escribir como combinacion

lineal de monomios en donde los elementos g,,—1 0 b,,—1 aparece a lo mds una vez.
Definicion 3.8. Definimos el siguiente conjunto de manera inductiva como sigue:

Ty =1{1,b;}

T,={1,bj-1}U{gi-1x|x€T;_;}, paratodo 2<i<n.
Donde by := gk-1- --glblgl‘1 ---g,;_ll, para todo k = 2. Por convencién fijamos b; = b;.

Definicién 3.9. Definimos el siguiente conjunto en términos de los T’s como sigue
Jn=1{my---myu|lm; € T.

Teorema 3.3. El conjunto], es una base lineal deH,(q, Q).

La demostracion del resultado anterior se puede ver en la conslusién de la pagina 11

de [29]. Usando la base J, es posible construir una traza de Markov para el dlgebra
Hy(q,Q).
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Teorema 3.4. (Ver [28, Teorema 12]). Sena a,b y c tres pardmetros en C. Para todo n > 1
existe una familia de funciones C—lineales

try,: Hl’l(q’ Q) - C(a,b,C),

llamada traza de Markov, que cumple la siguientes propiedades:
1. tr,(1) =1,
2. try(AB) =tr,(BA), paratodo A,BeH,(q,Q),
3. trp+1(Bgp) =atr,(B), paratodo BeH,(q,Q),
4. trp11(Abpy) =ctry(A), paratodo Ae€H;(q,Q).

Ejemplo 11. Calcular tr (b}) y tr (b g%).

tx (by) = tr (b1 bY) tr (bigy) =tr (b [q+(q-1) &1])
=tr(g1(Q+(Q-1by)) =tr(gbi+(q-1) b1 &)
=tr(Qb1 +(Q-1)b3) =qtr(b)+(q-1)tr(b1g)
=tr(Qb+(Q-D[Q+(Q-1)b]) =qgc+(g-1)atr(b)
=tr(Qb1 +(Q-1DQ+(Q-1*h) =qc+(q-1)ac.

=Qc+QQ-D+(Q-D’c.
Asj, se tiene el siguiente diagrama de funciones

tr,

W, ——H,(q,Q

C(a’b) C)’

donde p(o;) = g; y p(r) = b; son representaciones y tr, son funciones C—lineales.
Luego, dado que p esun homomorfismoy tr(AB) = tr(BA) se sigue que (trop) respeta
(M1), es decir; se cumple (trop)(af) = (trop)(Ba).
Sin embargo, no se cumple (M2), para ello como antes necesitamos rescalar y norma-
lizar el homomorfismo p.
Sea

Pw: Wn — Hyu(q,Q)

Oj—W§g;i

I"—>b1
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donde w es un pardmetro en C. Queremos que se cumpla:
(tropw)(@oy) = (tropy) (aoy'),
luego se tiene lo siguiente

tT(Pw (@) pw(071)) = tT (pw(@) pw (07,))
tr(pw(@wgy) = tr ((ow(@w 'g,")
wa=w'((¢g7'-1)+q "a)

Wl = l-g+a

w=V2A.

l1-g+a 1-¢g

y a

donde, A = = )
ga gl-1

De lo anterior se concluye (tro py) respeta los movimientos de Markov.
Definicion 3.10. Sea L un link de tipo B definimos:

(tropw)(a)
(tropw)(oy---0p,-1)

X.(q,Q,A) =

para L=a con a € W,

Ademds al igual que en la seccion (1.3.2) se tiene
(tro pw) (@) =w'@ (tro p)(a),

donde, e: W,, — Z es el homomorfismo definido poro;— 1y r—0.

Por consiguiente

\/1(1—01))"_1

(tropw) (01 0p-1) = w”‘l(tr(gl) ctr(gno1)) = ( pr—

Por lo tanto, podemos reescribir la definicién 3.10 y obtener el siguiente polinomio
generalizado de HOMFLY-PT de la siguiente forma:
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Definicion 3.11. (Polinomio de Lambropoulou)

n—1
gr—-1 e(a)
X (q, QA = | ——— VA trop)(a).
£(q,Q (\/X(l—q)) ( ) rop)(a

para L =& con a € W,,.
Teorema 3.5. ([28, Definicién 19]) La funcién Xy es un invariante para links en ST.

Ejemplo 12. Calcular el polinomio generalizado de HOMFLY-PT del link H = ;\c%.

2-1
Pu(Aq)= % (\/z)z(tron)(raf)
= % Atr(n(ra?))
qA-1 2
=——|Atr(b
VA (1-4q) r(bigi) 3.1)

:g [gc+(g—-1)ac]

=ﬁ(%‘q"c+(q-1)c)

Vi (quc—q2c+ qc—c).
l-q
Observacion 12. Notemos que el polinomio obtenido en el ejemplo 12 generaliza al

calculado en el ejemplo 7. En efecto, al establecer ¢ =1 en el polinomio de 3.1, recu-

peramos exactamente el polinomio de HOMFLY-PT presentado en 1.1.

3.2. Labt- algebrade tipo B

En [16], se introduce la definicién del monoide de trenzas ligadas de tipo B. La cons-
truccion se fundamenta en los resultados previamente establecidos para la bt-algebra

de tipo A. Aqui Py4; son las particiones del conjunto [n+1]:={1,...,n+1}, 1o vamos a
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considerar por simplicidad como [n+1] = {0, ..., n}, de modo que una permutacién en

S, se puede ver dentro como una permutacion de S, que deja fija el 0.

3.2.1. The tied braid monoid de tipo B

La idea subyacente proviene del caso cldsico: dado que S, actia sobre Py, resulta na-
tural considerar que W,, también actte sobre Py ;. Esto conduce a la construccion del
siguiente homomorfismo. Asi, podemos construir el producto semidirecto Ppyy Xy Wy,

donde .
v W, — Aut(Ppi1)

a— Yq:Ppni1 — Pni1
I —o(a)-1,

donde v es la proyeccion definida en la observacion 11.
Luego podemos definir, TB,If := Pni1 Xy W, a partir de lo cual obtenemos la siguiente
presentacion.

Definicion 3.12. (Ver [17, Definicién 5.1]) El monoide de trenzas ligadas de tipo B,
denotado por TB,If es el monoide generado por r,071,...,0,-1 los generadores de trenza
de tipo B y los generadores ¢y, e,...,e,-1 llamados tied, que satisfacen las relaciones

(3.1) de Wn junto con las siguientes relaciones:
1. e;ej=eje;, paratodo I, ],
2. ejg;j=0je;, paratodo l1<i<n-1,
3. ejoj=0je;, paratodo [|i—j|>1,
4. ejojo;=0jo;ej, paratodo [|i—j[=1,
5. eiajal._l :ajai_lej, paratodo |[i—j|=1,
6. ejejo;=0;ejej=ejo;ej, paratodo |i—j|=1,
7. ef=e;, paratodo i,

8. ¢ =¢n,

9. re;=e;r, paratodo I,
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10. r(/)l :(Plr,

11. ¢p1e;=e;¢py, paratodo I,

12. ¢y0;=0;¢;, paratodo 2<i<n-1,
-1

-1 _ -1
13. 0j-1...01010," ...0,_, =0,

-1 .
0 i1---01 $101...0;, paratodo 2<i=<n,

14. ([)161 = (J)IO'I(PlO'l_l = 0'1([)10'1_161.

Definicién 3.13. Definimos la bt-dlgebra de tipo B como el dlgebra de monoide C[q, Q] [TBZ]
cocientado por el ideal I generado por los elementos

af—l—(q—q_l)eiai, y r’=1-(g—q Y)¢r paratodo i=1,...,n—1.

Denotamos esta dlgebra como €8 = €8 (q,Q) :=Clq, Q1 [TBE] /I donde T, E;, F; y By,
son las clases de 0, e;, ¢ y r respectivamente.

Ademis, la bt-algebra de tipo B puede ser vista como el dlegbra generada por By, Ty ..., Tj—1
generadores de trenzas y Fi,...Fy, E ..., E,;,— generadores tied, sujeta a las siguientes

relaciones:

1. T;T;=T;T;, paratodo |i—j|>1,

2. TiTis 1 Tj=Tis1T;Ti+,, paratodo 1<i<n-2,
3. Ti2:1+(q—q_1)EiTl~, paratodo 1<i<n-1,
4. El?:Ei, paratodo i,

5. E;Ej = E;E;, paratodo I,j,

6. E;T;=T;E;, paratodo 1<i<n-1,

7. E;Tj=T;E;, paratodo |i—j|>1,

8. E;E;T; = T;E;E; = E;T;E;, paratodo |i—j|=1,
9. E;T;T; =T,;T;Ej, paratodo [|i—jl=1,
10. BiyT1 BTy = T) B, T) By,

11. By T;=1T;B,, paratodo i>1,
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12. B2=1+(Q-Q})F B,

13. B1E;=E;B;, paratodo i,

14. F?=F;, paratodo i,

15. B1Fj=F;B;, paratodo j,

16. F,E;j=E;F;, paratodo 1i,j,

17. F;jT; = T;F5,j) cuando s;=(i,i+]1),

18. E;F; = F;F;+1 = E;F;;;, paratodo 1<i<n-1.
Observacion 13.

1. A partir de las relaciones cuadraticas, se puede concluir que los elementos T;s y

B; son invertibles, es decir;
T;'=Ti-(q-q")Ei y Bi'=B—-(Q-Q7")F.

2. Notar que la presentacion de la bt-édlgebra de tipo B incluye un mayor nime-
ro de relaciones en comparacion con la definicion 3.12. Esta diferencia se debe,
principalmente, a la implicacion de la relacién 13 de la definicén 3.12.

B

w41, Dor lo tanto

3. Ademss, se tiene la siguiente cadena € ? — 85 .. £ E — &

podemos definir el limite inductivo:

el =1] €5

neN

4. Notese que los elementos F; son conjugados de Fj.

Fj= Tj—1"'T1F1Tf1"'Tj—_11= Tl_l"'Tj__llFlTj—l"'Tl-

3.2.2. Generalizacion del polinomio A

La filosofia subyacente se conserva en la construccién del polinomio A. En otras pala-
bras, seguimos utilizando receta de Jones. Los teoremas de Alexander y Markov en este

contexto se puede consultar en [3, Teorema 3.5] y [3, Teorema 3.7] respectivamente.
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En [34, Teorema 3] se demuestra que 85 (g,Q) tiene dimension finita, dada porb,.; 2" n!,
donde b4 es el n+ 1-ésimo nimero de Bell. Adicionalmente, se prueba la existencia
de una traza de Markov sobre € I,f (g,Q).

Teorema 3.6. Sea a, b, c y d pardmetros en C. Para todo n > 1 existe una familia de
funciones C—lineales
tr,:€,(4,Q) — C(ab,c,d),

llamada traza de Markov, que cumple la siguientes propiedades:

~

. tr,(1) =1,

2. try(AB) =tr,(BA), paratodo A,Beé&3,

3. trp+1(BTy) =trp+1(BE,Ty) =atr,(B), paratodo Be El,f,
4. trp41(BEy) = trp41(BF,41) =btr,(B), paratodo Be €SB,

5. tTps1(ABy) =ctr,(A), paratodo Ae€é€B,

=)}

donde By :=Ti_1---Th' T Tl_1 ‘e Tk__ll, para todo k = 2. Por convencion fijamos By = B .

Para detalles del teorema anterior ver [16, Teorema 3]. Al igual que en secciones ante-

riores, se tiene el siguiente diagrama de funciones

try,

W, ——¢€8(q,Q

C(a,b,c,d).

Luego (tro p) constituye un invariante de nudos, salvo un proceso de reescalamiento
y normalizacion. Para ello se define:

pw: W, — €5(q,Q)
o;— WI1j

r'_’Bly

donde w es un pardmetro en C. Queremos que se cumpla:

(tropw)(@o,) = (tropy) (ao;,),
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luego, se tiene

1 (ow(@) pw(T ) = t1 (pw(@) pw (0,"))
tr(ow(@wTy) = tr ((pw(@w ' T, 1)
watr(ow(@) =w 'tr (ow(@) (Tn— (9 —q7) En))
w2 atr(pw(@)) =atr(pw(@) —b (g g ') tr(pw(@)
w?a=a-(q—q7')b
p2odla-a)b o

a
(4'-4q)b
A-1
Asi, (tropy) respetalos movimientos de Markov.

a—(g-g')b

donde, A = yademds a=

Definicion 3.14. Sea L un link de tipo B definimos

(tropy)(a)

A L = )
s(L) (tropw)(O1---0,-1)

paraL=a con a € W,

Lo cual es una normalizacién para que en el no nudo el polinomio valga 1. Luego

(tropw) (@) =w¥(trop)(a),

(tropw)(@--0p 1) =W (trop)(oy--0,-1)

= w”_l(tr(Tl) cotr(Th-1))

vﬁi(q‘l—-q)b)"_l'

— Wn—lan—l —
A-1

Por lo tanto, podemos reescribir la definicién 3.14 y obtener la generalizacién polino-

mio delta (A) como sigue:

Definicion 3.15. (Polinomio generalizado A)

VA (g7t -
A-1

n-1
b e(a)
Ap(L) = ( 4) ) (\/Z) (trop)(a).

Teorema 3.7. ([16, Teorema 4]) La funcion Ag es un invariante para tied links en ST.



Capitulo 4

Invariante de links singulares

En este capitulo se presentan las definiciones de links y trenzas singulares [26, 19, 20,
9]. Posteriormente, se analizan los teoremas anélogos a los de Alexander y Markov en
este contexto, lo cual permite definir invariantes para links singulares usando la receta
de Jones. Finalmente, se presentan los distintos invariantes obtenidos por Aicardi y

Juyumaya a partir de usar la bt-dlgebra [2.3].

4.1. Nudos y trenzas singulares

Definicion 4.1. Un nudo singular £ se define como un nudo clésico, el cual presenta
un ntmero finito de autointersecciones a lo més con dos puntos dobles y de forma
transversal, que son llamados cruces singulares.

2
Ny

Figura 4.1: Nudo singular con un cruce.

45
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Definicién 4.2. Un link singular L de n componentes es la unién disjunta de n nudos

singulares.

Nota 2. Note que si £ no tiene cruces singulares, se tiene que .£ es un nudo clésico.
Por lo tanto, los links singulares generalizan los links clasicos en S°. Ademads, denota-
remos por Zs al conjunto de todos los links singulares.

Definicién 4.3. Dos links singulares Ly L' son equivalentes, si existe un homeomor-
fismo de S® en S® que preserva la orientacién, llevando uno al otro, de modo que

conserve un pequeiio disco rigido alrededor de cada cruce singular.

Ademads, como era de esperarse, es posible dotar de una orientacién a un link L singu-

lar. Sin embargo, para lograrlo, se debe seguir los siguientes pasos:

1. Se reemplazan los cruces singulares por cruces clésicos, ya sea positivos o nega-

tivos, obteniendo asi un link clasico.
2. Allink resultante se le asigna una orientacion.

3. Finalmente, se deshacen las modificaciones realizadas, recuperando el link sin-

gular orientado.

& & &

Figura 4.2: Proceso de orientacion de un link singular.

Ademds, andlogamente al caso de un link clésico, es posible obtener el diagrama de
un link singular a través de una proyeccion regular. En consecuencia, cualquier link
singular L puede describirse como la proyeccién de un link estdndar en S3, el cual tiene
cruces singulares.

Definicion 4.4. Una trenza singular de n—cuerdas se define como una trenza clésica,

que tiene una cantidad finita de autointersecciones llamadas cruces singulares.

Ademds, una trenza cldsica puede ser considerado como una trenza singular sin cruces

singulares.
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Figura 4.3: Una 6—trenza singular.

Definicion 4.5. Dos trenzas singulares @ y [ son equivalentes, si existe un homeo-
morfismo de S® en S que preserva la orientacién tal que mapea uno con el otro, que
fija un pequeno disco rigido alrededor de cada cruce singular.

El diagrama de una n—trenza singular se puede obtener proyectando la trenza como
se ilustra a continuacion.

Figura 4.4: Diagrama de una 6—trenza singular.

Ademads, denotaremos SB,, como el conjunto de clases de equivalencia de n-trenzas
singulares bajo isotopia. De forma andloga a lo desarrollado en la seccion 1.2, se puede
definir el producto por concatenacion (*) entre trenzas singulares.

Proposicion 4.1. (Ver [9, Lema 3]) El conjunto de trenzas singulares junto con el pro-
ducto concatenacion forman un monoide denotado por SB,, el cual es conocido como
monoide de trenzas singulares. Y tiene la siguiente presentacion, con 0y,...,0,-1,T1,...,
Tn—1 generadoresy sujeta a las siguientes relaciones:

1. 0i0j=0j0j, si |i_j|>1:

2. 0i0j0;=0j0{0j, st li—jl=1,
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3. 0iTj=T;0}, si |li—jl#1,
4. 0i0jT;=T1j0;0j, si |i—j|>1,
5. TiTj=T;Tj, si |i_j|>1-

Los elementos o; y 77; se pueden ver diagramaticamente como sigue.

Elemento o;. Elemento ;.

Figura 4.5: Generadores de SB,.
Observacion 14.
Ademads, se tiene la siguiente cadena de inclusion SB; — SBy —,...,— SB;, — SB,41,

por lo tanto podemos definir el limite inductivo: SBy, := ]_[ SB,.
neN

4.1.1. Teorema de Alexander y Markov para links singulares

Los teoremas de Alexander y Markov, en el contexto de links singulares, fueron esta-
blecidos por Johan Birman en 1997 (ver [20, 10]). De manera anédloga a la definicién de
la clausura de una trenza clésica, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 4.6. Sea a una trenza singular. La clausura de la trenza singular « se obtie-
ne al conectar los puntos iniciales y finales de @ mediante arcos. Denotaremos dicha
clausura por @.

Figura 4.6: Clausura de la trenza singular a.
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Teorema4.1. [20, Teorema 11](Alexander para links singulares). Para todo link singular

orientado L, existe @ € SBy, tal que @ ~ L.
Definicién 4.7. Sean a, § € SB,,. Definimos los movimientos de Markov como sigue:

Ml. af = Ba,

+1

M2. a = aoy,.

Ademds, decimos que a y f son Markov equivalentes si es posible obtener f a partir de

a mediante una sucesion finita de movimientos de Markov. En tal caso, lo denotamos

por a ~ g B.

Teorema 4.2. [20, Teorema 12](Markov para links singulares). Sean @ y E dos trenzas

singulares clausuradas obtenidas de a y B respectivamente entonces:
a~mg B siysélosi @~ f.

Luego, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de clases de isotopia
de links singulares y la clase de trenzas singulares Markov equivalentes, es decir:

Ls [~ siysolosi SBe [~ -

4.1.2. Lainvariante de Aicardi - Juyumaya

En [6], Aicardi y Juyumaya definen cuatro invariantes para links singulares, denotados
por Wyy, ®yy, ‘I’;,y y CD;,y. Estos invariantes se construyen aplicando el método de
Jones sobre la traza de Markov en la bt — dlgebra de tipo A [2.5], utilizando diferentes
homomorfismos (representaciones) del monoide SB, en €, (g) en cada caso.
Previamente en el capitulo 2 en [5] y [34] se demuestra la existencia trazas de Markov
parala €,(q) ver Teorema 2.2.

De este modo, y al igual que en las secciones anteriores, se tiene el siguiente diagrama

de funciones

™ try,

SB), En(q) Cab).

A continuaciéon definimos los invariantes de links singulares utilizando la receta de
Jones aplicada a la bt-algebra.
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Proposicién 4.2. ([6, Proposicion 6]) Sean X,y y w pardmetros en C que conmutan con

a y b. Entonces, se definen las siguientes representaciones:
1. Ywxy: SBn— €,(q) queasignao;—wT; y 1, —x+wyT;,
2. Pwxy: SBn— €,(q) queasigna o;—wT; y 1;—XE;+WyE;T;.

Observacion 15. Ademds, los mapeos resultantes de reemplazar T; por V; también

inducen dos representaciones de SB, en £,(q), las cuales se denotan como ‘l/\,/v,x,y

y (P\,N,x,y'

Luego, las composiciones (tro¢yyy), (trodwxy), (tTOWQV,x,y) y (tro (:bév,x,y)’ constitu-
yen invariantes de nudos singulares, salvo un proceso de normalizacion. Realizaremos
dicho proceso tinicamente para el primer invariante, ya que los tres restantes son ana-
logos.

Por simplicidad denotemos a ¥y,xy por m y ¢wxy por m2. Dado que 7 es un ho-
momorfismo y que tr(AB) = tr(BA) se sigue que (tro ;) respeta (M1), es decir; (tro

) (ap) = (trom)(Ba).

Ahora procedamos a verificar que (tro ;) cumple (M2). Veamos que:
(trom)(aoy,) = (trom) (a0 ;)
luego, se tiene lo siguiente

tr(m (@) m1(0y) = tr(m (@) (0,))
tr(my (@wTy) = tr((m (@w ' T, )
watr(m (@) =w ! (tr(m (@) T+ m1(@) (g7 = 1) En+m1 (g7 = 1) EoTy))
watr(m (@) =w ' (a+ (g7 -=1)b+ (g7 = 1) a)tr(m (@)

_(1—q)b+a
W —
w=VA.
1-g)b 1-g)b
donde,azm y a:(z—q).
ga weqg—1

De lo anterior se concluye (trom;) respeta los movimientos de Markov para links sin-

gulares.
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Definicion 4.8. (Polinomio de Juyumaya y Aicardi). Para cualquier link singular L, ob-

tenido como la clausura de una trenza singulares a € SB;,, definimos:

1 n—1
Wyy(L):= (tro7ry)(a),
y ava !
y
1 n—1
Oy y(L):=|—=]| (troms)(a).
v ava g

Teorema 4.3. (/6, Teorema 7]) La funciones Wyy ¥y Oxy son invariantes de isotopia para

links singulares.

Ademds, un procedimiento andlogo al descrito previamente nos permite obtener los

invariantes para links singulares ¥ |, y @\ , .

Observacion 16.

= En [6, Observacion 5] se establece que para un link clasico L, se cumple que
Py =Pxy=Ay ¥y, =P, =06, donde A y © son invariantes para links cla-
sicos derivados de las dlgebras €,(q) y €,(,/q), respectivamente.

» Del mismo modo, existen pares de links singulares que se distinguen por Wy y y
®yy pero no por ¥y, y @5 .. Ademds, en [6, proposicién 10] se prueba que Wyy

es mas potente que Dy y.

= En [32, Seccién 3], Paris y Rabenda introducen la dlgebra de Hecke singular, de-
notada por H(SB,), la cual constituye una generalizacion natural del dlgebra de
Hecke de tipo A. Posteriormente, empleando la receta de Jones, definieron el in-
variante de links singulares de Paris—Rabenda, denotado por I. Luego, en [6, pro-
posicion 11] se demuestra que los invariantes Wy y, @y, ‘I’;yy y @;yy son capaces
de distinguir pares de nudos que I no logra diferenciar.



Capitulo 5

Invariante de links singulares en el toro

solido

En este capitulo, se introducen las definiciones fundamentales de links y trenzas sin-
gulares en el toro sélido. A continuacion, se analizardn los teoremas analogos a los de
Alexander y Markov en este contexto, tal como se establece en (ver [12]). Finalmente,
utilizando estos resultados, junto con la traza definida en la bt-4lgebra de tipo B (ver
3.2) y las representaciones que van de SBZ en €5, que constituyen el objetivo princi-
pal de este trabajo, se definird un nuevo invariante para los links singulares en el toro

solido.

5.1. Nudos y trenzas singulares en el toro sdlido

Empecemos recordando, que el toro s6lido denotado por ST, puede ser interpretado
como el complemento de otro toro sélido D, en S3, es decir, ST = S\ D,. Ademis, en

[12] se introducen los siguientes resultados.

Definicion 5.1. Un nudo singular £ en ST, se define como un nudo singular que esta
completamente contenido en el interior del toro sélido. Ademas, un link singular L en

ST de n componentes es la unién disjunta de n nudos singulares en ST.
Ademds, denotaremos por Z; st al conjunto de todos los links singulares en ST.

Nota 3. Un link singular L en ST se llama afin si estd contenido en una 3-bola dentro
de ST. Por lo tanto, los links singulares en S3 pueden considerarse como links afines
en ST.

52
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Figura 5.1: Nudo singular en ST.

Cabe destacar que cualquier link singular L en ST puede describirse como la proyec-
cién de un link singular en S°, que interactia con una componente fija no anudada.
Esta componente representa el toro s6lido complementario a ST en S° y, en conjunto,
conforman lo que se denomina un mixed - singular link.

(

Figura 5.2: Link en ST visto como mixed - singular link.

Definicién 5.2. Dos links singulares Ly L' en ST son isotépicos si y s6lo si sus corres-

pondientes mixed — singular link en S° lo son.

Definicion 5.3. Una trenza singular de tipo B se define como una extension de las tren-
zas singulares, compuestas por n+ 1 cuerdas, donde la primera cuerda permanece fija.
Las cuerdas restantes, desde la segunda hasta la (n + 1)-ésima, se denominan cuerdas
moviles.

Definiciéon 5.4. Dos trenzas singulares @ y f en ST se dice que son equivalentes si
existe una isotopia entre ellas.

El diagrama de una n—trenza singular de tipo B se puede obtener proyectando la trenza
como se ilustra a continuacion.
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Figura 5.3: Una 6-trenza singular de tipo B.

Figura 5.4: Diagrama de una 6—trenza singular de tipo B.

En la figura (5.4) la cuerda mds gruesa representa la cuerda fija. Ademas, denotaremos
SBZ como el conjunto de clases de equivalencia de n-trenzas singulares de tipo B ba-
jo isotopia. De forma andloga a lo desarrollado en la seccion 1.2, se puede definir el

producto concatenacion (*) entre trenzas singulares de tipo B.

Proposicién 5.1. (Ver [12, Definicion 3.7]) El conjunto de trenzas singulares de tipo B
junto con el producto concatenacién forman un monoide denotado por SBE el cual es
conocido como monoide de trenzas singulares de tipo B. Este monoide tiene la siguien-
te presentacion, con generadores 0y,...,0,-1, T, T1,...,Tp—1 Y Sujetos a las siguientes
relaciones:

1. gj0j=0j0;, para li—jl>1,

2. 0i0j0;=0j0;0j, para |i—j|=1,
3. ro;j=0;r, para i>1,

4. 1,1 =1;T, para li—jl>1,

5. 0iTj=1,0j, para li—jl#1,
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6. 0;0;T;=71j0;0;, para |i-jl>1,
7. rTi=71;1, para i>1,
8. rojroy,=01ro;r,

9. royrti=111017.

Los elementos o’s, r y 7;s se pueden ver diagramaticamente como sigue.

Elemento o;. Elemento r. Elemento ;.

Figura 5.5: Generadores de SB5.

Observacion 17.

= Existe un homorfismo (p:SBE — SB,, queasigna o;—0;, T;,—T17; y r—1.

= Ademds, se tiene la cadena de inclusion SB® — SBf — ... — SBE — sBB

por lo tanto, podemos definir el siguiente limite inductivo:

SBZ := ] sBE.

neN

5.1.1. Teorema de Alexander y Markov para links singulares en el to-

ro solido

Los teoremas de Alexander y Markov, en el contexto de links singulares en el toro sé6lido,
fueron establecidos por loannis Diamantis tal como se expone en [12].
De manera andloga a la definicién de la clausura de una trenza clésica o singular, se

introduce la siguiente definicion.

Definicion 5.5. Sea a una trenza singular de tipo B. La clausura de la trenza a es un link
singular en ST que se obtiene al conectar los puntos iniciales y finales de ¢ mediante
arcos. Denotaremos dicha clausura por @.
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Figura 5.6: Clausura de una trenza singular de tipo B.

Teorema 5.1 (Alexander para links singulares en el toro s6lido). Para todo link singular
orientado L en ST, existea € SBEO tal que @ ~ L.

La demostracion de este hecho se realiza mediante un enfoque algoritmico usando el

teorema de Alexander cldsico. Se recomienda consultar [12, Teorema 3.5] para detalles.
Definicién 5.6. Sean a, § € SBE. Definimos los movimientos de Markov como sigue:
MST1. aff = Ba,

MST2. a = acil.

Ademds, decimos que a y f son Markov equivalentes si es posible obtener f a partir de

a mediante una sucesion finita de movimientos de Markov. En tal caso, lo denotamos

por @ ~ppg; PB.

Teorema 5.2 (Markov para links singulares en el toro sé6lido). Sean & y E dos trenzas

singulares de tipo B clausuradas obtenidas de « y  respectivamente entonces:
a~pg B Siysolosi @~ E

Para detalles del teorema presentado se puede consultar en [12, Teorema 3.13].

Luego, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de clases de isotopia de
links singulares en ST y las clases de trenzas singulares de tipo B Markov equivalentes,
es decir:

SLrsr /[~ siysolosi SBE /~pyg
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5.2. Nuevo invariante de links singulares en ST

En esta seccion se propone la definicion de un nuevo invariante para links singula-
res en ST, el cual constituye el objetivo principal de este trabajo de investigacion. La
filosofia subyacente para la construccién de este invariante se basard en la receta de
Jones. Se considerara la presentacién de SB2, 1a dlgebra correspondiente, que en este
caso serd la bt-dlgebra de tipo B, y los teoremas de Alexander y Markov en el contexto
de link singulares en el toro sélido.

Recordemos que en el capitulo 3, y de acuerdo con [16] y [18], se demuestra que el

algebra € 1,3 admite una traza de Markov, la cual recordamos a continuacion.

Teorema 5.3. Sea a, b, ¢c y d pardmetros en C. Para todo n > 1 existe una familia de
funciones C—lineales
trn . 813 (q, Q) — (C(a,b,c,d),

llamada traza de Markov, que cumple la siguientes propiedades:
1. try(l) =1,
2. try(AB) =tr,(BA), paratodo A,Beé&SB,
3. trp+1(BTy) =trp+1(BE,T,) =atr,(B), paratodo Be 81,3,
4. tTy41(BE,) =tr11(BF,41) =btr,(B), paratodo Be €SB,

5. tTp41(ABy) =ctr,(A), paratodo Ae€é€B,

)

. trp+1(ABp1Ey) = trp41(AByy1 Fpe1) =dtr,(A), paratodo Ae 82’.

Para definir el nuevo invariante de links singulares en ST, es suficiente establecer las

representaciones que se presentan en el siguiente resultado.

Proposicién 5.2. Sean x,y y w pardmetros en C que conmutan con a y b. Entonces,

se definen las siguientes representaciones:
1. Awxy: SBE — €8(q,Q) queasigna o;—wT;, 1;—x+wyT; y r— By,

2. Twxy: SBE — €8(q,Q) queasigna o; —~wT;, 1;—xE;+wyE;T; y r— By.
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Demostracién. La prueba se reduce a verificar que las imdgenes de o;,7; y r, (en cada
caso) satisfacen las relaciones de SB2. No es dificil comprobar que (1)-(2)—(3)-(7) y (8)
se cumplen. Probemos (4)-(5)—-(6) y (9).

7,7 = (x+ywT;) (x+yw T;) =X +xyw Tj + ywx T; + y*w* T; T
(2x2+ywai+xwaj+y2w2 T;T;

= (X+YWT]') (X+y’WTi).

0T =WTy) (x+ywT;) = wx T; + w2y T?
QD wx T +wly [1+(q-q7") Ei Ty
QwxT; +wly [1+(g-q7") TiE]
= (x+ywTi) WT).

0i0;Ti=WT)(WT;) (x+ywT;) =w?xT; Tj + Wy T; T; T
QWX T T+ Wiy Ti T T
QWX T Ty + WPy T; T T
= (x+ywT;) wT;) (wTj).

royrty=(BiwT By) (x+ywTi) =wxB; T1 By +W?yB 1 B1 T
‘D wxB, T B, +w?y T\ B, T\ B,
=(x+ywTy) (BywT1 By).
Siguiendo un argumento andlogo, se verifica que I'yyw define unarepresentacion. [
Observacion 18. Los mapeos resultantes de reemplazar T; por V; también inducen dos

representaciones de SBIZ en 8§ (q, Q), las cuales se denotan como A/

W,X,Y
y 1—‘w Xy*
De este modo, y al igual que en las capitulos anteriores, se tiene el siguiente diagrama

AWerY

B
SBE

€%(q,0Q) C(a,b,c,d).

Luego, las composiciones (troAyyy), (troTwxy), (tr oA« y) y (tr oLy« y) consti-
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tuyen invariantes de nudos singulares en ST, salvo un proceso de normalizacion. Rea-
lizaremos dicho proceso tinicamente para (trOAW,X,y), ya que los tres restantes son
analogos.
Por simplicidad denotaremos a las represetaciones Ayxy ¥ I'wxy por A y I' respec-
tivamente. Usamos estos homomorfismos para derivar invariantes de links singulares
en ST. Es decir, queremos que (troA) y (trol) definan invariantes de links singula-
res en ST, por lo tanto, necesitamos que respeten los movimientos de Markov (MST1)
y (MST2). A continuacién, establecemos
wz:w, y a:(lz_—q)b. (5.1)
ga weqg—1

(1-g)b+a

qa

Definicién 5.7. Sea L un link singular en ST. Definimos:

Ademis, w=v/1 donde A=

_ 1 n-1
Ax,y(L) =l (troA)(a), (5.2)
aw
y
_ 1 n—1
Iyy(L):=|— (trol) (a). (5.3)
aw

donde L = @ con a € SBE,

Teorema 5.4. Las funciones KX,Y y fxyy son invariantes isotopicos para links singulares
enST.

Demostracion. Veamos que Kx,y y fxyy respetan los movimientos (MST1) y (MST2). Es
evidente que de manera inmediata que ambas funciones cumplen con el movimiento
(MST1) por la propiedad (2) de la traza. Luego, basta verificar que KX,y y fxyy respeta
el movimiento (MST2). Sélo verifiquemos para Kx,y. Sea a € SB5, entonces tenemos

(troA)(ao,') =tr(A@A(0;,"))
=tr(Al@) (W 'T, "))
=w ! (tr (A@ Ty +A@ (g7 = 1) Ep+ Al@) (g7 = 1) E, Ty))
=tr(A@)w ' (a+ (g =1)b+(g7' -1)a)
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= (troA) (@)w !

((1_q6),b+a)

2 (troA) (@w ' wPa

=aw(troA)(a).

De este modo, obtenemos

- — 1\" _
Ay (aoyT) = —| ro)(acy)
1 n
=|—| aw(troA)(a)
aw
1 n-1

=l— (troA)(a)
aw

:Kx,y(a)-

Por otro lado se tiene
(troA)(aogy) =tr(Al@)A (o)) =tr(Ala)wT,) =aw(troA) (a),

de donde, obtenemos
Axy (@07) = Ayy(@).

Andlogamente se prueba para fx,y. O
Asi, podemos reescribir la definicién 5.7 y obtener el siguiente polinomio.

Definicion 5.8. (Polinomio para links singulares en ST).

VA(1-a)b

n-1
Y ) (troA)(a),

Axy(L) = (

para L= & con a € SB3.

Un procedimiento anélogo al descrito previamente nos permite obtener los invarian-
; ; T Al T/
tes para links singulares en ST: I'xy, A'xy y I'xy .
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Ejemplo 13. Calculemos la invariante KX,Y(L) paralink singular L=r1; U% en ST.

Asy(L) = % n_l(troA)(rﬁU%)
= % tr (A(r7i0%))
- % tr[By (x+wyTy) (W? T?)]
= % tr[(xBy +xwyBi T1) (W +w? (g —q 1) E1 T)]
- % [w?xb +w?yac + (w”xac + wybc +wyac(qg — g 1)) (g - g h].

-

Figura 5.7: Mixed - Singular Link L=r71;0

2
1
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5.3. Conclusion

1. Este trabajo introduce un nuevo invariante para links singulares en el toro s6li-
do, denotado por KX,Y(L), que generaliza y unifica varios polinomios previamente
estudiados. En particular, extiende el polinomio HOMFLY-PT (ver 1.22), el poli-
nomio delta (ver 2.7), asi como invariantes en el toro s6lido como los de Lam-
broupoulou (ver 3.11) y el delta de tipo B (ver 3.15), ademas de relacionarse con
trabajos de Juyumaya y Aicardi (ver 4.3). La clave de esta generalizacion radica
en interpretar links cldsicos y singulares como links afines en el toro sélido (ver

3), es decir, aquellos que no interactian con su complemento.

2. Como perspectivas futuras, se propone investigar que tan fuerte es el invariante
Ay y(L) en comparacion con los ya existentes, asi como desarrollar un algoritmo

computacional para su cdlculo eficiente.
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