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Resumen
Esta tesis tiene como objetivo desarrollar la propiedad de condensación en multi-

funciones definidas sobre un espacio uniforme, lo que permite establecer resultados

de punto fijo, con lo que se generalizan y obtienen variantes condensantes de teore-

mas clásicos existentes en la literatura. Este estudio, cuyos resultados se establecen

en el contexto de espacios uniformes, busca unificar la teoría métrica y topológica de

punto fijo.

Además de la Introducción, esta tesis está organizada en los siguientes cuatro ca-

pítulos:

1. Capítulo 1: Contiene preliminares sobre multifunciones y espacios vectoriales

topológicos.

2. Capítulo 2: Se establecen definiciones y propiedades elementales de los espacios

uniformes.

3. Capítulo 3: El concepto de medida de no-compacidad en espacios uniformes,

que aquí se presenta, es una extensión natural de aquél definido en espacios

métricos y seudo-métricos.

4. Capítulo 4: Se presentan en este capítulo los principales aportes de la tesis. Estos

consisten en nuevos resultados de punto fijo multivaluado, mediante adaptacio-

nes de la condición orbital de Banach y la propiedad condensante.
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Introducción

La propiedad de condensación es un concepto existente en la teoría de medidas

de no compacidad, la cual tiene implicaciones significativas en la teoría del punto fi-

jo. Una medida de no compacidad cuantifica la diferencia entre un conjunto acotado

y uno precompacto y nos permite definir una propiedad de condensación, tanto pa-

ra funciones como para correspondencias. En consecuencia, cuando la compacidad

no está presente, en la definición de algunos operadores, esta debilidad puede a me-

nudo eliminarse mediante una propiedad de condensación adecuada. Kuratowski en

[25] introdujo el concepto de medida de no compacidad para caracterizar la compa-

cidad relativa en espacios métricos completos. Sadowskii en [31] definió la función de

condensación en un espacio de Banach, generalizando el conocido teorema del pun-

to fijo de Schauder [33]. Al extender esta definición a espacios localmente convexos,

Himmelberg et al. en [21] demostraron un teorema de punto fijo en este contexto más

amplio, generalizando incluso el correspondiente resultado de Tychonov [35]. Apar-

te de los precursores del concepto, mencionamos además a Banás y Goebl [5], Furi y

Vignoli [16, 18], Mönch [27], y Rakocević [30], entre otros.

La teoría del punto fijo ha tenido un desarrollo paralelo en dos contextos. A saber,

la teoría métrica, basada en el teorema del punto fijo de Banach [4], para contracciones

definidas en espacios métricos, y la teoría topológica, que se apoya en el teorema de

punto fijo de Brouwer [8]. Varios resultados que involucran funciones unidimensiona-

les y de conjunto, definidas en espacios vectoriales topológicos, utilizan este teorema.

Dado que, en general, los espacios vectoriales topológicos no son metrizables y los

espacios métricos no requieren de una estructura algebraica o vectorial, la teoría del

punto fijo adolece de una falta de unidad, en este sentido. Sin embargo, ambos tipos

de espacios admiten una estructura uniforme. Es la razón principal por la que en esta

tesis los resultados se enuncian en el contexto de espacios uniformes.

De acuerdo a lo existente en la literatura, la condición orbital de Banach y la pro-
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piedad de condensación, para funciones y correspondencias, son importantes instru-

mentos en la teoría del punto fijo. Por esta razón y por la necesidad de avanzar hacia

una unificación de la teoría del punto fijo, nuestros resultados y conceptos requeri-

dos se establecen en espacios uniformes. Es así como definiciones clásicas de contrac-

ciones en espacios métricos, para funciones y multifunciones, admiten extensiones a

espacios uniformes. Del mismo modo, el concepto de contracción de Banach, exis-

tente en espacios métricos, se extiende a espacios uniformes. Este hecho, nos permite

demostrar, en este nuevo escenario, resultados de punto fijo para funciones y multi-

funciones. Un avance parcial de esta unificación se desarrolló en [29], y sus principales

resultados aparecieron en [14].

Como en el caso métrico, mediante una adecuada definición de medida de no

compacidad en espacios uniformes, definimos condensación para funciones y mul-

tifunciones. Además, para familias de éstas, definimos condensación uniforme, lo cual

nos permite generalizar el teorema Mönch, presentado en [12] y derivar algunos teore-

mas de punto fijo que generalizan resultados existentes en la literatura, tales como los

teoremas de punto fijo de Kakutani-Fan-Glicksberg [11, 19], Kakutani [23] y Markov-

Kakutani [23, 26]. Una síntesis de estos resultados se encuentra bajo revisión en [15].

Aparte de la presente introducción, esta tesis contiene cuatro capítulos, que des-

cribimos a continuación. En el capítulo 1, se presentan algunas notaciones y hechos

que se utilizarán más adelante, respecto a multifunciones y espacios vectoriales topo-

lógicos. En el capítulo 2, se abordan los elementos principales de espacios uniformes,

tales como su caracterización, conceptos de acotamiento, completitud, precompaci-

dad, entre otros. En el capítulo 3, se define el concepto de medida de no-compacidad

abstracta, primero en espacios seudo-métricos, y luego en espacios uniformes, junto

con aquellas medidas de no compacidad clásicas existentes en la literatura, las cuales

también admiten la correspondiente extensión a espacios uniformes, como es el caso

de las medidas de no compacidad de Hausdorff y Kuratowski. Finalmente, en el capítu-

lo 4, se aborda, primero, el concepto de condición orbital de Banach estándar y fuerte

para multifunciones, y se presentan extensiones de algunas contracciones existentes

en el contexto de espacios métricos. La existencia de punto fijo común, para familias

de funciones y multifunciones, es estudiada mediante la propiedad de condensación

uniforme. Adicionalmente, en este capítulo se presenta una versión del teorema de

Mönch y algunas de sus aplicaciones.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Correspondencias

Comenzamos esta sección con definiciones y propiedades elementales, que serán

de utilidad para el desarrollo de esta tesis.

Definición 1.1.1. Sean X ,Y conjuntos. Una correspondencia (también llamada mul-

tifunción) de X en Y , es una función T : X → P (Y ), donde P (Y ) denota el conjunto

potencia de Y . Se le suele denotar T : X â Y , y dado x ∈ X , denotamos T x = T (x).

Observación 1.1.1. Sean T : X â Y , A ⊆ X , y B ⊆ Y , denotamos:

T (A) = ⋃
x∈A

T x,

T −1(B) = {x ∈ X |T x ∩B ̸= ;}, y

T u(B) = (T −1(B c ))c .

En el desarrollo de esta tesis, salvo este capítulo, consideraremos correspondencias

T : X →H (X ), donde X es un espacio topológico, y H (X ) una familia de subconjuntos

de X . Algunas notables son

C (X ) = {A ∈P (X ) | A es cerrado },

K (X ) = {A ∈P (X ) | A es compacto}.

Si T : X → C (X ), diremos que T tiene imágenes cerradas, y si T : X → K (X ), diremos

que T tiene imágenes compactas.
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Definición 1.1.2. Sean X , Y espacios topológicos y T : X â Y . Diremos que

T es semicontinua inferior, si y solo si, para cada G abierto en Y , T −1(G) es abier-

to en X ,

T es semicontinua superior, si y solo si, para cada F cerrado en Y , T −1(F ) es ce-

rrado en X , y

T es continua, si T es semicontinua superior e inferior.

Observación 1.1.2. La semicontinuidad superior de T equivale a las siguientes condi-

ciones:

1. T u(B) es abierto, para todo abierto B de Y , y

2. para todo x ∈ X y toda vecindad U de T x, existe vecindad V de x tal que z ∈ V

implica Tz ⊆U .

Y la semicontinuidad inferior de T equivale a las siguientes condiciones:

1. T u(B) es cerrado, para todo B ⊆ Y cerrado, y

2. para todo x ∈ X y todo abierto U en Y tal que U ∩T x ̸= ;, existe V vecindad de x

tal que z ∈V implica Tz ∩U ̸= ;.

Lema 1.1.1. (Teorema 17.10 en [1]) Si T : X â Y es una correspondencia semicontinua

superior con imágenes cerradas, e Y es regular, entonces el conjunto

Gr (T ) = {(x, y) ∈ X ×Y | y ∈ T x}

es cerrado con la topología producto.

Demostración. Supongamos que (x, y) ∉ Gr (T ), es decir, y ∉ T x. Como T x es cerrado

e Y es regular, existen vecindades abiertas de V y W T x e y respectivamente, tales que

V ∩W = ;. Así, U = T −1(V ) es abierto, y U ×W es una vecindad de (x, y) disjunta de

Gr (T ), lo que prueba que su complemento es abierto.

Lema 1.1.2. (Teorema 17.25.2 en [1]) Sean T,S : X â Y correspondencias tales que S es

semicontinua superior con valores compactos, y Gr (T ) del lema anterior es cerrado. En-

tonces, la correspondencia R : X â Y dada por Rx = T x ∩Sx, es semicontinua superior.
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Demostración. Sea x ∈ X y W vecindad de Rx en Y . Notemos que K = Sx \ W es com-

pacto, y eventualmente vacío. Si K = ;, entonces N = Su(W ) es vecindad de x que

satisface R(N ) ⊆W . Si K ̸= ;, sea y ∈ K , luego y ∉ T x, de modo que (x, y) ∉Gr (T ). Co-

mo Gr (T ) es cerrado, para cada y ∈ K , existen vecindades Uy de x y Vy de y tales que

Uy ×Vy ∩Gr (T ) =;. Así, existe {y1, . . . , yn} ⊆ K finito tal que Vy1 , . . . ,Vyn recubre K . Sean

V =Vy1 ∪·· ·∪Vyn , U = Su(W ∪V ) y N =U ∩ (
⋃n

i1
Uyi ). Notemos que

((
n⋂

i=1
Uyi

)
×V

)
∩Gr (T ) =;.

Ahora, como Sx ⊆ (Sx \ W )∪W ⊆V ∪W , y S es semicontinua superior, entonces N es

vecindad de x. De este modo, se obtiene R(N ) ⊆W . Esto completa la demostración.

Teorema 1.1.1. Sean {Tλ}λ∈Λ una familia de correspondencias entre dos espacios topo-

lógicos X e Y con imágenes cerradas (Tλx es cerrado, para cada x ∈ X ), y T : X â Y la

correspondencia definida por

T x := ⋂
λ∈Λ

Tλx.

Si cada correspondencia Tλ es semicontinua superior, además, existe ν ∈Λ tal que Tνx

es compacto, para cada x ∈ X , e Y es regular, entonces T es semicontinua superior.

Demostración. Sea Tν la correspondencia con imágenes compactas. Como Y es regu-

lar y cada Tλ tiene imágenes cerradas, entonces

Gr (Tλ) = {(x, y) ∈ X ×Y | y ∈ Tλx}

es cerrado, para cada λ ∈Λ. Se tiene entonces que

Gr (T ) = ⋂
λ∈Λ

Gr (Tλ),

el cual es cerrado. Además, para cada x ∈ X , T x = T x ∩Tνx, la cual, por Lema 1.1.2, es

semicontinua superior. Esto completa la demostración.

Teorema 1.1.2. Sea T : X â Y una correspondencia semicontinua superior tal que T x

es compacto, para cada x ∈ X . Si X es compacto, entonces T (X ) es compacto en Y .

Demostración. Sea {Uλ}λ∈Λ un cubrimiento abierto de T (X ). Como cada T x es com-

pacto, con x ∈ X , entonces existe un subcubrimiento finito Uλ1,x , . . . ,Uλn(x),x . Sea Vx =
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Uλ1,x ∪·· ·∪Uλn(x),x . Entonces, Wx = T −1(Vx) es una vecindad de x, de modo que {Wx}x∈X

es cubrimiento abierto de X . Como X es compacto, existe un subcubrimiento finito

Wx1 , . . . ,Wxr . De esto, se obtiene que los abiertos {Uλi ,x j
| j = 1, . . . ,r, i = 1, . . . ,n(x j )} son

un subcubrimiento finito de T (X ). Esto concluye la demostración.

Teorema 1.1.3. Sea {Tλ : X â Y }λ∈Λ una familia de correspondencias sobre espacios

topológicos, y denotemos T la correspondencia de X en Y definida por

T x := ⋃
λ∈Λ

Tλx.

Si cada correspondencia Tλ es semicontinua inferior, entonces T es semicontinua supe-

rior.

Demostración. Sea G un abierto en Y . Se tiene

T −1(G) =
{

x ∈ X |
( ⋃
λ∈Λ

Tλx

)
∩G ̸= ;

}

=
{

x ∈ X | ⋃
λ∈Λ

(Tλx ∩G) ̸= ;
}

= ⋃
λ∈Λ

T −1
λ (G),

el cual es abierto en X . Esto completa la demostración.

1.2. Espacios vectoriales topológicos

Definición 1.2.1. Sea V unK−espacio vectorial (K=C óR). Diremos que V es un espa-

cio vectorial topológico (EVT), si y solo si, existe una topología en V , llamada topología

vectorial, tal que:

1. Para todo x ∈V , {x} es cerrado, es decir, V es T1, y

2. las funciones suma y producto por escalar, dadas por + : V ×V →V y · :K×V →
V , son continuas en V ×V y K×V , respectivamente.

Definición 1.2.2. Sean V un espacio vectorial sobre K y A ⊆V . Diremos que
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A es convexo, si y solo si, para todo t ∈ [0,1], t A+ (1− t )A ⊆ A,

A es balanceado, si y solo si, para todo λ ∈K tal que |λ| ≤ 1, se tiene λA ⊆ A, y

la envoltura convexa (o cáscara convexa) de A es el conjunto

co(A) =⋂
{C | A ⊆C , C convexo }.

Denotaremos además co(A) = co(A).

Definición 1.2.3. Sea V un espacio vectorial topológico. Diremos que V es localmente

convexo, si y solo si, para todo x ∈V y U vecindad de x, existe W vecindad convexa de

x tal que W ⊆U .

Definición 1.2.4. Sean X un espacio vectorial topológico y A ⊆ X . Diremos que A es

acotado en el sentido de Von Neumann, si y solo si, para toda vecindad V de 0, existe

t > 0 tal que A ⊆ tV .



Capítulo 2

Elementos de espacios uniformes

2.1. Definiciones y caracterización

Los espacios uniformes se desarrollan con el objetivo de extender y generalizar

conceptos y propiedades conocidas sobre los espacios métricos, tales como completi-

tud, precompacticidad y continuidad uniforme. Varios de los resultados que expone-

mos se presentan en [24] y [7].

Definición 2.1.1. Sean X un conjunto no vacío y B,F dos colecciones de subconjun-

tos de X . Diremos que F es un filtro en X , si y solo si:

1. ;∉F ,

2. si A,B ∈F , entonces A∩B ∈F , y

3. si A ∈F y A ⊆ B , entonces B ∈F .

Y diremos que B es una base de filtro en X si:

1. ;∉B, y

2. si A,B ∈B, existe C ∈B tal que C ⊆ A∩B .

8
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Definición 2.1.2. Sea X un conjunto no vacío. Diremos que una colección

U ⊆P (X ×X ) es una uniformidad (o estructura uniforme) en X , si las siguientes con-

diciones se satisfacen:

1. U es un filtro en X ×X ,

2. para cada U ∈U , U−1 ∈U , donde U−1 = {(x, y) ∈ X ×X | (y, x) ∈U },

3. para cada U ∈U , ∆⊆U , donde ∆= {(x, y) ∈ X ×X |x = y}, y

4. para cada U ∈U , existe V ∈U tal que V ◦V ⊆U , con

V ◦V = {(x, y) ∈ X ×X | (∃z ∈ X )( (x, z), (z, y) ∈V )}.

Diremos que el par (X ,U ) es un espacio uniforme. Los elementos de U los llamaremos

entourages de la uniformidad U .

Ejemplo 2.1.1. Sea (E ,d) un espacio métrico. Es directo que E es un espacio uniforme,

pues la colección B = {Uϵ}ϵ>0, con

Uϵ = {(x, y) ∈ E ×E |d(x, y) < ϵ}

verifica que su filtro generado:

F (B) = {A ∈ P (X ×X ) | (∃ϵ> 0)(Uϵ ⊆ A)}

es una uniformidad en E .

Ejemplo 2.1.2. Sea X un espacio vectorial topológico (real o complejo). La topología

vectorial de X induce una estructura uniforme. En efecto, consideremos, para cada V

vecindad de 0, el conjunto UV = {x, y) ∈ X ×X |x−y ∈V }. La colección B = {UV }V sobre

todas las vecindades de 0 es una base de filtro en X , y su filtro generado

F (B) = {A ∈P (X ×X ) | (∃UV ∈B)(UV ⊆ A)},

es una uniformidad en X .
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Ejemplo 2.1.3. Como un caso más general que el ejemplo anterior, consideremos (G , ·)
un grupo topológico, y e neutro. Para cada V vecindad de e, consideremos los conjun-

tos

UV = {(x, y) ∈G ×G |x−1 · y ∈V }, U V = {(x, y) ∈G ×G |x · y−1 ∈V }.

Las colecciones B1 = {UV }V , B2 = {U V }V sobre todas las vecindades de e, son bases de

filtro, y sus filtros generados

F (B1) = {A ∈P (G ×G) | (∃UV ∈B1)(UV ⊆ A)},

F (B2) = {A ∈P (G ×G) |(∃U V ∈B2)(U V ⊆ A)},

son uniformidades en G , llamadas uniformidad izquierda y derecha de G , respectiva-

mente.

Definición 2.1.3. Un subconjunto no vacío B ⊆ U es una base de la uniformidad U ,

si y solo si, para todo U ∈U , existe V ∈B tal que V ⊆U .

Definición 2.1.4. Una función entre espacios uniformes F : (X ,U ) → (Y ,V ) es unifor-

memente continua, si y solo si, para todo V ∈ V , ( f × f )−1(V ) ∈U , donde f × f : X ×X →
Y ×Y está dada por ( f × f )(x, y) = ( f (x), f (y)).

Sean (X ,U ) un espacio uniforme, a ∈ X , A un subconjunto no vacío de X y U ∈U .

Denotaremos

U [a] = {x ∈ X | (a, x) ∈U }, y U [A] = ⋃
a∈A

U [a].

Consideraremos a X dotado de la siguiente topología, llamada topología uniforme:

τ= {A ∈P (X ) | (∀x ∈ A)(∃U ∈U )(U [x] ⊆ A)}.

Es bien sabido (ver [24]) que la uniformidad U es generada por una familia satura-

da y separadora de seudo-métricas uniformemente continuas {dλ}λ∈Λ en X , es decir,

satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada λ y µ en Λ, existe ν ∈ Λ tal que máx{dλ(x, y),dµ(x, y)} ≤ dν(x, y), para

todo x e y en X , y

2. para cada x e y en X distintos, existe λ ∈Λ tal que dλ(x, y) > 0.
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Denotaremos por {Uλ,ϵ}λ∈Λ,ϵ>0 el sistema fundamental de entourages de U , donde

Uλ,ϵ = {(x, y) ∈ X ×X |dλ(x, y) < ϵ}.

2.2. Acotamiento

A continuación, presentaremos el concepto de acotamiento en espacios uniformes,

introducido por Atkin y Hejcman en [3] y [20], respectivamente.

En un conjunto arbitrario X , denotamos por 〈X 〉 la colección de todos los subcon-

juntos finitos de X .

Definición 2.2.1. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y A ⊆ X . Diremos que

A es acotado (o también acotado en X ), si y solo si, para cada U ∈ U , existen

F ∈ 〈X 〉 y m ∈N tales que A ⊆U m[F ], donde U m =U ◦ · · · ◦U (m-veces),

A es acotado en sí mismo si A es acotado en (A,UA), donde UA denota la unifor-

midad subespacio

UA = {U ∩ (A× A) |U ∈U },

A es precompacto (o totalmente acotado) si A es acotado en X con m = 1.

En un espacio uniforme (X ,U ), denotamos los siguientes conjuntos de interés:

B(X ) = {A ∈P (X ) | A es acotado}.

C (X ) = {A ∈P (X ) | A es cerrado}.

C B(X ) =C (X )∩B(X ).

T B(X ) = {A ∈P (X ) | A es precompacto }.

Observación 2.2.1. La condición de acotamiento es suficiente para los entourage de

alguna base de U , e incluso para entourage simétricos.

Para la condición de acotamiento, es suficiente considerar el conjunto F de la defi-

nición 2.2.1 contenido en A, como vemos a continuación.

Proposición 2.2.1. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y A ⊆ X . Entonces, A es acotado, si

y solo si, para cada U ∈U , existen F ∈ 〈A〉 y m ∈N tales que A ⊆U m[F ].
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Demostración. La condición necesaria es un caso particular de la definición. Ahora,

sean U ∈ U y V ∈ U entourage simétrico tal que V ◦V ⊆ U . Existen x1, . . . , xn en X y

m ∈N tales que

A ⊆V m[x1, . . . , xn] =
n⋃

i=1
V m[xi ].

Supongamos sin pérdida de generalidad que A ∩V m[xi ] ̸= ;, para cada i ∈ {1, . . . ,n}.

Sea yi ∈ A∩V m[xi ], luego,

V m[xi ] ⊆V m[(V −1)m[yi ]] =V m ◦V m[yi ] =U m[yi ].

En consecuencia,

A ⊆V m[x1, . . . , xn] ⊆U m[y1, . . . , yn].

Lema 2.2.1. Sean (X ,U ) e (Y ,V ) espacios uniformes, A ⊆ X y f : (X ,U ) → (Y ,V ) unifor-

memente continua. Si A es acotado, entonces f (A) es acotado en Y (y en consecuencia,

f (A) también). Más aún, si A es acotado en sí mismo, entonces f (A) y f (A) son acotados

en sí mismos.

Demostración. Sea W ∈ V , luego, ( f × f )−1(W ) ∈ U , y como A es acotado, existen F ∈
〈X 〉 y m ∈N tales que

A ⊆ (
( f × f )−1(W )

)m
[F ].

Por otro lado, tenemos que

f
[((

f × f
)−1 (W )

)m
[F ]

]
⊆W m [

f (F )
]

.

En efecto, dado x ∈ (
( f × f )−1(W )

)m
[F ], existen y ∈ F y z1, . . . , zm−1 en X tales que

(y, z1), . . . , (zm−1, x) ∈ ( f × f )−1(W ). En consecuencia, ( f (y), f (z1)), . . . , ( f (zm−1), f (x)) ∈
W , de modo que f (x) ∈W m[ f (y)], y f (x) ∈W m[ f (F )]. Así, f (A) ⊆W m

[
f (F )

]
, y enton-

ces

f (A) ⊆W m+1 [
f (F )

]
,

pues si y ∈ f (A), entonces para W ∈ V , existe a ∈ A tal que ( f (a), y) ∈W . Por lo anterior,

existen w1, . . . , wm−1 en Y y z ∈ F tales que ( f (z), w1), . . . , (wm−1, f (a)), ( f (a), y) ∈W . De

este modo, y ∈ W m+1[ f (F )]. Como f (A) ⊆ W m+1
[

f (F )
]

y F es finito, entonces f (A) es

acotado.
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Para la última aserción, hay que notar que las funciones

f |A : (A,UA) −→ (
f (A),V f (A)

)
, ι :

(
f (A),V f (A)

)−→ (
f (A),V f (A)

)
,

con ι la inclusión, son funciones uniformemente continuas. Si A es acotado en sí mis-

mo, entonces f (A) es acotado en sí mismo por f |A, y en consecuencia, f (A) también

lo es por ι.

Proposición 2.2.2. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y A,B ⊆ X .

1. Si A es acotado en X y B ⊆ A, entonces B es acotado en X . Más aún, si A y B son

acotados, entonces A∪B también es acotado en X .

2. Si A es acotado en sí mismo, entonces es acotado en X .

3. Si A y B son acotados en sí mismos, entonces son acotados en (A ∪B ,UA∪B ). Ade-

más, A∪B es acotado en sí mismo.

Demostración. 1. Supongamos que A es acotado y B ⊆ A. Dado U ∈U , existen m ∈
N y F ∈ 〈X 〉 tales que B ⊆ A ⊆U m[F ], de modo que B es acotado.

Ahora, si A y B fueran acotados, sea U ∈U . Existen n1,n2 ∈N, F1 ∈ 〈A〉 y F2 ∈ 〈B〉,
tales que

A ⊆U n1 [F1], B ⊆U n2 [F2].

Si n = máx{n1,n2}, y F = F1 ∪F2, entonces F ∈ 〈A ∪B〉 y A,B ⊆ U n[F ], de modo

que A∪B ⊆U n[F ]. Así, A∪B es acotado.

2. Consideremos la inclusión

ι : (A,UA) → (X ,U ).

Como ι es uniformemente continua, entonces si A es acotado en sí mismo, A =
ι(A) lo es en X .

3. Supongamos que A y B son acotados en sí mismos. Las inclusiones

ι : (A,UA) → (A∪B ,UA∪B ), ȷ : (B ,UB ) → (A∪B ,UA∪B ),
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son uniformemente continuas. En efecto, si V ∈ UA∪B , entonces V = W ∩ [(A ∪
B)× (A∪B)], para algún W ∈U . Tenemos entonces que

(ι× ι)−1(V ) = {(x, y) ∈ A× A | (x, y) ∈V }

= {(x, y) ∈ A× A | (x, y) ∈W }

= W ∩ (A× A),

que es un entourage en UA. Análogamente, ȷ es uniformemente continua. En

consecuencia, si A y B son acotados, entonces ι(A) = A y ȷ(B) = B son acotados

en A∪B .

Finalmente, sea U ∈U . Como A y B son acotados en sí mismos, existen m ∈N y

F ∈ 〈A∪B〉 tales que

A ⊆V ∩ (A× A)m[F ], B ⊆V ∩ (B ×B)m[F ].

En consecuencia, A∪B ⊆V ∩ [(A∪B × (A∪B)]m[F ]. Por tanto, A∪B es acotado

en sí mismo.

Proposición 2.2.3. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y A ⊆ X .

1. Si A es compacto, entonces es acotado.

2. A es precompacto, si y solo si, A es precompacto en (A,UA).

Demostración. 1. Supongamos que A es compacto. Luego, dado U ∈U , {Int(U [x]) |x ∈
X } es un cubrimiento abierto de A, de modo que existen x1, . . . , xn en X tales que

A ⊆ Int(U [x1])∪·· ·∪ Int(U [xn]) ⊆U [x1, . . . , xn],

de modo que A es precompacto, y por tanto acotado.

2. Supongamos que A es precompacto. Sea U ∈U . Existe F ∈ 〈A〉 tal que A ⊆U [F ].

Ahora, sea x ∈ A, luego existe y ∈ F tal que (y, x) ∈ U . Como x, y ∈ A, entonces

(y, x) ∈U ∩(A×A), que es un entourage arbitrario de la uniformidad subespacio.

Esto prueba que A ⊆U ∩ (A× A)[F ], de modo que A es precompacto en UA.
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El recíproco es directo, pues si A es precompacto, entonces para U ∈ U , existe

F ∈ 〈A〉 tal que A ⊆U ∩(A×A)[F ] ⊆U [F ]. En consecuencia, A es precompacto en

sí mismo.

Definición 2.2.2. Sea {(Xλ,Uλ}λ∈Λ una familia de espacios uniformes, y

πµ :
∏
λ∈Λ Xλ → Xµ la proyección canónica, para cada µ ∈Λ. La uniformidad producto

definida sobre
∏
λ∈Λ Xλ es la uniformidad cuya base es formada por conjuntos de la

forma ⋂
λ∈Γ

(πλ×πλ)−1(Uλ),

con Γ⊆Λ finito y Uλ ∈Uλ.

Es directo que con la uniformidad producto, las proyecciones πλ son uniforme-

mente continuas.

La siguiente proposición caracteriza los subconjuntos acotados en la uniformidad pro-

ducto.

Proposición 2.2.4. Sean {(Xλ,Uλ)}λ∈Λ una familia de espacios uniformes, X =∏
λ∈Λ Xλ

dotado de la uniformidad producto U , y πλ : X → Xλ las proyecciones canónicas, para

λ ∈ Λ. Entonces, A ⊆ X es acotado en la uniformidad producto, si y sólo si, para cada

λ ∈Λ, πλ(A) es acotado en Xλ.

Demostración. Como πλ : X → Xλ es uniformemente continua, para cada λ ∈ Λ, en-

tonces por Lema 2.2.1, se sigue que si A es acotado,πλ(A) lo es en Xλ. Recíprocamente,

supongamos que dado A ⊆ X , πλ(A) es acotado en X , para cada λ ∈Λ. Una base de U

consiste en elementos de la forma

V = ⋂
α∈Γ

(πα×πα)−1(Uα),

con Γ⊆Λ finito y Uα ∈Uα, para cada α ∈ Γ. Como πα(A) es acotado, existen Fα ∈ 〈Xα〉
y m(α) ∈N tales que

πα(A) ⊆U m(α)
α [Fα].

Sean n = máx{m(α) |α ∈ Γ}, {wα}α∈Λ ∈ X y

F = ∏
α∈Λ\Γ

{{wα}}×
∏
γ∈Γ

Fγ.
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Veamos que A ⊆V m[F ]. En efecto, primero observemos que

A ⊆π−1
α (πα(A)),

para todo α ∈Λ, de modo que A ⊆⋂
α∈Γπ−1

α (πα(A)).

Ahora, sea x ∈⋂
α∈Γπ−1

α (πα(A)). Luego, para todo α ∈ Γ, xα ∈πα(A), y

πα(A) ⊆U m(α)
α [Fα] = ⋃

f ∈Fα

U m(α)[ f ],

de modo que xα ∈ U m(α)[ f̃α], para algún f̃α ∈ Fα. Sea f = { fα}α∈Λ dada por fλ = f̃λ si

λ ∈ Γ, y fλ = wλ si λ ∉ Γ. Notemos que f ∈ F . Veamos ahora que x ∈V m[ f ].

Observemos que para todo m ∈N,
⋂
α∈Γ(πα×πα)−1(U m

α ) ⊆V m . Además, como

(πα×πα)(x, f ) = (xα, f̃α) ∈U m
α ,

para todo α ∈ Γ, entonces x ∈V m[ f ]. Esto prueba que A es acotado.

Observación 2.2.2. Se sigue de la proposición anterior que A ⊆ ∏
λ∈Λ Xλ es precom-

pacto, si y solo si, πλ(A) es precompacto en Xλ, para cada λ ∈Λ.

A continuación, caracterizaremos el acotamiento en espacios uniformes median-

te la familia separadora de seudo-métricas que generan dicha uniformidad. Para ello,

abordaremos el concepto de V -componente.

Definición 2.2.3. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y V ∈ U un entourage simétrico.

Definimos las siguientes relaciones en X :

Diremos que x ∼V y , si y solo si, x ∈V m[y], para algún m ∈N, y

diremos que x ∼ y , si y solo si, x ∼V y , para todo entourage simétrico V ∈U .

Proposición 2.2.5. Sea V ∈ U un entourage simétrico. Entonces, ∼V y ∼ son relaciones

de equivalencia en X .

Demostración. Basta probar que ∼V lo es. En efecto, como ∆⊆ V , entonces para cada

x ∈V , (x, x) ∈V implica x ∈V [x], de modo que ∼V es refleja.

Supongamos que x ∼V y , y sea n ∈N tal que x ∈V n[y]. Existen z1, . . . , zn−1 en X tales

(x, z1), (z1, z2), . . . , (zn−1, y) ∈ V . Como V es simétrico, entonces (y, zn−1), . . . , (z1, x) ∈ V ,

de modo que y ∈V n[x], e y ∼V x.
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Finalmente, supongamos que x ∼V y e y ∼V z. Existen n y m en N tales que x ∈
V m[y] e y ∈V m[z]. Tenemos entonces que x ∈V n+m[z], pues existen z1, . . . , zn−1, w1, . . . , wm−1

en X tales que

(x, z1), . . . , (zn−1, y), (y, w1), . . . , (wm−1, z) ∈V ,

lo que prueba x ∼V z.

Observación 2.2.3. 1. Las clases de equivalencia bajo ∼V y ∼ se denominan V -

componentes y seudo-componentes de X , respectivamente.

2. Si X es acotado, toda V -componente es acotada en sí misma.

Lema 2.2.2. Sea (X ,U ) un espacio uniforme. Entonces, A ⊆ X es acotado, si y solo si, pa-

ra cada entourage simétrico V ∈U , A intersecta una cantidad finita de V -componentes

distintas, y para cada V -componente W , existen w ∈ W y m ∈ N tales que A ∩W ⊆
V m[w]. Más aún, si A es acotado y W es una V -componente de X , entonces para ca-

da v ∈W , existe m ∈N tal que A∩W ⊆V m[v].

Demostración. Supongamos que A es acotado en X y sea V ∈U . Existen F = {x1, . . . , xr } ∈
〈X 〉 y n ∈N tales que

A ⊆V n[x1]∪·· ·∪V n[xr ].

Como la V -componente de w ∈ X es w = ⋃
k∈NV k [w], entonces A ⊆ x1 ∪ ·· · ∪ xr , de

modo que A intersecta a lo más r V -componentes distintas.

Ahora, sea W = xi una V -componente de X que intersecta a A. Observemos que

A∩W ⊆ xi ∩
r⋃

j=1
V n[x j ] = xi ∩V n[xi ] =V n[xi ].

Sea v ∈W . Existe mi ∈N tal que v ∈V mi [xi ] y xi ∈V mi [v]. Sea

m = máx{mk : 1 ≤ k ≤ r }.

Tenemos que xi ∈V m[v], para todo i ∈ {1, . . . ,r }. En consecuencia,

A∩W ⊆V n[V m[F ∩W ])) =V n+m[v].

Recíprocamente, supongamos que A intersecta un número finito de V -componentes,

y que para cada V -componente, W , existen w ∈ W y n ∈ N tales que A ∩W ⊆ V n[w].



CAPÍTULO 2. ESPACIOS UNIFORMES 18

De lo primero, tenemos que existe un conjunto minimal F = {x1, . . . , xr } ∈ 〈X 〉 tal que

A ⊆ ⋃
m∈N

V m[x1]∪·· ·∪ ⋃
m∈N

V m[xr ].

Para cada componente xi , existe wi ∈ xi y ni ∈N tales que A ∩ xi ⊆V ni [wi ], para cada

i ∈ {1, . . . ,r }. Para k = máx{n j |1 ≤ j ≤ r }, tenemos que

A ⊆V k [w1]∪·· ·∪V k [wr ] =V k [w1, . . . , wr ].

Esto prueba que A es acotado, lo que concluye la demostración.

Teorema 2.2.1. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y A ⊆ X . Son equivalentes las siguien-

tes afirmaciones:

1. A es acotado en X ,

2. si f : X →R es uniformemente continua, entonces f |A es acotada, y

3. A es acotado en el sentido seudo-métrico, es decir, para cada seudo-métrica uni-

formemente continua d en X , se tiene para todo a ∈ A, supx∈A d(x, a) <∞.

Demostración. 1 implica 2 es directo de Lema 2.2.1. Para probar 2 implica 3, sea d

una seudo-métrica uniformemente continua en X , y dado a ∈ X , definamos f : X →R

como f (x) = d(x, a). Como d es uniformemente continua, entonces f también lo es, y

de 2. se sigue que f es acotada en A, de modo que A es acotado en el sentido seudo-

métrico.

Finalmente, probaremos 3 implica 1 vía contrarrecíproco. Supongamos que A no es

acotado. Sean V un entourage simétrico, y {Wm}m∈N una sucesión de V -componentes

distintas, salvo un número finito, que intersectan a A. Definamos ϕ : X →R dada por

ϕ(x) =
{

n, si x ∈Wn ,

0, si x ∉⋃
n∈NWn .

Se tiene que ϕ es uniformemente continua. En efecto, para 0 < ϵ < 1 y un entourage

basal

Uϵ = {(x, y) ∈R×R | |x − y | < ϵ}
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en la uniformidad de R, tenemos que

(ϕ×ϕ)−1(Uϵ) = {(x, y) ∈ X ×X : (ϕ(x),ϕ(y)) ∈Uϵ}

= {(x, y) ∈ X ×X | |ϕ(x)−ϕ(y)| < ϵ}

= {(x, y) ∈ X ×X |ϕ(x) =ϕ(y)}

= {(x, y) ∈ X ×X |x ∼V y}

= ⋃
m∈NV m ∈U .

Además, la seudo-métrica en X definida por

d(x, y) = |ϕ(x)−ϕ(y)|

es uniformemente continua, pero d no es acotada en A, ya que para cada m ∈N, exis-

ten x e y en A tales que d(x, y) = m. Esto concluye la demostración.

Veremos a continuación que el concepto de acotamiento en espacios uniformes

coincide con el acotamiento en espacios métricos, y en espacios vectoriales topológi-

cos.

Corolario 2.2.1. Sean (E ,d) un espacio métrico y A ⊆ E. Entonces, A es acotado en el

sentido métrico, si y sólo si, A es acotado en (E ,Ud ), con Ud la uniformidad generada

por la métrica d.

Demostración. Si Ud es la uniformidad generada por d , entonces el acotamiento mé-

trico de A coincide con la condición 3 del Teorema 2.2.1.

Corolario 2.2.2. Sean V un espacio vectorial topológico localmente convexo y A ⊆ V .

Entonces, A es acotado (en el sentido de Von Neumann), si y solo si, A es acotado en la

uniformidad de V .

Demostración. Supongamos primero que A es acotado en la uniformidad de V . Sea U

una vecindad convexa y balanceada de 0 ∈V . Tenemos que

VU = {(x, y) ∈V ×V | y −x ∈U }

es un entourage de la uniformidad de V . Luego, existen F ∈ 〈V 〉 y m ∈N tales que

A ⊆V m
U [F ] = F +U +·· ·+U = F +mU .
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Como F es finito, existe α ∈K tal que F ⊆αU , de modo que A ⊆ (m+α)U . Esto prueba

que A es acotado en el sentido de Von Neumann.

Recíprocamente, supongamos que A es Von Neumann-acotado y sea U una vecin-

dad convexa y balanceada de 0 ∈ V . Existe m ∈ N tal que A ⊆ mU = V m
U [0], de modo

que A es acotado en la uniformidad. Esto concluye la demostración.

2.3. Completitud

Ya abordado el concepto de acotamiento y precompacticidad, veremos en esta sec-

ción el concepto de completitud y resultados que relacionan los conceptos indicados.

Definición 2.3.1. Sean X un espacio topológico y B una base de filtro en X . Diremos

que B converge a x0 ∈ X , si y solo si, para toda V vecindad de x0, existe B ∈ B tal que

B ⊆V .

Definición 2.3.2. Sean (X ,U ) un espacio uniforme y B una base de filtro en X . Di-

remos que B es una base de filtro de Cauchy (o fundamental), si y solo si, para cada

U ∈U , existe A ∈B tal que A× A ⊆U .

Proposición 2.3.1. Si B es una base de filtro en (X ,U ) convergente hacia x ∈ X , enton-

ces B es una base de filtro de Cauchy.

Notemos que si B y C son bases de filtro en X , B está subordinada a C y esta es

de Cauchy, entonces B también es de Cauchy.

Definición 2.3.3. Diremos que un espacio uniforme (X ,U ) es completo, si y solo si,

toda base de filtro de Cauchy, en X , es convergente.

Los siguientes resultados, cuyas demostraciones se encuentran en [24] y las cua-

les omitiremos, permiten probar para espacios uniformes una caracterización útil de

la compacidad en términos de precompacidad y completitud. Junto a esto, serán de

importancia para enunciados del Capítulo 4.

Proposición 2.3.2. Sea (X ,U ) un espacio uniforme completo y F ⊆ X cerrado. Entonces,

(F,UF ) es completo.

Proposición 2.3.3. Sea (X ,U ) un espacio uniforme Hausdorff con la topología unifor-

me. Si F ⊆ X es tal que (F,UF ) es completo, entonces F es cerrado en X .
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Lema 2.3.1. Sea (X ,U ) un espacio uniforme. Entonces, X es precompacto, si y solo si,

todo ultrafiltro en X es de Cauchy.

Teorema 2.3.1. Sea (X ,U ) un espacio uniforme. Entonces, X es compacto, si y solo si, X

es precompacto y completo.

Demostración. Supongamos que X es compacto. Como {Int(U [x])}x∈X es un cubri-

miento abierto de X , existen x1, . . . , xr en X que cubren X . De este modo, tenemos

que

X = Int(U [x1])∪·· ·∪ Int(U [xr ]) ⊆U [x1, . . . , xn].

Así, X es precompacto. Para demostrar la completitud, sea B una base de filtro de

Cauchy. Como X es compacto, entonces B posee al menos un punto de acumulación,

x ∈ X , es decir, x ∈⋂
B∈B B . Veamos que B converge hacia x. Sea V una vecindad de x,

luego, existe U ∈ U tal que U [x] ⊆ V , con U cerrado en X × X . Como B es de Cauchy,

existe B ∈ B tal que B ×B ⊆ U y, como x es punto de acumulación de B, entonces

x ∈ B . Por consiguiente:

B ×B ⊆ B ×B ⊆U =U ,

de modo que {x}×B ⊆U y entonces B ⊆U [x] ⊆V . Esto implica que B converge hacia

x.

Recíprocamente, supongamos que X es precompacto y completo. Sea F un ultra-

filtro en X . Como X es precompacto, por Lema 2.3.1, F es de Cauchy, por lo que con-

verge en X , pues X es completo. Por lo tanto, X es compacto, con lo que se completa

la demostración.

La completitud de un espacio uniforme también se puede abordar vía redes.

Definición 2.3.4. Un conjunto dirigido es un par (D,⪯), donde ⪯ es una relación en D

que es transitiva, refleja, y para todo n,m ∈ D , existe d ∈ D tal que n ⪯ d y m ⪯ d .

Definición 2.3.5. Sea D un conjunto dirigido y (X ,U ) un espacio uniforme.

Una red en X es una función ψ : D → X . Para cada α ∈ D , denotamos ψ(α) = xα,

y ψ(D) = {xα}α∈D .

Una red {xα}α∈D es de Cauchy (o fundamental), si para todo U ∈U , existe d ∈ D

tal que si d ⪯ n y d ⪯ m, entonces (xn , xm) ∈U .
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Una red {xα}α∈D es eventual en A ⊆ X , si existe d ∈ D tal que para todo d ⪯ n, se

tiene xn ∈ A.

Una red {xα}α∈D converge a x ∈ X , si y solo si, para toda V vecindad de X , existe

d ∈ D tal que para todo d ⪯ n, xn ∈V .

Notemos que una red {xα}α∈D es eventual en A ⊆ X si A contiene una cola Td de la

red, donde

Td = {xα |d ⪯α}.

Proposición 2.3.4. Si {xα}α∈D es una red convergente en X , entonces es una red de Cauchy.

Proposición 2.3.5. Una red {xα}α∈D es de Cauchy en X , si y solo si, para todo λ ∈ Λ y

todo ϵ> 0, existe d ∈ D tal que d ⪯ n,m implica dλ(xn , xm) < ϵ.

Demostración. Es directo del hecho que {Uλ,ϵ}λ∈Λ,ϵ<0 es una base de U , y Uλ,ϵ ∈ U ,

para todo λ ∈Λ y ϵ> 0.

Observación 2.3.1. Todo filtro induce una red, y viceversa. En efecto:

Sea F un filtro en X , definimos en F el orden ≤ dado por F1 ≤ F2, si y solo si,

F2 ⊆ F1. Se tiene que (F ,≤) es un conjunto dirigido. Una red derivada de F es

una función ω : (F ,≤) → X tal que ω(F ) ∈ F , para todo F ∈ F . De esto, se tiene

que la red derivada de un filtro no es única.

Sea ψ : D → X una red en X . Definimos

Fψ = {F ⊆ X |ψ está eventualmente en F }.

Fψ es un filtro en X , se le llama filtro derivado de ψ.

La convergencia entre redes y filtros está relacionada de la siguiente forma.

Lema 2.3.2. Sean (X ,U ) un espacio uniforme, y x ∈ X .

1. Una red ψ converge a x, si y solo si, el filtro derivado Fψ converge a x.

2. Un filtro F en X (resp. base de filtro) converge a x, si y solo si, toda red derivada

de F (resp. toda red derivada del filtro generado) converge a x.
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Demostración. 1. ψ converge a x, si y solo si, para toda V vecindad de x, existe

d ∈ D tal que d ⪯ n implicaψ(n) ∈V , es decir,ψ es eventual en cada vecindad de

x. Esta es justamente la convergencia del filtro derivado de ψ.

2. Sean F un filtro, ω : F → X alguna red derivada, y supongamos que F converge

a x ∈ X . Sea V vecindad de x, luego, V ∈ F . Notemos que la cola TV satisface

TV ⊆ V . En efecto, dado U ∈F tal que V ≤U , se tiene U ⊆ V , y entonces ω(U ) ∈
U ⊆V . Esto implica que ω converge a x.

Finalmente, supongamos que toda red derivada ω : F → X de F converge a x ∈
X , y que F no converge a x. Existe A ⊆ X que contiene una vecindad U de x, pero

con A ∉ F . En particular, U ∉ F , o bien, F ̸=U , para todo F ∈ F . Sea ω una red

derivada de F tal que ω(V ) ∈V \U , para todo V ∈F . Luego, como ninguna cola

de ω está contenida en U , y esta es vecindad de x, se tiene que ω no converge a

x, lo que es una contradicción. Esto concluye la demostración.

Teorema 2.3.2. Un espacio uniforme (X ,U ) es completo, si y solo si, toda red de Cauchy

en X es convergente.

Demostración. Por el lema, basta probar que

1. Si ψ es una red de Cauchy en X , su filtro derivado es un filtro de Cauchy, y

2. si B es una base de filtro de Cauchy en X , toda red derivada ω : F (B) → X es de

Cauchy.

En efecto. Sea ψ : D → X una red de Cauchy en X , y Fψ su filtro derivado. Sea U ∈ U .

Luego, existe d ∈ D tal que d ⪯ n,m implica (ψ(n),ψ(m)) ∈U . Tenemos que Td ∈Fψ, y

además, Td ×Td ⊆U . En consecuencia, Fψ es filtro de Cauchy.

Ahora, sean B una base de filtro de Cauchy, F su filtro generado y ω : F → X una

red derivada. Sea U ∈ U . Existe A ∈ B tal que A × A ⊆ U . Así, para todo C ,D ≥ A, se

tiene C ,D ⊆ A, y entonces

(ω(C ),ω(D)) ∈C ×D ⊆ A× A ⊆U .

En consecuencia, ω es una red de Cauchy. Finalmente, si (X ,U ) es completo, enton-

ces dada una red de Cauchy, su filtro derivado también es de Cauchy, y converge. Por
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lema, la red es convergente. Recíprocamente, si toda red de Cauchy converge, y B es

una base de filtro de Cauchy, entonces toda red derivada es de Cauchy, y por ende,

convergente. Por el lema, F (B) es convergente, y en consecuencia, B converge. Esto

completa la demostración.

2.4. Uniformización de cerrados y acotados

Como se ha visto en el Teorema 2.2.1, los conjuntos acotados también lo son en

el sentido seudo-métrico, para las seudo-métricas que generan la uniformidad. Este

hecho permite enunciar el siguiente lema,

Lema 2.4.1. Para cada λ ∈Λ, la función hλ : B(X )×B(x) → [0,∞) definida por

hλ(A,B) = sup
a∈A

dλ(a,B),

con dλ(a,B) = ı́nfb∈B dλ(a,b), satisface las siguientes condiciones:

1. hλ(A,B) = 0, si y solo si, A ⊆ B, y

2. hλ(A,B) ≤ hλ(A,C )+hλ(C ,B).

Demostración. 1. Sean A y B en B(X ) tales que hλ(A,B) = 0, entonces, para todo

x ∈ A, dλ(x,B) ≤ hλ(A,B) = 0, por lo que dλ(x,B) = 0, lo que implica x ∈ B . Esto

demuestra que A ⊆ B .

Recíprocamente, supongamos que A ⊆ B , luego, para todo x ∈ A, x ∈ B , de modo

que dλ(x,B) = dλ(x,B) = 0, lo que demuestra que hλ(A,B) = 0.

2. Sean a ∈ A y c ∈C . Tenemos que dλ(a,B) ≤ dλ(a,c)+dλ(c,B). Luego,

dλ(a,B) ≤ dλ(a,c)+ sup
c∈C

dλ(c,B),

por lo que

dλ(a,B)−hλ(C ,B) ≤ dλ(a,c),

para todo c ∈C . Así,

dλ(a,B)−hλ(C ,B) ≤ dλ(a,C ),
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y en consecuencia, supa∈A dλ(a,B)−hλ(C ,B) ≤ supa∈A dλ(a,C ). Es decir, hλ(A,B) ≤
hλ(A,C )+hλ(C ,B), lo que concluye la demostración.

Con esto, se puede notar que para cada λ ∈Λ, la función Hλ : C B(X )×C B(X ) →
[0,∞) dada por

Hλ(A,B) = máx{hλ(A,B),hλ(B , A)}

es una seudo métrica sobre C B(X ). Además, la familia {Hλ}λ∈Λ es separadora. En efec-

to, si A,B ∈ C B(X ) son diferentes, entonces existe x ∈ (A \ B)∪ (B \ A). Sin pérdida de

generalidad, suponemos que x ∈ A. Como {dλ}λ∈Λ es separadora y B es cerrado, enton-

ces existe λ ∈Λ tal que dλ(x,B) > 0. Luego,

0 < dλ(x,B) ≤ Hλ(A,B),

lo cual demuestra que {Hλ}λ∈Λ es separadora.

Sobre (P (X ) \ {;})× (P (X ) \ {;}), la familia H (X ) = {HU }U∈U , donde

HU = {(A,B) ∈ (P (X ) \ {;})× (P (X ) \ {;}) | A ⊆U [B ] y B ⊆U [A]},

es base de alguna uniformidad sobre P (X )\{;}. Llamamos H (X )-topología a la topo-

logía uniforme sobre P (X ) \ {;} que esta base genera.



Capítulo 3

Medidas de no-compacidad en espacios

seudo-métricos y uniformes

3.1. Medidas de no-compacidad sobre espacios

seudo-métricos

En esta sección, abordamos el concepto de medida de no-compacidad, definida

sobre espacios seudo-métricos. Además, se definirán algunas de estas, tales como la

medida de Hausdorff, Kuratowski. Se verificarán sus propiedades y la relación existente

entre estas.

Durante esta sección, (X ,d) denota un espacio seudo-métrico. Si x ∈ X y r > 0, B(x,r )

y B [x,r ] denotan, respectivamente, la bola abierta de centro x y radio r , y el conjunto

B [x,r ] = {y ∈ X |d(x, y) ≤ r }.

Observemos que B(x,r ) ⊆ B [x,r ].

Definición 3.1.1. Sea (X ,d) un espacio seudo-métrico. Una medida de no-compacidad

definida sobre X es una función ψ : P (X ) → [0,∞] que cumple las siguientes propie-

dades, para todo A,B ⊆ X :

1. ψ(A) =∞, si y solo si, A es no-acotado.

2. ψ(A) = 0, si y solo si, A es precompacto.

3. Si A ⊆ B , entonces ψ(A) ≤ψ(B).

26
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4. ψ(A) =ψ(A).

5. Si (X ,d) es completo, y (Fn : n ∈N) es una sucesión decreciente de subconjuntos

acotados, cerrados y no vacíos de X , tales que ĺımn→∞ψ(Fn) = 0, entonces F =⋂
n∈NFn ̸= ; y compacto.

La condición que distingue una métrica de una seudo-métrica es superflua al mo-

mento de considerar una medida de no-compacidad. Precisamos esto a continuación.

Proposición 3.1.1. Sean (X ,d) un espacio seudo-métrico, X̃ la metrización canónica de

X , y para cada A ⊆ X , Ã ⊆ X̃ la imagen de A en X̃ . Una función ψ : P (X ) → [0,∞] es

una medida de no-compacidad, si y solo si, la función ψ : X̃ → [0,∞] dada por

ψ(Ã) =ψ(A),

es una medida de no-compacidad en X̃ .

Demostración. diam(A) = diam(Ã) implica la condición 1. Un subconjunto F de X es

cerrado (resp. precompacto), si y solo si, F̃ es cerrado (resp. precompacto) en X̃ , lo que

implica las condiciones 2 y 3. La condición 4 se sigue de que A ⊆ B en X , si y solo si,

Ã ⊆ B̃ en X̃ .

Finalmente, sea (X ,d) un espacio seudo-métrico completo, (Fn : n ∈ N) una su-

cesión decreciente de subconjuntos cerrados, acotados y no vacíos de X tales que

ĺımn→∞ψ(Fn) = 0. Luego, (X̃ , d̃) es un espacio métrico completo, (F̃n : n ∈N) satisface

las mismas condiciones que (Fn : n ∈N), y ĺımn→∞ψ(F̃n) = 0. Tenemos que
⋂

n∈NFn ̸= ;
y compacto, si y solo si,

⋂
n∈N F̃n lo es. Esto concluye la demostración.

Definición 3.1.2. La medida de no-compacidad de Kuratowski es la función

α : P (X ) → [0,∞] definida por

α(A) = ı́nf

{
ϵ> 0 | A ⊆

r⋃
i=1

Si , Si ⊆ X , diam(Si ) < ϵ, i = 1, . . . ,n, n ∈N
}

,

donde para S ⊆ X , el diámetro de S es

diam(S) = sup{d(x, y) |x, y ∈ S}.

Por convención, diam(;) = 0.
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Antes de enunciar y demostrar las principales propiedades de la medida de no-

compacidad de Kuratowski (también llamada medida de no-compacidad usual), ob-

servemos lo siguiente: si C ⊆ X , y

Γ1(C ) =
{
ϵ> 0 |C ⊆

r⋃
i=1

Si , Si ⊆ X , diam(Si ) < ϵ, i = 1, . . . ,n, n ∈N
}

,

entonces se cumple lo siguiente:

Si A ⊆ B , entonces Γ1(B) ⊆ Γ1(A),

si Γ1(C ) ̸= ;, r ∈ Γ1(C ) y r < s, entonces s ∈ Γ1(C ). Es decir, Γ1(C ) ⊆ (0,∞] es un

intervalo no acotado, y

α(A) ≤α(B), si y solo si, Γ1(B) ⊆ Γ1(A).

En efecto: Si A ⊆ B , entonces dado r ∈ Γ1(B), existen S1, . . . ,Sn tales que diam(Si ) < r , y

A ⊆ B ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn ,

de modo que r ∈ Γ1(A).

Ahora, siΓ1(C ) ̸= ;, r ∈ Γ1(C ) y r < s, entonces existen S1, . . . ,Sn tales que diam(Si ) <
r < s y C ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn . Así, s ∈ Γ1(C ).

Finalmente, si Γ1(B) ⊆ Γ1(A), entonces α(A) ≤ α(B). Recíprocamente, si α(A) ≤
α(B), entonces α(A) ≤ r , para todo r ∈ Γ1(B), por lo que existe s ∈ Γ1(A) tal que s ≤ r .

En consecuencia, r ∈ Γ1(A).

Proposición 3.1.2. Sean A y B subconjuntos no vacíos de X . Se verifica lo siguiente:

1. α(A) = 0, si y solo si, A es precompacto.

2. Si A ⊆ B, entonces α(A) ≤α(B).

3. α(A) =α(A).

4. α(A∪B) = máx{α(A),α(B)}.

5. α(A∩B) ≤ mı́n{α(A),α(B)}.
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Demostración. 1. Si α(A) = 0, entonces para todo ϵ > 0, A se cubre con conjuntos

S1, . . . ,Sr tales que diam(Si ) < ϵ. Como cada Si es acotado, se puede cubrir con

una bola B(xi ,ϵ), xi ∈ Si , para cada i = 1, . . . ,r. Así,

A ⊆ B(x1,ϵ)∪·· ·∪B(xr ,ϵ).

Esto prueba que A es precompacto. Para el recíproco, supongamos que A es pre-

compacto. Luego, para cada ϵ> 0, existen x1, . . . , xn en X tales que

A ⊆ B(x1,ϵ)∪·· ·∪B(xn ,ϵ).

Como diam(B(xi ,ϵ)) ≤ 2ϵ, para cada i = 1, . . . ,n, se tiene queα(A) ≤ 2ϵ, para todo

ϵ> 0.

2. Es consecuencia de la observación previa, pues si A ⊆ B , entonces Γ1(B) ⊆ Γ1(A),

y por ende α(A) ≤α(B).

3. Por 2, solo basta probar α(A) ≤ α(A). Para ello, notemos que Γ1(A) = Γ1(A). En

efecto, si r ∈ Γ1(A), entonces existen S1, . . . ,Sn subconjuntos de X , tales que diam(Si ) <
ϵ, para cada i = 1, . . . ,n, y A ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn . Luego, tenemos

A ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn ,

de modo que A ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn , y diam(Si ) < r . Así, r ∈ Γ1(A), y α(A) =α(A).

4. Por 2, solo resta probar queα(A∪B) ≤ máx{α(A),α(B)}. Supongamos sin pérdida

de generalidad que α(B) ≤α(A). Sea r ∈ Γ1(A). Como r ∈ Γ1(B), entonces existen

S1, . . . ,Sn , Sn+1, . . . ,Sn+m tales que diam(Si ) < r , para cada i = 1, . . . ,n +m, y

A ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn , B ⊆ Sn+1 ∪·· ·∪Sn+m .

Por lo que A∪B ⊆⋃n+m
i=1 Si . Por ende, r ∈ Γ1(A∪B), lo que demuestra α(A∪B) ≤

α(A).

5. Se sigue del hecho que α(A∩B) ≤α(A) y α(A∩B) ≤α(B).
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El siguiente lema, enunciado por Kuratowski y que generaliza el teorema de inter-

sección de Cantor, tendrá utilidad en demostrar la condición de intersección no vacía,

en la definición de medida de no-compacidad.

Lema 3.1.1. (Kuratowski, [25]) Sea (X ,d) un espacio métrico completo. Supongamos

que (Fn : n ∈N) es una sucesión decreciente de conjuntos cerrados no vacíos, y (αn : n ∈
N) una sucesión de números reales positivos que cumplen la siguiente propiedad: Para

cada n ∈N, existen F n
1 , ...,F n

mn
subconjuntos de X tales que

Fn = F n
1 ∪·· ·∪F n

mn
,

diam(F n
i ) <αn , para cada i = 1, . . . ,mn , y αn → 0 si n →∞. Entonces,

⋂
n∈NFn ̸= ;, y es

compacto.

Demostración. Sea (xn : n ∈N) una sucesión en X tal que xn ∈ Fn , para todo n ∈N. Fije-

mos k1 = 1. Como F1 = F 1
1 ∪·· ·∪F 1

m1
, existe al menos un conjunto F 1

i que contiene una

subsucesión de (xn : n ∈N). Supongamos sin pérdida de generalidad que F 1
1 contiene

una subsucesión (xrn : n ∈ N), tal que k1 < rn , para todo n. Sea k2 = r1. Como rn ≥ 2,

entonces xrn ∈ Frn ⊆ F2, para todo n ≥ 1. Así, la subsucesión se encuentra contenida en

F2. De misma forma, y sin pérdida de generalidad, existe una subsucesión (xsn : n ∈N)

de (xrn )n∈N contenida en F 2
1 . Fijando k3 = s1, y de forma recursiva, obtenemos la sub-

sucesión (xkn : n ∈ N), que satisface xkn ∈ F n
1 . Tenemos además que dados n, p ∈ N,

xkn , xkn+p ∈ Fn−1, por lo que

d(xkn , xkn+p ) ≤ diam(Fn−1) <αn−1.

Por lo que la sucesión es de Cauchy. Sea ĺımn→∞ xkn = x. Tenemos que x ∈ ⋂
n∈NFn ,

pues los conjuntos Fn son cerrados. Esto completa la demostración.

Teorema 3.1.1. (Kuratowski, [25]) Sea (X ,d) un espacio métrico completo. Si (Fn : n ∈N)

es una sucesión decreciente de subconjuntos no vacíos, cerrados y acotados de X tales que

ĺım
n→∞α(Fn) = 0,

entonces F =⋂
n∈NFn ̸= ; y es compacto.

Demostración. Si para algún m ∈N,α(Fm) = 0, entonces Fn es compacto para cada n ≥
m, pues son precompactos y completos, al ser cerrados. De esto se tiene

⋂
n∈NFn ̸= ;.
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Supongamos que α(Fn) > 0, para cada n ∈N. Sea αn = 2α(Fn). Como α(Fn) <αn , exis-

ten F n
1 , . . . ,F n

mn
⊆ X tales que

Fn ⊆ F n
1 ∪·· ·∪F n

mn
,

y diam(F n
i ) <αn , para i = 1, . . . ,mn . Como αn → 0 si n →∞, por lema 3.1.1,

⋂
n∈NFn ̸=

;, y por la completitud de X es que dicha intersección es compacta. Esto concluye la

demostración.

Definición 3.1.3. Sea (X ,d) un espacio seudo-métrico. La medida de no-compacidad

de Hausdorff, es la función χ : P (X ) → [0,∞] dada por

χ(A) = ı́nf

{
ϵ> 0 | A ⊆

r⋃
i=1

B(xi ,ri ), xi ∈ X , ri < ϵ, i = 1, . . . ,r, r ∈N
}

.

Para enunciar y demostrar las propiedades de la medida de no-compacidad de

Hausdorff, denotamos, para cada C ⊆ X , el conjunto

Γ2(C ) =
{
ϵ> 0 |C ⊆

r⋃
i=1

B(xi ,ri ), xi ∈ X ,ri < ϵ, i = 1, . . . ,n, n ∈N
}

.

Análogo a Γ1(C ), se satisfacen las siguientes propiedades:

Si A ⊆ B , entonces Γ2(B) ⊆ Γ2(A),

si Γ2(C ) ̸= ;, r ∈ Γ2(C ) y r < s, entonces Γ2(C ). Es decir, Γ2(C ) es un intervalo no

acotado,

χ(A) ≤χ(B), si y solo si, Γ2(B) ⊆ Γ2(A), y

Γ1(C ) ⊆ Γ2(C ).

Verificaremos la última condición. Si r ∈ Γ1(C ), existen S1, . . . ,Sn ⊆ X con diam(Si ) < r ,

y

C ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn .

Sean xi ∈ Si , y s > 0 tales que diam(Si ) < s < r , para cada i = 1, . . . ,n. Tenemos que

Si ⊆ B(xi , s). Luego,

C ⊆ B(x1, s)∪·· ·∪B(xn , s),

por lo que r ∈ Γ2(C ).
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Proposición 3.1.3. Sean A y B subconjuntos no vacíos de X . Se verifica lo siguiente:

1. χ(A) = 0, si y solo si, A es precompacto.

2. Si A ⊆ B, entonces χ(A) ≤χ(B).

3. χ(A) =χ(A).

4. χ(A∪B) = máx{χ(A),χ(B)}.

5. χ(A∩B) ≤ mı́n{χ(A),χ(B)}.

Demostración. 1. Si χ(A) = 0, es directo que A es precompacto. Ahora, si A es pre-

compacto, entonces para todo ϵ> 0 y todo r < ϵ, existen x1, . . . , xn ∈ X tales que

A ⊆ B(x1,r )∪·· ·∪B(xn ,r ),

de modo que ı́nfΓ2(A) ≤ ϵ. Por tanto, χ(A) = 0.

2. Se sigue de lo observado anteriormente, pues si A ⊆ B , entonces Γ2(B) ⊆ Γ2(A).

3. Sabemos que χ(A) ≤ χ(A), por lo que basta probar que χ(A) ≤ χ(A), o bien que

Γ2(A) ⊆ Γ2(A). Sea r ∈ Γ2(A). Luego, existen x1, . . . , xn ∈ X y r1, . . . ,rn < r tales que

A ⊆ B(x1,r1)∪·· ·∪B(xn ,rn).

Por lo que A ⊆ B(x1,r1)∪ ·· · ∪B(xn ,rn). Para cada i = 1, . . . ,n, sea si > 0 tal que

ri < si < r . Luego, tenemos que B(xi ,ri ) ⊆ B(xi , si ), pues se tiene

B(xi ,ri ) ⊆ B [xi ,ri ] ⊆ B(xi , s).

De este modo, tenemos que

A ⊆ B(x1, s1)∪·· ·∪B(xn , sn),

por lo que r ∈ Γ2(A).

4. Solo resta probar queχ(A∪B) ≤ máx{χ(A),χ(B)}. Supongamos sin pérdida de ge-

neralidad queχ(B) ≤χ(A). Sea r ∈ Γ2(A), luego, existen x1, . . . , xn , xn+1, . . . , xn+m ∈
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X y r1, . . . ,rn+m < r tales que

A ⊆ B(x1,r1)∪·· ·∪B(xn ,rn), B ⊆ B(xn+1,rn+1)∪·· ·∪B(xn+m ,rn+m).

Así, se tiene

A∪B ⊆ B(x1,r1)∪·· ·∪B(xn+m ,rn+m).

Por ende, r ∈ Γ2(A∪B).

5. Es directo de la monotonicidad de χ.

Las medidas de no-compacidad de Hausdorff y Kuratowski están fuertemente re-

lacionadas por la siguiente desigualdad.

Teorema 3.1.2. Sea A ⊆ X . Entonces

χ(A) ≤α(A) ≤ 2χ(A).

Demostración. Como Γ1(A) ⊆ Γ2(A), entonces χ(A) ≤α(A). Ahora, notemos que si r ∈
Γ2(A), entonces existen x1, . . . , xn ∈ X y s < r tales que

A ⊆ B(x1, s)∪·· ·∪B(xn , s),

y diam(B(xi , s)) < 2r , de modo que 2r ∈ Γ1(A). En consecuencia, α(A) ≤ 2χ(A). Esto

completa la demostración.

Los siguientes resultados tienen como objetivo demostrar que, sobre la clase de

espacios vectoriales de dimensión infinita, las desigualdades del teorema anterior no

se pueden mejorar.

Lema 3.1.2. Sea (V ,∥ · ∥) un espacio normado. Entonces, para todo x ∈V , t > 0 y A ⊆V ,

se satisfacen las siguientes igualdades:

1. χ(A) =χ(A+x), α(A) =α(A+x), y

2. χ(t A) = tχ(A), α(t A) = tα(A).

Demostración. Se sigue del hecho que Γi (A) = Γi (A + x), para i = 1,2. Análogamente,

Γi (t A) = tΓi (A).
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Proposición 3.1.4. (Furi-Vignoli,[17]) Sean (V ,∥·∥) un espacio normado y B = B(0,1) la

bola unitaria centrada en 0 en V . Si V es de dimensión finita, se tiene α(B) = χ(B) = 0.

En caso contrario, se cumple α(B) = 2 y χ(B) = 1.

Demostración. Si V tiene dimensión finita, entonces B es completo, luego precompac-

to, de modo que α(B) =α(B) = 0, análogamente χ(B) = 0.

Ahora, si V es de dimensión infinita, notemos queχ(B) ≤ 1. Supongamos queχ(B) =
q < 1. Sea ϵ> 0 tal que q +ϵ< 1. Sean x1, . . . , xn ∈V tales que

B ⊆ B(x1, q +ϵ)∪·· ·∪B(xn , q +ϵ).

Del lema anterior, se sigue que

q =χ(B) ≤ (q +ϵ)χ(B) = q(q +ϵ),

lo que implica q = 0. Así, B es precompacto, lo que es una contradicción con el hecho

que V es de dimensión infinita.

Para el caso deα, notemos primero queα(B) ≤ 2. Supongamos queα(B) < 2. Luego,

existen S1, . . . ,Sn tales que diam(Si ) < 2, y

B ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn .

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los conjuntos Si son cerrados. Sea

En un subespacio vectorial de V de dimensión n, y fijemos Ai = Si ∩En . Así, tenemos

que la frontera de B ∩En , la esfera unitaria en En , se recubre con los conjuntos Ai , y

diam(Ai ) < diam(∂(B ∩En)). Esto contradice el teorema de antípodas de Borsuk (ver

A.0.4). Esto concluye la demostración.

Observación 3.1.1. La proposición anterior muestra un caso donde se cumple una

igualdad en el teorema 3.1.2. Para la otra, podemos considerar el espacio de sucesiones

reales convergentes a 0, c0, con la norma

∥x∥ = sup
n∈N

|xi |.

Dada A = {ei }i∈N la base usual de c0. Como para todo X ⊆ c0 con más de un elemento,

diam(X ) = 1, entoncesα(A) = 1. Además, como A es infinito, entonces para todo x ∈ c0,

∥x − A∥ ≥ 1, por lo que χ(A) = 1.
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La medida de no-compacidad de Hausdorff satisface el mismo resultado que la

medida α por el teorema de Kuratowski. Enunciamos este a continuación.

Teorema 3.1.3. Sean (X ,d) un espacio métrico completo, (Fn : n ∈N) una sucesión de-

creciente de subconjuntos no vacíos, cerrados y acotados de X tales que

ĺım
n→∞χ(Fn) = 0.

Entonces, F =⋂
n∈NFn ̸= ; y es compacto.

Demostración. El caso χ(Fn) = 0, para algún n ∈N es directo por la completitud de X .

Definamos la sucesiónαn = 4χ(Fn), para n ∈N. Comoχ(Fn) <αn/2, existen xn
1 , . . . , xn

mn
∈

X y r n
1 , . . . ,r n

mn
<αn/2 tales que

Fn ⊆ B(xn
1 ,r n

1 )∪·· ·∪B(xn
mn

,r n
mn

),

de modo que

Fn ⊆ B(xn
1 ,αn/2)∪·· ·∪B(xn

mn
,αn/2).

Así, diam(B(xn
i ,αn/2)) ≤αn . Esta última sucesión converge a 0, y por lema 3.1.1,

⋂
n∈NFn ̸=

; y compacto. Esto concluye la demostración.

A continuación, presentamos una nueva medida de no-compacidad, la que será

menos estricta de calcular respecto a las medidas de Hausdorff y Kuratowski. Junto a

esto, veremos la relación que cumple esta nueva medida con las ya indicadas.

Definición 3.1.4. Sea (X ,d) un espacio seudo-métrico. Definimos la medida gamma

como la función γ : P (X ) → [0,∞] dada por

γ(A) = ı́nf

{
ϵ> 0 | A ⊆

r⋃
i=1

B(xi ,ϵ), xi ∈ X , r ∈N
}

.

De misma forma que las medidas anteriores, si consideramos, para cada C ⊆ X ,

Γ3(C ) =
{
ϵ> 0 |C ⊆

r⋃
i=1

B(xi ,ϵ), xi ∈ X , r ∈N
}

,

entonces, se cumplen las siguientes condiciones:
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Si A ⊆ B , entonces Γ3(B) ⊆ Γ3(A),

si Γ3(C ) ̸= ;, r ∈ Γ3(C ) y r < s, entonces s ∈ Γ3(C ). Es decir, Γ3(C ) es un intervalo

no acotado superiormente,

γ(A) ≤ γ(B), si y solo si, Γ3(B) ⊆ Γ3(A), y

Γ2(C ) ⊆ Γ3(C ).

De la última parte, se sigue que

γ(A) ≤χ(A) ≤α(A),

para todo A ⊆ X .

Proposición 3.1.5. Sean A y B subconjuntos no vacíos de X . Se verifica lo siguiente:

1. γ(A) = 0, si y solo si, A es precompacto.

2. Si A ⊆ B, entonces γ(A) ≤ γ(B).

3. γ(A) = γ(A).

4. γ(A∪B) = máx{γ(A),γ(B)}.

5. γ(A∩B) ≤ mı́n{γ(A),γ(B)}.

Demostración. Las condiciones 1, 2 y 5 se siguen directamente de lo observado ante-

riormente, y la definición de conjunto totalmente acotado. Para 3, veamos que Γ3(A) ⊆
Γ3(A). Sea r ∈ Γ3(A), luego, existen x1, . . . , xn ∈ X tales que

A ⊆ B(x1,r )∪·· ·∪B(xn ,r ),

de modo que A ⊆ B [x1,r ]∪·· ·∪B [xn ,r ]. Para todo η> 0, se tiene

A ⊆ B(x1,r +η)∪·· ·∪B(xn ,r +η).

En consecuencia, r +η ∈ Γ3(A), para todo η> 0. Así, γ(A) ≤ γ(A).
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Para demostrar 4, supongamos sin pérdida de generalidad queγ(B) ≤ γ(A). Veamos

que Γ3(A) ⊆ Γ3(A ∪B). Sea r ∈ Γ3(A). Luego, existen x1, . . . , xn , xn+1, . . . , xn+m ∈ X tales

que

A ⊆ B(x1,r )∪·· ·∪B(xn ,r ), B ⊆ B(xn+1,r )∪·· ·∪B(xn+m ,r ).

De modo que A∪B ⊆ B(x1,r )∪·· ·∪B(xn+m ,r ), y entonces r ∈ Γ3(A∪B). Esto concluye

la demostración.

El siguiente teorema verifica que la medida γ satisface las condiciones del teorema

de intersección de Kuratowski.

Teorema 3.1.4. Sea (X ,d) un espacio métrico completo. Supongamos que (Fn : n ∈N) es

una sucesión decreciente de subconjuntos no vacíos, acotados y cerrados de X , tales que

ĺım
n→∞γ(Fn) = 0.

Entonces, F =⋂
n∈NFn ̸= ; y es compacto.

Demostración. El caso γ(Fn) = 0 para algún n ∈N es directo por la completitud de X .

Definamos la sucesión αn = 4γ(Fn), para todo n ∈ N. Como γ(Fn) < αn/2, existen

xn
1 , . . . , xn

mn
∈ X tales que

Fn ⊆ B(xn
1 ,αn/2)∪·· ·∪B(xn

mn
,αn/2).

Luego, diam(B(xn
i ,αn/2)) ≤ αn . Esta última sucesión converge a 0, y por lema 3.1.1,⋂

n∈NFn ̸= ; y compacto. Esto concluye la demostración.

Como parte de los aportes originales de esta tesis, presentamos una construcción

que permite obtener distintas familias de medidas de no-compacidad, dadas por cu-

brimientos acotados. Estas medidas logran generalizar la medida de Kuratowski, como

veremos a continuación.

Definición 3.1.5. Sea B un cubrimiento de X . Diremos que B es un cubrimiento aco-

tado de X si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para todo B ∈B, B es acotado, y

2. para todo A acotado y r > 0 tal que diam(A) < r , existe B ∈ B tal que A ⊆ B y

diam(B) < r .



CAPÍTULO 3. MEDIDAS DE NO-COMPACIDAD 38

Notemos que B(X ) y {B(x,r ) |x ∈ X , r > 0} son cubrimientos acotados de X . Además,

si B es cubrimiento tal que B ⊆ B(X ), y A ∈ B para todo A ∈ B, entonces B es un

cubrimiento acotado.

Definición 3.1.6. Sea B un cubrimiento acotado de X . Dado A ⊆ X , definimos el con-

junto

ΓB(A) :=
{
ϵ> 0 | A ⊆

r⋃
i=1

Qi , Qi ∈B, diam(Qi ) < ϵ, i = 1, . . . ,r, r ∈N
}

.

Y definimos la función αB : P (X ) → [0,∞] dada por αB(A) := ı́nfΓB(A).

Proposición 3.1.6. Sean B un cubrimiento acotado de X , A y B subconjuntos de X .

Entonces, se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si A ⊆ B, entonces ΓB(B) ⊆ ΓB(A).

2. Si ΓB(A) ̸= ;, r ∈ ΓB(A) y r < s, entonces s ∈ ΓB(A).

3. αB(A) ≤αB(B), si y solo si, ΓB(B) ⊆ ΓB(A).

Demostración. 1. Supongamos que A ⊆ B , y sea r ∈ ΓB(B). Luego, existen Q1, . . . ,Qn ∈
B tales que diam(Qi ) < r , y

A ⊆ B ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn ,

de modo que r ∈ ΓB(A).

2. Sean r ∈ ΓB(A) y r < s. Luego, existen Q1, . . . ,Qn ∈ B tales que diam(Qi ) < r < s,

y A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn . Así, s ∈ ΓB(A).

3. Una de las implicancias es directa. Supongamos que αB(A) ≤ αB(B). Sea r ∈
ΓB(B). Como αB(A) ≤ r , existe s ∈ ΓB(A) tal que s ≤ r , y entonces r ∈ ΓB(A).

Esto concluye la demostración.

En las dos proposiciones siguientes, verificaremos que la función αB es una medi-

da de no-compacidad.
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Proposición 3.1.7. Sea B un cubrimiento acotado de X . Entonces, αB satisface las si-

guientes propiedades, para todo A,B ⊆ X :

1. Si A ⊆ B, entonces αB(A) ≤αB(B).

2. αB(A) = 0, si y solo si, A es precompacto.

3. αB(A∪B) = máx{αB(A),αB(B)}.

4. αB(A) =αB(A).

Demostración. 1. Es directo de los puntos 1 y 3 de la proposición anterior.

2. Supongamos queαB(A) = 0. Dado ϵ> 0, existen Q1, ...,Qn ∈B tales que diam(Qi ) <
ϵ, y A ⊆ Q1 ∪ ·· ·∪Qn . Como Qi ∈ B(X ), entonces ϵ ∈ Γ1(A), para todo ϵ > 0, por

lo que α(A) = 0, y A es precompacto. Recíprocamente, supongamos que A es

precompacto, y sea ϵ > 0. Existen Q1, ...,Qn acotados tales que diam(Qi ) < ϵ, y

A ⊆ Q1 ∪ ·· ·∪Qn . Como B es cubrimiento acotado, existen S1, ...,Sn en B tales

que Qi ⊆ Si , y diam(Si ) < ϵ, para todo i = 1, . . . ,n. Así,

A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn .

En consecuencia, ϵ ∈ ΓB(A), para todo ϵ> 0, y entonces αB(A) = 0.

3. Basta ver queαB(A∪B) ≤ máx{αB(A),αB(B)}. Supongamos sin pérdida de gene-

ralidad queαB(B) ≤αB(A). Luego, dado r ∈ ΓB(A), se tiene que existen Q1, . . . ,Qn+m ∈
B de diámetro menor que r , y

A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , B ⊆Qn+1 ∪·· ·∪Qn+m .

Por ende, A∪B ⊆Q1∪·· ·∪Qn+m . Así, r ∈ ΓB(A∪B). En consecuencia,αB(A∪B) ≤
αB(A).

4. Basta ver que ΓB(A) ⊆ ΓB(A). Sea r ∈ ΓB(A). Existen Q1, . . . ,Qn ∈ B tales que

diam(Qi ) < r , y

A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn .

Ahora, como Qi ∈B, para cada i = 1, . . . ,n, existen S1, ...,Sn ∈B tales que Qi ⊆ Si ,

y diam(Si ) < r . Así,

A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn ⊆ S1 ∪·· ·∪Sn ,
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lo que implica r ∈ ΓB(A). Esto concluye la demostración.

Proposición 3.1.8. Sean (X ,d) un espacio métrico completo B un cubrimiento acotado

de X , y (Fn : n ∈ N) una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados, acotados y no

vacíos de X , tales que

ĺım
n→∞αB(Fn) = 0,

entonces, F =⋂
n∈NFn ̸= ; y compacto.

Demostración. El casoαB(Fn) = 0 para algún n ∈N es directo por la completitud de X .

Definamos la sucesión αn = 2αB(Fn), para cada n ∈N. Como αB(Fn) <αn , enton-

ces existen Qn
1 , . . . ,Qn

mn
∈B tales que diam(Qn

i ) <αn , para i = 1, . . . ,mn , y

Fn ⊆Qn
1 ∪·· ·∪Qn

mn
.

Por lema 3.1.1,
⋂

n∈NFn ̸= ; y compacto. Esto concluye la demostración.

Observación 3.1.2. Si B y D son cubrimientos acotados de X que satisfacen la siguien-

te condición: Para cada B ∈ B, existe D ∈ D tal que B ⊆ D y diam(B) = diam(D). En-

tonces, αD ≤αB . En particular, si B ⊆D, entonces αD ≤αB . Esto es directo, ya que en

tales casos, ΓB(C ) ⊆ ΓD(C ), para cada C ⊆ X .

Además, podemos recuperar la medida de Kuratowski mediante estas medidas. En

efecto, tenemos queαB(X ) =α. De esta última aserción, obtenemos que para cualquier

cubrimiento acotado B, se tiene que α ≤ αB , y la relación entre las medidas de no-

compacidad vistas es

γ≤χ≤α≤ 2χ, α≤αB .

3.2. Medidas de no-compacidad en espacios uniformes

A continuación, veremos una extensión del concepto de medida de no-compacidad

hacia espacios uniformes. Muchos de los resultados expuestos son, en particular, váli-

dos para espacios métricos. Fue Horvath en [22] quien abordó resultados en espacios

métricos completos, y Arandelović en [2] lo logra extender para espacios uniformes.

En esta sección, X denota un espacio uniforme, cuya uniformidad (y topología uni-

forme) es generada por la familia de seudo-métricas D = {dλ}λ∈Λ separadoras y satu-

radas.
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Definición 3.2.1. Una medida de no-compacidad definida sobre un espacio uniforme

X , es una funciónΦ : P (X ) → [0,∞] que satisface las siguientes condiciones, para todo

A,B ⊆ X :

1. Φ(A) =∞, si y solo si, A es no-acotado.

2. Φ(A) = 0, si y solo si, A es precompacto.

3. Φ(A) =Φ(A).

4. Si A ⊆ B , entoncesΦ(A) ≤Φ(B).

5. Si X es completo, y (Fn : n ∈ N) es una sucesión decreciente de subconjuntos

acotados, cerrados y no vacíos de X tales que ĺımn→∞Φ(Fn) = 0, entonces F =⋂
n∈NFn ̸= ; y es compacto.

Definición 3.2.2. Sea Z un conjunto no vacío. Una familia de subconjuntos {Ai }i∈I de

Z satisface la propiedad de la intersección finita, si y solo si, para todo J ⊆ I finito, se

cumple
⋂

j∈J A j ̸= ;.

Teorema 3.2.1. Sean X un espacio uniforme completo,Φuna medida de no-compacidad

sobre X y {G j } j∈I ⊆C (X ) una familia que satisface la propiedad de la intersección finita,

y tal que para todo ϵ> 0, existe J ⊆ I finito tal que

Φ

(⋂
j∈J

Gi

)
< ϵ,

entonces,
⋂

i∈I Gi ̸= ; y compacto.

Demostración. Supongamos que {Gi }i∈I es una familia de cerrados que satisface las

condiciones anteriores. Para cada n ∈N, existe F (n) ⊆ I finito tal que

Φ

( ⋂
i∈F (n)

Gi

)
< 1/n.

Definamos la sucesión de conjuntos (Bn : n ∈N) de manera recursiva:

B1 := ⋂
i∈F (1)

Gi , Bn+1 := Bn ∩
( ⋂

i∈F (n+1)
Gi

)
.
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Tenemos entonces que Bn es cerrado y Bn+1 ⊆ Bn , para cada n ∈ N. Además, como

{Gi }i∈I satisface la propiedad de la intersección finita, tenemos que Bn ̸= ;, y Φ(Bn) <
1/n, para todo n ∈N. Por ende, K =⋂

n∈NBn ̸= ;.

Dado F ⊆ I finito y n ∈N, definamos

CF,n := ⋂
i∈F

(Gi ∩Bn).

La sucesión (CF,n : n ∈N) es decreciente, de conjuntos cerrados, acotados y no vacíos.

En consecuencia,

; ̸= ⋂
n∈N

CF,n ⊆ K ,

por lo que
⋂

n∈NCF,n ∩K ̸= ;, para todo F finito. Esto prueba que {Gi ∩K }i∈I satisface

la propiedad de la intersección finita, y como K es compacto, entonces

⋂
i∈I

(Gi ∩K ) ̸= ;.

Por tanto,
⋂

i∈I Gi ̸= ; y compacto. Esto completa la demostración.

El siguiente teorema nos permite extender las medidas de no-compacidad conoci-

das en espacios seudo-métricos a espacios uniformes. Precisamos a continuación.

Teorema 3.2.2. Sea X un espacio uniforme, y supongamos que para cada λ ∈Λ, φλ es

una medida de no-compacidad arbitraria sobre el espacio seudo-métrico (X ,dλ). En-

tonces, la funciónΦ∗ : P (X ) → [0,∞] dada por

Φ∗(A) := sup
λ∈Λ

φλ(A),

es una medida de no-compacidad en X como espacio uniforme.

Demostración. Por teorema 2.2.1, A es no-acotado, si y solo si, supλ∈Λdiamλ(A) =∞.

Esto implica la condición 1. Como φλ(A) = φλ(A), esto implica 3. Para demostrar 2,

notemos que de 3, Φ∗(A) = 0 implica Φ∗(A) = 0, y entonces φλ(A) = 0, para todo λ ∈
Λ. Esto implica que A es compacto en (X ,dλ), para todo λ ∈ Λ, pues A es cerrado y

acotado. Así, A es compacto, y por ende A es precompacto. Para demostrar 4, notemos

que si A ⊆ B , entonces φλ(A) ≤φλ(B), para todo λ ∈Λ.

Para probar 5, basta notar que si X es completo (como espacio uniforme), enton-

ces (X ,dλ) lo es, para todo λ ∈ Λ. Luego, si (Bn : n ∈ N) es una sucesión decreciente
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de subconjuntos cerrados, acotados y no vacíos tales que ĺımn→∞Φ∗(Fn) = 0, tenemos

que ĺımn→∞φλ(Fn) = 0, para todo λ ∈Λ. En consecuencia,
⋂

n∈NFn ̸= ; y compacto en

(X ,dλ). Así,
⋂

n∈NFn es compacto con la topología uniforme. Esto completa la demos-

tración.

Antes de describir las medidas de no-compacidad construidas, ahora en espacios

uniformes, demostraremos un lema de utilidad.

Lema 3.2.1. Sean {Ii }i∈J una sucesión de intervalos no-acotados superiormente. Enton-

ces,

sup
i∈J

ı́nf Ii = ı́nf
⋂
i∈J

Ii .

Demostración. Como
⋂

i∈J Ii ⊆ I j , para todo j ∈ J , entonces ı́nf I j ≤ ı́nf
⋂

i∈J Ii , y por

ende, supi∈J ı́nf Ii ≤ ı́nf
⋂

i∈J Ii .

Para la otra desigualdad, supongamos que supi∈J ı́nf Ii < ı́nf
⋂

i∈J Ii . Sea β ∈ R tal

que

sup
i∈J

ı́nf Ii <β< ı́nf
⋂
i∈I

Ii .

Luego, para cada j ∈ J , existe r j ∈ I j tal que r j < β < ı́nf
⋂

i∈J Ii . Sea r = sup j∈J r j .

Tenemos entonces que r j ≤ r , para todo j ∈ J , por lo que r ∈ I j , y en consecuencia,

r ∈⋂
i∈J Ii . Por ende,

r ≤β< ı́nf
⋂
i∈J

Ii ,

lo que es una contradicción. Esto concluye la demostración.

Corolario 3.2.1. Sea X un espacio uniforme. Para cada λ ∈ Λ, denotemos αλ, χλ y γλ
las medidas de no-compacidad de Kuratowski, Hausdorff, y γ sobre (X ,dλ), respectiva-

mente. Entonces, las siguientes funciones son medidas de compacidad:

1. α(A) = ı́nf
{
ϵ> 0 | (∀λ ∈Λ)(∃Q1, . . . ,Qn ⊆ X )(A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , diamλ(Qi ) < ϵ)

}
,

2. χ(A) = ı́nf{ϵ> 0 | (∀λ ∈Λ)(∃x1, . . . , xn ∈ X ) (A ⊆Uλ,r1 [x1]∪·· ·∪Uλ,rn [xn], ri < ϵ)}, y

3. γ(A) = ı́nf
⋂
λ∈Λ

⋃
F∈〈X 〉{ϵ> 0 | A ⊆Uλ,ϵ[F ]},

donde diamλ(C ) denota el diámetro de C con la seudo-métrica dλ.

Demostración. 1. Denotemos, para A ⊆ X y λ ∈Λ, los conjuntos
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Γ1
λ

(A) = {ϵ> 0 | A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , diamλ(Qi ) < ϵ, n ∈N},

Γ1(A) = {
ϵ> 0 | (∀λ ∈Λ)(∃Q1, . . . ,Qn ⊆ X )(A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , diamλ(Qi ) < ϵ)

}
.

Tenemos entonces que
⋂
λ∈ΛΓ1

λ
(A) = Γ1(A). Por teorema 3.2.2, tenemos que

α∗(A) = sup
λ∈Λ

αλ(A) = sup
λ∈Λ

ı́nfΓ1
λ(A)

es una medida de no-compacidad en X . Como α(A) = ı́nf
⋂
λ∈ΛΓ1

λ
(A), entonces

por lema anterior, α(A) =α∗(A).

2. Análogo a 1, denotemos los conjuntos

Γ2
λ

(A) = {ϵ> 0 | A ⊆Uλ,r1 [x1]∪·· ·∪Uλ,rn [xn], xi ∈ X , ri < ϵ, n ∈N},

Γ2(A) = {ϵ > 0 | (∀λ ∈ Λ)(∃x1, . . . , xn ∈ X ) (A ⊆ Uλ,r1 [x1]∪ ·· · ∪Uλ,rn [xn], ri <
ϵ)}.

Es directo que
⋂
λ∈ΛΓ2

λ
(A) = Γ2(A). Tenemos entonces que

χ∗(A) = sup
λ∈Λ

χλ(A) = sup
λ∈Λ

ı́nfΓ2(A)

es una medida de no-compacidad en X . Así, χ(A) = ı́nf
⋂
λ∈ΛΓ2

λ
(A), y por el lema,

χ∗(A) =χ(A).

3. Denotemos los conjuntos

Γλ(A) = {ϵ> 0 | A ⊆Uλ,ϵ[x1]∪·· ·∪Uλ,ϵ[xn], xi ∈ X , n ∈N},

Γ(A) = {ϵ> 0 | (∀λ ∈Λ)(∃x1, . . . , xn ∈ X )(A ⊆Uλ,ϵ[x1]∪·· ·∪ Uλ,ϵ[xn], n ∈N)}.

Se tiene que
⋂
λ∈ΛΓλ(A) = Γ(A) =⋂

λ∈Λ
⋃

F∈〈X 〉{ϵ> 0 | A ⊆Uλ,ϵ[F ]}. Así, la función

γ∗(A) = sup
λ∈Λ

γλ(A) = sup
λ∈Λ

ı́nfΓλ(A)

es una medida de no-compacidad. En consecuencia,γ(A) = ı́nfΓ(A) = supλ∈Λγλ(A).

Esto concluye la demostración.

Definición 3.2.3. Un cubrimiento B de un espacio uniforme X es un cubrimiento aco-

tado, si se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. Para todo A ∈B y todo λ ∈Λ, diamλ(A) <∞, y

2. para todo A acotado y r > 0 tal que diamλ(A) < r , para todo λ ∈Λ, existe B ∈ B

tal que A ⊆ B y diamλ(B) < r , para todo λ ∈Λ.

Corolario 3.2.2. Sea B un cubrimiento acotado de un espacio uniforme X . Entonces, la

función

αB(A) = ı́nf
{
ϵ> 0 | (∀λ ∈Λ)(∃Q1, . . . ,Qn ∈B)(A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , diamλ(Qi ) < ϵ)

}
es una medida de no-compacidad en X .

Demostración. Para A ⊆ X y λ ∈Λ, denotemos

Γ3
λ

(A) = {ϵ> 0 | (∃Q1, . . . ,Qn ∈B)(A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , diamλ(Qi ) < ϵ)},

Γ3(A) = {
ϵ> 0 | (∀λ ∈Λ)(∃Q1, . . . ,Qn ∈B)(A ⊆Q1 ∪·· ·∪Qn , diamλ(Qi ) < ϵ)

}
.

Se tiene que
⋂
λ∈ΛΓ3

λ
(A) = Γ3(A). Si αλ

B
(A) = ı́nfΓ3

λ
(A), entonces αλ

B
y

α∗
B(A) = sup

λ∈Λ
αλB(A)

son medidas de no-compacidad en X (como espacio seudo-métrico y uniforme, res-

pectivamente). Así, se tiene que

αB(A) = ı́nf
⋂
λ∈Λ

Γ3
λ(A) = sup

λ∈Λ
αλB(A).

Por tanto, αB(A) =α∗
B

(A). Esto completa la demostración.

Observación 3.2.1. Análogo al caso seudo-métrico, las medidas de no-compacidad de

los corolarios anteriores satisfacen las siguientes desigualdades:

1. γ(A) ≤χ(A) ≤α(A) ≤ 2χ(A), y

2. α(A) ≤αB(A),

para todo A ⊆ X y todo cubrimiento acotado B de X .

El siguiente resultado demuestra el recíproco del teorema 3.2.1. De este modo, se

caracteriza la completitud de un espacio uniforme vía medidas de no-compacidad.

Antes, enunciamos el siguiente lema.
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Lema 3.2.2. Sea (X ,d) un espacio seudo-métrico, y tal que para toda sucesión (Fn : n ∈
N) decreciente de subconjuntos cerrados no vacíos de X tales que

ĺım
n→∞diam(Fn) = 0,

implica
⋂

n∈NFn ̸= ;. Entonces, (X ,d) es completo.

Demostración. Sea {xn}n∈N una sucesión de Cauchy en X . Para cada n ∈N, definimos

Fn = {xm : m ≥ n}. Sean ϵ > 0 y N ∈ N tal que d(xn , xn+p ) < ϵ, si n ≥ N y p ∈ N. Esto

implica que diam(Fn) ≤ ϵ, si n ≥ N , con lo cual se tiene que
⋂

n∈NFn ̸= ;. Tenemos así

que {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy con un punto de acumulación. Por lo tanto,

esta sucesión es convergente. Esto concluye la demostración.

Teorema 3.2.3. Un espacio uniforme X es completo, si y solo si,

⋂
i∈J

Gi ̸= ;,

para toda familia de conjuntos cerrados, {Gi }i∈J , tal que:

1. {Gi }i∈J tiene la propiedad de la intersección finita,

2. ı́nfI∈〈J〉Φ∗(
⋂

i∈I Gi ) = 0.

Demostración. La implicancia directa es el Teorema 3.2.1. Para demostrar el recíproco,

sea {Bi }i∈J una base de filtro de Cauchy en X . Luego, {B i }i∈J es también una base de fil-

tro en X y, por consiguiente, tiene la propiedad de la intersección finita. Verifiquemos

que

2’. ı́nfI∈〈J〉Φ∗
(⋂

i∈I B i

)
= 0.

Sea n ∈ N \ {0}. Para cada λ ∈ Λ, existe in = iλ,n ∈ J tal que Bin ×Bin ⊂ Uλ,1/n . Luego,

ĺımn→∞ diamλ(B in ) = 0, para todo λ ∈Λ. Esto implica que, αλ
(⋂

n∈N\{0} B in

)
= 0, con lo

cual se tiene que
⋂

n∈N\{0} B in es dλ-precompacto. Por consiguiente, φλ
(⋂

n∈N\{0} B in

)
=

0, para todo λ ∈Λ. Entonces,

ı́nf
I∈〈J〉

Φ∗
(⋂

i∈I
B i

)
≤Φ∗

( ⋂
n∈N\{0}

B in

)
= sup

λ∈Λ
φλ

( ⋂
n∈N\{0}

B in

)
= 0.

Luego, la hipótesis implica que
⋂

i∈J B i ̸= ; y, como {Bi }i∈J es de Cauchy, entonces esta

base de filtro es convergente. Esto completa la demostración.



Capítulo 4

Dos condiciones para la existencia de

puntos fijos

En este capítulo, presentaremos esencialmente dos condiciones que con frecuen-

cia se requieren para asegurar existencia de puntos fijos en funciones, principalmente

contracciones. A saber, la condición orbital de Banach y la propiedad condensante.

Ambos conceptos se encuentran en la literatura, para funciones definidas en espacios

métricos. Presentamos aquí extensiones de estas definiciones para correspondencias

definidas en espacios uniformes. Además, la definición de familia uniformemente con-

densante, la cual introducimos en la sección 4.3, nos permite obtener resultados de

existencia de puntos fijos comunes para una familia de correspondencias.

4.1. Condiciones orbitales de Banach

Comenzamos esta sección con la definición de condición orbital.

Definición 4.1.1. Sea T : X →C B(X ) una correspondencia. Diremos que

T satisface la condición orbital de Banach (COB), si existe una familia {kλ}λ∈Λ en

[0,1) tal que

dλ(y,T y) ≤ kλdλ(x, y), para todo λ ∈Λ, x ∈ X , y ∈ T x;

T satisface la condición orbital de Banach fuerte (COBF), si existe una familia

47



CAPÍTULO 4. EXISTENCIA DE PUNTOS FIJOS 48

{kλ}λ∈Λ en [0,1) tal que

dλ(y,T y) ≤ kλdλ(x,T x), para todo λ ∈Λ, x ∈ X , y ∈ T x; y

T es débilmente semicontinua superior, si la función hλ : X → [0,∞) dada por

hλ(x) = dλ(x,T x) es semicontinua superior, para todo λ ∈Λ.

Observación 4.1.1. Si T : X → C (X ) es semicontinua superior, entonces T es débil-

mente semicontinua superior. En efecto, sea λ ∈Λ, α> 0,

Uλ,α = {(x, y) ∈ X ×X |dλ(x, y) >α},

y G : X →C (X ×X ) la correspondencia definida por G(x) = {x}×T x. Como G es semi-

continua superior (pues T lo es), entonces

{x ∈ X |dλ(x,T x) >α} = {x ∈ X |G(x)∩Uλ,α =;}

es abierto en X .

A continuación, vemos ciertos tipos de correspondencias que satisfacen la condi-

ción orbital de Banach y la condición orbital fuerte.

Proposición 4.1.1. Sea T : X → C B(X ) una correspondencia que satisface alguna de

las siguientes condiciones, para cada λ ∈Λ:

1. (Nadler) Existe kλ ∈ [0,1) tal que

Hλ(T x,T y) ≤ kλdλ(x, y), para todo x, y ∈ X .

2. (Kannan) Existe kλ ∈ [0,1/2) tal que

Hλ(T x,T y) ≤ kλ(dλ(x,T x)+dλ(y,T y)), para todo x, y ∈ X .

3. (Kannan generalizada) Existe kλ ∈ [0,1/2) tal que

Hλ(T x,T y) ≤ kλmáx{dλ(x,T x),dλ(y,T y)}, para todo x, y ∈ X .
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4. (Chatterjea) Existe kλ ∈ [0,1/2) tal que

Hλ(T x,T y) ≤ kλ(dλ(x,T y)+dλ(y,T x)), para todo x, y ∈ X .

5. (Chatterjea generalizada) Existe kλ ∈ [0,1/2) tal que

Hλ(T x,T y) ≤ kλmáx{dλ(x,T y),dλ(y,T x)}, para todo x, y ∈ X .

6. (Berinde) Existen kλ ∈ [0,1/2) y L ≥ 0 tales que

Hλ(T x,T y) ≤ kλdλ(x, y)+Ldλ(y,T x), para todo x, y ∈ X .

7. (Reich) Existen αλ,βλ,γλ ∈ [0,1] tales que αλ+βλ+γλ < 1, y

Hλ(T x,T y) ≤αλdλ(x, y)+βλdλ(x,T x)+γλdλ(y,T y), para todo x, y ∈ X .

8. (Ciric) Existe αλ ∈ [0,1/2) tal que

Hλ(T x,T y) ≤αλmáx{dλ(x, y),dλ(x,T x),dλ(y,T y),dλ(x,T y),dλ(y,T x)},

para todo x, y ∈ X .

Entonces, T satisface la condición orbital de Banach. Aun más, las contracciones Kan-

nan, Kannan generalizada y Chatterjea generalizada satisfacen la COBF.

Demostración. 1. Sean λ ∈Λ, x ∈ X e y ∈ T x. Luego,

dλ(y,T y) ≤ sup
z∈T x

dλ(z,T y) ≤ Hλ(T x,T y) ≤ kλdλ(x, y),

de modo que T satisface la COB.

2. Si T es Kannan, tenemos, dados λ ∈Λ, x ∈ X e y ∈ T x,

dλ(y,T y) ≤ Hλ(T x,T y) ≤ kλ(dλ(x,T x)+dλ(y,T y)),



CAPÍTULO 4. EXISTENCIA DE PUNTOS FIJOS 50

y entonces (1−kλ)dλ(y,T y) ≤ kλdλ(x,T x). Así,

dλ(y,T y) ≤ kλ
1−kλ

dλ(x,T x),

de modo que T satisface la COBF con constantes kλ/(1−kλ) ∈ [0,1).

3. Seanλ ∈Λ, x ∈ X . Si para algún y ∈ T x, dλ(x,T x) ≤ dλ(y,T y), entonces dλ(y,T y) =
0, de modo que dλ(y,T y) ≤ kλdλ(x,T x). Así, T satisface la COBF.

4. Sean λ ∈Λ, x ∈ X , e y ∈ T x. Luego,

dλ(y,T y) ≤ Hλ(T x,T y) ≤ kλ(dλ(x,T y)+dλ(y,T x)) = kλdλ(x,T y).

Esto, junto con el hecho que dλ(x,T y) ≤ dλ(x, y)+dλ(y,T y), implica

dλ(y,T y) ≤ kλ
1−kλ

dλ(x, y).

Por tanto, T satisface la BOC con constantes kλ/(1−kλ) ∈ [0,1).

5. Para el caso Chatterjea generalizado, sean λ ∈Λ, x ∈ X e y ∈ T x. Luego,

Hλ(T x,T y) ≤ kλdλ(x,T y) ≤ kλ(dλ(x,T x)+Hλ(T x,T y)),

y en consecuencia,

dλ(y,T y) ≤ Hλ(T x,T y) ≤ kλ
1−kλ

dλ(x,T x).

Así, T satisface la COBF con constantes kλ/(1−kλ) ∈ [0,1).

6. Si T es Berinde, sean λ ∈Λ, x ∈ X e y ∈ T x. Luego,

Hλ(T x,T y) ≤ kλdλ(x, y)+Ldλ(y,T x) = kλdλ(x, y).

Como y ∈ T x, entonces dλ(y,T y) ≤ kλdλ(x, y), de modo que T satisface la COB

con constantes kλ ∈ [0,1).

7. Si T es Reich, entonces T es Berinde. En efecto, sean λ ∈ Λ, x, y ∈ X . Ya hemos
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observado que

dλ(y,T y) ≤ dλ(y, z)+dλ(z,T y),

para todo z ∈ T x. Reemplazando y considerando que dλ(x,T x) ≤ dλ(x, z), tene-

mos que

Hλ(T x,T y) ≤ αλdλ(x, y)+βλdλ(x, z)+γλdλ(y,T y)

≤ αλdλ(x, y)+βλ[dλ(x, y)+dλ(y, z)]+γλ[dλ(y, z)+dλ(z,T y)]

= (αλ+βλ)dλ(x, y)+ (βλ+γλ)dλ(y, z)+γλdλ(z,T y)

≤ (αλ+βλ)dλ(x, y)+ (βλ+γλ)dλ(y, z)+γλHλ(T x,T y).

En consecuencia,

Hλ(T x,T y) ≤ αλ+βλ
1−γλ

dλ(x, y)+ βλ+γλ
1−γλ

dλ(y,T x).

Como αλ+βλ+γλ < 1, entonces (αλ+βλ)/(1−γλ) < 1 y (βλ+γλ)/(1−γλ) ≥ 0.

Por tanto, T es Berinde, y satisface la COB como consecuencia.

8. Finalmente, si T es una contracción Ciric, entonces dado λ ∈Λ, x ∈ X e y ∈ T x,

tenemos

Hλ(T x,T y) ≤αλmáx{dλ(x, y),dλ(x,T x),dλ(y,T y),dλ(x,T y),dλ(y,T x)},

pero como y ∈ T x y dλ(x,T x) ≤ dλ(x, y), tenemos

Hλ(T x,T y) ≤αλmáx{dλ(x, y),dλ(y,T y),dλ(x,T y)} ≤αλ[dλ(x, y)+dλ(y,T y)].

En consecuencia,

dλ(y,T y) ≤ αλ

1−αλ
dλ(x, y),

de modo que T satisface la COB con constantesαλ/(1−αλ) ∈ [0,1). Esto completa

la demostración.

Observación 4.1.2. Como parte del aporte de esta tesis, presentamos un nuevo tipo de

contracción (NC) que satisface la COBF. Para ello, sea T : X →C B(X ) tal que

Hλ(T x,T y) ≤ kλ[dλ(x,T y)+dλ(y,T y)],
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donde kλ ∈ [0,1), para cada λ ∈Λ. Notemos que dado x ∈ X e y ∈ T x,

dλ(y,T y) ≤ Hλ(T y,T x) ≤ kλ[dλ(y,T x)+dλ(x,T x)] = kλdλ(x,T x).

En consecuencia, T satisface la COBF con constantes kλ.

4.2. Existencia de punto fijo

En lo que sigue, denotamos, para cada λ ∈Λ y x ∈ X ,

Cλ(x) = {y ∈ T x, |,dλ(x, y) = dλ(x,T x)} e IT (x) = ⋂
λ∈Λ

Cλ(x).

El siguiente lema es una extensión del teorema de Caristi (ver Teorema A.0.1), para

funciones univaluadas.

Lema 4.2.1. (Corolario 12 en [13]) Sea f : X → X una función arbitraria. Supongamos

que para cada λ ∈ Λ, ϕλ : X → R es una función semicontinua inferior y acotada infe-

riormente, tal que para cada x ∈ X ,

dλ(x, f (x)) ≤ϕλ(x)−ϕλ( f (x)).

Entonces, f tiene al menos un punto fijo.

Teorema 4.2.1. Sea T : X → C B(X ) una correspondencia, y supongamos que se satis-

facen las siguientes condiciones:

1. T satisface la condición orbital de Banach,

2. IT (x) es no vacío, para cada x ∈ X , y

3. T es débilemente semicontinua superior.

Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Como T satisface la COB, existe una familia {kλ}λ∈Λ en [0,1) tal que

dλ(y,T y) ≤ kλdλ(x, y), para todo λ ∈Λ, x ∈ X e y ∈ T x.



CAPÍTULO 4. EXISTENCIA DE PUNTOS FIJOS 53

De la condición 2, existe una función de selección f : X → X , es decir, f (x) ∈ T x para

todo x ∈ X , que además satisface dλ(x, f (x)) = dλ(x,T x), para todo λ ∈Λ y x ∈ X . Así,

dλ(x, f (x))−dλ( f (x),T f (x)) ≥ (1−kλ)dλ(x, f (x)).

Definiendo ϕλ : X →R como ϕλ(x) = dλ(x,T x)/(1−kλ), tenemos que

dλ(x, f (x)) ≤ϕλ(x)−ϕλ( f (x)).

Es directo que ϕλ es acotada inferiormente por 0, y por condición 3, ϕλ es semiconti-

nua inferior, para cada λ ∈ Λ. Del lema, existe x∗ ∈ X tal que x∗ = f (x∗), y en conse-

cuencia, x∗ ∈ T x∗. Esto completa la demostración.

La continuidad de las contracciones Nadler nos permiten establecer el siguiente

corolario.

Corolario 4.2.1. Sea T : X →C B(X ) una contracción Nadler tal que IT (x) es no vacío,

para cada x ∈ X . Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Debido a que T es una función continua respecto a las seudo-métricas

de Hausdorff, entonces T es semicontinua superior. En consecuencia, como T satis-

face la condición orbital de Banach, la existencia de punto fijo se sigue del teorema

anterior.

Las siguientes dos proposiciones ilustran casos especiales, donde la condición 2

del Teorema 4.2.1 es válida.

Proposición 4.2.1. Sea f : X → X una función univaluada. Entonces, I{ f }(x) es no va-

cío, donde { f }(x) := { f (x)}, para todo x ∈ X .

Demostración. Sea x ∈ X . Se sigue directamente que f (x) ∈I{ f }(x), pues f (x) ∈ { f }(x),

y además dλ(x, f (x)) = dλ(x, { f }(x)).

Proposición 4.2.2. Sea (X ,d) un espacio métrico completo, y T : X → C B(X ) una co-

rrespondencia. Entonces, IT (x) es no vacío, para todo x ∈ X .

Demostración. Sea x ∈ X . Dado n ∈N\ {0}, sean

Cn(x) = {y ∈ T x |d(x, y) ≤ d(x,T x)+1/n}.
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Definamos de manera recursiva la sucesión

y1(x) ∈C1(x),

yn+1(x) ∈Cn(x)∩B(yn(x),1/2n).

Tenemos así que {yn+p (x)}n∈N\{0} es una sucesión de Cauchy en Cp (x), para cada p ∈
N\ {0}. Sea y∗ el límite de dicha sucesión. Luego,

y∗ ∈ ⋂
p∈N\{0}

Cp (x) =IT (x).

Por tanto, IT (x) es no vacío, lo que completa la demostración.

Corolario 4.2.2. Sean (X ,d) un espacio métrico completo, k ∈ [0,1) y T : X → C B(X )

una correspondencia débilmente semicontinua superior que satisface

d(y,T y) ≤ kd(x,T x), para todo x ∈ X e y ∈ T x.

Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Es directo del Teorema 4.2.1 y Proposición 4.2.2.

Corolario 4.2.3. (Nadler [28]) Sea (X ,d) un espacio métrico completo y T : X →C B(X )

una contracción Nadler. Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Sigue de Proposición 4.2.2 y Corolario 4.2.2.

Corolario 4.2.4. Sea {kλ}λ∈Λ una familia en [0,1) y f : X → X una función continua que

satisface la siguiente condición:

dλ( f (x), f 2(x)) ≤ kλdλ(x, f (x)), para todo x ∈ X , y λ ∈Λ.

Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. La correspondencia { f }(x) = { f (x)} satisface las condiciones del Teore-

ma 4.2.1, de modo que ella tiene un punto fijo.

El siguiente corolario, el cual es un resultado de Tarafdar en [34], es un caso parti-

cular del corolario anterior .
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Corolario 4.2.5. (Tarafdar [34]) Sea F = {kλ}λ∈Λ una familia de constantes en [0,1) y

f : X → X una función F -contractiva, es decir, para todo x, y ∈ X y λ ∈Λ,

dλ( f (x), f (y)) ≤ kλdλ(x, y).

Entonces, f tiene un punto fijo.

Demostración. La función f satisface la condición del corolario anterior.

Observación 4.2.1. Como las correspondencias de la Proposición 4.1.1 satisfacen la

condición orbital de Banach, asumiendo que estas satisfacen las condiciones 2 y 3 del

Teorema 4.2.1, se deduce que cada una de ellas posee un punto fijo.

4.3. Propiedad uniformemente condensante

En esta sección, X denota un espacio uniforme no necesariamente completo. Em-

pezamos recordando la definición de la medida de no-compacidad gamma,γ : B(X ) →
[0,∞], dada por

γ(A) = ı́nf
⋂
λ∈Λ

⋃
F∈〈X 〉

{ϵ> 0 | A ⊆Uλ,ϵ[F ]},

y la medida de no-compacidad de Kuratowski, α : B(X ) → [0,∞] dada por

α(A) = ı́nf
⋂
λ∈Λ

{
ϵ> 0 | A ⊆

n⋃
i=1

Qi , diamλ(Qi ) < ϵ, i = 1, ...,n, n ∈N
}

.

Para algunos resultados en esta sección, es necesario que una medida de no-compacidad

satisfaga una condición adicional. Precisamos a continuación.

Definición 4.3.1. Una función Φ : P (X ) → [0,∞] es una medida de no-compacidad

fuerte, si y solo si, Φ es una medida de no-compacidad que satisface la siguiente con-

dición, para todo A,B ⊆ X :

Φ(A∪B) = máx{Φ(A),Φ(B)}.

En lo que sigue, consideramos Φ una medida de no-compacidad fuerte. Observe-

mos que las medidas definidas en el capítulo anterior (medida de Kuratowski, Haus-

dorff, y gamma) son medidas de no-compacidad fuertes.
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Definición 4.3.2. Sean F una familia de correspondencias de X en P (X ) y T ∈ F .

Diremos que

T es condensante, (o Φ-condensante), si para cada A ∈ B(X ) tal que Φ(A) > 0 y

T (A) ∈B(X ), se cumpleΦ(T (A)) <Φ(A).

F es uniformemente condensante (oΦ-uniformemente condensante), si para to-

do A ∈B(X ) tal queΦ(A) > 0 y
⋃

T∈F T (A) ∈B(X ), se cumple que

Φ

( ⋃
T∈F

T (A)

)
<Φ(A).

Dada F , una familia de correspondencias de X en P (X ), denotamos por TF la

correspondencia de X en B(X ), definida como

TF (x) := ⋃
T∈F

T (x).

Definición 4.3.3. Una correspondencia T : X → P (X ) es compacta, si y solo si, para

todo A ∈B(X ), T (A) es precompacto, y, una familia F es uniformemente compacta, si

TF es compacta.

Observación 4.3.1. Sea F una familia de correspondencias de X en P (X ).

1. Si F es finita y cada T ∈F es condensante, entonces F es uniformemente con-

densante,

2. si TF es compacta, entonces TF es condensante,

3. F es uniformemente condensante, si y solo si, TF es condensante, y

4. si TF es compacta, entonces F es uniformemente condensante.

Observación 4.3.2. Los conceptos y definiciones anteriores se pueden considerar de

manera análoga con funciones univaluadas f : X → X , donde la imagen directa por un

conjunto A ∈P (X ) es la usual. Es decir, f (A) = {x ∈ X | (∃y ∈ X )x = f (y)}.

En la siguiente proposición, mostraremos que las iteraciones de una función uni-

valuada condensante forman una familia uniformemente condensante.



CAPÍTULO 4. EXISTENCIA DE PUNTOS FIJOS 57

Proposición 4.3.1. Sea f : X → X una función condensante. Entonces, { f n}n∈N\{0} es

una familia uniformemente condensante.

Demostración. Sea A ∈B(X ) tal queΦ(A) > 0. Fijemos

B =
∞⋃

n=1
f n(A).

Como B = f (B)∪ f (A), entoncesΦ(B) = máx{Φ( f (B)),Φ( f (A))}. Luego,Φ(B) =Φ( f (B)) <
Φ(A), o bien Φ(B) =Φ( f (B)), lo que implica que Φ(B) = 0, pues f es condensante. En

ambos casos,Φ(B) <Φ(A), que es lo que se quería demostrar.

Otro ejemplo de familias uniformemente condensante son las contracciones Nad-

ler. Pero con una condición intermedia, entre la de ser una familia de correspondencias

compactas y la de ser una familia uniformemente compacta. La siguiente proposición

da cuenta de este hecho.

Proposición 4.3.2. Sea {kλ}λ∈Λ una familia en [0,1), y F una familia de corresponden-

cias T : X →C B(X ) que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para todo T ∈F , x, y ∈ X , Hλ(T x,T y) ≤ kλdλ(x, y), y

2.
⋃

T∈F T x es precompacto, para todo x ∈ X .

Entonces, F es γ-uniformemente condensante.

Demostración. Sean A ∈B(X ), ϵ> γ(A), λ ∈Λ y a1, . . . , ar ∈ X tales que

A ⊆Uλ,ϵ[a1]∪·· ·∪Uλ,ϵ[ar ].

Por la condición 1, se tiene Hλ(T x,Tai ) ≤ kλdλ(x, ai ) < kϵ, para todo x ∈Uλ,ϵ[ai ], i ∈
{1, . . . ,r }, y todo T ∈F . Luego,

T (A) ⊆Uλ,kλϵ[Ta1]∪·· ·∪Uλ,kλϵ[Tar ], para todo T ∈F ,

y en consecuencia,

⋃
T∈F

T (A) ⊆ ⋃
T∈F

Uλ,kλϵ[TF (a1)]∪·· ·∪Uλ,kλϵ[TF (ar )].
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Por la condición 2, TF (ai ) es precompacto, para todo i ∈ {1, . . . ,r }. Así, para todo η> 0

y todo i ∈ {1, . . . ,r }, existe Gi = {bi ,1, . . . ,bi ,mi } ⊆ TF (ai ) tal que TF (ai ) ⊆Uλ,kλϵ[Gi ]. Por

tanto,

⋃
T∈F

T (A) ⊆ ⋃
T∈F

Uλ,(η+kλϵ)[G1]∪·· ·∪Uλ,(η+kλϵ)[Gr ] = ⋃
T∈F

Uλ,(η+kλϵ)[G],

donde G =G1 ∪·· ·∪Gr . Como ϵ>α(A) y η> 0 son arbitrarios, se sigue que

γ

( ⋃
T∈F

T (A))

)
≤ kλγ(A).

Por lo tanto, si γ(A) > 0, entonces γ (
⋃

T∈F T (A))) < γ(A). Esto prueba que F es γ-

uniformemente condensante, lo que completa la demostración.

En el caso que X sea compacto, la propiedad de ser uniformemente condensante

se deduce de la semicontinuidad superior.

Proposición 4.3.3. Sean X un espacio uniforme compacto y F una familia de funciones

de X en C (X ) semicontinuas superior. Entonces, F es uniformemente condensante.

Demostración. Supongamos que las funciones T ∈F son semicontinuas superior. Por

Teorema 1.1.3, TF es semicontinua superior. En consecuencia, por Teorema 1.1.2, TF (X )

es compacto. Por ende, TF es uniformemente condensante.

Como veremos en el siguiente ejemplo, una familia de funciones (univaluadas o

multivaluadas) condensantes, no necesariamente es una familia uniformemente con-

densante, de modo que estos conceptos no son superfluos.

Ejemplo 4.3.1. Sean X un espacio de Banach real, a ∈ X y A = B(a,1) la bola de centro

a y radio 1. Para cada x ∈ X , definamos Tx : X → X como la función constante en x,

es decir, Tx(y) = x, para todo y ∈ X . La familia F = {Tx}x∈A no es α-uniformemente

condensante, pues

α

( ⋃
x∈A

Tx(A)

)
=α(A),

pero, según Proposición 3.1.4,α(A) = 2 > 0. Sin embargo, cada función Tx esα-condensante,

ya que α(Tx(B)) = 0, para todo B ∈B(X ).

Los siguientes resultados brindan información topológica del conjunto de puntos

fijos de funciones condensantes y familias uniformemente condensantes.
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Lema 4.3.1. Sea T : X → B(X ) una correspondencia Φ-condensante. Entonces, Fix(T )

es precompacto (eventualmente vacío).

Demostración. Es directo que Fix(T ) ⊆ T (Fix(T )), de lo que se deduce el acotamien-

to de Fix(T ), y Φ(Fix(T )) ≤ Φ(T (Fix(T ))). Suponiendo que Φ(Fix(T )) > 0, se obtiene

Φ(Fix(T )) < Φ(Fix(T )). Esta contradicción implica Φ(Fix(T )) = 0, lo que completa la

demostración.

Corolario 4.3.1. Sea T : X → C B(X ) una correspondencia condensante y débilmente

semicontinua inferior. Entonces, Fix(T ) es compacto (eventualmente vacío).

Demostración. De la semicontinuidad superior se deduce que Fix(T ) es cerrado y, por

Lemma 4.3, Fix(T ) es compacto.

Teorema 4.3.1. Sea F una familia de correspondencias T : X → P (X ) uniformemente

condensante. Entonces,
⋃

T∈F Fix(T ) es precompacto.

Demostración. Por Observación 4.3.1 y la hipótesis, TF es condensante. Así, el resul-

tado se deduce del lema anterior, pues
⋃

T∈F Fix(T ) = Fix(TF ), lo que completa la de-

mostración.

Observación 4.3.3. Para el lema 4.3.1, no es necesaria la condición fuerte de Φ. Por

ende, el corolario 4.3.1 y teorema 4.3.1 son válidos para una medida de no-compacidad

arbitraria, no necesariamente fuerte.

Corolario 4.3.2. Bajo los supuestos de Proposición 4.3.2,
⋃

T∈F Fix(T ) es precompacto.

Demostración. Es directo de Proposición 4.3.2 y el teorema anterior.

El corolario precedente es una generalización de un resultado de Saint-Raymond

en espacios métricos, el cual enunciamos a continuación.

Corolario 4.3.3. (Teorema 1, [32]) Sean (X ,d) un espacio métrico completo, k ∈ [0,1) y

T : X →K (X ) una correspondencia Nadler:

H(T x,T y) ≤ kd(x, y), para todo x, y ∈ X .

Entonces, Fix(T ) es compacto.

Demostración. Consecuencia directa del corolario anterior.
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4.4. Un resultado tipo Mönch

Sean X un espacio uniforme, A ⊆ X y C una familia de subconjuntos de X . La C -

envoltura de A se define como

coC (A) :=⋂
{C ∈C | A ⊆C }.

Se dice que C es una familia estable, si las dos condiciones siguientes se cumplen:

1. para cada C ′ ⊆C ,
⋂

C ′ ∈C , y

2. para cada A ∈B(X ), coC (A) ∈B(X ) yΦ(coC (A)) =Φ(A).

Una familia estable puede ser la de conjuntos cerrados en un espacio uniforme arbitra-

rio, o la familia de conjuntos convexos, o cerrados y convexos en un espacio vectorial

topológico. Trivialmente, B(X ) es también una familia estable.

Sean C una familia estable de subconjuntos de X y E ⊆ X . Se dice que G : E â X es

una correspondencia KKM extendida, si se tiene

coC (A) ⊆G(A) = ⋃
x∈A

G(x),

para todo subconjunto finito A de E . Diremos que G es una correspondencia fuerte-

mente KKM extendida si, para cada x ∈ E ,

1. x ∈G(x), y

2. G∗(x) = coC (G∗(x)), donde G∗(x) = X \G−1(x).

Las evaluaciones en G−1 y G∗ suelen llamarse fibras y cofibras de G , respectivamente.

Las correspondencias fuertemente KKM extendidas son un caso particular de las

correspondencias KKM extendidas, como vemos a continuación.

Proposición 4.4.1. Sean C una familia estable de subconjuntos de X , E ∈C y G : E â E

una correspondencia fuertemente KKM extendida. Entonces, G es KKM extendida

Demostración. Sean A un subconjunto finito de E , e y ∈ coC (A). Como y ∈ G(y), en-

tonces y ∈G∗(y), por lo que coC (A) no está contenido en G∗(y) = coC (G∗(y)). En con-

secuencia, existe x ∈ A tal que x ∉G∗(y), por lo que y ∈G(x). Esto completa la demos-

tración.
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Proposición 4.4.2. Sean C una familia estable de subconjuntos de X , E ∈ C y G : E →
P (X ) una correspondencia tal que G∗ no es KKM extendida. Entonces, las dos siguientes

condiciones se satisfacen:

1. Existe y ∈ E tal que y ∈ coC (G(y)), y

2. G tiene un punto fijo, siempre que G(x) = coC (G(x)), para todo x ∈ E.

Demostración. De lo asumido, existe un subconjunto finito A de E e y ∈ coC (A) tales

que y ∉ G∗(A). Así, y ∈ ⋂
x∈A G−1(x). En consecuencia, para todo x ∈ A, x ∈ G(y). Esto

implica coC (A) ⊆ coC (G(y)), lo que demuestra 1. Como 2 se deduce de 1, la demostra-

ción está completa.

El siguiente resultado es de tipo Mönch. Un resultado de este tipo permite en-

contrar subconjuntos invariantes de familias uniformemente condensantes, bajo cual-

quiera de las medidas de no-compacidad definidas en el capítulo precedente

Teorema 4.4.1. Sean C una familia estable de subconjuntos de X , M ∈C ∩B(X ) com-

pleto (con la uniformidad subespacio), y F una familia de correspondencias uniforme-

mente condensantes, de M en P (M). Supongamos además que al menos una de las dos

condiciones siguientes se satisfacen:

1. Cada C ∈C es cerrado, o

2. cada T ∈F es semicontinua superior.

Entonces, existe K ∈C compacto no vacío, y tal que T (K ) ⊆ K , para todo T ∈F .

Demostración. Sea m ∈ M . Definimos los siguientes conjuntos:

Σ= ⋂
T∈F

{K ∈C |K ⊆ M , m ∈ K y T (K ) ⊆ K }, B = ⋂
K∈Σ

K , y

C = coC

(
{m}∪ ⋃

T∈F

T (B)

)
.

Se tiene que B es invariante para cada T ∈ F . En efecto, T (B) ⊆ ⋂
K∈ΣT (K ) ⊆ B , para

cada T ∈ F . Como m ∈ M ,
⋃

T∈F T (B) ⊆ B y B ∈ C , entonces C ⊆ B . En consecuencia,

para cada T ∈ F , T (C ) ⊆ T (B) ⊆ C , de modo que C ∈ Σ y B ⊆ C . Se obtiene entonces
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B =C .

Por la estabilidad de C como familia, se tiene

Φ(C ) =Φ
(

{m}∪ ⋃
T∈F

T (B)

)
=Φ

( ⋃
T ∈F

T (B)

)
=Φ

( ⋃
T∈F

T (C )

)
,

y como F es uniformemente condensante, entonces C es precompacto. Así, B es no

vacío, precompacto y para todo T ∈F , T (B) ⊆ B . Si se satisface la condición 1, B es pre-

compacto y cerrado dentro de M , y entonces es compacto que cumple las condiciones

del enunciado. Si por otro lado, se satisface la condición 2, consideremos K = B . Como

cada T ∈ F es semicontinua superior, entonces T −1(K ) es cerrado y K es compacto,

debido a la completitud de M . En consecuencia, K ⊆ T −1(K ) y por tanto T (K ) ⊆ K ,

para todo T ∈F . Esto completa la demostración.

El teorema de Kakutani-Fan-Glicksberg (Teorema A.0.3) admite una extensión, que

enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 4.4.1. Sea X un espacio vectorial topológico real, M un subconjunto de X

acotado, completo y convexo. Sea F una familia de funciones de M en sí mismo, uni-

formemente condensante y cada una semicontinua superior, tal que {T x}T∈F satisface

la propiedad de la intersección finita, para todo x ∈ M. Entonces, existe un punto fijo

común para la familia F , es decir, existe x∗ ∈ M tal que x∗ ∈ T x∗, para todo T ∈F .

Demostración. Por Teorema 4.4.1, existe un subconjunto K de X compacto, convexo

no vacío, tal que para todo T ∈F , T (K ) ⊆ K . Sea G : K → 2K la correspondencia defini-

da por Gx =⋂
T∈F T x. Como T x es compacto, para cada T ∈F y x ∈ K , se sigue que Gx

es no-vacío. Además, G es semicontinua superior, por Teorema 1.1.1. Así, por Teorema

A.0.3, existe x∗ ∈ M tal que x∗ ∈Gx∗. Esto completa la demostración.

A continuación, enunciamos una versión condensante del teorema de punto fijo

de Markov-Kakutani.

Corolario 4.4.2. Sea X espacio vectorial topológico real, M un subconjunto de X com-

pleto, acotado y convexo. Sea F una familia de funciones de M en sí mismo, unifor-

memente condensante, continuas y que conmutan vía composición. Entonces, existe

x∗ ∈ M tal que x∗ ∈ T x∗, para todo T ∈F .

Demostración. Se sigue de Teorema 4.4.1 y del teorema de Markov-Kakutani clásico.
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Definición 4.4.1. Sean X un espacio vectorial y M un subconjunto convexo de X . Una

aplicación T : M → X se dice afín, si para todo x, y ∈ M y t ∈ [0,1], T (t x + (1− t )y) =
tT x + (1− t )T y .

Análogamente, y para concluir el capítulo, enunciamos una versión condensante

del teorema de punto fijo de Kakutani.

Corolario 4.4.3. Sean X un espacio vectorial topológico localmente convexo, M un sub-

conjunto de X no vacío, metrizable, acotado, completo y convexo, y F una familia de

funciones afines de M en sí mismo, uniformemente condensante y equicontinuo. Enton-

ces, existe x∗ ∈ M tal que T x∗ = x∗, para todo T ∈F .



Apéndice A

Apéndice

Teorema A.0.1. [9] Sea (X ,d) un espacio métrico completo, f : X → X una función y

ϕ : X → R+ una función semicontinua inferior tal que d(x, f (x)) ≤ϕ(x)−ϕ( f (x)), para

todo x ∈ X . Entonces, f tiene un punto fijo.

Teorema A.0.2. (Markov-Kakutani, Teorema V-10.6 en [10]) Sean E un espacio vectorial

topológico, K subconjunto compacto y convexo de E. Sean F una familia de funciones

lineales continuas que mapean K en sí mismo, y además conmutan con la composición.

Entonces, existe x∗ ∈ K tal que T x∗ = x∗, para todo T ∈F .

Teorema A.0.3. [11, 19] Sean E un espacio vectorial topológico localmente convexo, M ⊆
E compacto, convexo no vacío, y F una familia equicontinua de funciones afines de M

en sí mismo, que además es un grupo con la composición. Entonces, existe x∗ ∈ M tal

que T x∗ = x∗, para todo T ∈F .

Teorema A.0.4. (Borsuk,[6]) Si S es una esfera en un espacio normado de dimensión n,

y A1, . . . , An es un cubrimiento cerrado de S, entonces existen Ak y x, y ∈ Ak tales que

x =−y. En particular, diam(Ak ) ≥ diam(S).
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