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Resumen

Esta tesis tiene como objetivo desarrollar la propiedad de condensacion en multi-
funciones definidas sobre un espacio uniforme, lo que permite establecer resultados
de punto fijo, con lo que se generalizan y obtienen variantes condensantes de teore-
mas clésicos existentes en la literatura. Este estudio, cuyos resultados se establecen
en el contexto de espacios uniformes, busca unificar la teoria métrica y topoldgica de
punto fijo.

Ademas de la Introduccion, esta tesis estd organizada en los siguientes cuatro ca-
pitulos:

1. Capitulo 1: Contiene preliminares sobre multifunciones y espacios vectoriales

topologicos.

2. Capitulo 2: Se establecen definiciones y propiedades elementales de los espacios
uniformes.

3. Capitulo 3: El concepto de medida de no-compacidad en espacios uniformes,
que aqui se presenta, es una extension natural de aquél definido en espacios

métricos y seudo-métricos.

4. Capitulo 4: Se presentan en este capitulo los principales aportes de la tesis. Estos
consisten en nuevos resultados de punto fijo multivaluado, mediante adaptacio-

nes de la condicion orbital de Banach y la propiedad condensante.
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Introduccion

La propiedad de condensacion es un concepto existente en la teoria de medidas
de no compacidad, la cual tiene implicaciones significativas en la teoria del punto fi-
jo. Una medida de no compacidad cuantifica la diferencia entre un conjunto acotado
y uno precompacto y nos permite definir una propiedad de condensacidn, tanto pa-
ra funciones como para correspondencias. En consecuencia, cuando la compacidad
no esta presente, en la definicion de algunos operadores, esta debilidad puede a me-
nudo eliminarse mediante una propiedad de condensacion adecuada. Kuratowski en
[25] introdujo el concepto de medida de no compacidad para caracterizar la compa-
cidad relativa en espacios métricos completos. Sadowskii en [31] definié6 la funcién de
condensacion en un espacio de Banach, generalizando el conocido teorema del pun-
to fijo de Schauder [33]. Al extender esta definicién a espacios localmente convexos,
Himmelberg et al. en [21] demostraron un teorema de punto fijo en este contexto mas
amplio, generalizando incluso el correspondiente resultado de Tychonov [35]. Apar-
te de los precursores del concepto, mencionamos ademas a Bands y Goebl [5], Furi y
Vignoli [16) 18], Monch [27], y Rakocevi¢ [30], entre otros.

La teoria del punto fijo ha tenido un desarrollo paralelo en dos contextos. A saber,
la teoria métrica, basada en el teorema del punto fijo de Banach [4], para contracciones
definidas en espacios métricos, y la teoria topolégica, que se apoya en el teorema de
punto fijo de Brouwer [8]. Varios resultados que involucran funciones unidimensiona-
les y de conjunto, definidas en espacios vectoriales topoldgicos, utilizan este teorema.
Dado que, en general, los espacios vectoriales topolégicos no son metrizables y los
espacios métricos no requieren de una estructura algebraica o vectorial, la teoria del
punto fijo adolece de una falta de unidad, en este sentido. Sin embargo, ambos tipos
de espacios admiten una estructura uniforme. Es la raz6n principal por la que en esta
tesis los resultados se enuncian en el contexto de espacios uniformes.

De acuerdo a lo existente en la literatura, la condicion orbital de Banach y la pro-
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piedad de condensacién, para funciones y correspondencias, son importantes instru-
mentos en la teoria del punto fijo. Por esta razon y por la necesidad de avanzar hacia
una unificacion de la teoria del punto fijo, nuestros resultados y conceptos requeri-
dos se establecen en espacios uniformes. Es asi como definiciones clasicas de contrac-
ciones en espacios métricos, para funciones y multifunciones, admiten extensiones a
espacios uniformes. Del mismo modo, el concepto de contraccién de Banach, exis-
tente en espacios métricos, se extiende a espacios uniformes. Este hecho, nos permite
demostrar, en este nuevo escenario, resultados de punto fijo para funciones y multi-
funciones. Un avance parcial de esta unificacion se desarroll6 en [29], y sus principales
resultados aparecieron en [14].

Como en el caso métrico, mediante una adecuada definicién de medida de no
compacidad en espacios uniformes, definimos condensacion para funciones y mul-
tifunciones. Ademads, para familias de éstas, definimos condensacion uniforme, lo cual
nos permite generalizar el teorema Monch, presentado en [12] y derivar algunos teore-
mas de punto fijo que generalizan resultados existentes en la literatura, tales como los
teoremas de punto fijo de Kakutani-Fan-Glicksberg [11} [19], Kakutani [23] y Markov-
Kakutani [23,26]. Una sintesis de estos resultados se encuentra bajo revision en [15].

Aparte de la presente introduccion, esta tesis contiene cuatro capitulos, que des-
cribimos a continuacion. En el capitulo (1, se presentan algunas notaciones y hechos
que se utilizardn mds adelante, respecto a multifunciones y espacios vectoriales topo-
l6gicos. En el capitulo 2} se abordan los elementos principales de espacios uniformes,
tales como su caracterizacion, conceptos de acotamiento, completitud, precompaci-
dad, entre otros. En el capitulo 3} se define el concepto de medida de no-compacidad
abstracta, primero en espacios seudo-métricos, y luego en espacios uniformes, junto
con aquellas medidas de no compacidad cldsicas existentes en la literatura, las cuales
también admiten la correspondiente extension a espacios uniformes, como es el caso
de las medidas de no compacidad de Hausdorff y Kuratowski. Finalmente, en el capitu-
lo |4} se aborda, primero, el concepto de condicién orbital de Banach estandar y fuerte
para multifunciones, y se presentan extensiones de algunas contracciones existentes
en el contexto de espacios métricos. La existencia de punto fijo comtn, para familias
de funciones y multifunciones, es estudiada mediante la propiedad de condensacién
uniforme. Adicionalmente, en este capitulo se presenta una version del teorema de

Monch y algunas de sus aplicaciones.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Correspondencias

Comenzamos esta secciéon con definiciones y propiedades elementales, que seran
de utilidad para el desarrollo de esta tesis.

Definicion 1.1.1. Sean X, Y conjuntos. Una correspondencia (también llamada mul-
tifuncion) de X en Y, es una funciéon T : X — 22(Y), donde £2(Y) denota el conjunto
potencia de Y. Se le suele denotar T: X = Y, ydado x € X, denotamos Tx = T (x).

Observacion 1.1.1. Sean T: X =Y, Ac X,y B< Y, denotamos:

» T(A) = Tx,

XEA

» TYB)={xeX|TxNnB# 24y
» TYB)= (T Y(B)°".

En el desarrollo de esta tesis, salvo este capitulo, consideraremos correspondencias
T:X — A(X),donde X es un espacio topolégico, y #(X) una familia de subconjuntos
de X. Algunas notables son

n €(X)={AeP(X)|Aescerrado },
n K (X)={AcP(X)|Aescompacto}.

SiT: X — €(X), diremos que T tiene imdgenes cerradas, y si T : X — # (X), diremos

que T tiene imdgenes compactas.
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Definiciéon 1.1.2. Sean X, Y espacios topoldgicosy T : X = Y. Diremos que

» T es semicontinua inferior, siy solo si, para cada G abierto en Y, T~!(G) es abier-
toen X,

» T es semicontinua superior, siy solo si, para cada F cerrado en Y, T~ !(F) es ce-
rradoen X,y

» T es continua, si T es semicontinua superior e inferior.

Observacion 1.1.2. La semicontinuidad superior de T equivale a las siguientes condi-

ciones:
1. T*(B) es abierto, para todo abierto Bde Y,y

2. para todo x € X y toda vecindad U de Tx, existe vecindad V de x tal que z€ V

implica Tz < U.
Y la semicontinuidad inferior de T equivale a las siguientes condiciones:
1. T*(B) es cerrado, paratodo B < Y cerrado, y

2. paratodo x € X y todo abierto U en Y tal que Un Tx # @, existe V vecindad de x
tal que z € Vimplica TznU # @.

Lema 1.1.1. (Teorema 17.10en [1]) Si T : X = Y es una correspondencia semicontinua
superior con imdgenes cerradas, e Y es regular, entonces el conjunto

Gr(l)={x,y)e XxY|yeTx}

es cerrado con la topologia producto.

Demostracion. Supongamos que (x,y) ¢ Gr(T), es decir, y ¢ Tx. Como Tx es cerrado
e Y esregular, existen vecindades abiertas de V' y W Tx e y respectivamente, tales que
VNW =@.Asi, U= T (V) es abierto, y U x W es una vecindad de (x, y) disjunta de

Gr(T), lo que prueba que su complemento es abierto. O

Lema 1.1.2. (Teorema 17.25.2 en [1]) Sean T,S: X = Y correspondencias tales que S es
semicontinua superior con valores compactos, y Gr(T) del lema anterior es cerrado. En-

tonces, la correspondencia R : X = Y dada por Rx = Tx N Sx, es semicontinua superior.
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Demostracion. Sea x € X y W vecindad de Rx en Y. Notemos que K = Sx\ W es com-
pacto, y eventualmente vacio. Si K = @, entonces N = S¥(W) es vecindad de x que
satisface R(N) < W.Si K # @, sea y € K, luego y ¢ Tx, de modo que (x, y) ¢ Gr(T). Co-
mo Gr(T) es cerrado, para cada y € K, existen vecindades U, de x y V), de y tales que
Uy xV,nGr(T) = ¢. Asi, existe {yy,..., y,} € K finito tal que V), ,..., V), recubre K. Sean
V=V, U0V, U=S"WuV)yN=UnU; Uy). Notemos que

xVINnGr(T)=¢g.

(e

Ahora, como Sx < (Sx\W)uW < Vu W, y S es semicontinua superior, entonces N es
vecindad de x. De este modo, se obtiene R(NN) < W. Esto completala demostraciéon. [

Teorema 1.1.1. Sean {T)} ca una familia de correspondencias entre dos espacios topo-
logicos X e Y con imdgenes cerradas (T x es cerrado, paracadaxe€ X),yT: X =Y la
correspondencia definida por

Tx:=[) Tax.
AeA

Si cada correspondencia T) es semicontinua superior, ademds, existe v € A\ tal que T, x
es compacto, para cada x € X, e Y es regular, entonces T es semicontinua superior.

Demostracion. Sea T, la correspondencia con imédgenes compactas. Como Y es regu-
lary cada T) tiene imégenes cerradas, entonces

Gr(T)) ={x, ) e XxY|ye Tyx}
es cerrado, para cada A € A. Se tiene entonces que

Gr(T) = () Gr(Ty,
AeA
el cual es cerrado. Ademads, para cada x € X, Tx = Txn Ty x, la cual, por Lema 1.1.2, es

semicontinua superior. Esto completa la demostracion. O

Teorema 1.1.2. Sea T : X = Y una correspondencia semicontinua superior tal que T x

es compacto, para cada x € X. Si X es compacto, entonces T (X) es compactoenY .

Demostracion. Sea {Uj}1ca un cubrimiento abierto de T(X). Como cada Tx es com-

pacto, con x € X, entonces existe un subcubrimiento finito Uy, ,...,Uy, Sea V, =

(x0),x*
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Uy, U---UlUy,,, .- Entonces, Wy = T~!(Vy) esuna vecindad de x, de modo que {Wy} ye x

es cubrimiento abierto de X. Como X es compacto, existe un subcubrimiento finito

Wy, ..., Wy,. De esto, se obtiene que los abiertos {Uy, . |j=1,...,r,i =1,...,n(x;)} son
)

un subcubrimiento finito de T'(X). Esto concluye la demostracion. O

Teorema 1.1.3. Sea {T) : X = Y} ep una familia de correspondencias sobre espacios
topologicos, y denotemos T la correspondencia de X en Y definida por

Tx:= | Thx.
AEA

Si cada correspondencia T) es semicontinua inferior, entonces T es semicontinua supe-

rior.

Demostracion. Sea G un abierto en Y. Se tiene

T~4G)

fxex1(Unanosal

AEA

{xeXl U(T,lxﬂG)?f(Zﬁ}

AEA

U 7,716,

AEA

el cual es abierto en X. Esto completa la demostracion.

1.2. Espacios vectoriales topolégicos

Definicion 1.2.1. Sea V un K—espacio vectorial (K = C 6 R). Diremos que V es un espa-
cio vectorial topolégico (EVT), siy solo si, existe una topologia en V, llamada topologia

vectorial, tal que:
1. Paratodo x € V, {x} es cerrado, es decir, V es T}, y

2. las funciones suma y producto por escalar, dadaspor+: VxV - Vy-:KxV —
V, son continuas en V x V y K x V, respectivamente.

Definicion 1.2.2. Sean V un espacio vectorial sobre K y A < V. Diremos que
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= Aes convexo, siysolo si, paratodo t€[0,1], tA+(1—-t)A< A,
= Aes balanceado, siy solo si, paratodo A e K talque |A| < 1,setiene AL AC A,y

» la envoltura convexa (o cdscara convexa) de A es el conjunto
co(A) =[){CIA<C, C convexo }.

Denotaremos ademas co(A) = co(A).

Definicion 1.2.3. Sea V un espacio vectorial topolégico. Diremos que V es localmente
convexo, siy solo si, para todo x € V' y U vecindad de x, existe W vecindad convexa de
xtalque W c U.

Definicion 1.2.4. Sean X un espacio vectorial topolégico y A < X. Diremos que A es
acotado en el sentido de Von Neumann, si y solo si, para toda vecindad V de 0, existe
t>0talque ActV.



Capitulo 2

Elementos de espacios uniformes

2.1. Definiciones y caracterizacién

Los espacios uniformes se desarrollan con el objetivo de extender y generalizar
conceptos y propiedades conocidas sobre los espacios métricos, tales como completi-
tud, precompacticidad y continuidad uniforme. Varios de los resultados que expone-

mos se presentan en [24] y [7].

Definicion 2.1.1. Sean X un conjunto no vacio y 4, % dos colecciones de subconjun-

tos de X. Diremos que % es un filtroen X, siy solo si:
l. p¢ &,
2. siA,Be &%,entonces ANBe Z,y
3. siAe #y Ac B, entonces B € &.
Y diremos que 98 es una base de filtro en X si:
1. ¢ B,y

2. siA,Be %, existe Ce Btalque C< ANB.
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Definicion 2.1.2. Sea X un conjunto no vacio. Diremos que una coleccién
U < P (X x X) es una uniformidad (o estructura uniforme) en X, silas siguientes con-

diciones se satisfacen:
1. % esunfiltroen X x X,
2. paracadaU €%, U '€ %,donde U™ = {(x,y) € X x X|(y,x) € U},
3. paracadaUe%,AcU,donde A={(x,y) e Xx X|x=y},y

4, paracada U € %, existe V € % talque VoV c U, con

VoV ={(xy e XxX|3zeX)((x,2),(2,y) € V)}.

Diremos que el par (X, %) es un espacio uniforme. Los elementos de % los llamaremos

entourages de la uniformidad %.

Ejemplo 2.1.1. Sea (E, d) un espacio métrico. Es directo que E es un espacio uniforme,

pues la coleccion 8 = {Ug}¢~o, con
Us={(x,y) e ExE|d(x,y) <€}
verifica que su filtro generado:
F(B)={Aec P(X xX)|(Fe>0)(Ue < A}

es una uniformidad en E.

Ejemplo 2.1.2. Sea X un espacio vectorial topolégico (real o complejo). La topologia
vectorial de X induce una estructura uniforme. En efecto, consideremos, para cada V
vecindad de 0, el conjunto Uy = {x,y) € X x X|x—y € V}. Lacoleccién & = {Uy}y sobre
todas las vecindades de 0 es una base de filtro en X, y su filtro generado

F(B)={Ae P (X xX)| Uy € B)(Uy < A)},

es una uniformidad en X.
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Ejemplo 2.1.3. Como un caso mds general que el ejemplo anterior, consideremos (G, -)
un grupo topolégico, y e neutro. Para cada V vecindad de e, consideremos los conjun-
tos

Uy={x,)eGxGlx - yeV}, U ={(x,1)) eGxG|x-y LeV}.

Las colecciones 8, = {Uy}y, B> = {U"}y sobre todas las vecindades de e, son bases de

filtro, y sus filtros generados
F(B1) ={Ae 2(Gx G)|FUy € 1)Uy < A)},

F (Bo) ={A€ P(GxG)|AUY € By)(UY < A)},

son uniformidades en G, llamadas uniformidad izquierda y derecha de G, respectiva-

mente.

Definicién 2.1.3. Un subconjunto no vacio 98 < % es una base de la uniformidad %,
siy solo si, paratodo U € %, existe Ve Btalque V < U.

Definicién 2.1.4. Una funcién entre espacios uniformes F : (X,%) — (Y, V) es unifor-
memente continua, siy solo si, paratodo Ve 7, (fo)_l(V) €%,donde fxf: XxX —
Y x Y estd dada por (f x f)(x,y) = (f(x), f(¥)).

Sean (X,%) un espacio uniforme, a € X, A un subconjunto no vaciode Xy U € %.
Denotaremos
Ulal={xe X|(a,x) e U}, y U[A] = U Ulal.

acA

Consideraremos a X dotado de la siguiente topologia, llamada topologia uniforme:
T={AeZ(X)|(Vxe A)QU € %) (U[x] < A)}.

Es bien sabido (ver [24]) que la uniformidad % es generada por una familia satura-
da y separadora de seudo-métricas uniformemente continuas {dy}) < en X, es decir,
satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada Ay p en A, existe v € A tal que méax{d,(x, y),du(x, y)} < dy(x,y), para
todoxeyen X,y

2. paracada x e y en X distintos, existe A € A tal que d,(x, y) > 0.
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Denotaremos por {U) ¢} 1en e>0 €l sistema fundamental de entourages de %, donde

Ure =1x, ) € X x X|d)(x,y) <e€}.

2.2. Acotamiento

A continuacion, presentaremos el concepto de acotamiento en espacios uniformes,
introducido por Atkin y Hejcman en [3] y [20], respectivamente.

En un conjunto arbitrario X, denotamos por (X) la coleccién de todos los subcon-
juntos finitos de X.

Definicion 2.2.1. Sean (X,%) un espacio uniforme y A € X. Diremos que

= A es acotado (o también acotado en X), siy solo si, para cada U € %, existen
Fe(X)ymeNtalesque A< U™[F],donde U" =Uo---0U (m-veces),

» A es acotado en si mismo si A es acotado en (A,% 4), donde % 4 denota la unifor-
midad subespacio
Us={UNAx AU €U},

= Aes precompacto (o totalmente acotado) si A es acotado en X con m = 1.

En un espacio uniforme (X, %), denotamos los siguientes conjuntos de interés:
n B(X)={AeP(X)|Aes acotado}.

n 6(X)={Ae€P(X)|Aescerrado}.

» CB(X) =€ (X)NAB(X).

» TAB(X)={AeP(X)|Aesprecompacto }.

Observacion 2.2.1. La condiciéon de acotamiento es suficiente para los entourage de
alguna base de %, e incluso para entourage simétricos.

Para la condicién de acotamiento, es suficiente considerar el conjunto F de la defi-

nicién 2.2.1 contenido en A, como vemos a continuacion.

Proposicion 2.2.1. Sean (X,%) un espacio uniformey A< X. Entonces, A es acotado, si
y solo si, para cada U € %, existen F € (A) y m € N tales que A< U™ [F].
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Demostracion. La condicién necesaria es un caso particular de la definicién. Ahora,
sean U € % y V € % entourage simétrico tal que VoV < U. Existen x,...,x, en X y

m € N tales que

n
ASV™xy,..., xp0] = | V™ xi].
i=1

Supongamos sin pérdida de generalidad que An V" [x;] # @, para cada i € {1,...,n}.
Sea y; € An V"™ [x;], luego,

VxS VIV il = Ve V™ yil = U yil.

En consecuencia,
ASV™x1,..., x)) U™ Y10, Ynl.

O

Lema 2.2.1. Sean (X,%) e (Y, V') espacios uniformes, A< X y f:(X,%) — (Y, V) unifor-
memente continua. Si A es acotado, entonces f(A) es acotado en Y (y en consecuencia,
f(A) también). Mds atin, si A es acotado en si mismo, entonces f(A) y f (A) son acotados

en si mismos.

Demostracion. Sea W € 7, luego, (f x f)_1 (W) e,y como A es acotado, existen F €
(X)y meN tales que
Ac((fxH T m)" R

Por otro lado, tenemos que

(= o) ] ewn rm.

En efecto, dado x € ((fx f)_l(W))m [F], existen y € Fy zj,...,2;,—1 en X tales que
(,21),..-,(Zm-1,%) € (f x f)"1(W). En consecuencia, (f(¥), f(21)),..., (f(zm-1), f(x)) €
W, de modo que f(x) e W™[f(y)],y f(x) € W™[f(F)]. Asi, f(A) < W™ [f(F)],y enton-
ces

fAysw™Hfm],

puessi y € f(A), entonces para W € 7, existe a € Atal que (f(a), y) € W. Por lo anterior,
existen wy,..., w;,—1 en Y yze Ftales que (f(z), w1),..., (Wm-1, f(a@),(f(a),y) e W.De
este modo, y € W™ [f(F)]. Como f(A) € W™ [f(F)] y F es finito, entonces f(A) es
acotado.
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Para la dltima asercidn, hay que notar que las funciones

Flas(A,%x) — (A, V), t:(f(A, V) — (f(A),Vm),

con ¢ la inclusién, son funciones uniformemente continuas. Si A es acotado en si mis-
mo, entonces f(A) es acotado en si mismo por f|4, y en consecuencia, f(A) también
lo es por t. O

Proposicion 2.2.2. Sean (X,%/) un espacio uniformey A,B < X.

1. Si A esacotado en X y B < A, entonces B es acotado en X. Mds atin, si Ay B son

acotados, entonces AU B también es acotado en X.
2. Si A es acotado en si mismo, entonces es acotado en X.

3. Si Ay B son acotados en si mismos, entonces son acotados en (AU B,% a,p). Ade-
mds, AU B es acotado en si mismo.

Demostracion. 1. Supongamos que A es acotadoy B < A. Dado U € %, existen m €
Ny F € (X) tales que B < A< U™[F], de modo que B es acotado.

Ahora, si Ay B fueran acotados, sea U € % . Existen nj,ny €N, Fy € (A) y F» € (B),
tales que
AcU™|[F], Bc U™ [F).

Si n = max{n;, ny},y F = F; UF,, entonces F € (AUB) y A,B < U"[F], de modo
que AU B < U"[F]. Asi, AU B es acotado.

2. Consideremos la inclusiéon
1:(A%n) — (X, ).

Como ¢ es uniformemente continua, entonces si A es acotado en si mismo, A =
t(A)loesen X.

3. Supongamos que Ay B son acotados en si mismos. Las inclusiones

L: (A!%A) - (AUB)%AUB)) J: (B;%B) - (AUB’%AUB))
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son uniformemente continuas. En efecto, si V € % 4,5, entonces V=W nN[(AU
B) x (AU B)], para algin W € %/. Tenemos entonces que

tx)~H(V) {(x,p)eAxAl(x,y) eV}
{(x,y) e Ax Al(x,y) e W}

Wn(AxA),

que es un entourage en % 4. Andlogamente, j es uniformemente continua. En
consecuencia, si Ay B son acotados, entonces ((A) = Ay j(B) = B son acotados
en AUB.

Finalmente, sea U € %. Como Ay B son acotados en si mismos, existen m e Ny
F € (AU B) tales que

AcVn(Ax A)™[F],BSVn(BxB)"[F].

En consecuencia, AUB< VN [(AUB x (Au B)]™[F]. Por tanto, AU B es acotado
en si mismo.
I

Proposicién 2.2.3. Sean (X,%) un espacio uniformey A< X.
1. Si A es compacto, entonces es acotado.
2. A es precompacto, siy solo si, A es precompacto en (A,% »).

Demostracion. 1. Supongamos que A es compacto. Luego, dado U € %, {Int(U[x]) | x €

X} es un cubrimiento abierto de A, de modo que existen x,..., X, en X tales que
AcInt(U[x ) u---ulnt(Ul[x,)) € Ulxy,...,Xul,

de modo que A es precompacto, y por tanto acotado.

2. Supongamos que A es precompacto. Sea U € % . Existe F € (A) tal que A< U[F].
Ahora, sea x € A, luego existe y € F tal que (y,x) € U. Como x,y € A, entonces
(¥, x) e Un(Ax A), que es un entourage arbitrario de la uniformidad subespacio.
Esto prueba que A< U n (A x A)[F], de modo que A es precompacto en % 4.
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El reciproco es directo, pues si A es precompacto, entonces para U € %, existe
Fe(A)talque A< Un(Ax A)[F] < U[F]. En consecuencia, A es precompacto en
si mismo.

O

Definicion 2.2.2. Sea {(X),%)} e una familia de espacios uniformes, y

7ty - [Taen X2 — Xy, la proyeccion candnica, para cada p € A. La uniformidad producto
definida sobre [];c5 X} es la uniformidad cuya base es formada por conjuntos de la
forma

(A x )~ (U,
Ael

conI € A finitoy Uy € %;.

Es directo que con la uniformidad producto, las proyecciones 74 son uniforme-
mente continuas.
La siguiente proposicion caracteriza los subconjuntos acotados en la uniformidad pro-

ducto.

Proposicion 2.2.4. Sean{(X,%))} ren una familia de espacios uniformes, X = [[1ea X)
dotado de la uniformidad producto %, y ) : X — X las proyecciones canonicas, para
A € A. Entonces, A < X es acotado en la uniformidad producto, si y sélo si, para cada
A€ A, my(A) esacotado en X,

Demostracion. Como m : X — X es uniformemente continua, para cada A € A, en-
tonces por Lema 2.2.1, se sigue que si A es acotado, 7y (A) lo es en X). Reciprocamente,
supongamos que dado A < X, m,(A) es acotado en X, para cada A € A. Una base de %

consiste en elementos de la forma

V = ﬂ (ﬂa X ﬂa)_l(UCr)r

ael

conT < A finitoy Uy € %,, para cada @ € I'. Como 74(A) es acotado, existen Fy € (X,)
y m(a) € N tales que
o (A) S UMD R,

Sean n = max{m(a)|a €T}, {walgern € Xy

F= T] ttwehy =[] Fy.

aeA\Tl’ vell
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Veamos que A < V"'[F]. En efecto, primero observemos que
Ac iy (ma(A),

paratodo a € A, de modo que A S ger n;l (o (A)).

Ahora, sea x € (ger n;l (mg(A)). Luego, paratodo a €T, x4 € my(A),y

Ta(A S UMD = | U™@f],
feF,

de modo que x, € U™ [f,], para algtn f, € F,. Sea f = {fu}aca dada por f) = fy si
AeTl,y f=wy si A ¢T. Notemos que f € F. Veamos ahora que x € V[ f].

Observemos que para todo m € N, (yer (T4 % ﬂa)_l(U&n) c V™, Adema4s, como
(Mo X T (X, ) = (Xa, fa) € UL,

paratodo a € T', entonces x € V[ f]. Esto prueba que A es acotado. O

Observacion 2.2.2. Se sigue de la proposicion anterior que A < [[jcp X3 es precom-
pacto, siy solo si, m (A) es precompacto en X, para cada A € A.

A continuacion, caracterizaremos el acotamiento en espacios uniformes median-
te la familia separadora de seudo-métricas que generan dicha uniformidad. Para ello,

abordaremos el concepto de V-componente.

Definicion 2.2.3. Sean (X,%) un espacio uniforme y V € % un entourage simétrico.
Definimos las siguientes relaciones en X:

= Diremos que x ~y ¥, siysolo si, x € V™[y], para algin me N, y
= diremos que x ~ y, siy solo si, x ~y y, para todo entourage simétrico V € %.

Proposicion 2.2.5. Sea V € % un entourage simétrico. Entonces, ~y y ~ son relaciones

de equivalencia en X.

Demostracion. Basta probar que ~y lo es. En efecto, como A € V, entonces para cada
xeV, (x,x) € Vimplica x € V[x], de modo que ~y es refleja.

Supongamos que x ~y y,ysea n € Ntal que x € V"[y]. Existen z,,..., 2,1 en X tales
(x,21),(21,22),...,(2p-1,y) € V. Como V es simétrico, entonces (y, z,-1),...,(21,X) € V,

de modo que y € V"[x],e y ~y x.
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Finalmente, supongamos que x ~y y e y ~y z. Existen n y m en N tales que x €
V™[y]l e y € V"[z]. Tenemos entonces que x € V"™ [z], pues existen z1,..., 21, W1, ..., Wmn-1
en X tales que

(x;Zl),---»(zn—I,y);(y, Wl);---;(wm—lyz) € V)

lo que prueba x ~y z. O

Observacion 2.2.3. 1. Las clases de equivalencia bajo ~y y ~ se denominan V-
componentesy seudo-componentes de X, respectivamente.

2. Si X es acotado, toda V-componente es acotada en si misma.

Lema 2.2.2. Sea (X,%) un espacio uniforme. Entonces, A< X es acotado, siy solo si, pa-
ra cada entourage simétrico V € U, A intersecta una cantidad finita de V -componentes
distintas, y para cada V -componente W, existen w € W y m € N tales que AnW <
V™ w]. Mds atin, si A es acotado y W es una V -componente de X, entonces para ca-
daveW,existemeN tal que AnW < V" [v].

Demostracion. Supongamos que A esacotadoen Xysea V € %.Existen F = {xy,...,X;} €
(X)y neNtales que
AV xlu---u V™ x,].

Como la V-componente de w € X es w = Ugen Vk[w), entonces A< X7 U---UX;, de
modo que A intersecta a lo més r V-componentes distintas.
Ahora, sea W = x; una V-componente de X que intersecta a A. Observemos que

.
AnWexnJ V' x=xnV"x] = V" [x;].
j=1

Sea v € W. Existe m; e N tal que v e V" [x;]y x; € Vi [v]. Sea
m=max{mi:1<k=<r}.
Tenemos que x; € V"*[v], para todo i € {1,...,r}. En consecuencia,
ANWc VIV FNW]) = V" ).

Reciprocamente, supongamos que A intersecta un nimero finito de V-componentes,

y que para cada V-componente, W, existen w € Wy n € N tales que An W < V"[w].
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De lo primero, tenemos que existe un conjunto minimal F = {xy,..., x;} € (X) tal que

Ac U V™xlu---u [ V7l
meN meN
Para cada componente X;, existe w; € X; y n; € N tales que Anx; < V" [w;], para cada
i€f{l,...,r}. Para k =maéx{n;|1< j <r}, tenemos que

Ac V¥ u---u VR w,] = V¥, ..., w,l.

Esto prueba que A es acotado, lo que concluye la demostracion. O

Teorema 2.2.1. Sean (X,%) un espacio uniformey A < X. Son equivalentes las siguien-
tes afirmaciones:

1. Aesacotado en X,
2. si f: X — R es uniformemente continua, entonces f| 4 es acotada, y

3. A es acotado en el sentido seudo-métrico, es decir, para cada seudo-métrica uni-

formemente continua d en X, se tiene para todo a € A, sup . 4 d(x, a) < oo.

Demostracion. 1 implica 2 es directo de Lema 2.2.1. Para probar 2 implica 3, sea d
una seudo-métrica uniformemente continua en X, y dado a € X, definamos f: X — R
como f(x) = d(x,a). Como d es uniformemente continua, entonces f también lo es, y
de 2. se sigue que f es acotada en A, de modo que A es acotado en el sentido seudo-
meétrico.

Finalmente, probaremos 3 implica 1 via contrarreciproco. Supongamos que A no es
acotado. Sean V un entourage simétrico, y {W;,} nen una sucesion de V-componentes

distintas, salvo un namero finito, que intersectan a A. Definamos ¢ : X — R dada por

n, si xeW,,
p(x) = .
0, S1 X € UneN Wn.

Se tiene que ¢ es uniformemente continua. En efecto, para 0 < € < 1 y un entourage
basal
Ue={(x,y) eRxR||x -yl <€}
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en la uniformidad de R, tenemos que

(@ x @)1 (Up)

{(x, ) e XxX: (px), () € Ue}
= {(5, ) eXxX||lpx)—@(y)|<e}
= {(x, ) eXxX|px) =@}

= {(x,peXxX|x~yy}

= Umen VTea.

Ademas, la seudo-métrica en X definida por

d(x,y) =lpx) — ey

es uniformemente continua, pero d no es acotada en A, ya que para cada m € N, exis-

ten x e y en A tales que d(x, y) = m. Esto concluye la demostracion. O

Veremos a continuacién que el concepto de acotamiento en espacios uniformes
coincide con el acotamiento en espacios métricos, y en espacios vectoriales topologi-

COS.

Corolario 2.2.1. Sean (E,d) un espacio métrico y A < E. Entonces, A es acotado en el
sentido métrico, si y solo si, A es acotado en (E,%;), con %, la uniformidad generada
por la métricad.

Demostracion. Si“%,; es la uniformidad generada por d, entonces el acotamiento mé-
trico de A coincide con la condicion 3 del Teorema 2.2.1. O

Corolario 2.2.2. Sean V un espacio vectorial topolégico localmente convexoy A< V.
Entonces, A es acotado (en el sentido de Von Neumanny), si y solo si, A es acotado en la
uniformidad de V.

Demostracion. Supongamos primero que A es acotado en la uniformidad de V. Sea U
una vecindad convexa y balanceada de 0 € V. Tenemos que

Vu={x,y)eVxV|y—xeU}
es un entourage de la uniformidad de V. Luego, existen F € (V) y m € N tales que

AcVJFI=F+U+---+U=F+mU.
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Como F es finito, existe a € K tal que F < aU, de modo que A < (m+ a)U. Esto prueba
que A es acotado en el sentido de Von Neumann.

Reciprocamente, supongamos que A es Von Neumann-acotado y sea U una vecin-
dad convexa y balanceada de 0 € V. Existe m € N tal que A € mU = V/J'(0], de modo
que A es acotado en la uniformidad. Esto concluye la demostracién. O

2.3. Completitud

Ya abordado el concepto de acotamiento y precompacticidad, veremos en esta sec-

cion el concepto de completitud y resultados que relacionan los conceptos indicados.

Definicion 2.3.1. Sean X un espacio topologico y 98 una base de filtro en X. Diremos
que % converge a xy € X, siy solo si, para toda V vecindad de x, existe B € 28 tal que
BcV.

Definicion 2.3.2. Sean (X,%) un espacio uniforme y 98 una base de filtro en X. Di-
remos que % es una base de filtro de Cauchy (o fundamental), siy solo si, para cada
Ue,existe Ac Btalque Ax AcU.

Proposicion 2.3.1. Si & es una base de filtro en (X,%) convergente hacia x € X, enton-
ces A es una base de filtro de Cauchy.

Notemos que si 2 y € son bases de filtro en X, % estd subordinada a € y esta es
de Cauchy, entonces 28 también es de Cauchy.

Definicion 2.3.3. Diremos que un espacio uniforme (X,%) es completo, si y solo si,
toda base de filtro de Cauchy, en X, es convergente.

Los siguientes resultados, cuyas demostraciones se encuentran en [24] y las cua-
les omitiremos, permiten probar para espacios uniformes una caracterizacion ttil de
la compacidad en términos de precompacidad y completitud. Junto a esto, serdn de

importancia para enunciados del Capitulo 4.

Proposicion 2.3.2. Sea (X,%) un espacio uniforme completoy F < X cerrado. Entonces,
(F, %) es completo.

Proposicién 2.3.3. Sea (X,%) un espacio uniforme Hausdorff con la topologia unifor-

me. Si F < X es tal que (F,%r) es completo, entonces F es cerrado en X.
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Lema 2.3.1. Sea (X,%) un espacio uniforme. Entonces, X es precompacto, si y solo si,
todo ultrafiltro en X es de Cauchy.

Teorema 2.3.1. Sea (X,%) un espacio uniforme. Entonces, X es compacto, siy solo si, X

es precompacto y completo.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Como {Int(U[x])}xex es un cubri-
miento abierto de X, existen xj,...,x, en X que cubren X. De este modo, tenemos
que

X=Int({U[x)u---uInt(Ulx,]) € U[x3,...,X,].

Asi, X es precompacto. Para demostrar la completitud, sea 28 una base de filtro de
Cauchy. Como X es compacto, entonces 9 posee al menos un punto de acumulacién,
x € X, es decir, x € Ngeg B. Veamos que 2 converge hacia x. Sea V una vecindad de x,
luego, existe U € % tal que U[x] < V, con U cerrado en X x X. Como 2 es de Cauchy,
existe B € 98 tal que B x B < U y, como x es punto de acumulaciéon de 98, entonces

x € B. Por consiguiente:

BxB<BxBcU=U,
1%

de modo que {x} x B< Uy entonces B< U[x] <
X.

Reciprocamente, supongamos que X es precompacto y completo. Sea & un ultra-
filtro en X. Como X es precompacto, por Lema 2.3.1, & es de Cauchy, por lo que con-
verge en X, pues X es completo. Por lo tanto, X es compacto, con lo que se completa

la demostracion. O
La completitud de un espacio uniforme también se puede abordar via redes.

Definicion 2.3.4. Un conjunto dirigido es un par (D, <), donde < es una relacién en D
que es transitiva, refleja, y paratodo n,me D, existede Dtalque n<dym=<d.

Definicion 2.3.5. Sea D un conjunto dirigido y (X, %) un espacio uniforme.

= Una red en X es una funcién v : D — X. Para cada a € D, denotamos y(a) = xq,
vy (D) = {xq}aeD-

» Unared {xq}qep €s de Cauchy (o fundamental), si para todo U € %, existe d € D

tal que sid < nyd < m, entonces (x,, x;;) € U.
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» Unared {x,}qep €s eventual en A <€ X, si existe d € D tal que para todo d < n, se

tiene x, € A.

» Unared {x,}qep converge a x € X, siy solo si, para toda V vecindad de X, existe
de Dtalque paratodod <n, x,€V.

Notemos que una red {x,}q4cp €s eventual en A < X si A contiene una cola T, de la
red, donde
Ty ={xqld= al.

Proposicion 2.3.4. Si{x,}qcp esunared convergente en X, entonces es unared de Cauchy.

Proposicion 2.3.5. Una red {xq}qep es de Cauchy en X, si y solo si, para todo A € A y
todoe >0, existed € D tal que d < n, m implica dy(x,, x,) <€.

Demostracion. Es directo del hecho que {U) ¢}aenc<o €S una base de %,y Uy € %,
paratodoAe Aye>0. O

Observacion 2.3.1. Todo filtro induce una red, y viceversa. En efecto:

» Sea & un filtro en X, definimos en % el orden < dado por F; < F», siy solo si,
F, € F;. Se tiene que (&, <) es un conjunto dirigido. Una red derivada de & es
una funcién w : (¥, <) — X tal que w(F) € F, para todo F € &. De esto, se tiene

que la red derivada de un filtro no es tnica.

= Seay:D — X unared en X. Definimos
Fy = {F < X |y estd eventualmente en F}.

Fy es unfiltro en X, se le llama filtro derivado de .
La convergencia entre redes y filtros esta relacionada de la siguiente forma.
Lema 2.3.2. Sean (X,%) un espacio uniforme, y x € X.
1. Unaredy converge a x, siy solo si, el filtro derivado %, converge a x.

2. Unfiltro & en X (resp. base de filtro) converge a x, si y solo si, toda red derivada

de & (resp. toda red derivada del filtro generado) converge a x.
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Demostracion. 1. ¥ converge a x, si y solo si, para toda V vecindad de x, existe
d e D tal que d < nimplica y(n) € V, es decir, ¢ es eventual en cada vecindad de

x. Esta es justamente la convergencia del filtro derivado de v.

2. Sean & unfiltro, w : & — X alguna red derivada, y supongamos que % converge
a x € X. Sea V vecindad de x, luego, V € . Notemos que la cola Ty satisface
Ty < V. En efecto, dado U € & tal que V < U, se tiene U < V, y entonces w(U) €
U < V. Esto implica que w converge a x.

Finalmente, supongamos que toda red derivada w : & — X de & converge a x €
X,yque Z no converge a x. Existe A < X que contiene una vecindad U de x, pero
con A ¢ &. En particular, U ¢ &, o bien, F # U, para todo F € &. Sea w una red
derivada de & tal que w(V) € V\ U, para todo V € &. Luego, como ninguna cola
de w estd contenida en U, y esta es vecindad de x, se tiene que w no converge a
x, lo que es una contradiccion. Esto concluye la demostracion.

0

Teorema 2.3.2. Un espacio uniforme (X,%) es completo, siy solo si, toda red de Cauchy

en X es convergente.
Demostracion. Por el lema, basta probar que
1. Si ¥ esunared de Cauchy en X, su filtro derivado es un filtro de Cauchy, y

2. si 9B es una base de filtro de Cauchy en X, toda red derivada w : & (%) — X es de
Cauchy.

En efecto. Sea ¢ : D — X una red de Cauchy en X, y &, su filtro derivado. Sea U € %.
Luego, existe d € D tal que d < n, m implica (y(n),w(m)) € U. Tenemos que Ty € Fy,y
ademas, Ty x Ty < U. En consecuencia, y, es filtro de Cauchy.

Ahora, sean %8 una base de filtro de Cauchy, % su filtro generadoy w : % — X una
red derivada. Sea U € % . Existe A € 98 tal que A x A < U. Asi, para todo C,D = A, se
tiene C, D < A, y entonces

(w(C),w(D)eCxDcAxAcCU.

En consecuencia, w es una red de Cauchy. Finalmente, si (X, %) es completo, enton-
ces dada una red de Cauchy, su filtro derivado también es de Cauchy, y converge. Por
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lema, la red es convergente. Reciprocamente, si toda red de Cauchy converge, y % es
una base de filtro de Cauchy, entonces toda red derivada es de Cauchy, y por ende,
convergente. Por el lema, & (28) es convergente, y en consecuencia, 98 converge. Esto
completa la demostracion.

O

2.4. Uniformizacion de cerradosy acotados

Como se ha visto en el Teorema 2.2.1, los conjuntos acotados también lo son en
el sentido seudo-métrico, para las seudo-métricas que generan la uniformidad. Este

hecho permite enunciar el siguiente lema,

Lema 2.4.1. Paracada A € A, la funcion hy : B(X) x 2(x) — [0,00) definida por

h)(A,B) =supdy(a, B),

acA

condy(a,B) = infycp dy(a,b), satisface las siguientes condiciones:
1. hy(A,B)=0,siysolosi, ACB,y
2. hy(A,B) < hy(A,C) + hy(C,B).

Demostracion. 1. Sean Ay B en %(X) tales que h) (A, B) = 0, entonces, para todo
x€ A, dy(x,B) < hy(A,B) =0, porlo que dy(x,B) =0, lo que implica x € B. Esto
demuestra que A< B.

Reciprocamente, supongamos que A € B, luego, para todo x € A, x € B, de modo
que d, (x,B) = dy(x, B) = 0, lo que demuestra que h, (A, B) = 0.

2. Seanae Ay ce C. Tenemos que dy(a,B) < dy(a,c)+dy(c,B). Luego,

dy(a,B) <dj(a,c)+supd)(c,B),
ceC

por lo que

para todo c € C. Asi,
dx(a,B) — hy(C,B) < dy(a,C),
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y en consecuencia, sup ,c 4 da(a, B)—h)(C, B) < sup 4 d(a,C). Esdecir, hy (A, B) <
hy(A,C)+ hy(C,B), lo que concluye la demostracion.
O

Con esto, se puede notar que para cada A € A, la funcién H* : € B(X) x € B(X) —
[0,00) dada por
HY(A, B) = max{h)(A, B), hy (B, A)}

es una seudo métrica sobre € %(X). Ademads, la familia { H}} 1c 5 es separadora. En efec-
to, si A, B € € 8(X) son diferentes, entonces existe x € (A\ B) U (B\ A). Sin pérdida de
generalidad, suponemos que x € A. Como {d)})c es separadoray B es cerrado, enton-
ces existe A € A tal que dj (x, B) > 0. Luego,

0<dy(x,B) < H'(A,B),

lo cual demuestra que {H*} 5 es separadora.
Sobre (Z2(X) \ {@}) x (ZP(X) \ {@}), la familia #(X) = {Hy}yew, donde

Hy ={(A,B) e (Z(X)\{e) x (P(X)\{p) | A< U[Bly B< U[Al},

es base de alguna uniformidad sobre 22(X) \ {@}. Llamamos ./ (X)-topologia a 1a topo-

logia uniforme sobre 22(X) \ {@} que esta base genera.



Capitulo 3

Medidas de no-compacidad en espacios

seudo-métricos y uniformes

3.1. Medidas de no-compacidad sobre espacios

seudo-meétricos

En esta seccion, abordamos el concepto de medida de no-compacidad, definida
sobre espacios seudo-métricos. Ademds, se definirdn algunas de estas, tales como la
medida de Hausdorff, Kuratowski. Se verificardn sus propiedades y la relacion existente
entre estas.

Durante esta seccién, (X, d) denota un espacio seudo-métrico. Sixe€ Xy r >0, B(x,r)
y Blx, r] denotan, respectivamente, la bola abierta de centro x y radio r, y el conjunto

Blx,r1={ye X|d(x,y) <r}.

Observemos que B(x,r) < B[x, r].

Definicion 3.1.1. Sea (X, d) un espacio seudo-métrico. Una medida de no-compacidad
definida sobre X es una funciéon y : 22(X) — [0,00] que cumple las siguientes propie-
dades, para todo A, B < X:

1. w(A) =00, siysolo si, A es no-acotado.
2. w(A) =0, siysolo si, A es precompacto.

3. Si Ac B, entonces ¢ (A) < y(B).

26
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4. y(A) =y(A).

5. Si (X, d) es completo, y (F,, : n € N) es una sucesion decreciente de subconjuntos
acotados, cerrados y no vacios de X, tales que lim,,_.., ¥ (F;) = 0, entonces F =
Mnen Frn # @ y compacto.

La condicién que distingue una métrica de una seudo-meétrica es superflua al mo-

mento de considerar una medida de no-compacidad. Precisamos esto a continuacion.

Proposicién 3.1.1. Sean (X,d) un espacio seudo-métrico, X la metrizacion canénica de
X, y para cada A< X, A< X la imagen de A en X. Una funcién v : 2(X) — [0,00] es

una medida de no-compacidad, si y solo si, la funciény : X — [0,00] dada por
V(A =y(A),

es una medida de no-compacidad en X.

Demostracion. diam(A) = diam(A) implica la condicién 1. Un subconjunto F de X es
cerrado (resp. precompacto), si y solo si, F es cerrado (resp. precompacto) en X, lo que
implica las condiciones 2 y 3. La condicion 4 se sigue de que A < B en X, siy solo si,
AcBenX.

Finalmente, sea (X, d) un espacio seudo-métrico completo, (F, : n € N) una su-
cesion decreciente de subconjuntos cerrados, acotados y no vacios de X tales que
lim,,—.o ¥ (Fy) = 0. Luego, (X, d~) es un espacio métrico completo, (1’5; : n eN) satisface
las mismas condiciones que (Fj,: n € N), ylim,_ W(P;) = 0. Tenemos que ey Fr # @
y compacto, si y solo si, Nen Fr 1o es. Esto concluye la demostracion. O

Definicion 3.1.2. La medida de no-compacidad de Kuratowski es la funcion
a:P(X)— [0,00] definida por

,
a(A):inf{e>0|Ag USi,SigX, diam(S;) <e,i=1,...,n, nel\l},
i=1

donde para S < X, el didmetrode S es
diam(S) = sup{d(x,y)|x,y € S}.

Por convencién, diam(@) = 0.
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Antes de enunciar y demostrar las principales propiedades de la medida de no-
compacidad de Kuratowski (también llamada medida de no-compacidad usual), ob-

servemos lo siguiente: si C < X,y

.
I';(0) :{€>0|C§ U Si, Si < X, diam(S;) <€,i:1,...,n,n€|\|},
i=1

entonces se cumple lo siguiente:
s Si Ac B, entoncesI';(B) cT';(A),

» sil1(C)#@, rel(C)yr<s, entonces s € I'1(C). Es decir, I'; (C) < (0,00] es un
intervalo no acotado, y

» a(A) <a(B),siysolosi, I'1(B) =T (A).

En efecto: Si A < B, entonces dado r € I'y (B), existen Sy, ..., S, tales que diam(S;) <r,y
ASBcSuU---US,,

de modo que r € T'; (A).

Ahora, sil'1(C) # @, r e 1 (C) yr < s, entonces existen Sy, ..., S, tales que diam(S;) <
r<syCcSyu---US,.Asi, sel(0).

Finalmente, si I';(B) < I';(A), entonces a(A) < a(B). Reciprocamente, si a(A) <
a(B), entonces a(A) < r, para todo r € I';(B), por lo que existe se '} (A) talque s<r.

En consecuencia, r e I'y (A).
Proposicién 3.1.2. Sean A y B subconjuntos no vacios de X. Se verifica lo siguiente:
1. a(A) =0, siysolo si, A es precompacto.
2. Si A< B, entonces a(A) < a(B).
3. a(A) = a(A).
4. a(AuB) =max{a(A),a(B)}.

5. a(An B) <min{a(A), a(B)}.
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Demostracion. 1. Si a(A) = 0, entonces para todo € > 0, A se cubre con conjuntos
S1,...,S; tales que diam(S;) < €. Como cada S; es acotado, se puede cubrir con

una bola B(x;,€), x; € S;, paracadai=1,...,r. Asi,
A< B(x1,e)U---UB(xy,€).

Esto prueba que A es precompacto. Para el reciproco, supongamos que A es pre-

compacto. Luego, para cada € > 0, existen xi,..., X, en X tales que
AC B(x1,e)U---UB(xy,¢€).

Como diam(B(x;,€)) < 2¢,paracadai=1,...,n, se tiene que a(A) < 2¢, para todo
€>0.

2. Es consecuencia de la observacion previa, pues si A < B, entonces I';(B) <T';(A),
y por ende a(A) < a(B).

3. Por 2, solo basta probar a(A) < a(A). Para ello, notemos que I'1(A4) = I'1(A). En
efecto, sir € I'; (A), entonces existen Sy, ..., S, subconjuntos de X, tales que diam(S;) <
€, paracadai=1,...,n,y A< S U---US,. Luego, tenemos

Ac S U---US,

de modo que AS S;U---US,, ydiam(S;) < r. Asi, r e T1(A), y a(A) = a(A).

4. Por 2, solo resta probar que a (AU B) < max{a(A), a(B)}. Supongamos sin pérdida
de generalidad que a(B) < a(A). Sear € I';1 (A). Como r € I'; (B), entonces existen

Sty--»Sn Sty -+, Snam tales que diam(S;) < r,paracadai=1,...,n+m,y
AgleJ"'USn, B§8n+1u"'USn+m.

Porloque AUBC U;’:lm S;. Porende, r e I'; (AU B), lo que demuestra a(AU B) <
a(A).

5. Se sigue del hecho que a(ANB) <a(A)ya(AnB) < a(B).
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El siguiente lema, enunciado por Kuratowski y que generaliza el teorema de inter-
seccion de Cantor, tendra utilidad en demostrar la condicién de interseccion no vacia,

en la definicién de medida de no-compacidad.

Lema 3.1.1. (Kuratowski, [25]) Sea (X,d) un espacio métrico completo. Supongamos
que (Fp, : n € N) es una sucesion decreciente de conjuntos cerrados no vacios, y (&, : n €
N) una sucesion de nuimeros reales positivos que cumplen la siguiente propiedad: Para
cadan €N, existen F[', ..., Fy, subconjuntos de X tales que

—_h n
Fn—Fl U"'Uan,

diam(Fl.”) <@y, paracadai=1,...,my,ya, — 0 si n — oco. Entonces, (pen Fn # @, y €S
compacto.

Demostracion. Sea (x,: n €N)unasucesion en X tal que x, € F,,, paratodo n € N. Fije-

mos k; = 1. Como F; = F{ U---UF}

my» €xiste al menos un conjunto F l.l que contiene una

subsucesion de (x, : n € N). Supongamos sin pérdida de generalidad que Fl1 contiene
una subsucesion (x,, : n € N), tal que kj < ry, para todo n. Sea kz = r1. Como rj, = 2,
entonces x,, € F; < F», paratodo n = 1. Asi, la subsucesién se encuentra contenida en
F>. De misma forma, y sin pérdida de generalidad, existe una subsucesion (x;, : n € N)
de (x;,) nen contenida en Flz. Fijando ks = s;, y de forma recursiva, obtenemos la sub-
sucesion (xi, : n € N), que satisface x, € F{'. Tenemos ademds que dados n,p € N,

Xkp» Xk p € Fn-1, pOr lo que
d(xkn,xkn+p) <diam(F,_1) < a;_1.

Por lo que la sucesion es de Cauchy. Sea lim;,_.o, xi, = x. Tenemos que x € ey Fr,
pues los conjuntos F, son cerrados. Esto completa la demostracion. O
Teorema 3.1.1. (Kuratowski, [25]) Sea (X, d) un espacio métrico completo. Si (Fy, : n € N)
es una sucesion decreciente de subconjuntos no vacios, cerrados y acotados de X tales que

lim a(F,) =0,
n—oo

entonces F = (\pen Fn # @ y es compacto.

Demostracion. Siparaalgan m €N, a(F,;) =0, entonces F, es compacto para cada n =

m, pues son precompactos y completos, al ser cerrados. De esto se tiene (,en Fr # @
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Supongamos que a(F;) >0, para cada n € N. Sea a,, = 2a(F,). Como a(F,) < a,, exis-
ten F[',. “’F’?’Zn C X tales que
Fy,SFl'u---UF, ,

y diam(Fi") <ap parai=1,...,my,. Como a, — 0sin— oo, porlema 3.1.1, Nyen Frn #
@, y por la completitud de X es que dicha intersecciéon es compacta. Esto concluye la
demostracion. O

Definicion 3.1.3. Sea (X, d) un espacio seudo-métrico. La medida de no-compacidad
de Hausdorff, es la funcion y : 2(X) — [0,00] dada por

.
)((A):inf{e>0|A§ UB(xi,ri),xieX, ri<ei=1,...,r, rel\l}.
i=1

Para enunciar y demostrar las propiedades de la medida de no-compacidad de

Hausdorff, denotamos, para cada C < X, el conjunto

.
Fg(C):{€>OIC§ UB(xi,ri), xieX,ri<e i= 1,...,n,n€|\|}.
i=1

Andlogo a I'; (C), se satisfacen las siguientes propiedades:

Si A< B, entonces I's(B) <T'5(A),

sil2(C) # @, re'2(C) yr < s, entonces I'y(C). Es decir, I',(C) es un intervalo no
acotado,

x(A) < x(B),siysolosi, I'2(B) cT'2(A), y

I'1(C) T (0).

Verificaremos la tltima condicién. Si r € I'1(C), existen Sy,...,S; € X con diam(S;) <r,

y
CcSu---us,.

Sean x; € S;, y s > 0 tales que diam(S;) < s < r, para cada i = 1,...,n. Tenemos que
S; € B(x;, s). Luego,
C< B(x1,8)U---UB(xy,s),

porlo que r e I',(C).
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Proposicién 3.1.3. Sean A y B subconjuntos no vacios de X. Se verifica lo siguiente:
1. x(A) =0, siysolo si, A es precompacto.
2. Si Ac B, entonces y(A) < y(B).
3. x(A) = x(A.
4. x(AuB) = max{y(A), y(B)}.
5. ¥(AnB) <min{y(A), y(B)}.

Demostracion. 1. Si y(A) =0, es directo que A es precompacto. Ahora, si A es pre-

compacto, entonces para todo € > 0y todo r <¢, existen xy,..., X, € X tales que
ASB(x;,r)U---UB(xy,1),

de modo que infT", (A) < €. Por tanto, y(A) =0.
2. Se sigue de lo observado anteriormente, pues si A < B, entonces I'2(B) € I'>(A).

3. Sabemos que y(A) < y(A), por lo que basta probar que y(A) < y(A), o bien que

I'y(A) < FZ(Z). Sea r e I',(A). Luego, existen x1,...,x, € Xy r1,...,1, <1 tales que
A<S B(x,r)U---UB(xy, ).

Por lo que A< B(x],r)uU--- UB(xy,1,). Paracada i =1,...,n, sea s; > 0 tal que

ri < s; <r.Luego, tenemos que m C B(x;, s;), pues se tiene
B(xi,1i) € Blxi, i1 € B(x;,9).

De este modo, tenemos que
AC B(x1,81) U+ UB(xp, ),

porlo que r e T (A).

4. Solo resta probar que y(AUB) < max{y(A), y(B)}. Supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que y(B) < y(A).Sear € I',(A), luego, existen x,...,X;, Xn+1,---» Xn+m €
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Xyri,...,Tnem <1 tales que
ACS B(xy,1)U---UB(Xxp, ), BE B(Xp+1,Tp+1) U= UB(Xptm) T'nem)-

Asi, se tiene
AUB gB(xl,rl) U"'UB(Xn+m, rn+m).

Porende, r e I'>(AU B).

5. Es directo de la monotonicidad de y.
O

Las medidas de no-compacidad de Hausdorff y Kuratowski estdan fuertemente re-
lacionadas por la siguiente desigualdad.

Teorema 3.1.2. Sea A< X. Entonces
Y(A) = a(A) =2x(A).

Demostracion. Como I'1(A) € T'2(A), entonces y(A) < a(A). Ahora, notemos que si r €

I',(A), entonces existen xy,...,xX, € X y s < r tales que
ACS B(x1,5)U---UB(xy,s),

y diam(B(x;,s)) < 2r, de modo que 2r € I'; (A). En consecuencia, a(A) < 2y(A). Esto

completa la demostracion. O

Los siguientes resultados tienen como objetivo demostrar que, sobre la clase de
espacios vectoriales de dimensién infinita, las desigualdades del teorema anterior no

se pueden mejorar.

Lema 3.1.2. Sea (V, || - |) un espacio normado. Entonces, paratodoxeV,t>0yAcV,

se satisfacen las siguientes igualdades:
1. y(A)=x(A+x),a(A)=a(A+x),y
2. x(tA) =tx(A), a(tA) = ta(A).

Demostracion. Se sigue del hecho que I';(A) =T';(A + x), para i = 1,2. Andlogamente,
I';(tA) = tT';(A). O
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Proposicion 3.1.4. (Furi-Vignoli,[17]) Sean (V, ||-1|) un espacio normadoy B = B(0,1) la
bola unitaria centrada en 0 en V. Si V es de dimension finita, se tiene a(B) = x(B) = 0.

En caso contrario, se cumplea(B) =2y y(B) = 1.

Demostracién. SiV tiene dimensién finita, entonces B es completo, luego precompac-
to, de modo que a(B) = a(B) =0, anilogamente y(B) = 0.

Ahora, si V es de dimensién infinita, notemos que y (B) < 1. Supongamos que y(B) =
g<1l.Seae>0talque g+e€<1.Sean xi,...,x, € V tales que

B<c B(x1,q+€)U---UB(xy,q+e€).
Del lema anterior, se sigue que
qg=xB)=(qg+e)x(B)=q(q+e),

lo que implica g = 0. Asi, B es precompacto, lo que es una contradiccion con el hecho
que V es de dimensién infinita.

Para el caso de a, notemos primero que a(B) < 2. Supongamos que a(B) < 2. Luego,
existen Sy, ..., S, tales que diam(S;) <2,y

Bc§SuUu---US,,.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los conjuntos S; son cerrados. Sea
E,, un subespacio vectorial de V de dimension n, y fijemos A; = S; N E;,. Asi, tenemos
que la frontera de B n E,, la esfera unitaria en E,, se recubre con los conjuntos A;, y
diam(A;) < diam(d(B n E;)). Esto contradice el teorema de antipodas de Borsuk (ver
[A.0.4). Esto concluye la demostracion. O

Observacion 3.1.1. La proposicién anterior muestra un caso donde se cumple una
igualdad en el teorema 3.1.2. Para la otra, podemos considerar el espacio de sucesiones

reales convergentes a 0, ¢y, con la norma

| x|l = sup|x;|.
neN
Dada A = {e;};en 1a base usual de ¢y. Como para todo X < ¢y con mds de un elemento,
diam(X) =1, entonces a(A) = 1. Ademads, como A es infinito, entonces para todo x € ¢y,

lx— All =1, porlo que y(A) = 1.
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La medida de no-compacidad de Hausdorff satisface el mismo resultado que la

medida a por el teorema de Kuratowski. Enunciamos este a continuacion.

Teorema 3.1.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo, (F,, : n € N) una sucesioén de-

creciente de subconjuntos no vacios, cerrados y acotados de X tales que
lim y(Fy) =0.
n—oo

Entonces, F =(,en Frn # @ y es compacto.

Demostracion. El caso y(F,) =0, para algin n € N es directo por la completitud de X.
Definamos lasucesion a,, = 4y (F,), para n € N. Como y(F,) < a,/2, existen x{’, s, x,’;ln €

Xy rln,...,r,’}ln < a,/2 tales que
Fn S B(xy,r{)U---UBxy, , Ty ),
de modo que
Fn S B(xy,an/2)U---UB(xy, ,a,/2).

Asi, diam(B (xl’?, a,/2)) < a,.Estatultima sucesion converge a0, y porlema3.1.1, N,en Fr #
@ y compacto. Esto concluye la demostracion.
O

A continuacién, presentamos una nueva medida de no-compacidad, la que serd
menos estricta de calcular respecto a las medidas de Hausdorff y Kuratowski. Junto a
esto, veremos la relaciéon que cumple esta nueva medida con las ya indicadas.

Definicion 3.1.4. Sea (X, d) un espacio seudo-métrico. Definimos la medida gamma
como la funciéon y : 2(X) — [0,00] dada por

.
Y(A) :inf{e >0|Ac|JB(xi,6),xie X, re I\I}.
i=1
De misma forma que las medidas anteriores, si consideramos, para cada C € X,
r
I3(C)=<e>0/Cc|JB(xj€), x;€ X, reNy,
i=1

entonces, se cumplen las siguientes condiciones:
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s Si A< B, entonces I'3(B) €1'3(A),

m s5il3(C) #@, rel'3(C)yr<s, entonces s € I'3(C). Es decir, I'3(C) es un intervalo

no acotado superiormente,
= ¥(A) <y(B),siysolosi, I'3(B) cI'3(A4),y
» IL(C) cI3(0).

De la ultima parte, se sigue que
y(A) = x(A) = a(A),

paratodo A< X.
Proposicion 3.1.5. Sean A y B subconjuntos no vacios de X. Se verifica lo siguiente:
1. y(A) =0, siysolo si, A es precompacto.
2. Si A< B, entoncesy(A) <vy(B).
3. y(A) =y(A).
4. y(AU B) = max{y(A),y(B)}.
5. Y(An B) < min{y(A),y(B)}.

Demostracion. Las condiciones 1, 2 y 5 se siguen directamente de lo observado ante-
riormente, y la definicién de conjunto totalmente acotado. Para 3, veamos que I'3(A)
['5(A). SeareT3(A), luego, existen xi,..., x, € X tales que

ASB(x;,r)U---UB(xy,1),
de modo que A< B[x1,7]U---U B[xy, r]. Para todo n > 0, se tiene
ACSB(X1,r +10)U---UB(Xp, T +1).

En consecuencia, r +1 € I';(A), para todo 1 > 0. Asi, y(A) < y(A).
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Para demostrar 4, supongamos sin pérdida de generalidad que y(B) < y(A). Veamos
que I'3(A) € T'3(AUB). Sea r € I'3(A). Luego, existen xi,..., Xy, Xpt+1,-.., Xn+m € X tales
que

A< B(x1,r)u---UB(xp, 1), B€EB(xps1, 1)U UB(Xpim, 7).

De modo que AUB < B(x,r)U---UB(Xp+m, 1),y entonces r € I'3(AU B). Esto concluye
la demostracion.
O

El siguiente teorema verifica que la medida y satisface las condiciones del teorema
de interseccién de Kuratowski.

Teorema 3.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Supongamos que (F,, : n € N) es
una sucesion decreciente de subconjuntos no vacios, acotados y cerrados de X, tales que

,}g{)lo Y(Fy) =0.

Entonces, F =(\pen Frn # @ ¥ es compacto.

Demostracion. El caso y(F,) = 0 para algtiin n € N es directo por la completitud de X.
Definamos la sucesion «, = 4y(Fy), para todo n € N. Como y(F,) < a,/2, existen

xf,...,xﬁln € X tales que
Fn S B(xy,an/2)U---UB(xy, ,a,/2).

Luego, diam(B(xl’?, a,/2)) < a,. Esta tltima sucesién converge a 0, y por lema 3.1.1,
MNnen Fn # @ y compacto. Esto concluye la demostracion. O

Como parte de los aportes originales de esta tesis, presentamos una construccion
que permite obtener distintas familias de medidas de no-compacidad, dadas por cu-
brimientos acotados. Estas medidas logran generalizar la medida de Kuratowski, como
veremos a continuacion.

Definicion 3.1.5. Sea 28 un cubrimiento de X. Diremos que 28 es un cubrimiento aco-

tado de X si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Paratodo B € 98, B es acotado, y

2. para todo A acotado y r > 0 tal que diam(A) < r, existe B€ B tal que AC By
diam(B) < r.
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Notemos que %(X) y {B(x,r)|x € X, r > 0} son cubrimientos acotados de X. Ademads,
si 28 es cubrimiento tal que 8 < #B(X), y Ae B para todo A € %8, entonces % es un

cubrimiento acotado.

Definicion 3.1.6. Sea 28 un cubrimiento acotado de X. Dado A € X, definimos el con-

junto

.
F%(A)::{€>0|A§ JQi, Qi € 8, diam(Q;) <¢,i=1,...,r1, rel\l}.
i=1

Y definimos la funcién a4 : 22(X) — [0,00] dada por ag(A) :=infl g (A).

Proposicién 3.1.6. Sean 9% un cubrimiento acotado de X, A y B subconjuntos de X.

Entonces, se cumplen las siguientes condiciones:
1. SiA<S B, entoncesT' g (B) < T'g(A).
2. SiTg(A)#@, reTg(A) yr<s, entonces s € ['g(A).
3. ag(A) <ag(B), siysolosi,T'g(B) =T z(A).

Demostracion. 1. Supongamos que A< B,ysear € I'g(B). Luego, existen Qy,...,Q, €

9B tales que diam(Q;) <r,y
ASBCSQiuU---UQy,

de modo que r e T (A).

2. Seanr e I'g(A) y r <s. Luego, existen Qy,...,Q, € 4 tales que diam(Q;) <r < s,
YyASQiU---UQy.Asi, se'g(A).

3. Una de las implicancias es directa. Supongamos que ag(A) < ag(B). Sear €
I'z(B). Como ag(A) < r, existe s € ['gz(A) tal que s < r, y entonces r € I'g(A).
Esto concluye la demostracion.

O

En las dos proposiciones siguientes, verificaremos que la funciéon a g es una medi-

da de no-compacidad.
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Proposicion 3.1.7. Sea 98 un cubrimiento acotado de X. Entonces, ag satisface las si-
guientes propiedades, para todo A,B < X:

1. Si A< B, entonces ag(A) < ag(B).
2. ag(A) =0, siysolo si, A es precompacto.
3. a(AUB) = méaxiag(A), ag(B)}.
4. ag(A) = agzg(A).
Demostracion. 1. Esdirecto de los puntos 1y 3 de la proposicién anterior.

2. Supongamos que ag(A) = 0. Dado € > 0, existen Qy, ..., Q, € 9B tales que diam(Q;) <
€, yASCQiU---UQ,. Como Q; € $B(X), entonces € € I'; (A), para todo € > 0, por
lo que a(A) =0, y A es precompacto. Reciprocamente, supongamos que A es
precompacto, y sea € > 0. Existen Qy,...,Q, acotados tales que diam(Q;) <€,y
AS QU---UQy,. Como £ es cubrimiento acotado, existen Sy, ..., S, en 28 tales
que @ c §;, ydiam(S;) <e€, paratodo i =1,...,n. Asj,

A QU---UQS S1U---US,,.

En consecuencia, € € ' (A), para todo € > 0, y entonces ag(A) = 0.

3. Bastaver que ag(AUB) < max{ag(A), % (B)}. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que a(B) < a%(A). Luego, dado r e ' (A), se tiene que existen Qy, ..., Qn+m €

98 de diametro menor que r, y

ASQU--UQn, BEQns1U--UQnim.

Porende, AUB S Q U---UQy+m.Asi, r €e T'(AUB). En consecuencia, ag(AUB) <
ag(A).

4. Basta ver que I'g(A) < T'(A). Sea r € T'(A). Existen Q1,...,Qp € & tales que
diam(Q;) <r,y
ACQuU---UQy.

Ahora, como Q; € %, paracadai =1,...,n, existen Sy, ..., S,, € A tales que@g S;,
y diam(S;) < r. Asi,
AcQuU---UQ, S8 U---USy,,
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lo que implica r € T z(A). Esto concluye la demostracién.
(|

Proposicién 3.1.8. Sean (X, d) un espacio métrico completo %8 un cubrimiento acotado
de X, y (F, : n € N) una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados, acotados y no
vacios de X, tales que

lim ag(F,) =0,
n—oo

entonces, F = (\pen Frn # @ y compacto.

Demostracion. El caso ag(F;) =0 para algun n € N es directo por la completitud de X.
Definamos la sucesion a, = 2ag(F,), para cada n € N. Como ag(F,) < a,, enton-
ces existen Qf',...,Qy, € 98 tales que diam(Q}") < ap, parai=1,...,my,y

FpcQiu---uQy, .

Porlema 3.1.1, N,en Fr # @ y compacto. Esto concluye la demostracion. O

Observacion 3.1.2. Si 8y 2 son cubrimientos acotados de X que satisfacen la siguien-
te condicion: Para cada B € 93, existe D € & tal que B < D y diam(B) = diam(D). En-
tonces, ag < ag. En particular, si 8 € &, entonces ag < ag. Esto es directo, ya que en
tales casos, I'g(C) <T'¢(C), paracada C < X.

Ademas, podemos recuperar la medida de Kuratowski mediante estas medidas. En
efecto, tenemos que agx) = @. De esta tiltima asercion, obtenemos que para cualquier
cubrimiento acotado 93, se tiene que a < a4, y la relacion entre las medidas de no-
compacidad vistas es

YSysas2y, a<ag.

3.2. Medidas de no-compacidad en espacios uniformes

A continuacion, veremos una extension del concepto de medida de no-compacidad
hacia espacios uniformes. Muchos de los resultados expuestos son, en particular, vali-
dos para espacios métricos. Fue Horvath en [22] quien abordé resultados en espacios
métricos completos, y Arandelovic en [2] lo logra extender para espacios uniformes.

En esta seccion, X denota un espacio uniforme, cuya uniformidad (y topologia uni-
forme) es generada por la familia de seudo-métricas 2 = {d})ep separadorasy satu-

radas.
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Definicion 3.2.1. Una medida de no-compacidad definida sobre un espacio uniforme
X, esuna funcion @ : Z(X) — [0,00] que satisface las siguientes condiciones, para todo
A BcX:

1. ®(A) =00, siysolo si, A es no-acotado.
2. ®(A) =0, siysolo si, A es precompacto.
3. ®(A) = D(A).

4. Si A< B, entonces ®(A) < ®(B).

5. Si X es completo, y (F, : n € N) es una sucesion decreciente de subconjuntos
acotados, cerrados y no vacios de X tales que lim,,_.., ®(F;) = 0, entonces F =

MNnen Fn # @ y es compacto.

Definicion 3.2.2. Sea Z un conjunto no vacio. Una familia de subconjuntos {A;};c; de
Z satisface la propiedad de la interseccion finita, siy solo si, para todo J < [ finito, se
cumple Nje; Aj # @.

Teorema 3.2.1. Sean X un espacio uniforme completo, ® una medida de no-compacidad
sobre X y{Gj} je; < € (X) una familia que satisface la propiedad de la interseccion finita,
y tal que para todo € > 0, existe ] < I finito tal que

)

mGi)q,

jeJ
entonces, (;c; Gi # @ y compacto.
Demostracion. Supongamos que {G;};c; es una familia de cerrados que satisface las

condiciones anteriores. Para cada n € N, existe F(n) < I finito tal que

d

N G,-) <1l/n.

i€F(n)

Definamos la sucesién de conjuntos (Bj, : n € N) de manera recursiva:

By = ﬂ Gi, Bn+1::Bnﬂ( ﬂ Gl)

ieF(1) ieF(n+1)
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Tenemos entonces que B, es cerrado y B,+1 € By, para cada n € N. Ademds, como
{G;}ies satisface la propiedad de la interseccion finita, tenemos que B, # @,y ®(B,) <
1/n, para todo n € N. Por ende, K =(,;en Bn # @.

Dado F < I finito y n € N, definamos

CF,n = ﬂ (Gi an)-
ieF
La sucesion (Cgj, : n € N) es decreciente, de conjuntos cerrados, acotados y no vacios.
En consecuencia,

neN
por lo que Ny;en Cen N K # @, para todo F finito. Esto prueba que {G; N K} ;¢ satisface
la propiedad de la interseccion finita, y como K es compacto, entonces

NGinK) # .

iel
Por tanto, N;¢; G; # @ y compacto. Esto completa la demostracion. O

El siguiente teorema nos permite extender las medidas de no-compacidad conoci-

das en espacios seudo-métricos a espacios uniformes. Precisamos a continuacion.

Teorema 3.2.2. Sea X un espacio uniforme, y supongamos que para cada A € A, ¢, es
una medida de no-compacidad arbitraria sobre el espacio seudo-métrico (X,d)). En-
tonces, la funcion ®* : 2(X) — [0,00] dada por

D" (A) :=sup ¢, (A),
AeEA

es una medida de no-compacidad en X como espacio uniforme.

Demostracion. Por teorema[2.2.1} A es no-acotado, siy solo si, sup,, diamy (A) = oco.
Esto implica la condiciéon 1. Como ¢, (A) = ¢y (A), esto implica 3. Para demostrar 2,
notemos que de 3, ®*(A) = 0 implica ®*(A) = 0, y entonces (,b,l(Z) =0, para todo A €
A. Esto implica que A es compacto en (X,d,), para todo A € A, pues A es cerrado y
acotado. Asi, A es compacto, y por ende A es precompacto. Para demostrar 4, notemos
que si A< B, entonces ¢4 (A) < ¢, (B), paratodo A € A.

Para probar 5, basta notar que si X es completo (como espacio uniforme), enton-

ces (X,d)) lo es, para todo A € A. Luego, si (B, : n € N) es una sucesion decreciente
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de subconjuntos cerrados, acotados y no vacios tales que lim,,_.., ®* (F,) = 0, tenemos
que lim,,_.o ¢, (F,) =0, para todo A € A. En consecuencia, (,en Fr # @ Y compacto en
(X, dy). Asi, Nyen Fr €s compacto con la topologia uniforme. Esto completa la demos-
tracion. O

Antes de describir las medidas de no-compacidad construidas, ahora en espacios

uniformes, demostraremos un lema de utilidad.

Lema 3.2.1. Sean {I;};c; una sucesion de intervalos no-acotados superiormente. Enton-
ces,
supinfl; = inf(") ;.
ie] ie]
Demostracion. Como ey I; € I}, para todo j € J, entonces infl; < inf(;c;I;, y por
ende, sup;¢;infl; < inf(;e; I;.
Para la otra desigualdad, supongamos que sup;;infI; < inf(;c; I;. Sea § € R tal
que
supinfl; < f <inf[)I;.
ie] iel
Luego, para cada j € J, existe rj € I; tal que rj < f < inf(;e;I;. Sea r = sup;r;.
Tenemos entonces que rj < r, para todo j € J, por lo que r € I}, y en consecuencia,
r €Njey I;. Por ende,
r<p<inf()1;,
ie]
lo que es una contradiccion. Esto concluye la demostracion. O

Corolario 3.2.1. Sea X un espacio uniforme. Para cada A € A\, denotemos &y, Y1 ¥ Y2
las medidas de no-compacidad de Kuratowski, Hausdorff, y y sobre (X, d,), respectiva-
mente. Entonces, las siguientes funciones son medidas de compacidad:

1. a(A) =inf{e>0|(VAe A)EQ),...,Qn S X)ACS QU---UQ,, diamy(Q;) <e)},
2. x(A) =infle > 0] (VA€ A)3x1,...,xp € X) (AS Uy [x1]U---U Uy, [x0], i <€),y
3. y(A) =infNrea Urexy e > 0l AS Uy e [F1},

donde diam; (C) denota el didmetro de C con la seudo-métrica d,.

Demostracion. 1. Denotemos, para A< X y A € A, los conjuntos



CAPITULO 3. MEDIDAS DE NO-COMPACIDAD 44

» [(A)={e>0]ASQ U --UQpy, diam, (Q;) <€, n €N},
» T1(A) ={e>0|(VAe N)3Q1,...,Qn S X)(AS Q1 U---UQp, diamy (Q;) <€)}.

Tenemos entonces que [ ep F}L(A) =T! (A). Por teorema 3.2.2, tenemos que

a*(A) = sup a) (A) = supinfT} (A)
AEA AEA

es una medida de no-compacidad en X. Como a(A) = inf(jea F}I(A), entonces
por lema anterior, a(A) = a*(A).

2. Andlogo a 1, denotemos los conjuntos

u Fi(A) ={>0[Ac Uy [x1]U---UUy ,, [xn], x; € X, 1; <€, nEN},

s T2(A) = {e > 0|(VA e A)(3xy,...,xp € X)(AC Upr 1l U---0 Uy, [x5], i <
e)}.

Es directo que Mjep I'5 (A) = T?(A). Tenemos entonces que

1 (A) = sup ya(A) = supinfI?(A)
AeA AeA

es una medida de no-compacidad en X. Asi, ¥ (A) = infMjea Fi(A), y por el lema,
X" (A) = x(A).

3. Denotemos los conjuntos
" T(A)={e>0[AcUpclx]U---UUyelxn], xi€ X, neEN},
s [(A)={>0](VAeAN)3x1,..., xn € X)(AS Upelx1]U---U Uy elxnl, n €N}

Se tiene que MpepI'A(A) =T'(A) =Mrea Urexy i€ > 0] A< Uy ([F1}. Asi, la funcién

Y*(A) = supya(A) = supinfl,(A)
AeA AeA
es una medida de no-compacidad. En consecuencia, y(A) = infI' (A) = sup 5 Y1 (A).
Esto concluye la demostracion.
O

Definicion 3.2.3. Un cubrimiento 28 de un espacio uniforme X es un cubrimiento aco-

tado, si se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. Paratodo Ae B ytodo A€ A, diamy(A) <oo,y

2. paratodo A acotado y r > 0 tal que diam, (A) < r, para todo A € A, existe B € %
tal que A< Bydiam,(B) < r, paratodo A € A.

Corolario 3.2.2. Sea 98 un cubrimiento acotado de un espacio uniforme X. Entonces, la
funcion

az(A) =inf{e >0 (VA€ A)EQ1,...,Qn € B)AS QU UQy, diamy(Q;) <€)}

es una medida de no-compacidad en X.
Demostracion. Para A< X y A € A, denotemos
" T‘j{(A) ={€>013Q1,...,Qn e B(AS Q1 U+ UQp, diamy (Q;) <e€)},
» T3(A) ={e>0|(VAe A)(3Q1,...,Qn e B)(AS Q U---UQy, diam, (Q;) <e)}.

Se tiene que (Myea Fi(A) =T3(A). Si a/}%(A) = infl“?l (A), entonces a’l% y

ay(A) =supal,(A)
AeA

son medidas de no-compacidad en X (como espacio seudo-métrico y uniforme, res-

pectivamente). Asi, se tiene que

ag(A) =inf () T3 (A) =supal,(A).
AEA AEA

Por tanto, ag(A) = az,(A). Esto completa la demostracion. O

Observacion 3.2.1. Andlogo al caso seudo-métrico, las medidas de no-compacidad de
los corolarios anteriores satisfacen las siguientes desigualdades:

1. y(A) = x(A) =a(d) =2y(A),y
2. a(A) =agzg(A),
para todo A < X y todo cubrimiento acotado 28 de X.

El siguiente resultado demuestra el reciproco del teorema 3.2.1. De este modo, se
caracteriza la completitud de un espacio uniforme via medidas de no-compacidad.

Antes, enunciamos el siguiente lema.
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Lema 3.2.2. Sea (X, d) un espacio seudo-métrico, y tal que para toda sucesion (F,:n e

N) decreciente de subconjuntos cerrados no vacios de X tales que
lim diam(F,) =0,
n—oo

implicaNyen Fn # @. Entonces, (X, d) es completo.

Demostracion. Sea {x,},en una sucesion de Cauchy en X. Para cada n € N, definimos
Fy={xm:m=n}.Sean e >0y N €N tal que d(xp, X+p) <€ si n= Ny peN. Esto
implica que diam(F;) <¢€, si n = N, con lo cual se tiene que (,en Fr # @. Tenemos asi
que {x,}nen €5 una sucesion de Cauchy con un punto de acumulacién. Por lo tanto,

esta sucesion es convergente. Esto concluye la demostracion. O

Teorema 3.2.3. Un espacio uniforme X es completo, siy solo si,

(G #9,
ieJ

para toda familia de conjuntos cerrados, {G;}c;j, tal que:

1. {G;}iej tiene la propiedad de la interseccion finita,

2. infrey @ (Nies Gi) = 0.

Demostracion. Laimplicancia directa es el Teorema|3.2.1] Para demostrar el reciproco,
sea {B;};c; unabase de filtro de Cauchy en X. Luego, {B;};c; es también una base de fil-
tro en X y, por consiguiente, tiene la propiedad de la interseccion finita. Verifiquemos

que
2, inf1€<]> d* (ﬂieIEi) =0.

Sea n € N\ {0}. Para cada A € A, existe i, = iy, € J tal que B; x B; < %),1/»- Luego,

lim,, .. diam} (E,-n) =0, paratodo A € A. Esto implica que, a (ﬂne,\,\{o} Ein) =0,conlo

cual se tiene que (,enjo} Ein es dy-precompacto. Por consiguiente, ¢ (ﬂne,\,\{o} E,-n) =

0, para todo A € A. Entonces,

inf ©* < "
Ie())

N B,

neN\{0}

M B:

iel

ZSUP%( N Ein)zo-

AEA neN\{0}

Luego, la hip6tesis implica que N;e; B; # @ Y, como {B;};; es de Cauchy, entonces esta
base de filtro es convergente. Esto completa la demostracion. O



Capitulo 4

Dos condiciones para la existencia de

puntos fijos

En este capitulo, presentaremos esencialmente dos condiciones que con frecuen-
cia se requieren para asegurar existencia de puntos fijos en funciones, principalmente
contracciones. A saber, la condiciéon orbital de Banach y la propiedad condensante.
Ambos conceptos se encuentran en la literatura, para funciones definidas en espacios
meétricos. Presentamos aqui extensiones de estas definiciones para correspondencias
definidas en espacios uniformes. Ademas, la definicién de familia uniformemente con-
densante, la cual introducimos en la seccion |4.3, nos permite obtener resultados de

existencia de puntos fijos comunes para una familia de correspondencias.

4.1. Condiciones orbitales de Banach

Comenzamos esta seccién con la definicion de condicién orbital.
Definicion 4.1.1. Sea T : X — ¥ 28(X) una correspondencia. Diremos que

» T satisface la condicion orbital de Banach (COB), si existe una familia {k3} ex en
[0,1) tal que

dy(y,Ty) < kpdy(x,y), paratodo Ae A, xe X, ye Tx;

» T satisface la condicion orbital de Banach fuerte (COBF), si existe una familia

47
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{ka}ren €n [0,1) tal que

dr(y, Ty) < kpdy(x,Tx), paratodoAe A, xe X, ye Tx; y

» T es débilmente semicontinua superior, si la funcién h) : X — [0,00) dada por
hy(x) = dy(x, T x) es semicontinua superior, para todo A € A.

Observacion 4.1.1. Si T : X — €(X) es semicontinua superior, entonces T es débil-
mente semicontinua superior. En efecto, sea A€ A, a >0,

Ureg=1{(x,y) € X x X|d)(x,y) > al,

yG: X — € (X x X) la correspondencia definida por G(x) = {x} x Tx. Como G es semi-

continua superior (pues T lo es), entonces
xeX|dr(x,Tx)>a}={xe X|G(x)NU, 4 = @}

es abierto en X.

A continuacién, vemos ciertos tipos de correspondencias que satisfacen la condi-

cién orbital de Banach y la condicion orbital fuerte.

Proposicion 4.1.1. Sea T : X — €%B(X) una correspondencia que satisface alguna de

las siguientes condiciones, para cada A € A:

1. (Nadler) Existe kj € [0,1) tal que

HMTx, Ty) < kpdy(x,y), paratodox,y € X.

2. (Kannan) Existe ky € [0,1/2) tal que

HMTx, Ty) < kp(dy(x, Tx)+dy(y,Ty)), para todo x,y € X.

3. (Kannan generalizada) Existe k) € [0,1/2) tal que

HA(Tx, Ty) < kymax{d)(x, Tx),d)(y, Ty)}, paratodo x,y € X.
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4. (Chatterjea) Existe kj € [0,1/2) tal que

HMTx, Ty) < kp(dy(x, Ty)+dy(y, Tx)), paratodo x,y € X.

)]

. (Chatterjea generalizada) Existe k € [0,1/2) tal que

HMTx, Ty) < kymax{d) (x, Ty),dy(y, Tx)}, paratodo x,y € X.

[«

. (Berinde) Existen ky € [0,1/2) y L = 0 tales que

HMTx, Ty) < kpdy(x,y) + Ldy(y, Tx), para todo x,y € X.

7. (Reich) Existen ay, By, Y1 € [0,1] talesqueay+ Pr+yr <1,y

HA(Tx, Ty) <ajdj(x,y)+ Brdr(x, Tx)+vardy(y, Ty), para todo x,y € X.

o

. (Ciric) Existe ay € 0,1/2) tal que
HMTx, Ty) < aymaxidy (x, y), dy(x, Tx),dy(y, Ty), dp(x, Ty), dp(y, Tx)},

paratodo x,y € X.

Entonces, T satisface la condicion orbital de Banach. Aun mds, las contracciones Kan-
nan, Kannan generalizada y Chatterjea generalizada satisfacen la COBE

Demostracion. 1. Sean A€ A, x€ X e y € Tx. Luego,

dy(y,Ty) < supdy(z, Ty) < HMTx, Ty) < kpdy(x,y),

zeTx

de modo que T satisface la COB.

2. Si T es Kannan, tenemos, dados L€ A, xe X e y€ Tx,

dy(y, Ty) < HN(Tx, Ty) < kp(dy (x, Tx) + dy(y, Ty)),
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yentonces (1 —ky)dy(y, Ty) < kady(x, Tx). Asi,

ka
dy(x, Tx),
- 2(x, Tx)

dy(y,Ty) <

de modo que T satisface la COBF con constantes kj/(1— k) € [0, 1).

3. Seanl e A, xe X.Siparaalgin y e Tx, dy(x, Tx) <dy(y, Ty), entonces d,(y, Ty) =
0, de modo que dy (y, Ty) < kyd,(x, Tx). Asi, T satisface la COBE

4. Sean L e A, x€ X, e ye Tx. Luego,
dy(y, Ty) < HN(Tx, Ty) < kp(dy(x, Ty) + dp (3, Tx)) = kpdy (x, Ty).

Esto, junto con el hecho que d)(x, Ty) < d)(x,y) + dy(y, Ty), implica

dy(y, Ty) <

ka
dy(x, 7).
1-k, 2%, y)

Por tanto, T satisface la BOC con constantes kj/(1— k) € [0,1).
5. Para el caso Chatterjea generalizado, sean A € A, x € X e y € Tx. Luego,
HMTx, Ty) < kydy(x, Ty) < kp(da(x, Tx) + HN(Tx, Ty)),

yen consecuencia,

ka
1-k,

dy(y, Ty) < HNTx, Ty) < dy(x, Tx).

Asi, T satisface la COBF con constantes k; /(1 — k) € [0,1).
6. Si T es Berinde, sean A € A, x € X e y € Tx. Luego,
HMTx, Ty) < kady (x, ) + Ldp(y, Tx) = kady (x, ).

Como y € Tx, entonces dy(y, Ty) < kyd)(x,y), de modo que T satisface la COB

con constantes kj € [0,1).

7. Si T es Reich, entonces T es Berinde. En efecto, sean A € A, x,y € X. Ya hemos
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observado que
dr(y, Ty) < dp(y,2) + da(z, Ty),

para todo z € Tx. Reemplazando y considerando que d) (x, Tx) < d,(x, z), tene-
mos que

HMTx, Ty)

I\

ardy(x,y) + Prdar(x,z) +yadr(y, Ty)

ardr(x,y) + Baldp(x, y) +dp(y, 21 +yaldp(y, 2) + dp(z, Ty)]
(apr+B)dr(x,y) + (Ba+yA)da(y, 2) +yada(z, Ty)

(@ + P dr(x,y) + (Ba+y)da(y, 2) + YA HMTx, Ty).

1A

IA

En consecuencia,

ﬁA 12

HMTx, Ty) < dy(x,y) + =—2~

@) Yﬁa d/l (3 T).

Como ay + B +7a <1, entonces (ay + 1)/ (1—y) <1y (Br+ya)/(1—ya) =0.
Por tanto, T es Berinde, y satisface la COB como consecuencia.

8. Finalmente, si T es una contraccion Ciric, entoncesdado A€ A, x€ X e ye Tx,

tenemos
HMTx, Ty) < ayméxidy (x, y), dp(x, Tx), dp(y, Ty), da(x, Ty), dp(y, TX)},
pero como y e Txydy(x, Tx) <dy(x,y), tenemos
HMTx, Ty) < ayméxidy(x, y),dr(y, Ty), da(x, TY)} < aldy(x, y) + da(y, T)].

En consecuencia,

a)
dy(y, Ty) < dyr(x,y),
ATV = ~da (% y)

de modo que T satisface la COB con constantes &) /(1—a ) € [0, 1). Esto completa
la demostracion.
O

Observacion 4.1.2. Como parte del aporte de esta tesis, presentamos un nuevo tipo de
contraccién (NC) que satisface la COBE Para ello, sea T': X — € %(X) tal que

HMTx, Ty) < kplda(x, Ty) + dy(y, Ty)),
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donde k) € [0,1), para cada A € A. Notemos quedado x€ X e ye Tx,
dr(y, Ty) < H’I(Ty, Tx) < kyldy(y, Tx)+dy(x, Tx)] = kpdy(x, Tx).

En consecuencia, T satisface la COBF con constantes k.

4.2. Existenciade punto fijo

En lo que sigue, denotamos, paracadale Ay x € X,

Cr(x)={yeTx|,dr(x,y) =dy(x,Tx)} e FIr(x)=[]Ci(x).
AN

El siguiente lema es una extension del teorema de Caristi (ver TeoremalA.0.1), para
funciones univaluadas.

Lema 4.2.1. (Corolario 12 en [13]) Sea f : X — X una funcion arbitraria. Supongamos
que para cada A € A, ¢, : X — R es una funcion semicontinua inferior y acotada infe-

riormente, tal que para cada x € X,
dr(x, f(x)) = @a(x) — 2 (f(x)).

Entonces, | tiene al menos un punto fijo.

Teorema 4.2.1. Sea T : X — € %(X) una correspondencia, y supongamos que se satis-

facen las siguientes condiciones:
1. T satisface la condicién orbital de Banach,
2. Fr(x) es no vacio, para cada x€ X, y
3. T es débilemente semicontinua superior.
Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Como T satisface la COB, existe una familia {k;} e en [0, 1) tal que

d(y,Ty) <kpdy(x,y), paratodoLe A, xe X eye Tx.
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De la condicion 2, existe una funcion de seleccién f: X — X, es decir, f(x) € Tx para
todo x € X, que ademads satisface d (x, f(x)) = d,(x, Tx), paratodo A € Ay x € X. Asi,

dy(x, f(x) —dp(f(x), Tf(x)) = (1 -k dx(x, f(x)).
Definiendo ¢, : X — R como ¢, (x) = dy(x, Tx)/(1 - k,), tenemos que
dy(x, f(x)) < pp(x) —pa(f(x)).

Es directo que ¢, es acotada inferiormente por 0, y por condicion 3, ¢, es semiconti-
nua inferior, para cada A € A. Del lema, existe x* € X tal que x* = f(x*), y en conse-

cuencia, x* € Tx*. Esto completa la demostracion. O

La continuidad de las contracciones Nadler nos permiten establecer el siguiente

corolario.

Corolario 4.2.1. Sea T : X — € %B(X) una contraccion Nadler tal que #1(x) es no vacio,

para cada x € X. Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Debido a que T es una funciéon continua respecto a las seudo-métricas
de Hausdorff, entonces T es semicontinua superior. En consecuencia, como T satis-
face la condicion orbital de Banach, la existencia de punto fijo se sigue del teorema

anterior. 0

Las siguientes dos proposiciones ilustran casos especiales, donde la condicion 2

del Teorema 4.2.1 es véalida.

Proposicion 4.2.1. Sea f : X — X una funcién univaluada. Entonces, #,(x) es no va-
cio, donde {f}(x) :={f(x)}, para todo x € X.

Demostracion. Sea x € X. Se sigue directamente que f(x) € Z(5(x), pues f(x) € {f}(x),
yademas d) (x, f(x)) = dy(x,{f}(x)). [

Proposicién 4.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo, y T : X — € %B(X) una co-

rrespondencia. Entonces, $1(x) es no vacio, para todo x € X.

Demostracion. Sea x € X. Dado n € N\ {0}, sean

Cp(x)={yeTxld(x,y)<d(x,Tx)+1/n}.
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Deﬁnamos de manera recursiva la sucesion
»n(x) € Cy(x),

Yn+1(%) € Cp(x) N B(yn(x),1/2").

Tenemos asi que {y;+p(X)}nennjo; € una sucesion de Cauchy en Cp(x), para cada p €
N\ {0}. Sea y* el limite de dicha sucesién. Luego,

y'e [ Cpx)=Irx).
pENO}

Por tanto, #7(x) es no vacio, lo que completa la demostracion. O

Corolario 4.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo, k€ [0,1) y T : X — €B(X)
una correspondencia débilmente semicontinua superior que satisface

d(y,Ty) < kd(x,Tx), paratodoxe X eye Tx.

Entonces, T tiene un punto fijo.
Demostracion. Es directo del Teorema 4.2.1 y Proposicion 4.2.2. O

Corolario 4.2.3. (Nadler [28]) Sea (X, d) un espacio métrico completoy T : X — € B(X)
una contraccion Nadler. Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Sigue de Proposicion 4.2.2 y Corolario 4.2.2. O

Corolario 4.2.4. Sea{k}jep unafamiliaenl0,1) y f : X — X una funcion continua que

satisface la siguiente condicion:
d;t(f(x),fz(x)) < kpdy(x, f(x)), paratodoxe X, y L€ A.

Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. La correspondencia {f}(x) = {f (x)} satisface las condiciones del Teore-

ma 4.2.1, de modo que ella tiene un punto fijo. O

El siguiente corolario, el cual es un resultado de Tarafdar en [34], es un caso parti-

cular del corolario anterior .
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Corolario 4.2.5. (Tarafdar [34]) Sea & = {kj} ep una familia de constantes en [0,1) y
f: X — X una funcion & -contractiva, es decir, para todo x,y € X y L€ A,

dy(f(x), f(y) < kpdy(x,y).

Entonces, | tiene un punto fijo.
Demostracion. La funcién f satisface la condicion del corolario anterior. O

Observacion 4.2.1. Como las correspondencias de la Proposicion [4.1.1] satisfacen la
condicidén orbital de Banach, asumiendo que estas satisfacen las condiciones 2 y 3 del

Teoremal4.2.1} se deduce que cada una de ellas posee un punto fijo.

4.3. Propiedad uniformemente condensante

En esta seccion, X denota un espacio uniforme no necesariamente completo. Em-
pezamos recordando la definicion de la medida de no-compacidad gamma, y : 8(X) —
[0,00], dada por

y(A) =inf (] | {e>01Ac Uy [Fl},
AeA Fe(X)

y la medida de no-compacidad de Kuratowski, a : 28(X) — [0,00] dada por

n
a(A) =inf ) {€>0|A§ U Qi, diamy (Q) <¢€,i=1,..,n, nel\l}.
AEA i=1

Para algunos resultados en esta seccion, es necesario que una medida de no-compacidad

satisfaga una condicién adicional. Precisamos a continuacion.

Definicion 4.3.1. Una funciéon ® : 22(X) — [0,00] es una medida de no-compacidad
fuerte, siy solo si, ® es una medida de no-compacidad que satisface la siguiente con-
dicién, paratodo A,B < X:

®(AU B) = max{®(A), D(B)}.

En lo que sigue, consideramos ® una medida de no-compacidad fuerte. Observe-
mos que las medidas definidas en el capitulo anterior (medida de Kuratowski, Haus-

dorff, y gamma) son medidas de no-compacidad fuertes.
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Definicion 4.3.2. Sean % una familia de correspondencias de X en Z2(X) y T € &.

Diremos que

= T es condensante, (0 ®-condensante), si para cada A € ZB(X) tal que P(A) >0y
T(A) € B(X), se cumple O(T(A)) < P(A).

= F es uniformemente condensante (0 ®-uniformemente condensante), si para to-
do A€ #(X) tal que ®(A) >0y Urez T(A) € B(X), se cumple que

o | T

TeF

<®(A).

Dada &, una familia de correspondencias de X en 22(X), denotamos por T la
correspondencia de X en #(X), definida como

Te(x):= | TW.
TeZF

Definicion 4.3.3. Una correspondencia T : X — 22(X) es compacta, siy solo si, para
todo A € B(X), T(A) es precompacto, y, una familia & es uniformemente compacta, si
Tz es compacta.

Observacion 4.3.1. Sea % una familia de correspondencias de X en 2 (X).

1. Si % es finitay cada T € & es condensante, entonces % es uniformemente con-

densante,
2. si T es compacta, entonces Tg es condensante,
3. & es uniformemente condensante, siy solo si, Tz es condensante, y
4. si T es compacta, entonces & es uniformemente condensante.

Observacion 4.3.2. Los conceptos y definiciones anteriores se pueden considerar de
manera anédloga con funciones univaluadas f : X — X, donde la imagen directa por un
conjunto A € 2 (X) eslausual. Es decir, f(A) ={xe X|@ye X)x=f(}.

En la siguiente proposicién, mostraremos que las iteraciones de una funcién uni-

valuada condensante forman una familia uniformemente condensante.
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Proposicion 4.3.1. Sea f : X — X una funcion condensante. Entonces, {f"},ennio €S

una familia uniformemente condensante.

Demostracion. Sea A € AB(X) tal que ®(A) > 0. Fijemos
o0
B=J .
n=1

Como B = f(B)Uf(A), entonces ®(B) = max{®(f(B)), P(f(A))}. Luego, ®(B) = D(f(B)) <
®(A), o bien ®(B) = ®(f(B)), lo que implica que ®(B) = 0, pues f es condensante. En

ambos casos, ®(B) < ®(A), que es lo que se queria demostrar. O

Otro ejemplo de familias uniformemente condensante son las contracciones Nad-
ler. Pero con una condicién intermedia, entre la de ser una familia de correspondencias
compactas y la de ser una familia uniformemente compacta. La siguiente proposicion

da cuenta de este hecho.

Proposicion 4.3.2. Sea {k)})ep una familiaen [0,1), y & una familia de corresponden-

cias T: X — € PB(X) que satisfacen las siguientes condiciones:
1. ParatodoTe %, x,y€ X, HMTx, Ty) < kydy(x,y),y
2. Ureg Tx es precompacto, para todo x € X.
Entonces, & esy-uniformemente condensante.
Demostracion. Sean Ae B(X),e>y(A),ALeAyay,...,a, € X tales que

Ac U/l,e[al] U---u U/l,e[ar]-

Por la condicién 1, se tiene H*(Tx, Ta;) < kydy(x,a;) < ke, para todo x € Uy ¢la;l, i €
{1,...,r},ytodo T € &#. Luego,

T(A) cUpxelTarlu---UUy kel Ta,], paratodo T € &,
y en consecuencia,

U T < U UnrielTz @) U---UUx kel T (ar)].
Tes Tes
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Por la condicién 2, T4 (a;) es precompacto, paratodo i € {1,...,r}. Asi, paratodon >0
ytodo i€ {l,...,r}, existe G; = {b; 1,...,bi m;} < Tz (a;) tal que Tz (a;) S Uy k,c[G;]. Por

tanto,

U T < U UrmeigelGilU--UUx k0 (Gl = U Urgeiye G,
Tes TeF TeZF

donde G =Gy U:--UG,. Como € > a(A) yn > 0 son arbitrarios, se sigue que

< kay(A).

Y( U 1)

TeF

Por lo tanto, si y(A) > 0, entonces y (Urez T(A))) < y(A). Esto prueba que & es y-

uniformemente condensante, lo que completa la demostracion. O

En el caso que X sea compacto, la propiedad de ser uniformemente condensante

se deduce de la semicontinuidad superior.

Proposicién 4.3.3. Sean X un espacio uniforme compactoy & una familia de funciones

de X en 6 (X) semicontinuas superior. Entonces, & es uniformemente condensante.

Demostracion. Supongamos que las funciones T € & son semicontinuas superior. Por
Teoremall.1.3] T es semicontinua superior. En consecuencia, por Teoremall.1.2}, T (X)
es compacto. Por ende, Tz es uniformemente condensante. O

Como veremos en el siguiente ejemplo, una familia de funciones (univaluadas o
multivaluadas) condensantes, no necesariamente es una familia uniformemente con-

densante, de modo que estos conceptos no son superfluos.

Ejemplo 4.3.1. Sean X un espacio de Banachreal, a€ X y A= B(a,1) labola de centro
a y radio 1. Para cada x € X, definamos Ty : X — X como la funcién constante en x,
es decir, Ty(y) = x, para todo y € X. La familia % = {Ty}xea no es a-uniformemente

condensante, pues

a(U Tx(A)) = a(A),

X€EA
pero, segin Proposicién|3.1.4, a(A) = 2 > 0. Sin embargo, cada funcién T} es a-condensante,
ya que a(Tx(B)) =0, para todo B € %(X).

Los siguientes resultados brindan informacién topolégica del conjunto de puntos

fijos de funciones condensantes y familias uniformemente condensantes.
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Lema 4.3.1. Sea T : X — %B(X) una correspondencia ®-condensante. Entonces, Fix(T)

es precompacto (eventualmente vacio).

Demostracion. Es directo que Fix(T) < T(Fix(T)), de lo que se deduce el acotamien-
to de Fix(T), y ®(Fix(T)) < ®(T (Fix(T))). Suponiendo que ®(Fix(T)) > 0, se obtiene
®(Fix(T)) < ®(Fix(T)). Esta contradiccion implica ®(Fix(7)) = 0, lo que completa la

demostracion. 0

Corolario 4.3.1. Sea T : X — € 9(X) una correspondencia condensante y débilmente

semicontinua inferior. Entonces, Fix(T) es compacto (eventualmente vacio).

Demostracién. De la semicontinuidad superior se deduce que Fix(T) es cerrado y, por
Lemmal4.3} Fix(T) es compacto. O

Teorema 4.3.1. Sea & una familia de correspondencias T : X — 2?(X) uniformemente
condensante. Entonces, ez Fix(T) es precompacto.

Demostracion. Por Observacion 4.3.1 y la hip6tesis, T# es condensante. Asi, el resul-
tado se deduce del lema anterior, pues Ure s Fix(T) = Fix(T4), lo que completa la de-

mostracion. O

Observacion 4.3.3. Para el lema 4.3.1, no es necesaria la condicion fuerte de ®. Por
ende, el corolario 4.3.1 y teorema 4.3.1 son vélidos para una medida de no-compacidad

arbitraria, no necesariamente fuerte.
Corolario 4.3.2. Bajo los supuestos de Proposicion 4.3.2, Ure g Fix(T) es precompacto.
Demostracion. Es directo de Proposicion 4.3.2 y el teorema anterior. O

El corolario precedente es una generalizacion de un resultado de Saint-Raymond

en espacios métricos, el cual enunciamos a continuacion.

Corolario 4.3.3. (Teorema 1, [32]) Sean (X, d) un espacio métrico completo, k € [0,1) y
T: X — & (X) una correspondencia Nadler:

H(Tx,Ty) < kd(x,y), paratodo x,y € X.

Entonces, Fix(T) es compacto.

Demostracion. Consecuencia directa del corolario anterior. O
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4.4. Unresultado tipo Monch

Sean X un espacio uniforme, A € X y ¢ una familia de subconjuntos de X. La € -
envoltura de A se define como

cog(A):=[{ICe€|A<C}.

Se dice que € es una familia estable, silas dos condiciones siguientes se cumplen:

1. paracada6¢’' < €,N€ €6,y

2. paracada A€ B(X), cog(A) € B(X)y P(cog(A)) = D(A).

Una familia estable puede ser la de conjuntos cerrados en un espacio uniforme arbitra-
rio, o la familia de conjuntos convexos, o cerrados y convexos en un espacio vectorial

topoldgico. Trivialmente, 28(X) es también una familia estable.

Sean ¥ una familia estable de subconjuntos de X y E < X. Sediceque G: E= X es
una correspondencia KKM extendida, si se tiene

cog(A) € G(A) = [ GW),

xeA
para todo subconjunto finito A de E. Diremos que G es una correspondencia fuerte-
mente KKM extendida si, para cada x € E,

1. xeG(x),y

2. G*(x) = co¢ (G*(x)), donde G* (x) = X\ G~ 1 (x).

Las evaluaciones en G~ y G* suelen llamarse fibras y cofibras de G, respectivamente.

Las correspondencias fuertemente KKM extendidas son un caso particular de las

correspondencias KKM extendidas, como vemos a continuacion.

Proposicién 4.4.1. Sean 6 una familia estable de subconjuntosde X, E€E € yG:E=E
una correspondencia fuertemente KKM extendida. Entonces, G es KKM extendida

Demostracion. Sean A un subconjunto finito de E, e y € co¢(A). Como y € G(y), en-
tonces y € G*(y), por lo que co¢ (A) no esta contenido en G*(y) = co¢(G*(¥)). En con-
secuencia, existe x € A tal que x ¢ G*(y), por lo que y € G(x). Esto completa la demos-

tracion. O
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Proposicién 4.4.2. Sean € una familia estable de subconjuntosde X, E€c € yG: E —
22(X) una correspondencia tal que G* no es KKM extendida. Entonces, las dos siguientes

condiciones se satisfacen:
1. Existey € E tal que y € co¢(G())), y
2. G tiene un punto fijo, siempre que G(x) = co¢(G(x)), para todo x € E.

Demostracion. De lo asumido, existe un subconjunto finito A de E e y € co¢(A) tales
que y ¢ G*(A). Asi, y € Nyxea G 1 (x). En consecuencia, para todo x € A, x € G(y). Esto
implica co¢ (A) € co¢ (G(y)), lo que demuestra 1. Como 2 se deduce de 1, la demostra-

cién estd completa. O

El siguiente resultado es de tipo Monch. Un resultado de este tipo permite en-
contrar subconjuntos invariantes de familias uniformemente condensantes, bajo cual-

quiera de las medidas de no-compacidad definidas en el capitulo precedente

Teorema 4.4.1. Sean € una familia estable de subconjuntos de X, M € € N B(X) com-
pleto (con la uniformidad subespacio), y & una familia de correspondencias uniforme-
mente condensantes, de M en 2 (M). Supongamos ademds que al menos una de las dos
condiciones siguientes se satisfacen:

1. Cada C € € es cerrado, o
2. cada T € F es semicontinua superior.
Entonces, existe K € € compacto no vacio, y tal que T(K) € K, paratodo T € &.

Demostracion. Sea m € M. Definimos los siguientes conjuntos:

= (){Ke€IKSM, meKyT(K)SK},B=[)K,y
TeZF KeZ

C = cog ({m}u U 7B
TeF

Se tiene que B es invariante para cada T € &. En efecto, T(B) < ges T(K) € B, para
cada T € . Como me M, Ureg T(B) < By B € €, entonces C < B. En consecuencia,
paracada T € &%, T(C) < T(B) < C, de modo que C € Zy B < C. Se obtiene entonces
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B=C.

Por la estabilidad de € como familia, se tiene

Q) =@({miu | TB)|= =

TeF

U r»

TeF

U T©

TeF

)

y como & es uniformemente condensante, entonces C es precompacto. Asi, B es no
vacio, precompacto y paratodo T € &, T(B) < B. Si se satisface la condicién 1, B es pre-
compacto y cerrado dentro de M, y entonces es compacto que cumple las condiciones
del enunciado. Si por otro lado, se satisface la condicién 2, consideremos K = B. Como
cada T € & es semicontinua superior, entonces T~Y(K) es cerrado y K es compacto,
debido a la completitud de M. En consecuencia, K < T-HK) y por tanto T(K) € K,
para todo T € &. Esto completa la demostracion. O

El teorema de Kakutani-Fan-Glicksberg (TeoremalA.0.3) admite una extension, que

enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 4.4.1. Sea X un espacio vectorial topoldgico real, M un subconjunto de X
acotado, completo y convexo. Sea & una familia de funciones de M en si mismo, uni-
formemente condensante y cada una semicontinua superior, tal que {T x} re g satisface
la propiedad de la interseccion finita, para todo x € M. Entonces, existe un punto fijo
comuin para la familia &, es decir, existe x* € M tal que x* € Tx*, para todo T € .

Demostracion. Por Teorema 4.4.1, existe un subconjunto K de X compacto, convexo
no vacio, tal que para todo T € &%, T(K) < K. Sea G : K — 2K la correspondencia defini-
dapor Gx =(7eg Tx. Como T x es compacto, paracada T € Z# y x € K, se sigue que Gx
es no-vacio. Ademads, G es semicontinua superior, por Teorema Asi, por Teorema
existe x* € M tal que x* € Gx™. Esto completa la demostracion. O

A continuacién, enunciamos una version condensante del teorema de punto fijo
de Markov-Kakutani.

Corolario 4.4.2. Sea X espacio vectorial topologico real, M un subconjunto de X com-
pleto, acotado y convexo. Sea & una familia de funciones de M en si mismo, unifor-
memente condensante, continuas y que conmutan via composicion. Entonces, existe
x* € M tal que x* € Tx*, paratodo T € &.

Demostracion. Se sigue de Teorema 4.4.1 y del teorema de Markov-Kakutani clésico.
O
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Definicion 4.4.1. Sean X un espacio vectorial y M un subconjunto convexo de X. Una
aplicacion T : M — X se dice afin, si paratodo x,ye My t€[0,1], T(tx+ (1 -1)y) =
tTx+(1-10Ty.

Andlogamente, y para concluir el capitulo, enunciamos una versién condensante
del teorema de punto fijo de Kakutani.

Corolario 4.4.3. Sean X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, M un sub-
conjunto de X no vacio, metrizable, acotado, completo y convexo, y & una familia de
funciones afines de M en si mismo, uniformemente condensante y equicontinuo. Enton-
ces, existe x* € M tal que Tx* = x*, paratodo T € &F.
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Teorema A.0.1. [9] Sea (X,d) un espacio métrico completo, f : X — X una funcion y
¢ : X — R, una funcion semicontinua inferior tal que d(x, f(x)) < @(x) — p(f (x)), para
todo x € X. Entonces, | tiene un punto fijo.

TeoremaA.0.2. (Markov-Kakutani, Teorema V-10.6 en [10]) Sean E un espacio vectorial
topologico, K subconjunto compacto y convexo de E. Sean & una familia de funciones
lineales continuas que mapean K en si mismo, y ademds conmutan con la composicion.
Entonces, existe x* € K tal que Tx* = x*, paratodo T € &.

TeoremaA.0.3. [11,[19] Sean E un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, M <
E compacto, convexo no vacio, y & una familia equicontinua de funciones afines de M
en si mismo, que ademds es un grupo con la composicion. Entonces, existe x* € M tal
que Tx* = x*, paratodo T € F.

Teorema A.0.4. (Borsuk,[6]) Si S es una esfera en un espacio normado de dimension n,
¥y Ai,..., A, es un cubrimiento cerrado de S, entonces existen Ay y X,y € Ay tales que
x =—y. En particular, diam(Ay) = diam(S).
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