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Resumen

Esta tesis presenta el estudio de la BMW 4lgebra introducida en 1989 por Birman,
Murakami y Wenzl. Esta dlgebra se define algebraicamente mediante generadores y re-
laciones, o geometricamente, como el dlgebra de Tangles médulo relacién de skein de
Kauffman. Probaremos, en efecto, que estas dos versiones son isomorfas. Mostraremos
que este isomorfismo es obtenido a partir de la contrucciéon explicita de una base para
BMW, algebra que serd analoga a una base de M T,, previamente construida usando

diagramas de Brauer.
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Introduccion

La BMW dlgebra tuvo su origen en la teoria de nudos, poco tiempo después de
la invensién del famoso polinomio de Jones [9]. Kauffman por su parte introdujo una
nueva invariante de isotopia regular para links en S, determinada por relaciones de
skein [13]. Birman y Wenzl [5] e independientemente Murakami [16] definieron una
familia de algebras del grupo de trenzas que cocientado por la relaciéon de skein so-
portaban una funcién traza de Markov lo que permitia recuperar la invariante polino-
mial de Kauffman de dos variables, ver seccion La BMW 4lgebra se define como
el dlgebra con parametros [, m en C y generadores gi,...,8gn-1, €1,..., €x—1 SUjeta a las
siguientes relaciones:

8i8i+i8i = 8i+18i8i+1
gigi=8j8& li—jI>1
giei=egi=1""e
eigjei=le;

gi—-g'=ml-e).

Note que las dos primeras relaciones corresponden a relaciones de trenzas comun-
mente asociado al grupo de trenzas B,,.

Asi, BMW 4lgebra esta estrechamente relacionada con el grupo de trenza B, el
dlgebra de Iwahori-Hecke y con otras dlgebras de diagramas tales como el dlgebra de
Brauer y de Temperley-Lieb. De hecho, puede interpretarse como una deformacién del
dlgebra de Brauer obtenido a partir de reemplazar el dlgebra del grupo simétrico con el
algebra de Iwohori-Hecke. En vista de estas relaciones entre la BMW algebra y varios
objetos de tipo A, varios autores han generalizado naturalmente el dlgebra de BMW
para otro tipo de grupos de Artin, asi como Haring-Oldenburg motivado por la teoria
de nudo de tipo By el dlgebra de Ariki-Koike es que introduce la Birman-Murakami-
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wenzl dlgebra Ciclotémica en [7].

Birman y Wenzl en [5] construyeron una traza de Markov no degenerada usando la
invariante de link de Kauffman, este resultado se muestra en el capitulo La existencia
de esta traza en conjunto con las técnicas algebraicas del método de Jones (ver Jones
[10] y Wenzl [19]) permitieron derivar que la estructura genérica de esta dlgebra era
semisimple. Mds aun Rui y Si en [18] produjieron un criterio para la simplicidad de la
BMW 4&lgebra sobre un cuerpo arbitrario.

Posteriormente en [8] Morton y Traczyk definen el Algebra Tangles de Kauffman.
Esta dlgebra se define como sigue: Sea Q2 un anillo conmutativo con unidad y I, m
indeterminadas en C. El Algebra de Tangles de Kauffman MT, es la Q—algebra de

(n, n)—tangles, m6dulo relaciones de skein:
1) TH-T =m(T°—T>)
2) Tderecho — l—lT y Tizquierdo =IT

T derecho T izquierdo

Figura 1

B) TUO==z!T

Donde T || O es un tangle que consiste en la unién de 7'y una curva cerrada simple
que no poseen cruces entre ellos.

Morton y Traczyk [8] probaron que el dlgebra M T, es libre de rango (2n—1)!! =
(2n-1)---3-1 cuyos (n, n)—tangles son tangles totalmente descendentes, ver definicién
, la cual tenemos los siguientes diagramas de G;, E; y Gi‘l respectivamente.
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i i+1, i i+1, i i+1,

Figura 2

Esta tesis esta dividida en 3 capitulos. En el capitulo [1| revisaremos las definicio-
nes elementales de mddulos, dlgebras asociativas y producto tensorial de médulos y
dlgebras. Ademas se describe la invariante polinomial de Kauffman de dos variables F
sobre el conjunto de tangles, junto con la generalizacion del polinomio de Bracket de
isotopia regular dado por el polinomio de Laurent A. En el capitulo [2|encontraremos
la definicién original dada por Birman y Wenzl en [5] y la construccién de una presen-
tacion reducida final del dlgebra BM W, que culmina con la demostracion de la buena
definicion de la funcion lineal traza de Markov sobre la BMW élgebra. El capitulo
trata el homomorfismo ¢ entre el dlgebra BMW, y el dlgebra M T),. En la secci6n[3.1.2]
se identificard el conjunto de tangles generador {7} para el dlgebra M T, llamados tan-
gles totalmente descendente y se finaliza probando que ¢ es sobreyectiva lo que luego
en la seccioén[3.2]se demuestra la independencia lineal de este conjunto constituyendo
una base para el dlgebra de Tangles de Kauffman. En la seccién 3.3|se muestra la cons-
truccion de una base inductiva para el dlgebra de BM W, se introducen los elementos
Fy, ver figura3|para2k < n-1,

« 2k-

Y
M

k
Figura 3

y fix como el producto de es, ver proposici()n Como parte del método inducti-
vo usaremos las filtraciones naturales BM W,i‘” yM T,(lq) como ideal bilatero. En el caso
de M T, surgen desde el punto de vista geométrica cuando consideramos tangles de
rango < ¢q. Demostraremos que para g = 0,1 y algtin 7 fijo el homomorfismo ¢ es in-
yectiva sobre BMW,,_;. Por tltimo en la seccion[3.4/ mostramos el paso principal de la

induccion, es decir mostrar que ¢ : BM W,i") — M T,ﬁ‘” es inyectiva para todo n, g. Asi
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formalizando tenemos que para todo n, la funcién ¢ : BMW,, — M T, es un isomor-

fismo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Médulosy Algebra

Esta seccion tiene como objetivo entregar las nociones basicas de modulos, 4lge-
bras asociativas y producto tensorial de modulos y dlgebras.

1.1.1. Modulos

Se definira el concepto de mdédulo y se verdn algunas propiedades bésicas de mo-
dulos.

Definicion 1. Sea R un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que M es un R—modulo
izquierdo si para todo r € R y x € M existe una accion de r sobre x por la izquiera dado
por el homomorfismo h,(x) = rx donde h: R — End(M) tal que satisface:

MI rx+y)=rx+ry paratodor € R, x,ye M,
M2 (r+s)x=rx+sx paratodor,s€ R, xe M,
M.3 (rs)x=r(sx) paratodor,s€ R, xe M,
M4 1x=x para todo x € M.

Analogamente se define el R— modulo derecho.

Como submédulo de M se entendera como cualquier subgrupo N del grupo adi-
tivo M que es cerrado bajo la accién de R, es decir, para todo r € Ry n € N entonces
rne€ N. En tal caso N hereda una estructura de R-maédulo.
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Sea M un R-moédulo, y @ # X € M definimos el submdédulo generado por X, como
el conjunto de todas las combinaciones lineales ) r;x; donde x; € X, r; € R. En par-
ticular, X es conjunto generador de M si cada elemento de M es combinacién lineal
de elementos de X y si a la vez X es un conjunto finito, entonces M es finitamente
generado.

A veces nos encontraremos con modulos que estan dotados de acciones tanto por

laizquierda y derecha y a su vez estas acciones son compatibles. Mas precisamente,

Definicion 2. Sean R, S anillos y M un grupo abeliano. Decimos que M es un R —
S—bimédulo es decir, es un R-mddulo izquierdo y un S-médulo derecho tal que:

(rm)s=r(ms) paratodo me M,reR y seS

Este serd un concepto considerado mas adelante en la contruccién del producto

tensorial sobre anillos conmutativos con unidad.

Definicion 3. Sea R un anilloy M y N R—méddulos, se define una aplicacién R-lineal u
homomorfismo demédulo f: M — N talquer f(x) = f(rx) y(f +g)(x) = f(x) + g(x)
para todo x € M, r € R.

Notar que si M y N son R—mddulos entonces Hom (M, N) tiene naturalmente es-
tructura de R—modulo.

Veamos algunos conceptos claves que se deprenden de la teoria de grupos y que se
extienden a la teoria de Médulos.

Dado f: M — N un homomorfismo de mddulo, la imagen im f es un submédulo
de Ny el kernel, ker f es un submoédulo de M. Observemos que f es inyectiva , siy
solo si, ker f = 0. Ademas el grupo cuociente M/ ker f puede ser considerado como un
R-modulo y definir el homomorfismo natural 7 : M — M/ker f tal que M/ker f =
imf.En general para algin submédulo M’ de M tenemos el médulo cuociente M/ M’
obtenido a partir de extender el concepto de médulo sobre el grupo cuociente M/ M’
donde M’ es un subgrupo normal de M.

Tambien se cumple en la teoria de médulos el siguiente resultado de teoria de gru-

po.

Teorema 1. Sea R un anillo y M,N dos R-moédulo. Dado un homomorfismo de médulo
f:M— N yunsubmédulo M' de M conn: M — M/M' tal que M' < ker f entonces
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existe un tinico homomorfismo f : M/IM' — N tal que f puede ser expresada como
f = fomn. Ademds f es inyectiva, siy solo si, M' = ker f. Osea el siguiente diagrama
conmuta:

M —— M/M

1.1.2. Modulo libre

A continuacion estudiamos el concepto de independencia lineal y base para mo6-
dulo.

Definicion 4. Sea M un R-méduloy X = {xy,..., xx} un subconjunto finito de M. Se dice
que X (los elementos de X) es (son) linealmente dependiente(s), si existen ry,...,7x € R
no todos nulos tal que:

X1-n+...+x-r=0

En caso contrario se dira que X es linealmente independiente es decir, para cual-

quierry,..., i se cumple

k
Y xiri=0er;=0V 1<i<k
i-1

Asi, @ # X € M es una base de M si X es linealmente independiente y genera como
R-méduloa M.

En particular se sabe lo siguiente:
Proposicién 1. Todo médulo libre finitamente generado posee una base finita

El contenido de la siguiente proposicién es conocida para espacios vectoriales so-
bre anillo de divisién. La prueba es valida para anillos arbitrarios.
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Proposicién 2. Ses F un médulo libre sobre R con base infinitas X,Y , entonces Car (X) =
Car(Y).

A continuacion se caracterizara la definicién de modulo libre a través de homo-
morfismos.

Definicion 5. Sea R un anillo, F un R-médulo y X < F. Se dice que (F, X) es un R-
médulo libre sobre X si i : X — F es una funcion que verifica la siguiente propiedad
universal, es decir:
Dado N un R-médulo y una funcién v : X — N existe un tinico homomorfismo de
médulo f : F — N tal quey = f o i, es decir; el siguiente diagrama conmuta:
i

X —F

N

af

N

El conjunto X se llama una base de F.

Se debe tener en cuenta de esta propiedad universal lo siguiente: Si (F, X) y (F/, X)
son R-madulos libres sobre el conjunto X, entonces F es isomorfo a F'.
La siguiente proposicion es ttil en el estudio de R-médulos.

Proposicién 3. Sea M un R-médulo, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) M tiene una base
(2) M es isomorfo a una suma directa del tipo @ R; con R; = R para todoi € I

iel

(3) (M, X) es un R-médulo libre.

1.1.3. Producto Tensorial de Médulos y Algebras

El producto tensorial es un objeto de estudio muy interesante en la teoria de médu-
los, pues es una herramienta 1til para construir dlgebras a partir de un médulo dado.
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Sea R un anillo y M, N dos R-mddulos derecho e izquierdo respectivamente. Con-
sideremos el Z—moédulo libre F := ZM*N con X := {1, (1)} xemxn 1a base estandar de
F. Es decir, estamos identificando los elementos de M x N con la base estandar de
ZM*N) Ahora dado S un Z-submédulo de F definida por la unién de relaciones, osea,
S=(S;:US2US3) tal que:

Sy :={m+m',n)—(m,n)—(m',n)/mm € M,ne N}
Sy:={m,n+n")—(m,n)—(m,n)/meM,n,n € N}

Sy :={(mr,n)—(m,rn)/{me M,r € R}

Podemos definir M ® g N como el Z-moédulo cuociente F/S. Este objeto se conoce
como el producto tensorial de M por N, la clase de equivalencia (m, n) del elemento
(m,n) de F se denota por m® ny se lee m tensor n.

Las propiedades anteriores se pueden escribir tambien como las siguiente relacio-

nes:

(M +my))®n=mOn+my®n
men +n)=men+meony

m-ron=maer:-n.

Definicion 6. Sea M un R-mddulo derecho, N un R-médulo izquierdo y L un grupo
abeliano aditivo. Una funcion ¢ : M x N — L es llamada R-balanceada si satisface lo

siguiente:

@(my + mp, n) = @(my, n) +@(mp, n)
@(m, ny +ny) = @(m,ny) +@(m, ny)
@(m,rn) =¢@(mr,n)
para todo m,my,mye M, n,n;,np € NyreR
se desprenden las siguientes observaciones:
1. 09n=0 moe0=0, (—m)®en=—(men), me(—n)=—(men)

2. Cadaelemento de M®g N se puede representar de laforma m;®n;+...+ m,®n,.
Esta representacion no es tinica.
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El producto tensorial se caracteriza a través de la siguiente propiedad universal con

respecto a las funciones R-balanceada

Teorema 2. Supongamos R un anillo con 1, M un R-médulo derechoy N un R-mddulo
izquierdo. Sea M ®g N el producto tensorial de M y N sobreR yseai: M x N — M®g N
un funcioén R-balanceada. Para cada grupo abeliano L y cada funcién ¢ : M x N — L
R-balanceada existe un tinico homomorfismo de grupo® : M®r N — L tal que ¢ = ®o.

es decir, el siguiente diagrama conmuta

[/

M x N M®grN

o

B

El homomorfismo ® viene dado por:

k k
D) mien) =) @(m;n)

i=1 i=1
Observacion 1. El diagrama conmutativo establece la biyeccion entre las funciones R-

balanceadas M x N — M ®g N y los homomorfismos de grupo®: M®r N — L

Como consecuencia de la propiedad universal tenemos la caracterizacion del pro-

ducto tensorial M ® g N como un grupo abeliano. Asi tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1. Si L esun R-moéduloy ¢ : M x N — L una funcion R-balanceada tal que
L satisface la propiedad universal precedente, entonces L = M ®g N (isomorfismo de
grupos abelianos)

La construccién realizada anteriormente puede ser ampliada a bimédulos.

Sea R, Sy T tres anillos con 1, consideremos el conjunto Hom (N, M), donde M es
un S — R—bimédulo y N un R — T-bimédulo. Entonces podemos definir al producto
tensorial M ® N como una estructura de S — T—bimddulo con las siguientes operacio-

nes:

s-(meon)=(s-m)®n,

(men)-t=meoe(n-t)
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Son estas operaciones que dotan al grupo M ® N de una estructura de bimédulo. La
demostracion de esto se apoya en la propiedad universal sobre el producto tensorial.

Ahora, estableceremos algunas de las propiedades bésicas del producto tensorial.

Consideremos las siguientes hipotesis. Sea M, M’ dos R-médulos derechos, N, N’
dos R-médulos izquierdos y supongamos ¢ : M — M’y ¢ : N — N’ dos homomor-
fismo de modulos.

(1) Existe un tinico homomorfismo de grupo, denotado por ¢ ® ¥ quevade M ®r N
aM' ®r N tal que (p @ w)(m®n) = p(m) @y (n)

(2) Si M, M’ son R — S—bimd6dulo para algin anillo Sy ¢ un homomorfismo de S-
modulo, entonces ¢ ® ¥ es un homomorfismo de S-modulo izquierdo. En par-
ticular si R es conmutativo entonces ¢ ® ¥ es siempre un homomorfismo de R-
modulo.

3) SiA: M — M"yu:N — N"son dos homomorfismo de médulo entonces
Aew(pey)=(Aop)® (uoy).

(4) Sea M un R-médulo derecho, N un R—T—-bimédulo y L un T-médulo izquierdo.
Entonces existe un unico isomorfismo de grupos abelianos

(Me®rN)®er L=M®g(N®r L),

talque (meon)®l— me® (n®l).Si M es un S — R—bimddulo entonces este iso-

morfismo es de S-médulo.

Nos vamos a centrar ahora en el caso particular que R sea un anillo conmutativo
con 1.

Definicion 7. Supongamos que M es un R-mddulo izquierdo/derecho sobre un anillo
conmutativo R. Entonces M es el R—bimédulo tal que se define mr = rm para todo
meMyreR.

Definicion 8. Sea R un anillo conmutativo con 1, M,N y L R-modulos izquierdos. La

funcion ¢ : M x N — L es llamada R-bilineal si ¢ es lineal en cada factor es decir,

@p(rimy +romp,n) = rip(my,n) + ro@(my,n) y

@(m,riny +rany) = rie(m, ny) + ra@(m, ny)
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Para todo m,m;,mye M, n,ny;,np e Nyry;,rm € R

En particular la funcién ¢t : M x N — M ®g N con ((m,n) = m ® n es una funcién
R-bilineal. Ademas, si L es un R-mddulo izquierdo existe una biyeccién entre las fun-
ciones R-bilineales ¢ : M x N — Ly los homomorfismo de médulo ®: M ®zr N — L

de manera que la correspondencia de ¢ y ® hace que el siguiente diagrama conmute:

L

Mx N M®grN

o

EIN

Con estas definiciones y terminologia tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2. Sea R un anillo conmutativo con 1, M, N dos R-moédulos izquierdoy M ®pg
N el producto tensorial de M y N sobre R. Entonces M ® g N es un R-mddulo izquierdo
con la accion:

rmen)=(rmen=mr)®n=me (rn).

1.1.4. Algebras

En lo que sigue K denotara un cuerpo.

Definicién 9. Una K -dlgebra A es un espacio vectorial sobre K provista de una aplica-

cion bilineal -: Ax A— A tal que para todo a € K y para todo a, b € A se tiene:

a(ab) = (aa)b=alab).

Decimos que A es una K-élgebra finita si es una K-4lgebra conmutativa con uni-
dad y de dimension finita como K-espacio vectorial. Ademas, si para todo a,b,c € A
cumple con (ab)c = a(bc) decimos que es una K—algebra asociativa.

Un homomorfismo de K—4lgebras es una aplicacion lineal ¢ : A — B entre dos
dlgebras tal que ¢(14) =15 y ¢p(ab) =p(a)p(b); VY a,be A.

Definicion 10. Sea K un cuerpo conmutativo y X = {x,...,X,} un conjunto finito, la
K-—dlgebra libre generada por X, denotada por A(X) se caracteriza mediante la siguiente
propiedad universal:
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Seai: X — A(X). Dado B una K—dlgebra y una aplicacion v : X — B existe un
tinico homomorfismo de K —dlgebra f : A(X) — B tal quey = foi.

Proposicién 4. Sea K un cuerpo conmutativoy A, B dos K—dlgebras. Entonces la ope-
racion (a® b)(a'®b') = aa' ® bb' esta bien definida por lo tanto A®x B es una K—dlgebra

Algebra definida por generadores y relaciones

Si fi, f,..., fm son elementos del dlgebra libre A(X), decimos que el dlgebra B :=
AX)/{f1,..., fm}) es generada por x,...,x, conrelaciones f1 =0, f, =0,..., f,, =0.

Ejemplo 1. Las siguientes dlgebras son asociativas no conmutativa

(1) LaWeyl algebra K(x,y)/(yx—xy—1)

1 -1

) La q— Weyl Algebra K(x,x 1, y,y Di{yx=qxy y xx 1 =x"lx=yy l=yly=

Y

En lo que sigue se usard el concepto de dlgebra mediante sus generadores y rela-
ciones esto nos sera de gran ayuda.

1.2. Nudos

Informalmente un nudo matematico es una curva simple en el espacio en que sus
extremos se anudan arbitrariamente sin realizar auto-intersecciones. Para imaginar-
nos lo que es un nudo basta con hacer un nudo cualquiera con una cuerday pegar sus
extremos. De esta forma, podemos concebir un nudo como una manera especifica de
insertar una circunferencia en el espacio.

El objetivo principal de la teoria de nudos es la busqueda de métodos matemaéticos
que permitan diferenciar entre un nudo de otro y distinguir los que estdn realmente
anudados de los que no. Una manera de abordar este trabajo es mediante invariantes
de nudos, las cuales nos ayudan a determinar cuando dos nudos no son "iguales”, la
utilidad de las invariantes radica en que dos nudos con invariantes distintos son nudos
diferentes. Algunos ejemplos de nudos son:
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@ VP

Figura 1.1: Nudo de 8 cruces Figura 1.2: Nudo trebol y su reflejado

Mas formalmente se tiene:

Definicién 11. Un nudo es un subconjunto K del espacio R® homeomorfo a la circun-

ferencia unitaria S*.

El nudo mas sencillo corresponde a la circunferencia S'. Este nudo es llamado nu-
do trivial y corresponde a tomar una cuerda y solo unir sus extremos sin anudado
alguno. Como un nudo es una curva cerrada simple se puede orientar. Si se orienta se

dice que es un nudo orientado.

Definicion 12. Un link es una union disjunta de nudos es decir, existe

n
f:lst—r

k=1

continua e inyectiva, donde n es el niimero de componentes del link.

Al conjunto de todos los link se denotarda Z. Si cada componente del link esta
orientado hablamos de link orientado.

Definicion 13. Diremos que dos links L, y L, son isotopicos, si existe un funcion conti-
nua f: Ix Ly — R%, 1 =10,1] tal que f(L,) = Ly. Donde para cada t € (0,11, fr = f|,, s

es inyectiva y continua. Se denotard por Ly = L.
Definicion 14. Dos links L, y L, son equivalentes si existe una isotopia entre ellos.

La relacion de isotopia de links, la cual denotamos por =, es una relacion de equi-
valencia sobre el conjunto %, ver [12].
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Ejemplo 2.

Figura 1.3: Nudos Isot6picos

El problema global para la teoria de nudos es el decidir si dos nudos son equiva-
lente o no, o bien determinar un conjunto de representantes del conjuntos de links
%I =, esdecir,dados L, y L, € & versi L) = L,. Una invariante de nudo es una funcién
I:¥% — OBJjtalquesiL; = L, entonces I(L,) = I(Ly), luego si I(L;) # I(L;) entonces
Ly no es isotopico a Ly, donde OBJ es un conjunto conocido de elementos compara-
bles.

Ejemplo 3. Tipos de invariantes:

1. Consideramos la geometria del complemento para definir el grupo de un link L,
G(L), como el grupo fundamentln,(R3 - L), tal que L, = L, entonces i1 (R — L;) =
1 (R® ~ Ly)

2. 3-coloracion
3. Polinomio de Alexander
4. Polinomio de Jones.

Para tener un manejo adecuado del nudo (link) sin perder sus propiedades se rea-

liza una proyeccion planar es decir, se baja una dimensién el nudo.

Definicion 15. (Diagrama de un nudo) Dado un nudo K c R3, un diagrama de K, la

cual denotaremos por Dx < R? se construye del siguiente modo:

1. Se proyecta K en un plano de modo tal que dicha proyeccién solo tenga cruces
singulares (simples) es decir, de la forma:
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>

Figura 1.4

2. Vemos la informacién del tipo de cruces, donde cada cuce se codifica dependiendo

de si se origina en un cruce superior o inferior del link, por una de las dos codifi-

X

caciones cruzadas a continuacion:

Figura 1.5

K

Asi, obtenemos una proyeccién genérica del nudo K con las configuraciones res-

pectivas.

Definicion 16. Los siguientes movimientos descritos, son llamados movimientos de Reide-

meister:

Ry: mov. uno

SO — D —>D

O -2C-XQ

Ry: mov. dos
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Definicion 17. Un link orientado es obtenido de orientar cada componente de modo

R3: mov. tres

que en cada cruce ocurre:

Figura 1.6: Tipo de cruce

Observacion 2. Para links (o diagrama de links) orientados, tenemos el concepto de

movimientos de Reidesmeister para links orientados.

Definiciéon 18. Dos links orientados (o diagrama de link) se dicen R-isotdpicos, siy solo
si, uno de ellos puede obtenerse a partir de otro mediante una sucesion finitas de movi-

mientos Ry, Ro, R3 (orientados)
Luego, tenemos el siguiente teorema

Teorema 3. (Reidemeister, 1931) K; = K3, si y solo si, Dk, y Dk, son equivalentes me-

diante los movimientos de Reidemeister.

Asi, el teorema [3|nos permite abordar la construccién de una invariante de link a
partir del conjuntos de diagrama de link con la relacién de R—equivalencia por una
funciéon I : 9(&L) — {Conjunto conocido}, tal que si D; es R-isotopico con D, en-
tonces I(D;) = I(D-), donde 9 es el conjunto de diagramas de link.

Por lo tanto, una forma de obtener invariantes es hacer funciones asi que sean in-

variante bajo los movimientos de Redesmeister.
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1.3. Polinomio de Bracket

Con la idea que nos brinda el teorema 3|encontraremos una invariante de nudos a
partir del polinomio de Bracket de tres variables A, B y z, para esto debemos establecer
algunos cambios en las variables mencionadas de tal modo que el polinomio de Brac-
ket sea invariante bajo los movimientos de Reidemeister y asi definir el polinomio de

Kauffman de una variable.

Definicion 19. Sea A y B dos variables conmutativas y D un diagrama de un link L.

Asociaremos un polinomio a este diagrama D.

1. Consideremos un cruce en D, nos fijamos en la linea continua del cruce y rotamos

en sentido anti-horario:

Figura 1.7

2. Seetiqueta las regiones con variables A y B como sigue:

Figura 1.8

3. Luego, hacemos la siguiente descomposicion:

Figura 1.9
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Al aplicar este procedimiento a todos los cruces del diagrama D se obtienen 2"
diagramas con marcas Ay B. Veamos las siguientes definiciones que nos permitirdn
encontrar el polinomio.

Definicion 20. Sea K un nudo

1. Los links finales con sus marcas A y B se llaman los estados de Dy. Denotaremos

por Est(K) al conjunto de todos los estados con sus marcas.

2. Sea o € Est(K). Denotaremos por {K,o) como el producto de las marcas que apa-
receneno.

Para continuar, se considerard el anillo de polinomio Z [A, B, z] donde las variables
A, By z son variables conmutativas e independientes.

Definicion 21. Dado L un link, definimos el polinomio de bracket como sigue:

(LY(AB,2)= Y. ZI9NL,0) €Z[AB,zl,
oeEst(K)

donde ||o|| = ntimero de componentes de 0 — 1 y z una variable que depende de A y
B.

Este polinomio se llama polinomio de Bracket de L. El polinomio de Bracket del nudo
trivial es igual a 1.

Luego, tenemos la funcién
():9(&)— ZIA,B, 7]

K— (K)

Consideremos las siguientes condiciones sobre las variables A, By z:

A>+B?>+ ABz=0 ssi z=—(A*+A7?
AB=1 ssi B=A"!

Asi, bajo estas condiciones el polinémio de Bracket ( ) define una invariante de isoto-
pia regular es decir, que respeta los movimiento R, y Rs.

Dicha invariante se puede utilizar para construir una invariante de isotopia am-
biente. Para ello necesitamos el siguiente concepto.
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Definicion 22. Dado un link orientado. El writhe de un link es la suma de los valores de
los cruces es decir,
wkK)= Y g

pcrucedeK
donde, €, € {1,-1}

El siguiente lema de Kauffman nos brinda una receta para obtener un invariante

polinomial de nudos, esta invariante es conocida como polinomio de Kauffman.

Lemal. (Kauffman)
Sea R un anillo, a € R invertible. Sea f una invariante de isotopia regular de link no

orientados a valores en R tal que.

fo)=af—  y  fl—e)=d'f—

Entonces la funcion F, F(L) := a v f D)) es una invariante para links orientados,

donde D es un diagrama de link orientado y|D| un diagrama de link no orientado.
Demostracion. Ver el desarrollo de la prueba en [15]. O

Se vio que el polinomio de Bracket es una inavariante de isotopia regular es decir,
esta caracterizada por el siguiente teorema.

Teorema 4. Existe una funcion

():9(L)—Z[A AT
Definida unicamente por los siguientes axiomas:

(1) El bracket del nudo trivial es 1

(O)-
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(2) Braket de un diagrama unioén nudo trivial

(puQ)=(4"%47)(p)

Figura 1.10

(3) Relacion bracket

(>X)=+0 ¢ (=)

Figura1.11

Ahora considerando el lema de Kauffman para link orientados, obtenemos el si-

guiente teorema:

Teorema 5. Sea D un diagrama (orientado) de un link L. Entonces

F(L):= (=A%~w®Pi D)y

es un invarinate de link orientado llamado polinomio de Kauffman. Donde |D| es

un diagrama de link no orientado.

Esta invariante sera utilizada en el pr6ximo capitulo para definir una traza sobre

cierta 4lgebra llamada BMW algebra.
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1.4. Grupo de Trenzas de Artin

En esta seccion se presenta el grupo de trenzas, concepto el cual fue introducido
por Emil Artin en 1925.

La estructura del grupo de trenzas es de gran utilidad en la construcion de invarian-
tes de nudos y link. Las definiciones estaran formuladas en términos de presentacion
de grupo por generadores y relaciones.

Es sabido que el grupo simétrico S,, admite la siguiente presentacion:
i) s7=1
(i) sjsj=sjsicon|i—j|>1
(iii) s;s;8;=s;8;sjcon|i—j|=1.
Para cada relacion los indices son elegidos paral <i,j<n-1.

Definicién 23. Paral <i < n fijamos P; := (i,0,0) y Q; := (i,0,1) puntos en R3.

N A

/I

Figura 1.12: Planos P y Q paralelos

Una n-trenza (o simplemente trenza) son n-cuerdas o n-caminos dy,dy, ..., d, que

parten en P; y terminan en Qy(;), donde0 € S, tal que

1. Todo plano paralelo a los planos iniciales corta cada cuerda de la n-trenza en un
solo punto.

2. Para todo t € [0,1], las cuerdas d,,ds, ..., d, intersectan a todo plano paralelo a

los iniciales en n puntos distintos.
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P1

(12)(34) =0 € S,

Py

Figura 1.13

Definicion 24. Dos trenzas « y [ son isotopicas si existe una funcion continua f : a x
[0,1] — R? x [0,1] tal que para cada t € [0,1], la funcién f, : « — R? x [0,1] dada por
fi(x) = f(x, 1) con x € a, es una inclusion cuya imagen es una n-trenza, donde fy = id,
¥y fila) = B. La funcion [ y la familia de homeomorfismo {f;(a)}sej0,1) son llamadas

isotopia de o en . Se donotard por a ~ 3.

Diremos que dos trenzas son equivalentes si una de ellas se obtiene a partir de la
otra mediante una isotopia. Ademds, denotaremos por B, al conjunto de las n-trenzas.
Como en links trabajaremos con proyecciones genéricas de la trenza que solo admite
cruces singulares en la proyeccion y luego se etiqueta cada cruce.

Proposicién 5. La relacion de isotopia de n-trenzas, la cual denotamos por ~ define
una relacién de equivalencia.

Demostracion. Ver en [4] O

Definicion 25. Dados dos trenzas a y § € B,,. Denotaremos por af3 a la trenza que se

obtiene identificando los puntos finales de a con los puntos iniciales de 5.

Ejemplo 4.
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st
=

Figura 1.14: Producto de dos 4-trenzas
luego, tenemos el siguiente lema que nos permite definir una operacion binaria en
B,/ ~, dada por la multiplicacion de clases [a][f] = [af].
Lema2. a ~fya’' ~ B entoncesaa’ ~ pf’
Notacion: Sin perjudicar escribiremos s6lo B, en vez de B,/ ~

Teorema 6. B, con la operacion recien descrita define un grupo y se llama grupo de

n-trenzas.

Definicion 26. Para cada niimero natural n el grupo de trenzas de Artin se define por la

siguiente presentacion:
Bn:<01,...,on_1; oicj=0j0; con li—jl|>1, 0;0j0;=0;0;0; con |i—j|:1>

Las relaciones de la presentacion son denominadas relaciones de trenzas.

Dellema 1.2 en [12] tenemos la siguiente observacion:

Observacion 3. Para n =1 existe un homomorfismo ¢ : B, — S,, sobreyectivo tal que
¢(oi) =s; =(i,i +1) es la permutacion del conjunto {1,2,...,n} que intercambia i con
i +1 yalresto de los elementos los deja fijo, estas permutaciones se conocen como trans-
posiciones simples.

Ahora notemos lo siguiente, dado o € B,;, podemos asociar un nudo (link) simple-
mente identificando puntos finales con puntos iniciales de la trenza esta operacién se
le llama operacion clausura y se denota por ~.
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Ejemplo 5.

Cl=o

Figura 1.15: Clausura de una 4—trenza

J. Alexander enuncio y probo el siguiente teorema en 1923:

Teorema 7. (Alexander) Todo link orientado L es isotopico a Lg para algtin (no tinico)

elemento ff € By, tal que Lg = B = clausura de la trenza 3. Donde By, = I}, Bp.
Demostracion. Ver detalle en [2]. O

Luego podemos definir la funcién, : Bo, — £, tal que b ~» b. Tenemos que ~ es
epiyectiva por el resultado anterior. Sin embargo, dado un link L podemos encontrar

dos trenzas distintas tal que & = B = L. Mas atin se tiene lo siguiente:

Definicion 27. En By, definimos las siguientes operaciones llamados movimientos de
Markov.

M;: aff — Ba,cona,Be By,
. +1
M: a — a0;," cona € B, y B, < Bpy1.

La equivalencia de Markov juega un papel crucial en la relacion trenzas - Links.

Asi, los movimientos de Markov determina la clase de equivalencia de todos los
elementos € B, que se clausuran para determinar un tipo de link dado. Por lo que
el problema de clasificar los tipos de Link es equivalente al problema de clasificar las
clases de Markov [f] € By.

Teorema 8. (Markov, 1936) @ = B si y solo si, a puede ser obtenido de [ usando los

movimeinto de Markov (~ ;).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 26

Gracias a este resultado podemos establecer la siguiente biyeccion Boo/ ~p«— Z.

Por lo tanto, encontrar una invariante de link se reduce a encontrar una funcién

I:By — {Conj.deelementos comparables}

Tal que:

I(af) = I(Ba)

I(aoy) = I(ao,!) = I(a).

Para todo «, § € B,.

1.5. Método de Jones

En 9] Vaughan Jones construye una nueva invariante polinomial de nudos y links,

el Polinomio de Jones, la cual generaliza el polinomio clédsico de Alexander. Se observo
que este nuevo polinomio detectaba propiedades de links que la invariante de Alexan-
der no podia identificar. Jones consigue esto usando una traza de Markov en el dlgebra
de Temperly-Lieb lo que luego, construye usando su método el polinomio de HOMFLY-
PT sobre el dlgebra de Hecke.
Existen otras invariantes polinomiales no contruidas mediante el método de Jones co-
mo lo es el Polinomio de Kauffman que se construye usando relaciones skein y técnicas
de combinatoria. Este polinomio generaliza el polinomio de Jones como también lo
hace el polinomio de HOMFLY-PT, sin embargo estos no son equivalentes. En particu-
lar, el dlgebra de nudos que estudiaremos serd la de Birman-Murakami-Wenzl asociado
al polinomio de Kauffman de dos variables.

1.5.1. Algebra de Hecke

Definicion 28. Sea u una indeterminada en C y C(u) el cuerpo de las funciones raciona-
les. Para cada niimero natural n el Algebra de Hecke, denotada por H,(u) o simplemen-

te Hy, es definida como la C(u)—dlgebra presentada por generadores 1, hy, hy,...,hy,—1 y
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relaciones:

hihj=nh;h; con|i—jl>1
hihjhiZhjhihj conli—jl=1

h?=u+u+1)h; paratodoi.
Observacion 4. Los elementos h's son invertibles, de hecho tenemos que:

hl=w ' -D+uh.

Veamos el siguiente resultado:

Lema 3. Cada palabra en Hy,, puede ser escrita como combinacion lineal de palabras en
1, hy,..., hy—1 con alo mds una aparicion del tiltimo nivel. Como consecuencia H, es de
dimension finita.

Demostracion. Ver pruebaen [11]. O
Teorema 9. El conjunto C, es una base lineal de H,,. Luego, la dimc H,,(u) = n!.
Demostracion. Ver en [11]. O

Formulemos la funcién traza de Markov sobre el dlgebra de Hecke, para asi des-
pués poder aplicar receta de Jones. Desde ahora en adelante z denota una variable que

conmuta con u.

Teorema 10. Sea z una indeterminada en C. Para todo n € N existe una tinica familia
de funciones C—lineales T = {1 ,} nen, donde T, : H,(u) — C(u, 2), es definida para todo

X,y € Hy(u) y n €N tal que satisface lo siguiente:

T,(1)=1
Tn(xy) =1,(yx)

Tp+1(Xhpy) = 2Tp(xy).

Demostracion. Ver prueba en [11]. O
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Asi, tenemos la representacion natural 7 de B, en H,, definido por o; en h;, sin
embargo debemos coonsiderar una representacién un poco mas general, por lo cual
debemos hacer un re-escalamiento y normalizar el homomorfismo 7, para obener un
invariante polinomial de links.

Se denotara por 7y al nuevo homomorfismo definido por 7g(o;) =0h;, donde 8 € C
es el nuevo parametro de re-escalamiento. Ahora, componiendo 7y con la traza de

Markov tenemos el siguiente diagrama:

Tpomy: By H, (u) o C(u, z)

o

Esta familia de composiciones producen una tinica funciéon Xy : B, — C(z), que
de acuerdo a la idea que se desprende del teorema [8| de Markov la funcién Xy debe
satisfacer los movimientos M; y M, de Markov para poder definir una invariante de
isotopia ambiente de links. En efecto, Xy respeta M, esto se desprende de la propie-
dad de la funcion traza. Para ver si respeta M>, en particular la funcién 7, o 7y debe
satisfacer:

(Thomg)(0,) = (Tpomg)o,') Vn

Tenemos lo siguiente:

(Thome)(on) = (Thom)(0,")

01 ,(hy) = 9_1Tn(h;1)

De esto derivamos 0z=0"1(u"'=1)+u1z), tal que el factor 6 satisface:

ul-D+ulz 1-u+z

A:=6°=

z uz
o0 equivalentemente

1-u
1-Au

Z =

Asi, luego de normalizar el parametro 8 = v'A podemos extender la definicién 7, o
7,/7 @ un cuerpo mas grande, dado por C(z, V/A) que satisface los movimientos M; y
M. Asimismo, debemos procurar que la composicion evaluada en el nudo trivial sea

igual a 1 para todo n y para cualquier o0 = 0,0, ---0,-1 cuya clausura sea isotdpica a
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S!. De esta manera tenemos:
(Thom (0102--0n-1) = (02)" ' = (VA2)"!

Entonces, necesitamos normalizar 7,07 /2 por (\/Xz)”_1

Teorema 11. Sea L un link orientado obtenido como la clausura de una trenza o € B;,.
Definimos X : £ — C(z, V), por

X(L):= (Tnonﬂ)(a).

1 n-1
( ﬂz)
Entonces, X es un invariante de isotopia ambiente para links orientado.

Por ultimo. Primero observemos que al usar z tenemos:

1 1-Au

iz (0-wvA

Segundo, para o = O'Zl .. ~a;" ", donde los ¢, s son trenza generadores de B;, definimos
r J

el exponente e(o) como la suma m; +---+ m,. Y tercero considerendo que para todo
(o)
0 € By, tenemos, 7 7(0) = VA1©T n0).

Por lo tanto, el polinomio de HOMFLY-PT se puede escribir de la siguiente manera:

1-Au

n—1

X(L):= (—

donde L=0 y o€ B,.

Observacion 5. El polinomio HOMFLY-PT tiene una definicion por relaciones de skein.

1.6. Polinomio de Kauffman de 2-variables

Para poder describir la invariante polinomial de dos variables de Kauffman debe-
mos introducir el conjuntos de tangles, ademas la generalalizacion del Bracket que vie-
ne dado por un polinomio de Laurent de dos variables denotada por A. Este polinomio
se contruye mediante reglas de skein.

Definicion 29. Un (m, n)—tangle es un diagrama no orientado, que admite arcos y cur-
vas cerradas, de modo que los puntos iniciales de los arcos corresponden a m puntos en
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la parte superior del rectdngulo y n en la parte inferior del rectangulo.

\(\/D‘/—\
22

Figura 1.16: (4,2)-tangle

Ejemplo 6.

En lo que sigue sélo consideraremos los (n, n)—tangles y denotaremos por %, al
conjunto de todos los (n, n)—tangles.

El conjunto %} admite una multiplicacién asociativa que consiste en colocar ca-
da diagrama bajo el anterior, de manera analoga a la multiplicacién de diagrama de
trenzas.

Consideremos los siguientes diagramas de tangles:
L, L L, L,

Figura 1.17

Donde L4,L_, Ly Y Lo son 4 tangles idénticos excepto en un disco pequefio donde
difieren en un cruce de manera indicada como se muestra en la figura anterior.

Los siguientes diagramas son generadores del conjunto %;.

i i+1, i i +1, i i +1,

TN
LN

Figura 1.18
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8 BH
.

~. I

Ejemplo 7.

Figura 1.19

A contninuacién definimos la existencia de un invariante polinomial de dos varia-

bles que respeta los movimientos R, y R; de Reidesmeister sobre el conjunto %}.

Teorema 12. Existe una tinica funcion:
AUl — 711, m*

D — A(D)
Definida por los siguientes axiomas:
(i) A(U) =1, donde U es el nudo trivial S*.

(ii) A es un invariante de isotopia regular es decir, respeta R, y R3 de los movimientos
de Reidesmeister.

(iii) Lo siguiente ocurre

A)TIANES  y A~ =1 A

(iv) Si Dy, D_, Dy y Do, Son cuatro diagramas no orientados idénticos excepto en un

cruce que difieren de manera indicada como se muestra en la siguiente figura.
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D, D_ D, D,

Entonces,

AD4) + AD-) = m(A(Do) + A(Do))

Ahora, podemos considerar el polinomio de Kauffman F(L) sobre el conjunto de dia-

gramas de links orientados 2(£) y tener la siguiente definicion.

Definicion 30. El polinomio de dos variables de Kauffman es la funcion
F:92(%) — Z[I*', m*!

Definida por
Fr(l,m)=1""PA(DJ)

Donde D es un diagrama de link no orientado, w(D) es el writhe de D y A la inva-
riante de isotopia regular.

Ejemplo 8. Calculemos el polinomio de Kauffman de dos variables del nudo 5, = D
de [13]. Entonces,

MG+ MA@ =m(r (@) +AE)

Por lo tanto,

MG =m(a @)+ A@)-1 (&)
T =m(5 + lA(@J))—l_s; 1:= A&)
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Ver en [13] polinomio de A, luego reemplazamos en la igualdad anterior y se obtiene
lo siguiente:

T=m@+Im* A2+ I +mU 3+ 17> =202 - 1"Y) - 173,
Ahora calculemos 6,
AGY + A @) =m(A(CY) +A (@)
MG =m(a@)) +A@)-A )

Por lo tanto,

s=m(l"+ A)—A(C@) ;o= A(C@)

Ver polinomio de « en [13], entonces
S=mU>+ M) —(mU+I"HY-m I+ +1]
Ahora, reemplazamos § en el despeje de T y obtenemos:

t=mmU 3+ ) -mU+I Y -m YA+ 1Y+ A+ Mm%+ 1+ m( 3

+I1) =202 1™ -13
Por tiltimo, calculamos el polinomio Fs, (1, m):

Fs,(lm)=1°-7



Capitulo 2

Algebra de Birman-Murakami-Wenzl

El dlgebra de Birman-Murakami-Wenzl fue introducida en 1989 por Birman y Wenzl
en [5] y por J.Murakami [16] en 1987. Damos la definicién original de esta dlgebra me-
diante generadores y relaciones para luego establecer la presentacion final reducida
del dlgebra BMW,,. Adicionalmente probamos que su dimension es finita y que ad-
mite una tnica funcién traza de Markov que es definida en funcién del polinomio de

Kauffman de dos variables.

Definicion 31. Sean | y m parametros en C(l, m). Para cada n = 2 definimos BMW,,
como el dlgebra con generadores 1,Gy, Go,...,G,—1 VE1, Es, ..., E,—1 y las siguientes rela-

ciones:
(1) G;G; =G;G; conli—j|>1
(2) GiG;Gi=G;G;Gjconli—jl=1
3) Gi-G;'=m(1—-E;)  (relacion de Kauffman)
(4) EiEis Ei = Ej,
(5) Gis1GiEiz1 = EiGin1Gi = EiEj1
(6) Gi+1EiGis1 = G;'Ein1G;!
(7) Giz1EiEix1 = G; 'Eix1

(8) Ei+1E;Gjs1=Ein1G;!

34
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(9) E;G; =G;E; = 1

(10) E;Gi+1E; = lE;.
Para cada relacion los indices son elegidosde1 <1i,j < n-1.
Para obtener una presentacion reducida del dlgebra BMW,, necesitamos dos pro-

posicion elementales que muestran varias relaciones utiles, los cuales ademas nos ayu-

daran a demostrar que nuestra dlgebra es de dimension finita.

Proposicién 6. Para cada indicei € {1,...,n— 1} los elementos G;.s son invertibles y sa-

tisface las siguientes relaciones:
(@) E;G;=1"'E;
(b) Gi_1 =G;+m—-mkE;
(© G*=1-mG;+ml'E;
(d) E?=xE;.
Demostracion. Notemos que (c) implica (b).En efecto;
mE; = (G + mG; - 1)
IG? = mE; - mlG; +1
Gl? =1-mG; +ml'E;

1=G? +mG; — mE;G;
1=G;(G;+m—-mE;)

luego, tenemos probado que (b) se satisface.

Para probar (c) usamos la relacion (3) multiplicado por G; y mediante un despeje

obtenemos que el elemento generador Gl? puede reescribirse como 1-mG;+ml ™ 'E; =
2
G;.

Ahora veamos la relacion (d), a partir de (3) tenemos que E; = m1 l(G? + mG;—1) para

todo i. Entonces
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E? = E;m™ (G + mG; — 1) = m™ ' I(E;G? + mE;G; — E;)

=m (I E;G; + mI" E; — E;)
=m (I ?E;+ mlI™ E; - E))

=m I E;+ E;—m'1E;
=m Ul +1-m ' DE;
=m0 =D+ 1E;

= xE;.

Proposicién 7. Las siguientes relaciones se satisfacen para|i— j |=1.
(a) GjG;Ej=E;G;G; = E;E]
(b) G;E;Gj=G;'E;G;*
(c) EjE;Gj=E;G;!
(d) GEEj=G;'E;
(e) E;E;E;=E;

Demostracion. Se probard la igualdad de (a) usando la relacion (3) y de trenza obte-
niendo asi.

GjGiEj = G;G;(m ' [(G}+mG;—1) = m ' (G;G;G;Gj + mG;G;G; - G;G))
=m '1(G;G;G;Gj + mG;G;G; - G;G))
=m 1(GiG;G;G; + mG;G;G; - G;G;)
=m ' I(G? + mG; - 1)G;G;
= E;G;G;.

Asumamos por el momento que (d) y (a) por la parte de la derecha se cumplen.
Sigamos
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Para mostrar que (e) es cierto veamos la identidad (10), osea:

E;GE; = E;
E;GE;E; = lEE;
E;G;'E,E; = |E;E;E;
E;G;'GiG|E; = IE;E|E;
E;G;E; = IE;E,E;
IE; = IE;E,E;
E; = E;E;E;.

Ahora probaremos la segunda igualdad de (a) haciendo el cambio de indice a G;G; Ej,
expandiendo la expresion y utilizando la relacion recien hecha. Tenemos

GiGjE; = (G;G;E))E;E; = E;G;(G;E;)E; = I"(E;G,Ej)E; = "' |E,E; = E;E;.

Finalmente las relaciones (c) y (d) son consecuencia de (e) y (a) respectivamente.
En efecto, para (c) y (d) tenemos que:

para(c)
E;E;E;=E;
E;E;E;G ' =E;G;*
EjE;G;G;G;' = E;G;"

para(d)
GiG/E; = E;G;G;
G,E;E; = G; 'E;G;GjE;
G;E;E; = G; 'E,E;E;
EE;Gj = E;G;’ GiEiEj =G; Ej

1

Solo falta probar (b). En efecto se tiene:

-1
G,EE;=G;E;
G;(E;E))G;' =G;'E;G;"

G,EiG;(G:G;") =G; 'E;G;!

GiEiGj =G E;G;".

Asi, obetenemos la siguiente presentacion del dlgebra BMW,,.
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Definicion 32. Sean q y r indeterminadas. El dlgebra BMW,, sobre el cuerpo C(r, q) es
el dlgebra generado por 1,81, e1,...,8n-1€n-1 CON g;$ invertibles, sujeto a las siguientes
relaciones:

8igigi=8i8g li—Jjl=1
gigi=8j8& li—jI>1
eigi=r1""e

e,-gje,- =re;.
Dondle e; es definida por la ecuacion :
-1 _ -1 .
(g-q )1-e)=gi—g Vi

Asi mediante un apropiado cambio de variable se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 13. Paran = 2 el dlgebra BMW,, sobre el cuerpoC(r, q) es el dlgebra de Birman-
Murakami-Wenzl BMW,, (I, m) donde I*' =r*' ym=qg~' - q.

Demostracion. Ver Teo. 2.7 de [3] O

Asi, obtenemos la llamada presentacién reducida de BMW,, la cual tiene genera-

dores ey, ...,e,-1,81,--.,8n-1 y relaciones:

8i8i+i8i = 8i+18i8i+1
8igi=8i8& li—jI>1
giei=eigi=1""e;
eigjei = le;

gl-—gl-_1 =m(l—e;).

Mas audn esta dlgebra tiene dimension finita. En efecto se tiene el siguiente lema:

Lema 4. Cada elemento de BMW,(l, m) pueden ser escrito como combinacion lineal de
elementos de la formma wyyw, cony € {g,-1,€e,-1,1} y w1, w» monomiosenl, gy, ey,...,

8n-2,€n-2.

Demostracion. Para demostrar que la dimBM W, (I, m) < oo es suficiente probar que
todo monomio w € BMW,, es combinacion lineal de elementos de la forma w'yw".
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Procederemos por induccién. Para n = 2 se concluye directamente de la presenta-
cion del algebra.

Asumamos que la afirmacion es cierta para k < n — 1. Queremos demostrar que la
afirmacién se cumple para n. Consideremos un elemento w € BMW,,, entonces w =
woYoW1Y1,..., WY donde cada {w]-};:z(r) € BMW,_,ycaday;€{l, e,-1,8n-1}.

Ahora aplicamos la hipétesis inductiva sobre el largo de w es decir, sobre r. Para
r = 0 la hipétesis se cumple, entonces probaremos para r = 1. Si r es mayor o igual
al, entonces w = wyyow;Y1z donde z = wyy,wsys,..., w,Yr. Como w; € BMW,_;,
w; = yyav;, donde {vy,v1} € BMW,_» y a € {g-2,e,-2,1}, luego si reescribimos w
reemplazando w; nos queda w = wyyo(voavy)y:z tal que vy y v; conmutan con yg y
Y1 respectivamente, asi w = (wovp) (Yoay1) (v12).

Solo basta probar que el producto (ypay;) se puede reducir en BMW,, con alo mas
una aparicion de g,-1 0 e,—1 para todo Yo, Y1 € {gn-1,€n-1} Yy @ € {1, gn—2, €52}, si esto
se cumple la demostracion se termina. Para esto veremos dos casos, cuando ¢ =1y
cuando a # 1.

Si @ = 1 se puede reducir trivialmente. Si a # 1, entonces

Yoay1 €{8€n-18n-28n-1, En-18n—2€n-1, &n-1€n-28n-1, &n-1€n—2€n—1,

€n-18n-2€n-1, €n-1€n—28n-1, €n—1€n—2€n-1}

Usando relaciones de la proposicion [7| anterior, podemos reducir cada monomio
con a lo mas una aparicién de g,-; o e,,—1, en efecto

-1 -1 -1
Yoay1 €{8€n-28n-18n-2, €n—28n-18n—2=€n-—2€n-1, ,-2€n-18n-2» &n-2€n-1,

-1
en—1en-2, ley_1, €n-18,-2 €n-1}
Con esto se termina la prueba. O

Observacion 6. Note que para todo n € N el dlgebra BMW,,(l, m) puede ser vista como

una subdlgebra de BMW,, ., asi tenemos una cadena inclusiva de dlgebras.
C=BMWy— BMW), —...— BMW, — BMW,,; — ...

Ademais, el dlgebra BMW,, soporta una traza de Markov. Mas precisamente se tiene.
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Teorema 14. Sea | y m indeterminadas en C. Para cada BMW, (I, m) con n € N existe
una tinica funcion lineal tr],: BMW,, — C(l, m) tal que para todo a,b€ BMW, yneN
se satisfacen la siguientes propiedades:

tr) (ab) = tr) (ba)
tr, (D) =1

try . (wgn) = tr;,, (wey) = ztr,(w).

Dondez ' =m™'(I+1")~1ywe BMW,

Demostracion. Observemos que la funcion inclusiéon i : B,, — C[B,,] satisface el teore-
mal(l} luego existe un tiinico homomorfismo de algebra ¢ : C[B,,] — BMW,, que envia
o;eng;.

Para algtin w = g;'g”...8;" € BMW, sea W =050 ..oy € o™ (w) y W como el
diagrama de un link no orientado determinado por la clausura de la trenza W, tal que
para todo n se define ¢’ como sigue:

tr,(w) = 2" Fg (1, m)

donde Fj es el polinomio de Kauffman de dos variables. Probaremos que la tr' es-
td bien definida independiente de la eleccion de W € (,b_l(w), i.e, tr' (W) = tr(w).
Ademais los elementos enviados a 0 por tr, pertenecen al ker . Por lo tanto basta con
probar que F; toma valores 0 sobre el ker .

Para esto primero definamos el conjunto: §; = m™'(lo;+1'o;')—1 € C[B,], tal que
¢(¢;) = e;. En efecto

dEN=pm o+ a7 - 1)
=m o) +m U porH - p)
=m Y (pa)+ 1 plo7h) -1
P& =e;.
Lo que implica ¢(o;) = 1g;.

Y segundo sea R; con j =1,..., q los elementos que generan el ker(¢) donde cada
R; es combinacion lineal de monomios de C[B,].

Observacion 7. Usaremos la notacion W R; como la clausura de la trenza W anadiendo
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por separado a R;. Asi se reduce a probar que F(V\//FJ-) =0.

Sin perdida de generalidad, consideremos R; como:
Ri=1P01&1-&
Reemplazando en R; la ecuacién ¢;, obtenemos

Ry =Ploym Yoy + 1 o) - 11-Im Yoy + 17 Toh -1
mR; = lz[la% +171 - moi] —[lo] + l_lol_1 —m]

mRy = l[I°0% +1-mlo|] - [loy + '] — m]
Asi, de manera equivalente tenemos que:
mR, = [[’)F(Wo2) + EW) - mIF(Wo )] - [IF(Wa,) + FEWoT Yy mF(W)]
Luego debemos probar lo siguiente:
LAWo?) + A(W) — mA(Way)] - [A(Way) + AWo Y mAW)] =0
lo anterior usando relacion skein es igual a:

= IImA(Wa1) + AW)) = mA(Way)] — [m(AW) + A(W) — mA(W)]

Si reducimos términos semejantes y usando el axioma (iii) de[12|nos queda:

=ImA(Wa1) - mIA(Wa;) =0

Ahora si consideramos el link Ly, L., debemos verificar que:

IA(Loo) —A(LL) =0

Donde Lo, y L., son diagramas idénticos excepto en un disco pequeno es decir,

como se muestra la siguiente figura:
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Yv

Y VY . W

Figura 2.1

Luego por el axioma (iii) del teorema (12| tenemos que [A(Ly) = A(L,,), lo que
prueba R;. Las otras relaciones pueden ser chequeada de manera analoga.

Por lo tanto, V/VE es un link igual en todas sus partes excepto en un disco pequefio
en que se difrencia entre si, lo mismo ocurre con R;.

Por lo tanto F(M7E) = 0lo que implica que tr'(W—]?j) = 0, entonces ¢r'(R;) = 0. En
Consecuencia basta con considerar ¢r'(w) = Fy (I, m) para que este bien definida. O



Capitulo 3

Isomorfismo entre el dlgebra de
Birman-Murakami-Wenzl y el dlgebra
de Tangles de Kauffman

En este capitulo se estudiara en detalle el isomorfismo entre BMW,, y M T,, obte-
nido por Morton en [1]. Durante todo el desarrollo de este capitulo se consideraran

(n, n)—tangles totalmente descendente.

3.1. Elhomomorfismo ¢

Sea Q = Z[I*!, m*!] el anillo del polinomios de Laurent en las variables [ y m.

Definicion 33. Sea m, | parametros o indeterminadas en C. El dlgebra de Tangles de

Kauffman, M T, (l, m), con n =2 es generada por Gy,...,G,-1,Ey,...,E,_1 y relaciones:
(1) TT =T~ =m(T° - T®)

@) Tderecho — l—lT y Tizquierdo =IT

43
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P O

T derecho T izquierdo

Figura 3.1

3 TUO=z'T

Donde T || O es un tangle que consiste en la union de T y una curva cerrada simple que
no poseen cruces entre ellos.

Los siguientes diagramas de tangles representan los generadores G;,E; g Gl._1 res-
pectivamente de esta dlgebra.

i i+1, i i+1, i i +1,

L

Figura 3.2

Sabemos que el conjunto %, denota a la familia de diagramas de (n, n)—tangle
salvo isotopia regular.

Veamos el siguiente resultado y fijemos Q = Z.

Teorema15. Laaplicacién ¢ : BMW,, — M T, determina un homomorfismo de Q—dlgebra
definida por ¢(gi) = G; yp(e;) = E;.

Demostracion. Debemos mostrar que los generadores G; y E; respetan las relaciones
del dlgebra BMW,, de la definici6n 31} para esto usaremos el concepto de isotopia re-
gular y relaciones de tangles.

Para el elemento inverso de G; tenemos el diagrama con el cruce cambiado, por lo
tanto el producto G; - Gi_1 = 1, pues por movimiento II de Redemeister se obtiene el

diagrama identidad, como se observa en la siguiente imagen:
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i i+1, i i+1,
mov.II
=~ =1Id.
Figura 3.3

Es claro que cada G; respeta las relaciones de trenzas, en efecto resulta de la apli-
cacion de los movimientos II y III de Redemeister. Tambien la relaciéon de skein de
Kauffman se desprende del axioma (i v) del teorema|12)

Por ultimo, solo nos queda por verificar que se cumple G;E; = E;G; = "' E;,

Figura 3.4

O

Queremos probar que M T, posee una base lineal. Para esto debemos introducir el
concepto de conectores de Brauer.

3.1.1. Conectores de Brauer

Sabemos que el diagrama de un (7, n)—tangle consiste en arcos y una nimero |T|
de curvas cerradas. Si cada arco del (n, n)—tangle comienza en algiin punto superior y
termina en un punto inferior del tangle entonces determina una permutacion en S,,.
Pero si consideramos un tangle cualquiera es necesario extender la idea de permuta-
ciéon a la de un n—conector.

Definicion 34. Un diagrama (n, n)—Brauer (tambien llamado n—conector) consiste en
una familia de n € N arcos en el rectdngulo R = I x I. De una manera formal, denotemos
por P, como al conjunto formado por todas las particiones de [2n] = {1,2,...,2n}, es
decir, dada cualquier particiond = {dy, ds, ..., d,} podemos formar un n—conector cuyos

arcos son pares disjuntos y su union es n.
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Ejemplo 9. La particion d = {[10] = {1,6},{2,3}, {4,10},{5,7},19, 8}} tiene el siguiente dia-
grama:

Figura 3.5

2n)!
2" n!

mentos o bien, como el producto de los primeros n ntimeros impares. Ver detalle en [17].

Observacion 8. Por induccion se puede probar que la cardinalidad de C,, es ele-

De esta manera se induce una incrustacion natural de S,, en C,,.
Definicién 35. Sea conn:%) — C, una funcién tal que conn(Ty) =d, d € C,

Ejemplo 10.
1 NS L't 5

T; =
N

7 6

entonces d=

Figura 3.6

3.1.2. Tangles Totalmente Descendentes

En esta seccion identificaremos el conjunto de tangles generadores para el dlgebra
MT,. Restringiremos nuestra atencion a cierto tipo de tangles, llamados totalmente
descendentes.

Definicion 36. Sea T un (n, n)—tangle, se elije una secuencia de puntos base que consiste
en un punto al inicio o final de cada arco de T y también en cada componente. Diremos
que T es un tangle totalmente descendente (con respecto a la eleccion de puntos base) si
se logra atravesar todos los arcos de T, comenzando en orden asignado, de tal manera
que cada cruce que se encuentre primero es un sobrecruzamiento.
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VL I

1 2

\lj’
[ |

Figura 3.7: (3,3)—tangle totalmente descendente

Observacion 9. (1) Debemos considerar tambien que las cuerdas de un tangle total-
mente descendente no posee auto intersecciones. Ver detalle en corolario 5.6 de |6].

(2) Note que para cada n—conector d € C,, existen n!-2" posibles opciones diferentes
de tangle.

Lema 5. Eldlgebra M T, esta generado por el conjunto de tangles sin curvas cerradas.

Demostracion. La prueba se realizard por induccion sobre el nimero de cruces.

Sea T € M T, un tangle y ¢ el nimero de cruces de T. Si £ = 0 entonces el diagrama
del (n,n)—tangle es O!"' = T tal que T = (z"1)¥ T’ donde k = |T| y T’ es el diagrama de
un (n, n)—tangle que se obtiene luego de remover todas las curvas cerradas de T'.

Consideremos T con ¢ = 1. Como hipotesis inductiva todos los (n, n)— tangle que
poseen menos que ¢ cruces se consideraran sin curvas cerradas.

Si S es un diagrama de tangle que difiere de T s6lo invirtiendo uno o més cruces,
entonces por la relacién de Kauffman de la Definicién 33| tenemos lo siguiente:

T-S=m(T’- T
T=m(T’=T®) +S8,

donde T° y T son (n, n)—tangle con menos de ¢ cruces y sin curvas cerradas. Asi de
manera inductiva aplicamos este procedimiento sobre T.

Por ultimo, fijemonos en S supongamos que posee una curva cerrada. Por la rela-
cion de tangles de Kauffman podemos hacer que esta curva cerrada tenga solo cruces
por arriba o por debajo con las demads cuerdas de S, entonces S = (z~!)S’ donde S’ po-
seen menos cruces que T y sin curvas cerrdas. Por lo tanto resulta que logramos des-
componer T en combinacion lineal de tangles con menos cruces que ¢ que no poseen

curvas cerradas. ]
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Veamos el siguiente ejemplo para comprender la importancia de este resultado.

Procederemos usando relacién de Kauffman:

Ejemplo 11. Sea T un (4,4)—tangle con el siguiente diagrama
; : ) E
T = ]

B>
- (-8B




CAPITULO 3. ISOMORFISMO ENTRE EL ALGEBRA DE
BIRMAN-MURAKAMI-WENZL Y EL ALGEBRA DE TANGLES DE KAUFFMAN 49

T"_W_Ur_)?_ L 0

K1 L)

Luego la descomposicion lineal de T en tangles sin curvas cerradas es:

T///:

i

Figura 3.8

Teorema 16. El dlgebra M T, es generado por (n, n)—tangles que no posee curvas cerra-
das y son totalmente descendentes con respecto a una orientacion.

Demostracion. Sabemos gracias al lema anterior que el dlgebra M T;, esta generada por
(n, n)—tangle sin curvas cerradas.

Haremos la prueba por inducciéon sobre el niimero de cruces ¢. Sea T € M Ty, si
¢ =0 entonces T ya es un tangle totalmente descendente.

Demostraremos para ¢ > 1y, como hipétesis inductiva todos los (n, n)—tangle con
menos de / cruces son totalmente descendente con respecto a una orientacién sin cur-
vas cerradas.

Ahora si aplicamos la relacion (1) de la Definicion[33]al primer cruce no-descendente
de T con respecto a una orientacion arbitraria, entonces resulta que T es combinacion
lineal de tres tangles de los cuales dos poseen menos cruces que T y otro con menos
cruce no-descendente.

Si consideramos S como un (n, n)—tangle que difiere de T en uno o mds cruces
no-descendente, entonces de manera analoga a la demostracién anterior obtenemos
la expresion:

T-S=m(T’- T
T=m(T’-T®)+S
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Asi, la induccién muestra que podemos escribir S como una combinacion lineal de
tangles con cruces totalmente descendente que poseen menos cruces que 7. Por lo
tanto T es genarado por tangles que posee solo cruces totalmente descendente. O

Ejemplo 12. Consideremos el siguiente diagrama de un tangle sin curvas cerradas. Se
usara relacion de Kauffman.

T:U?

N )
U? Vg (Y _V‘d
ld b ld & L)

Figura 3.9

Teorema 17. Sean S y T diagramas de (n, n)—tangles totalmente descendentes sin cur-
vas cerradas, tal que conn(S) = conn(T). Entonces, S y T son ambiente isotopicos, con
S=I*T, para algiin k.

Demostracion. Dirijase a [1] para ver mejor detalle.
O

Observacion 10. Para cada n—conector d, sea T, el diagrama de (n, n)—tangle sin cur-
vas cerradas tal que:

(1) conn(Ty) =d.

(2) T, es totalmente descendente con respecto a una orientacion
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Observacion 11. El niimero de cruces de un tangle totalmente descendente T,; depende
exclusivamente del n—conector d y no de la eleccion del orden de los arcos de T,;. Sa-
bemos que un tangle con k cruzamientos puede ser escrito como combinacion lineal de
tangles totalmente descendente con a lo mds k cruces, si aplicamos induccion sobre k y
empleamos el procedimiento de la demostracion del teorema se deduce que T}, y Ty

son tangles totalmente descendente que comparten el mismo conector d, entonces:
Th=Ta+) I T
C

donde c es un conector con menos cruces que d.

Definicion 37. El producto tensorial T1 ® T, de un (k, k)—tangle y un (m, m)—tangle es
un diagrama de un (k+ m, k + m)—tangle que se obtiene colocando un diagrama al lado
del otro.

Terminemos esta seccion demostrando:
Teorema 18. La funcion ¢ : BMW,, — MT, del teoremall5|es sobreyectiva.

Demostracion. Necesitamos probar que cada tangle totalmente descendente T, es un
monomio en los generadores G;—rl yE;paral<i<n-1.Paran=0yn=1 el teorema
es valido trivialmente.

Veamos que para n = 2 es suficiente probar que cada tangle totalmente descen-
dente T cuya cuerdas no poseen autocruces es la subdlgebra generada por E;sy Gs
respectivamente.

Si T posee cuerdas que solo conectan vertices de la parte superior con vertices de
la parte inferior (también llamadas cuerdas monotonas), entonces T es regularmente
isotopico a un diagrama de n—trenza que esta representado en el grupo generado por
{Gfh1=isn-1}.

Por otro lado, supongamos que se emparejan g puntos en la parte superior y g
puntos en la parte inferior del diagrama, de tal manera que los n — g puntos restantes
se conectan como k pares, es decir, 2k = n — g. En este caso existen diagramas b, y b,

de n—trenzas y diagrama de (n — 2k)—trenza b, tal que:
T =Db1[(E1E3-+-Ez4-1) ® ] by.

Ya que b, by y by son diagramas de trenzas generada por {G;—Ll}, se deduce que T es
un monomio generado por {Ej, G;—'l; l<i<sn-1}. O
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3.2. Unabase para el dlgebra M T,

En esta seccion probaremos que el conjunto generador {1, : d € C,} es linealmente

independiente, es decir, es base para M T),.
Teorema 19. El conjunto de tangle{T,: c € C,}, forma una Q2 —base lineal para M T,,.

Demostracién. Por teorema |17| sabemos que genera a M T, luego basta probar que
{T.} es linealmente independiente. Usando la teoria expuesta, y por la proposicion
(2.1) y (2.2) de [1], es que podemos definir una forma bilineal b : MT,, x MT,, — Q
talqueb(S,T) =F (ST). También escribiremos como A a la matriz de orden |Cyl % |Cyl
asociada a b con entradas a.; =b(T;, T;) con c,d € C,,.

Supongamos ) «a;T; =0, a; € Q. Queremos mostrar que a; = 0 para todo i, esto es
equivalente a demostrar que b es una forma no degenarada es decir, det(A) # 0. Luego

dado S, T € M T, tenemos que existen a; y §; € () tales que:

S:ZaiTc; T:Zﬁde

de donde se sigue que

b(S, 1) =b(Y_a;Te,Y BjTa) =Y aiPp(Te,Ta) =Y a;B;F(TcTa).

Para cada c € C,, reemplazamos la c—esima columna de la matriz A por la combinacion
lineal de sus columnas con coeficientes a;, por propiedad de determinantes la nueva
matriz tiene determinante a.det(A). Para demostrar que det(A) # 0 se requiere de la
siguiente afirmacion.

T, T, serd representado por un link con r componentes. Si r = 1, entonces T,; nece-
sariamente es la imagen reflajada verticalmente de c, es decir, cada componente con-

tiene una cuerdade T,y Ty:

| Lty
\ %4
>
oY
L LI ) LS
¢ c
Figura 3.10

Es decir, r = nsiysolo si, d =¢.
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Si r < n, entonces m posee al menos dos arcos de T,y Ty, es decir,cuando clau-
suramos la multiplicacién del tangle S con T y recorremos el link, debemos tomar 2 o
mads arcos para cerrar la componente.

Ahora, consideremos el siguiente homomorfismo e: QO — Z[6] tal que e(F(K)) =
5Kl donde K es un link y |K]| el numero de componentes, ahora aplicamos el homo-
morfismo a todas las entradas de A. Entonces e(a.q) =6~ ',r < n,yr = nsiy solo si
d = T. Luego la matriz e(A) tiene entonces una entrada 6" ! en cada fila y columna,
asi e(det(A)) = det(e(A)) € Z[5) tiene un coeficiente distinto de cero para 6"~V Por
lo tanto, e(det(A)) # 0, asi det(A) # 0, lo que se concluye inmediantamente que a; =0

para todo i ya que Q es un dominio de integridad, con esto se termina la prueba. O

Observacion 12. Se desprende de la Proposicion 4.1 de (1] definir el homomorfismo
e(F(K)) = 6Kl como reemplazo del polinomio de Dubrovnik y de la proposicién de Lic-
korish que se plantea en la seccion [VII] de [13] que hace referencia a la conversion entre
el polinomio de Dubrovnik Dy (l, m) y el polinomio de Kauffman Fi(l, m) mediante la
formula:

Dr(l,m) = (- B D (i1, —im).

donde, c(L) es el niimero de componentes del link L, i2=-1 yw(L) esel writhede L. La

formula de traduccién es independiente a la eleccion de orientacion de L, ver [14].
A partir del teorema anterior se desprende el siguiente resultado

Corolario 3. Cada conjunto de tangles asociado a conectores distintos forman conjuntos
linealmente independiente en M T,.

Demostracién. Ver Corolario 4.4 de [1] O

Probaremos por induccién sobre n que el homorfismo ¢ : BMW,, — MT, es un
isomorfismo. Para esto construiremos una base explicita para BMW,,. Como parte del
método inductivo usaremos los ideales bilateros BM W,gq) yM T,gq) el cual corresponde

alos tangles de rango < q.

Definicién 38. Un tangle T € %) tienerango < q, si T se descompone como T = AB con

AyB un(n,q)y(q,n) tangle respectivamente.

Observacion 13. El conn(T) tiene a lo mds q arcos monotonos sin embargo, esto no es
suficiente para que T tenga rango q. Por ejemplo el tangle T en la figura|3.11| tiene rango
2, a pesar de que conn(T) no tiene arcos monotonos.
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A

Figura 3.11

Definimos M T, ,2’” como el subespacio de M T}, generado por tangles de rango < g.
Claramente M T,(,q) es un ideal bilatero tal que

MT,=MT" > MT2 5 .

Veamos la siguiente proposicion importante en la estructura del dlgebra de tangles

Proposicion 8. M T,(f’) es generado como ideal por elementos E\Es...Esx— donde 2k =
n-q.

Demostracion. Veamos por induccion sobre el rango de 7. Si g = 0, entonces T perte-
nece al subespacio de M T,, generado por tangles de rango 0, osea T se descompone
como T = AE; B donde A es un (n,2)—tangle y B un (2, n)—tangle.
Ahora queremos probar que para cualquier tangle T de rango ¢q lo podemos escribir
como T = A(E1E3... Esx—1)B donde Ay B sonun (n, q) y (g, n) tangle respectivamente.
Para g > 0 podemos escribir el tangle identidad en % g como

I=C(EE;...Epr_1)D

donde C es un (g, n)—tangle y D un (n, q)—tangle. Ver figura[3.12]

q
. —J
TR n
5 @Tv
R q

Figura 3.12: Ideal generado por E1E3 -+ Epf—1

Entonces para algtn tangle T = AB de rango < g se puede reescribir como T =
AIB o equivalentemente T = AC(E)Es...E»—1)DB, con AC,DB € %}. Por lo tanto,
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logramos expresar T como un elemento del ideal generado por E1Es... Eoj_. O
De manera analoga podemos definir en BMW,,

Definicion 39. Para q = n— 2k podemos definir BM W,(f’) como el ideal bilatero en
BMW,, generado por e es3---exi_1. Entonces

BMW, = BMW" 5 BMW"2 5 |

Trenzas de permutacion positiva

Sabemos que los generadores gl.+1 de BMW, satisfacen las relaciones de trenzas.
Ademads denotaremos por perm: B, — S, alhomomorfismo de grupo tal que perm()(i) =
J, es decir, que la trenza [ conecta los vertices o puntos i con el vertice 7, en particular
perm(o;) = s;.

Proposicion 9. Las siguientes condiciones son equivalentes para un elemento 3 € By,
1

(1) B es una trenza generada por elementos ;.

(2) B esel producto der generadores g, donder es el largo de per m(p).

Ademds, si  satisface esta condicion y s;,,...,S;, es una expresion reducida para
perm(P), entonces fp=0;,,...,0;, esunaexpresion reducida.
Demostracion. Ver detalle en proposicion 5.14 de [6] O

Definicion 40. Si un diagrama de una n—trenza satisface las condiciones de la propo-
sicion anterior entonces la llamaremos trenza de permutacion positiva.

Notemos lo siguiente:

(1) Para cada 7 € S,, existe una unica trenza de permutacion positiva 5, € B, con
perm(P,) = m. Escribiremos g, para la imagen de , en BMW,, y G, para la
imagen de B, en MT,, estos elementos tambien lo llamaremos trenza de per-

mutacion positiva determinada por 7.

(2) Seame S, yl<i<n,tenemosque ¢(rs;) =¢(m)+1siysolosin(i)<m(i+1),en
este caso grs; = 8§z 8;. De otramanera, ¢(rrs;) = £(m) — 1, siysolo siw(i) > m(i +1),

Y 8rs; = gngl'_l-
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De la misma forma, ¢(s;m) = ¢(m) + 1, siy solo si, 77 1i) <771 + 1), en este caso
gs:n = i&n- O también puede ocurrir que ¢(s;7) = £(7r) — 1, si y solo si, 771 (i) >
7[_1(1. + 1)) Y gsin = gl'_lgﬂu

Definicion 41. Un (a, b)—permutacion de Lorenz es un elemento i € S, tal que n(i) <

n(j)paral<i<j<ayparaa+l<i<j<a+b.

Como caso especial de trenza de permutaciéon positiva, tenemos el concepto de
(a, b)—trenza de Lorenz 3, donde 7 € S,, que equivalentemente satisface las condi-
ciones de de la definicién anterior y que corresponde a un tipo de trenzas en que las

cuerdas de la parte izquierda no permutan con las cuerdas de la parte derecha.

\/ NN

Figura 3.13: (3,4)—trenza de Lorenz

Lema 6. Sim € S, entonces 1 = mymo donde m es un (a, b)—permutacion de Lorenz,
T2 € 8Su xSy S Suvp yl(m) =€(my) + €(2). Como consecuencia g = g, 8n,-

Demostracién. Ver desarrollo en Lema 5.17 de [6]. O

Lema7. Seal <i<n-1ysupongaquen € S, satisfacen (i +1) = n~! + 1. Entonces
8i8n = 8n8n-1(i) Y €i8n = Enln-1(i)-

Demostracion. Consideremos j =7n(i), s;w = ws; y £(s;m) = £(n) + 1. Por lo tanto

8n8j = 8ns; = 8sin = 8i8n-

La segunda igualdad la probaremos por induccion sobre el largo de 7.
Si ¢(m) =1 el lema se cumple trivialmente. Supongamos ¢(x) > 1, elijamos k tal que
7 = sgmy con ¢(m) = ¢(m) + 1. Para continuar la prueba consideremos los siguientes

tres casos:

(1) k=i+1.Enestecason 1(i+2)<n1(i+1)=n"1(i) +1. De esto tenemos 771 (i +
2)<n (i), yn=sip187, con £(w) = £(n') + 2. Por lo tanto
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8n=8i+18i8n Y €i8n=¢€i8i+18i8x = 8i+18i€i+18n
yaque, ' (i+2) = j+1=7""1(i+1)+1, tenemos que e;,1 8y = gr'€;
(2) k=1i-1.Este caso es similar al anterior.

(3) Si |k—i| =2 con m = sim;. Entonces e;g; = e;gx8r, = §kei&r,- Ahora , como
ﬂl_l(i +)=j+1= Hl_l(i) +1, asi obtenemos e; gy, = gr, €;

Ejemplo 13. Sean = (14)(23) € Sy entonces g, = 818283818281 = 828182838281 =---

3.3. Unabase inductiva para BM W, adlgebra

Se mostraré la construccion de una base inductiva para el dlgebra BMW,,.

Definicion 42. La funcién shiftS: MT,, — M T, es un homomorfismo definido sobre
(n,n)—tangle tal que S(E;) = E; 1 y S(G;) = Gi41. Es decir S traslada al tangle un espacio
a la derecha como se muestra en la figura[3.14

Figura 3.14

Veamos que para algin W € M T, se cumple que WA,, = A;,S(W), donde A,, =
GmGm-1--- Gy, estaigualdad se muestra graficamente como sigue:
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9
u |
w
1 |
Figura 3.15

Intuitivamente es normal que pensemos que podamos definir la funcion shift con
propiedades similares en BMW,,. Formalmente

Las relaciones del dlgebra BM W, son respetadas por S. Veamos el siguiente resul-
tado

Proposicién 10. El homomorfismo S satisface lo siguiente:
wam=anSw) y wby=>b,S(w)
para algun w € BMW, donde,

am=8m&m-1"""8, bm= gr_nlg;ql—l'”gl_l

Demostracion. Consideremos w € {g;, e;}. Basta con probar el primer caso para todo
i<m.

Si w = g; entonces por relacion de trenza:

Wam=8i(&m - 8281) = (&ig&m  &i&i+18i&i-1 8281 = (&m- - 881)&i+1 = amS(g:)

Ahora, si w = e; entonces por la relacion (a) de la preposicion[7]obtenemos:

€i(gm8m-1-8281) = (&m&m-1""-€igi+18i &281) = (&m&m-1-"-g281)€i+1 = amS(W).

De igual manera se prueba para el segundo caso wby,, = b,,S(w) paratodoi <m. [

Ahora, consideremos el elemento Fy € M T, con 2k < n representado por tangles
como se muestra en la siguiente figura.
Las ecuaciones de la siguiente proposicion se pueden inspeccionar mediante re-

presesentacién diagramatica.

Proposicién 11. Para todo i < k se cumple
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« 2k

Y
M

Figura 3.16

(D) GiFi = Gag-iFk
(2) EiFy = Exk-iFx
(3) FrGi = FiGog-i
(4) FxEi= FrEz—1
(5) Fir=(G1Gz...Gok-2) Fr-1E2k-1(G2g—2 ... G2G1)

Demostracion. So6lo veremos (1) y (5) de la proposicion. Para (1) tenemos el siguiente

M\l N

Figura 3.17

diagrama

Luego el diagrama de (5) resulta ser:
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Y || - Y

Figura 3.18

O

Podemos definir de manera analoga los elementos f; € BMW,,. Antes de comenzar
observemos aqui ciertas simetria en el algebra BMW,,.

Definicion 43. (1) Seap; : BMW, — BMW, el automorfismo definido por p,(g;) =
8n-i Yy Pnlej) = en—i.

(2) Sea a: BMW, — BMW, el anti-automorfismo definido por a(g;) = g; y a(e;) =

€
Observacion 14. Las simetrias p,,, ® estan bien definidas por las relaciones de BMW,

Proposicién 12. Existe un automorfismo p, de M T, y un anti-automorfismo « tal que

poax=aoQPyPopy=ppoQ
Demostracion. Ver prueba en [1] O

Estas funciones representan las siguientes simestrias en M T}, ver figura

l, ,.
et —
T T -
<~ T
\J
Figura 3.19

Apartir de la proposicion anterior los siguientes diagramas conmutan.



CAPITULO 3. ISOMORFISMO ENTRE EL ALGEBRA DE
BIRMAN-MURAKAMI-WENZL Y EL ALGEBRA DE TANGLES DE KAUFFMAN 61

BMW, —Y+ MT, BMW, —"—~ MT,

Definicion 44. Defina fi=e; y
fr=1(8182-.-82k-2) fr-1€2k-1(g2k—2 ... §281)

para k = 2.

Los elementos Fj no poseen cruces, queremos expresar f; como una palabra libre

de generadores g;s. Asi tenemos el siguiente resultado

Lema 8.

(8182 g2r)(e1e3---exr—1) = (exey...exp)(e1e3--- exr—1)

(er1e3---e2k—1) (2K - 8281) = (e1e3---exp—_1)(ezes---e2p).

Demostraciéon. Probemos la primera ecuacion, reescribiendo la parte izquierda de la
ecuacion, nos queda

(8182€1)(8384€3) - (§2k-182k€2k-1)-

Usando la segunda igualdad de la relacién (a) de la Preposicién|7|se obtiene

(exeq)(eges) -~ (exxeop—1) = (e2ey...exp)(er1es - exp—1).

Parala segunda ecuacion, observemos la parte de izquierda nuevamente de la ecua-

cion
(ere3---erk—1)(82k82k—1"""8281) = (€2k-182k82k—1) " (€381 83) (€18281).

Esta igualdad es posible por que cada e; con i impar permuta con todos hacia la

derecha hasta g;1, asi por la Preposicién[7|se obtiene:

(eak—1€2k) -+ (e3eq)(e1e2)
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Luego se ordena permutando los elemntos e; de tal manera que se cumpla siempre
|i — j| > 1, resultando lo deseado.

(e1e3---ezr_1)(ezeq---exp)

Proposicién 13. Parak =1,
i =(ex)(ex—1ex+1)(e2---eap_2)(ere3---eap_1)(€2---err_2)(er—1er+1)(exr).

Ejemplo 14. f; = ey(ezes)(ezesep)(e1e3eser)(exeses)(eses)ey.

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre el subindice k. Para k = 1 la pro-
posicion es evidentemente valida. Consideremos k > 2. Aplicando hipotesis inductiva

sobre la siguiente ecuacion se obtiene

fe=1(8182 " 82k-2) fr-1€2k-1(82k—2 - 8281)

= (8182 &k-2)(ex-1)(ex—2er) - - (e1e2---ezx—3) - (ex—2ex) (ex-1)1e2k-1(82k-1" "~ §281)
e»2k—1 conmuta con todos los elementos hacia la izquierda hasta e,;_3
fr=(8182 " Gr-2)(ex-1)(er—2er) - (e1e2- - exp_3e2-1) - (ex—2er) (ex—1)1(g2k—1" - 8281)

continuemos, entonces aplicando la Proposicién [10]a los extremos de la ecuacién
fx se obtiene:

ex(ex—1ers1) - (8182 Lr-2)(e1e3- - exk_1)(g2k—2--&281) - (€x—1€x+1) €k

Luego, fijandonos en la parte de al medio de la ecuacion anterior volvemos aplicar
la proposicion[10Jobteniendo

er(er—1ek+1) - (ezes---ex—3)(8182" - §2k-2)(e1€3- - e2—1)(g2k-2 - §281) -~ (ek—1€k+1) €k
Por el lema anterior podemos reemplazar los g;s por (ezey - - €2¢—2) quedando

er(ex—1€r+1) - (eses---exr_3)(exes---exp_2)(e1es---exp_1)(ezes---exr_2) - (ex-1€x+1)ex
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Por lo tanto, es posible obtener la expresion para f; que no involucra elementos

g:s, ast:

fe=ex(ex—1ex+1)(e2---exp_2)(erez---ex_1)(e2---exp—2)(€x—1€x+1)ex
O

Observacion 15. También se satisface f = (exex+1- - €2k—-2) fk—1€2k-1(€2k—2 " €k+1€k)-

Veamos esto en términos de tangles, para k = 3 tenemos
F3 = (E3E4) F2E5(E4 E3)

Esto es igual al siguiente diagrama:

AT
N

Figura 3.20

Ahora enunciaremos un resultado analogo ala proposicion[11} que se probard usan-
do relaciones de BMW,,.

Proposicion 14. Para todo i < k se cumple
(D 8ifk= 8ok-ifi>
@) eifi=exn-if
(3) fx8&i = fx&k-is
4 frei= freak-i-

Demostracion. Notemos que g; Y g2k—; conmutan.

Probaremos la ecuacion (1) por induccién sobre k.



CAPITULO 3. ISOMORFISMO ENTRE EL ALGEBRA DE
BIRMAN-MURAKAMI-WENZL Y EL ALGEBRA DE TANGLES DE KAUFFMAN 64

Para k=2ei=1tenemos:

g1fo=g1l(g182)e1e3(g281)] = g1(g182€1)e38281
= gi(exese18281)
= 83(8182€1€38281)
=g /.

Probaremos para k > 2. Si 2 < i < k, entonces usando la Proposicién[10} tenemos:

8ifk=81(818 &k-2) fr-1€2k-1(82k—2 - 8281)
= (8182 82k-2)8i—1fk-1€2k-1(&2k-2" " §281)
= (8182 82k-2) 82k—i-1fk-1€2k-1(&2k-2 - §281),

Que por hipotesis de induccion es igual a

8ok—i (8182 82k—2) fr—1€2k-1(&2k-2 - §281) = &2k—i [k

Para la ecuacién (2) también se prueba por induccién sobre k con el cuidado de
ocupar la expresion fi de la Proposicién[13] Para k =2 e i = 1 tenemos:

e1fo =ej(ex(e1e3)ex(eres)ex(ere3)ez) = ejeseseezerereser = ejezegeser = ejezes

De manera similar obtenemos que e3 f> = ej ez ey.

La prueba para k >2 e 2 < i < k se sigue de manera analoga.

El Gitimo caso para completar la prueba de la ecuacion (1) y (2) es verificar cuando
i=1lyk>2.

Consideremos hj = a(aj)a(aj-z)eji1€j-1.

Ya que fi = hok—2 fr—2a2k—4a2k—2, entonces probando lo siguiente es suficiente para

resolver en (1) y (2), es decir:
(1) g1hj=gj1h;j
2" elhj = ej+1hj

para todo j
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Probaremos (1’) y (2) por induccién sobre j. Para j = 2 tenemos
hy = a(ax)a(ag)ezer = g182e3€1 = g182e163 = exe1e3 = exe3e; = g3greze

Entonces,

erthy =ejerejes =ejes=eze; =eshy y g3hy=gsg182e1e3=g1h

Para j > 2, observemos que usando relaciones de trenza y el homomorfismo Shift ob-

tenemos:

a(aj)alaj_z) = ggiSa(aj-1)ala;_3)

Luego,

ethj=e1gg1Salaj-1)a(aj-3)ejej-2) = g281€2S(hj-1) = g281S(e1hj-1)
=gg1S(ejhj_1)
=g281€j+1S(hj-1) = ej+1h;j

De manera anéloga se prueba para g1 hj = g1 hj usando larelacion de trenza g1 8281 =
82818 e hipotesis inductiva sobre j.
Por ultimo, la ecuacion (3) y (4) son resultado directo de la ecuacion (1) y (2) res-

pectivamente usando el anti-automorfismo a. O

Definicion 45. Para cadany q = n-2k definimos V,Eq) como el subespacio de BM W,(f’)
generado por elementos g Wy g 8y, donde 7, u son (2k, q) permutacion de Lorenz, T es

una permutacion de las ultimas q cuerdasy wy; € BM Wz(z).

Observacion 16. Notemos que la dimension de BMW,, es:

ICil*q!

(n/2] nz
|Cpl =
=5 (q

k=0

Lema9. Supongamos quep : BMW,,.1 — M T, 41 esinyectiva. Entonces BMW,,, 1€, =
BMW, e

Demostracion. Es suficiente probar que cumpla con el resultado

MTpi1Epm = MTEp.
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Dado T € M T+ definimos €,,(T) como el siguiente (m, m)—tangle:

£,(T) = T
A 4

Figura 3.21

Se observa que usando €,,(T) como un (m+1, m+1)—tangle se tiene que €, (T)E,, =
TE,,. Ver figura[3.22]

Figura 3.22

Luego podemos extender el mapeo T — ¢,,(T) auna funciénlineal €,,,: M T,,41 —
MT,,.
Asiparatodo X € M Ty, 1,se tiene que XE,, = €,,(X)Ep € MTiEpy,. O

Corolario 4. Bajo las mismas condiciones del lema anterior se cumple, BMW,,,1e; =
S(BMWy)e;.

Demostracion. Vamos a probar de manera equivalente la igualdad en términos de tan-
gles es decir, por demostrar que M Ty,4+1E; = S(M T),) E1. Sabemos por el lema anterior
que MTy 11 Ep=MTyEy,.

Aplicando el automorfismo p a la ecuacion anterior nos queda:
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Figura 3.23

Asi demostramos lo deseado. O
Proposicién 15. Suponga que p|BMW,,_; — MT,_, es inyectiva. Entonces
(1) BMW, fi = BMW, f, para todo k con 2k < n.
(2) BMW,j11S(fx) = BMW;41S(fi) para todo k con2k +1 < n.

Demostracion. Probaremos (1), para k = 1 la ecuacion es valida, pues gflel y eje; son
multiplos de e; ver Proposicion[6} capitulo 3.

Para k = 2 tenemos k+ 1 < n—1y BMW;. e, = BMW;ey por el lema[9] Asi, basta
probar que BM W fi es un ideal izquierdo de BM W, para todo i < 2k es decir,

giBMWy fi. ¢ BMWy f
eiBMWy fr ¢ BMWi f.,

Observemos que para i < k la prueba es inmediata. Ahora para i > k se deduce de[14}
y del hecho de que g; y e; conmutan con BMW.
Finalmente, por la proposicién[13|podemos escribir fi = ex 1 para algin rx € BM W,y

Por lo tanto para i = k sea y € {g,fl, ey}, entonces
XBMkak = )(BMWkekrk < BMWk+1ekrk = BMWkekrk = BMkak

Con esto completamos la prueba para (1).

Demostremos (2). Para k = 1 la prueba es directa. Por otro lado también en BM W5
se puede verificar que €5 = z7 e, eze1e, = €2, 28162 = 11z, goe2 = leo, gre102 = g7 2
y 828162 = eje;. Porlo tanto BMW,e; = BMWses.

Ahora para k =2 tenemos k+2 < n—1, de modo que BMW;.ser+1 = BMWj er1
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dellema[9 Debemos demostrar que para todo i < 2k se cumple:

8iBMW;j.1S(fx) € BMWii1S(fx)
eiBMWi..1S(fx) € BMWi.1S(fx)

Cuando i < k es inmediato. Para i > k se deduce de la proposicién[I4]y de que los ele-
mentos g; y e; conmutan con BM W ,. Para el caso i = k al igual que en (1) podemos
concluir que S(fy) = ex+1S(rg), asi:

ek 1 BMWii1S(fi) = exs1 BMWieiyex1S(ri) € BMWyizek1S(rk) = BMWi 1 S(fx).

Asi completamos la prueba de (2). O

Corolario 5. Si | BMW,,_, es inyectiva. Entonces el ideal generado por fi en BMW,
con k = [n/2], puede ser escrito como:

(1) BMW,)) = BMWj. f BMWj. cuando n =2k, y

(2) BMW,}) | = BMW;.S(fi)BMWje1, cuando n =2k +1.

Demostracion. (1)
Sabemos que BM w,i‘” es el ideal bilatero en BMW,, generado por f, entonces

BMW,)) = BMWyy fi BMWy
= BMWj. fx BMWy;.
= BMW,. f BMW

Demostracion. (2)

De la misma manera tenemos que BM w

»r.1 €S elideal bilatero generado por S(fi),

entonces

BMW,}, | = BMWhp.1 S(fi) BMWari

Sea S(fx) = a, ]g fxazk, aplicando la proposici(’)ny el anti-automorfismo a se obtiene

el resultado exactamente como en (1). O

Ahora se demostrard la inyectividad de ¢ sobre el ideal bilatero generado por fi en
BMW,, con k =[n/2].
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Teorema 20. Asumamos que p|BMW,_; — MT,_, esinyectiva para algun n particula
r. Entoncesq)IBMWZ(% — MTZ(? es inyectiva, cuando n = 2k, y(pIBMWZ(,lC)Jrl — MTZ(}C)+1
es inyectiva, cuandon =2k +1.

Demostracion. Primero para el caso cuando n = 2k tenemos por el corolario 5|anterior
que BM Wz(g) = BMW;. fi BMW;. generado por |Ci|? elementos de la forma t, f.t; con
¢,d € Cy tal que la imagen de estos elementos representan diagrama de tangles total-
mente descendente T.Fj T,. Por lo tanto es suficiente probar que la imagen de ¢, fit4
por ¢ es linealmente independiente en M T5.

Sabemos por el teoremal[l9|que el conjunto {¢(t.) : ¢ € Ci} constituye unabase para
MTy,entonces {t. : ¢ € Ci} es una base de BMW;. ya que por hipotesis ¢ : BMW} —

M Ty es un isomorfismo. Por lo tanto BM Wz(z) es generado por el conjunto
(o N T feo " (Ty): ¢, d ceCil.

La imagen de este conjunto generador por ¢ es {T.FxT;: c,d c € Cy} que corres-
ponden a diagramas de (n, n)—tangle con distinto conector en Cy; que por corolario
es un conjunto independiente en M Ty, lo que implica que ¢ es inyectiva sobre el
ideal bilatero BM Wz(g).

La prueba para el caso n = 2k + 1 es similar. En efecto, tenemos por hipotesis que
¢ : BMWj..; — M Ty, es unisomorfismo. Entonces, podemos escoger algtin elemen-
to t. € BMWj,; con c € Cy41, donde () es representado por un tangle totalmente
descendente T,.. Nuevamente por corolario |5se tiene que {¢.S(fi)t4}, ¢,d € Cis1 con

|Cres1/? genera al ideal BM wd  Mas atn la imagen por ¢ de {t.S(fx)t4} el cual es

2k+1°
un conjunto linealmente independiente en M Ty ;. Por lo tanto ¢ es inyectiva sobre
(1)
BMW, ;) -

Completamos esta seccion presentando un teorema que precede el resultado que
buscamos. Anteriormente demostramos que para algun 7 fijo el resultado siguiente es
verdadero para g =0, 1, a partir de la inyectividad de ¢ sobre BMW,,_; usando induc-
cién en n.

Teorema21. ¢ : BM W,i‘” — M T,(,q) es inyectiva para todo n, q.
Demostracion. La prueba se detallard mediante el siguiente lema. O

El proceso de induccion sobre g para la inyectividad de ¢ se sigue estableciendo el
siguiente lema.
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Lema 10. Asumamos que ¢|BMW,_, es inyectivo para algiin n en particular. Entonces
(1) V,Eq) + BMW,f_2 es un ideal bilatero en BMW,gq).
2) ol V,Sq) — MT,, es inyectivo para q >0
(3) eres--esp_1 € V3"

Demostracion. Dejaremos la prueba de (1) para la siguiente seccion.

Para (2) consideremos el caso n = 2k. Por el teorema @|BM Wz(g) es inyectiva.
Tambien conocemos que M Tz(z) es generado por |Ci|? diagramas de (k, k)—tangles to-
talmente descendente de rango 0 y que ¢|BM Wz(z) — M Tz(z) es sobreyectiva.

Luego por hipétesis tenemos que BM WZ(Z) posee como base al conjunto {z; fit}
con c,d € C, es decir, ¢~ (T,) = t, cuya imagen por ¢ es el conjunto de tangles total-
mente descendente en M Tz(?c)'

Dela deﬁnici()n el subespacio V,i”’) cBM W,iq) es generado por el conjunto {g; wo gr g}
con wsy € BM WZ(]OC) tal que los elementos ¢ (g, w2r g gu) son representado por tangles
totalmente descendente de rango < g en M T,(f’), que por corolario |3|forman un con-
junto independiente en M T),. Por lo tanto ¢| V,ﬁ’” — MT, es inyectiva.

Para el caso n =2k +1 el argumento es similar ocupando (2) del teorema

La prueba de (3) es inmediata de la construccion de fj € V,Eq). O

3.4. Elisomorfismo ¢

Finalizamos este trabajo demostrando la inyectividad de ¢ : BMW,, — MT,,. La
estrategia kes probar el paso de induccion restante del teorema es decir, si | BMW,,_;
es inyectivay ¢|BM W,E‘” es inyectivo, entonces @|BM W,(lq_z) es inyectiva. Conocemos
por induccién sobre n que ¢| V,gq) es inyectiva para todo g > 0.

Queda s6lo demostrar que v,im +BM W,g"‘” =BM W,(lq) ,como BM W,(lq) es un ideal
bilatero generado por fi con fj € V,Eq), entonces nesecitamos probar que V,iq) +BM W,(lq_z)
es un ideal bilatero en BMW,,. Ya que V,E‘” + BM W,(lq_z) es invariante bajo el anti-

automorfismo a, es suficiente mostrar que es un ideal izquierdo.

Proposiciéon 16. Sean = g+2ky X ,(ﬂ) es el subespacio generado por el conjunto {g, g- BMWay fi}
donde a(g,) es una 2k, q)—trenza de Lorenz y g; una trenza de permutacion positiva
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en SZk(Bq). Supongamos que | BMW,,_1 es inyectivo para q = 2. Entonces
L = x\7 + BMW, ™

es un ideal izquierdo.
Demostracion. Se desarrollara mas adelante. O

Corolario 6. Supongamos que V,iq) +BM W,E’H) es un ideal izquierdo bajo las condicio-
nes de hipotesis de la Proposicion|16, por lo tanto, inmediatamente se prueba el teorema
21

Demostracion. Ya que Lsiq) es un ideal izquierdo por la Proposici(’)n entonces V,Eq) +

BM W,iq_z) es un ideal izquierdo. Es decir, para todo w € BM W,i") se cumple w(v,ﬁ") +
BM W,gq)) c v,i’” +BM W,flq). Ademas por definicion el espacio BM W,i") es el ideal bila-
tero de rango < g, por lo tanto se reduce a demostrar que wv,i‘” c V,(lq). Luego,

wVi? = wig.BMW g, g,}
={wgr BMWy fx BMW2i.8: 8y}
= {w([gr & BM W, fr] BMW, g}
= {wX,” BMWyicg,}
< (X BMWarg,)

donde V,i") c X,(f’). Por lo tanto V,i’” es un ideal izquierdo. O

La prueba de la Proposicién[16|ocupara el resto de esta seccion. Se analizardn los
elementos g; g, v e; gr, con 7 una trenza de permutacion positiva. Para esto usaremos
algunas resultados vistos en la subseccién[3.2] El siguiente resultado se adjunta al lema

como consecuencia de las relaciones de trenzay de BMW.

Lema 11. Sea p una permutaciéony p = ps;. Entonces la trenza de permutacion positiva
8p, satisface las siguientes ecuaciones:

(1) 8o, =8&i&p sip(i)<p(i+1)
) 8p=8i&p sip(i)>p(i+1)

Corolario 7. Dado cualquiera trenza de permutacion positiva g, esta puede ser escrita
como producto de {g;s}, i # { yuna (¢, q)—trenza de Lorenz.
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Ejemplo 15. Consideremos la siguiente trenza de permutacion positiva g, = g18283818281-
Si usamos relaciones de trenzas podemos escribir g, = 828182838281 que es el producto
de glf s yuna (3,1)—trenza de Lorenz. Diagramaticamente seria:

S
L —> g2g1g2

] ——>» (3,1)—trenza de Lorenz
<)

Figura 3.24

Lema12. X,” S2K(BMW,) c L\,

Demostracion. Debemos demostrar que X,(ﬂ) wc LE;” con w e S?*(BM Wy).

Para xe; con x € X,(f’) w sabemos que el elemento fre; € BMW,gq_Z) para j > 2k, por
lo tanto X e; c BMW,? 2 < L\? con j > 2k.

Ahora sea g; una trenza de permutacién positiva en $2 (By). Entonces por el lema

[I1]tenemos que:

8:8j= 8¢ o
8§18j= gr’(gj)z =gr(1-mgj+ ml_lej)
=8¢~ mg-[rgj + ml_lgrlej

Por lo tanto, xg; € LE{” para algin elemento generador x = g; Wi fi8r € X,(ﬂ). Como
consecuencia Xﬁf’) gjc< L(nq) para j > 2k. O

Lema13. Supongamos quep|BM Wz(z) es inyectiva. Entonces cada elemento en BM Wsy fx

es combinacion lineal de elementos de la forma.

Em&m+1° " §ak—2€2k—1 BMWoy fi,

donde, m=1,...,2k—-2yey;_; EBMWZ(Z).

Demostracion. Por suposicion, ¢ es unisomorfismo de BM Way fr € BM Wz(z) aMTy . F
de MT,). Cada elemento de M T, Fy se puede escribir como combinacién lineal de
tangles totalmente descendentes T, talque el conector ¢ une de alguna manera los
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puntos de arriba y, los puntos inferiores coinciden con el elemento Fy. Ahora podemos
elegir el orden de las cuerdas para cada conector ¢ como lo deseemos, asi asumamos
que para cada tanqgle T, la cuerda cuya punto final estd en la posicion 2k de la parte su-
perior se encuentra por encima de todas las demas. Por lo tanto, por isotopia ambiente

sobre las cuerdas podemos escribr cada uno de estos tangles T es:
GmGm+1- Gok—2E2k-1 TF

para algin m = 1,...,2k — 2. Por tltimo el isomorfismo ¢ implica que podemos consi-

derar este conjunto como generador para BM W, f. O

Ejemplo 16. Veamos la representacion diagramatica del lema anterior

N~

N

N
N

Fa\

Figura 3.25

Lema 14. Para cada m = 1,...,2k — 2 y cada trenza de permutacion g, con p L) <
p Y(j)paral<i<j<2k-1yp '2k+1)=p 1(2k) +1 tenemos

Bop€2k8EmEm+1-" " 82k-2€2k-1 = 8p' €2k-1

Para alguna trenza de permutacion positiva g, .

Demostracion. Primero, eyr—; puede ser movido a la derecha de g,,8m+1-"- §2k-2 tal
que
8oC2k8mEm+1"" 2k-2€2k-1 = o8mEm+1" " 82k-2€2k€2k-1

Observemos que la trenza gox—2-*-gm+18m®(gp) €s de permutacion positiva ya que

Sok-2* &m+18&m €S una trenza de permutacion positiva sobre las primeras 2k — 1 cuer-
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dasy a(gp) = g,-1 no logra cruzar estas cuerdas, llamaremos g, a esta trenza de per-
mutacion positiva. Ademads, por relaciones de BMW nos queda la siguiente expresion
e2k—-182k82k-18p, O ezk_lgz‘kl gz‘kl_lgp1 .Ahora p; cumple la hipotesis del lema por lo que
p1(2k+1) = p1(2k)+1, luego usando el lema[l1]ya sea el caso en que p; (2k—1) < p; (2k)
0 p1(2k) < p1(2k—1) se tiene que g2x82k-18p; Y gz_k'fgz_kl_lg,Ol es una trenza de permuta-
cion positiva, llamaremos g,, a esta nueva trenza de permutacion positiva. Entonces

e2k—1€2k8p; = €2k—18p,- Aplicando el anti-automorfismo a tenemos

8p€2k8m8m+1-"* §2k-2€2k-1 = A(€2k—1€2k8p;)
= a(eZk—lgpg)
= a(gp,)e2k-1

= 8p"€2k-1
donde p,! = p"” O

Continuemos con la prueba de la proposicion probando que Lﬁj’ es un ideal
izquierdo. Con el lema anterior demostramos de manera particular que LE{’) g C L(nq)
para g, € SZk(Bq). Luego, s6lo queda demostrar que e;x, g;x € Ls,f’) para con x € X,(lq) y
caddal<isn-1lyuwy€ BMWZ(Z).

Demostracion. (proposicién[16).

Consideremos x = g, W fi, donde a(gy) es una (2k, g)—trenza de Lorenz y wy €
BMW,?.

Centraremos nuestra demostracion en los elementos e; g, y gig» paratodo 1 <i <
n-1.

Supongamos que 7 (i + 1) > 7(i), entonces por el lema(l1] g, = g;gx, luego a(gz,) =
a(gignr) = a(gr)gi es una (2k, g)—trenza de Lorenz. De otro modo tenemos que g =

8i8n, conmy(i+1) <m (i) lo que implica que g5, es una (2k, g)—trenza de Lorenz.
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Por lo tanto usando relaciones de BM W tenemos:

gix = gignWak fr = (8i)° &n, War fi
= (1—mgi+ml™"e;) gn, wor fi
= gn, —Mgi&n + Ml eign,
= &, Wor fie — M&i &, Wk fie + M1~ €; gn, W fi

-1 )
= gn, Wak fx — MgrWoi fi + ml ™ ;g worfi €Ly

Y eiXx = e;gnWor fr = €i8i&n Wak fie = 1" i gn, Wor f-

Ahora notemos que 7! es una permutacién de Lorenz inversa y la trenza g, puede
ser vista como una trenza de Lorenz inversa g,-1, es decir, g, = a(g,-1), donde a(g;-1)
la llamaremos trenza de permutacién de Lorenz inversa.

También vemos que cumple con 7(i + 1) = 7(i) + 1. En efecto, si (i +1) < 2k y
n(i) > 2k entonces a(g,-1) sigue siendo una (2k, g)—trenza de Lorenz. Por otro lado,
sim(i+1) > 2k y n(i) < 2k entonces por lema(l1] g;g; = gia(g,-1) que es una trenza

f,q) , ahora

de Lorenz inversa. Por lo tanto, g; g, Wor fx = &r8r(i) W2k fi S€ encuentra en X
s6lo nos queda por considerar el elemento e; x. Para ello definiremos la permutacion p
como sigue:

2k si Jj=mn(i)

j-1 si n(i)<j<2k

p()=1 j+1 si 2k+1<j<m(i+]1)

2k+1 si j=n@+1)

J St otro caso

En estricto rigor la funcion p logra cruzar aquellas cuerdas que no pudo cruzar
a(g,-1), lo que hace que el producto g, g, aln siga siendo una trenza de permutacion
positiva. Entonces g, g, = gx,, donde w1 = ponr. Ademas, p intercambia las primeras 2k
cuerdas con las tltimas g cuerdas entre ellas mismas, asi la cuerda (i) pasa al puesto
2k y lo mismo ocurre con 7 (i + 1) que ocupa el lugar 2k + 1, como se muestra en el

siguiente diagrama.
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Figura 3.26

Luego, podemos escibir x = gz, (gp) " wa fi con g, € BMW,;.S**(B,). Notar que m;
cumple ﬂfl(i) < ﬂfl(j), siysolosi, i< j<2k-1.

Por lo tanto es suficiente probar usando el lema |12 que e;x’ € quq) donde x’ =
& Wy fie y m1(i+1) = m1(i) + 1, entonces e;x' = e;gn, Wy, fi = &n, €, (i) Wy, fi- Primero
fijemonos en el elemento e,; que esta entre SK(BM Wy) y BMW, fi, y segundo por los
lemas enunciados anteriormente es que se trabaj6 sobre BM W, fi.. Luego por el lema
cualquier elemento de BM W f. es combinacion lineal de elementosdel conjun-
t0 g§m8m+1-"* §2k-2€2k—1 BMW, fi y finalmente usando el lemapodemos escribir el
elemento e; x’ como combinacién lineal de elementos de la forma g, BMW.y fi, v asi

se libera e,.. Por lo tanto e;x’ € Lgf). O

Esto concluye la prueba para la proposicion [16]y la prueba inductiva del lema[10]
Ahora tenemos establecido el isomorfismo ¢ de BMW,, a M T,, para todo n. Mas for-
mamente:

Teorema 22. Para todo n, la funcién ¢ : BMW, — MT,, es un isomorfismo.

Demostracion. La sobreyectividad se prob6 en el teorema |18 de la seccién La
inyectividad es evidente para n = 0, 1. Mostramos por doble induccién sobre ny g que
@ es inyectivo sobre todos los ideales BM W,(lq). Por el teorema , si ¢ es inyectiva
sobre BMW,,_; entonces ¢ es inyectiva sobre BM W,(ZO) (si n es par) o sobre BM W,gl) (si
n es impar). Ademds por el lema[l0]y proposicion[20} si ¢ es inyectivo sobre BMW,,_;
y sobre BM W,Ef"”, entonces ¢ es inyectiva sobre BM W,(,q) para todo n, g. O
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