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Introduccion

La teoria de nudos tiene su origen a fines del siglo XVIII y proponia dar una expli-
cacion al comportamiento de los 4&tomos a la hora de absorber y emitir luz. Con el des-
cubrimiento del electrén, esta teoria fue refutada. Por lo cual la teoria de nudos estuvo
relativamente estancada. Tenia que llagar el XX, para que la teoria de nudos resurgiera
nuevamente, gracias a los aportes realizados por los top6logos de la época tales como:
Max Dehn, J. W. Alexander y Kurt Reidemeister.

El problema fundamental de la teoria de nudos es indicar cudndo dos nudos son
equivalentes, es decir, cuando uno de ellos se puede obtener a partir del otro mediante
una deformacién continua. La idea de deformacién continua es formalmente definido
en matemadticas mediante el concepto de isotopia ambiente.

En el afio 1920, ].W. Alexander define la primera invariante polinomial de nudos,
conocida como polinomio de Alexander. Tal polinomio es de una variable y puede ser
definido utilizando herramientas algebraicas [15]. En el afio 1925 E. Artin introduce el
grupo de trenza, ver[4], generando con esto un nuevo impulso a la teoria de nudos. Fue
asi que J.W. Alexander demostr6 que todo link puede ser obtenido mediante la cerra-
dura de una trenza, ver Definicién[I.13.2] Luego, en el afio 1930, A. Markov introdujo
los movimientos de Markov M; y M>, ver [7], que se muestran a continuacion.

o | |
7 ﬁ_7 3_7

8= M, B= B = M,
—_— —_—

-2

EEAN

Figura 1: Movimientos de Markov
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Usando estos movimientos, Markov demuestra que dos links son equivalentes, siy
solo si, las trenzas que definen estos links (segun el teorema de Alexander) son Markov
equivalentes, para detalles.

En 1926, Kurt Reidemeister introduce los siguientes moviemientos sobre diagramas
de links, como sigue:

R, :'. > o
Ry i ) e

==
|
WAtk

Figura 2: Moviemintos de Reidemeister

Tales movimientos se conocen hoy en dia como los movimientos de Reidemeister.
Estos permiten estudiar los links mediante sus diagramas. Mds precisamente, el teo-
rema de Reidemeiste dice que dos link son ambientemente isotipicos, siy s6lo si, sus
diagramas son equivalente mediante una secuencia finita de movimientos de Reide-
meister, ver [15]. Asi, usando el teorema de Reidemeister ayudo a la construccién de
una tabla de clasificaciéon de nudos (ver [14, Apéndice I]). Esta teoria no tan solo estu-
dia los nudos, sino también los links. Un link corresponde a una unién disjunta de una
cantidad finita de nudos, los que seran estudiados a partir de diagramas.

J.H. Conway, establecié que el polinomio de Alexander puede definirse median-
te una relaciones madeja, ver [15, Definicién 6.2.1]. Asi el polinomio de Alexander es
conocido tambiéncomo el polinomio de Alexander-Conway.

V. E Jones introduce en el afio 1984 una segunda invariante polinomial conocida
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como el polinomio de Jones. Este polinomio no solo da nuevos brios a la teoria de
nudos, sino también activa investigaciones en otras areas de la matemaética, como lo
son la Fisica y Biologia molecular, para més detalles ver [18].

Una pregunta natural es jexistirdn otros invariantes polinomiales?. Esta pregunta
fue respondida con la definicién del polinomio de HOMFLYPT, cuyo nombre se debe a
sus descubridores: Jim Hoste, Adrian Ocneanu, Kenneth Millett, Peter J. Freyd, W.B.R.
Lickorish, David N. Yetter, Jozef H. Przytycki y Pawel Traczyk. Este polinomio es en dos
variables y extiende tanto al polinomio de Alexander y al polinomio de Jones.

Maés tarde, L. Kauffman introduce una nueva invariante polinomial, conocida como
el polinomio de Kauffman. Tal invariante es también en dos variables y se define origi-
nalmente mediante relaciones madeja. Notemos que el polinomio de Jones se puede
obtener mediante una especializacion del polinomio de Kauffman .

Se define en 1986 una nueva invariante polinomial, mediante relacion skein llama-
do polinomio Q, para detalles ver [16]. Este polinomio puede ser construido mediante
una especializacion del polinomio de Kauffman. El polinomio Q es el foco central de
esta tesis.

La teoria de tied links, fue introducida en el afio 2016 por Aicardi-Juyumaya, ver [1].
Esta teoria asigna ligas (tied) entre las componentes de un link y puede ser pensado co-
mo una generalizacion de la teoria cldsica de nudos. En [1I, Teorema 2.1] y [2, Teorema
1y Teorema 3], se definen las invariantes polinomiales para tied links.

Esta tesis se organiza como sigue. En el Capitulo 1 se presentard la teoria clasica de
nudos y links, para ello daremos un pequeno recordatorio de las nociones bdsicas de
topologia que seran utilizadas en la definicion de ellos. En este capitulo se presentardn
elementos fundamentales tales como: equivalencia entre nudos y links (orientados o
no) y diagramas de nudos y links, sobre estos ultimos, los movimientos de Reidemeis-
ter para diagramas de nudos o links. También se presentaran los conceptos basicos de
la teoria de trenzas en lo que destacaremos la presentacion de Artin, los teoremas de
Alexander y Markov, entre otros.

En el Capitulo 2 se presentardn las invariantes polinomiales mds importantes hasta
la fecha conocidos, dentro de los que se destacaran: Polinomio de Alexander, Polino-
mio Alexander-Conway, Polinomio de Jones, Polinomio de Kauffman y por tltimo, y
no menos importante el polinomio Q pues correspondera a una de las bases de la con-
jetura a presentar.

En el Capitulo 3 se presentard la teoria de tied links, comenzando por un recorri-
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do por el conjunto de particiones, los monoides de trenzas ligadas (braid) para luego
ser generalizada a nivel de link, los que llamaremos tied links. En este capitulo tam-
bién se presentara la teoria de trenzas ligadas, en la que encontraremos el teorema de
Alexander para tied link y los movimientos de Markov para trenzas ligadas.

En el Capitulo 4 se presentaran tres invariantes de tied links, tales como: La in-
variante & el que corresponde a ser una extension del polinomio de HOMFLYPT a
nivel de nudos (o link) bdsicos. La invariante £ que es una extensién del polinomio
de Kauffman y por ultimo el invariante doble bracket << >>, que es una extension
del polinomio bracket. Cada uno de estos invariantes se definirdn mediante relaciones
skein.

En el Gltimo capitulo mostraremos las relaciones que existen entre los invariantes
cldsicos de nudos (o links) con las invariantes tied link definidas en el Capitulo 4, con
el efectos de poder conjeturar la existencia de una version tied del polinomio Q, y de

manera que este ultimo, sea una especializacioén de la invariante £.



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se presentaran las nociones bdsicas de la teoria de nudos,

que es la base para la lectura de esta tesis.

1.1. Nociones generales de topologia
Comenzaremos definiendo algunas herramientas necesarias en este capitulo.

Definicion 1.1.1 Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Una funcion ¢ : X — Y se dice

que es un homeomorfismo si:
1) @ es una biyeccion,
2) @ es una funcion continua,

3) la funcién inversa, ¢, es continua.

Definicién 1.1.2 Sean X e Y dos espacios topolégicos con X,Y < R® y dos funciones
continuas f,g: X — Y se dicen homotdpicas si existe una funcion funcion continua h
definida como h: X x [0,1] — Y tal que h(x,0) = f(x) y h(x,1) = g(x).

Notacién 1.1.1 Denotaremos por h; una funcién homotopia definida como h;: X —Y
tal que h;(x) = h(x, t) con t € [0,1] la que llamaremos funcion tiempo.

Definicion 1.1.3 Diremos que una homotopia es una isotopia, si h; es una funcion in-

yectiva.
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Definicion 1.1.4 Sea X un espacios topologicos y h: X x [0,1] — X una isotopia. Dire-
mos que h es una isotopia ambiente de X, si h lleva X en X, esdecir: X =Y :

h:Xx[0,1] - X

1.2. Nudosylinks

Antes de abordar la siguiente seccion se recomienda al lector ver [10, Table 1.1.
pag. 5], en ella encontrara algunos nudos que serdan usados como ejemplo mayorita-
riamente en esta seccion. En los que se destacan: nudo trivial, nudo trébol (3;), nudo
ocho (4y), etc.

Definicién 1.2.1 Sea K < R3. Se dice que K es un nudo si existe un homeomorfismo
¢:S'—R3, tal que p(S') = K.

Ejemplo 1.2.1 Sea el nudo ocho 4, € R3. Sea ¢ : S' — R un homeomorfismo, tal que
(p(Sl) =4, es decir:

g \ Q.D(SI ) = 4 Z A

A

= )

-l
-

Definicién 1.2.2 Sea ¢ : S' — R3 un homeomorfismo. Si S' es un circulo orientado, tal
que (p(Sl) = K, entonces K es un nudo orientado.

La definicion anterior se debe a que todo homeomorfismo preserva la orientacion he-
redada del circulo S*

Ejemplo 1.2.2 Una de las posibilidades de orientacién del nudo ocho (4,) es mostrada
a continuacion.
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A

—
-

Observacién 1.2.1 Elcirculo unitario S' tiene solo dos posibilidades de orientacién, por
lo que un nudo puede tener solo dos orientaciones.

Notacién 1.2.1 Denotaremos por | % | el conjunto de nudos no orientados y denotare-
mos por X el conjunto de nudos orientados.

Definicion 1.2.3 Sea K un nudo orientado. Definiremos por |K| un nudo obtenido de K

omitiendo la orientacion.

Definicién 1.2.4 [I0, Definicién 1.1] Sea L < R3. Denotaremos por L un link, si él esta
formado por una cantidad finita de uniones disjuntas de m nudos K; coni =1,2,3,...,m,
es decir:

m
L=||K;
i=1

En est4d tesis apadrinaremos un link transversal el que denotaremos por C, es decir:

Definicion 1.2.5 Definiremos por C al link transversal como el formado por un trébol y
el nudo trivial enlazados entre si, tal como se muestra en la siguiente figura:

¥

Figura 1.1: link C
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Observacion 1.2.2 Dado que un link esta compuesto por nudos estos pueden estar orien-
tados o no, es por ello que un link también puede estar orientado o no.

Notacion 1.2.2 Denotaremos por L al link orientado y por |L| el link obtenido de L omi-
tiendo la orientacion. Por otro lado, denotaremos por £ el conjunto de links orientado y
por |£] el de los links no orientados.

Ejemplo 1.2.3 Sea |L| € R® un link formado por la unién disjunta de dos componentes
|K1l, |K2| € | A, tal que |K1| = |31] y |Kz| = |41], cuyas componentes que lo conforman
estdn enlazados, es decir:

Figura 1.2: Link |L| = |K; | U | Ky ].

Ejemplo 1.2.4 Sea |L| <R3 un link formado por la unién disjunta de dos componentes
|K1l, |K2l €| X, tal que | Ky | = |31] Y| Kz2| = 14411, cuyas componentes que lo conforman no
estdn enlazados, es decir:

Figura 1.3: Links |L| = |Kj| U |K>|

Observacioén 1.2.3 Los ejemplos anteriores[1.2.3y[1.2.4, puede producir en él lector ad-
mitir dos interpretaciones para el mismo concepto de union disjunta. Tal ambigiiedad
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no genera ningun tipo de problema, pues para las propiedades tanto de link L (orientado
o no) y un nudo K (oreintado o no) pueden estar elazadas o no enlazadas. Tradicional-
mente en la teoria de nudos o link, union disjunta es no enlazada.

Ejemplo 1.2.5 Consideremos el siguiente link L = Ky U K>, con Ky = 3, y Ky = 41, es decir

Figural.4: L=K; UK,

Definicion 1.2.6 Sean K, K, € £ dos nudos no enlazados. Definiremos por K1#K> la

suma conexa entre Ky y K, es decir, K1#K, corresponde al resultado obtenido al realizar
el siguiente proceso:

1) Tomar un arco no anudado de cada nudo K; y K>.

Figura 1.5

2) Realizar una interrupcion (corte) a cada arco del proceso anterior. Rescatando la
identificacion del sentido de la orientacioén original de cada uno de los arcos del

"nudo" Ky y K;. Se asignan las etiquetas P1,P» y Q1,Q2 a los "nudos " Ky y K;
respectivamente.

P
Ky K>

Py Q2
Figura 1.6
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3) Finalmente se unen los extremos Py, P> con Q1, Q> de cada uno de los "nudos"K; y
K>, respectivamente, de manera, que dicha unién debe preservar la misma orien-
tacion entre los extremos, es decir: unimos el extremo Py con Q y P, con Q., note-
mos que los extremos P no se puede unir con el extremo Q-, dado que al unir no
se respeta la orientacion, lo mismo para el caso de unir los extremos P, con Q.

Ky Ky

Figura 1.7

4) Quedando finalmente un nudo de una sola componente.

K

Figura 1.8: K = K1 #K>

Ejemplo 1.2.6 Sea K;, K> € £, con Ky = 31 y K» = 4. Determine la suma conexa K =
Ki#K;.

Desarrollo: Consideremos los nudos Ky =31 y K> =41 no enlazados, vistos grdfica-
mente de la siguiente forma:

7 A

(

Figura 1.9

Paso 1: Consideremos del nudo K; y de K, un arco de cada uno, el que destacaremos
de color verde, es decir:
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K \j/\
1 \D
Y =

X

Paso 2: Interrumpir (corta) el arco escogido y etiquetar con Py, P, y Q1,Q- los extre-

mos de los "nudos" Ky y K, respectivamente, es decir:
7 A
\s_/\)
>
Y

Figura 1.10

Paso 3: Luego se unen los extremos Py con Qy y P, con Q2, dado que respetan el sen-

tido de la orientacién de ambos "nudos" Ky y K;

7 A

—-‘\ K
A
T\

>
Y

Figura 1.11
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Paso 4: finalmente se obtiene un uinico nudo K, formado por una sola componente.

X
Figura 1.12

Ejemplo 1.2.7 Consideremos el siguiente link, el que es llamado Hopf-link (| HL|)

: o

X
Figura 1.13: Link | HL|

Ejemplo 1.2.8 Determinemos algunas de las posibles orientaciones del Hopf-link, es de-

ZQQ ZQQ
Lo Th

Figura 1.14: orientaciones del Hopf.link

cir:




CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Definicion 1.2.7 El link —L es llamado inverso de L, si este es obtenido al invertir la

orientacion de todas las componentes del link L.

Ejemplo 1.2.9 Sea L = K, U K> el siguiente link.

\/)

f's.rl

i
X
Figura 1.15: Link L

Luego el link ~ L corresponde a:

ZA

S L/)>

Figura 1.16: link =L

1.3. Links equivalentes

Definicion 1.3.1 [10, Definicion 1.2] Dos links L, y L, son ambientes isotopicos (equiva-
lentes), si existe una isotopia de R3 tal que ho(Ly) = Ly y hi(Ly) = Ly con h:R3 x [0,1] —
R3 una isotopia ambiente. Denotaremos como Ly ~ Ly, al hecho de que L, y L, son equi-

valentes.
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Proposicién 1.3.1 ~ es una relacion de equivalencia.

Notemos que probar que dos links L; y L, son equivalentes no es trivial en general,
definir la isotopia ho(L;) = Ly y hi(L;) = L, es dificil.
1.4. Diagrama de link

Dentro de las estrategias dé estudio de los nudos y links, objetos en R3, es trasladar
dicho estudio al espacio R?. Esta traslacién es via proyeccién genérica.

Definicion 1.4.1 Definimos por ‘3 a la proyeccion genérica del link |L| sobre un plano

en R? si las tinicas autointersecciones permitidas son los cruces dobles, es decir:

Figura 1.17: Cruce de doble punto de *J3

Notacion 1.4.1 En lo que sigue, cada cruce doble serd etiquetado como se presenta en la
siguiente figura, de modo de obtener los segmentos ad y bc.

@ ... b

(ff

Figura 1.18: Cruce doble etiquetado

Definiciéon 1.4.2 Definimos por |Dy| el diagrama no orientado del link |L|, si cada cru-
ce doble etiquetado se identifica: (i) el segmento bc estd sobre el segmento ad y (ii) el

segmento ad estd sobre el segmento bc.
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() (1)

Figura 1.19: Diagrama | Dy |
Ejemplo 1.4.1 A continuacion se muestra un diagrama del link trasversal |C]|.

A

L

Figura 1.20: Diagrama del link transversal |C|, denotado como |D¢]|

Notacién 1.4.2 Denotaremos por ® el conjunto de diagramas orientados, consecuen-
temente |9| el conjunto de diagramas no orientados.

Definiciéon 1.4.3 El diagrama |Dy|* es el reflejado de |Dy| si este se obtiene al cambiar
los cruces del diagrama | Dy | como sigue:

Figura 1.21: Cambio de identificacion de cruces.

Ejemplo 1.4.2 Utilizando la Figura[1.20, determinemos|Dc|* del link |C|, es decir:
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| Dc| |De|*

Figura 1.22: Diagrama reflejado |D¢|* del diagrama |D¢]|.

Definicion 1.4.4 Diremos que Dy es el diagrama orientado del link L, si cada cruce tiene
solo una de las siguientes configuraciones:

(1) (i1)

Figura 1.23: (i) cruce positivo y (i7) cruce negativo.

Ejemplo 1.4.3 Un posible diagrama orientado D¢ para el link C, es el siguiente:

p

_/

Figura 1.24: Diagrama Dc.

Definicién 1.4.5 Un diagrama D es signado si cada cruce c; se etiqueta con +1 segtin se

X

+1 —1

indica a continuacion:

Figura 1.25: Identificacion de cruces signados
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con sig(c;) = 1 el signado del cruce c;.

Ejemplo 1.4.4 Consideremos el diagrama de link transversal D¢ orientado. A continua-
cion se da una interpretacion grdfica del diagrama signado del link C

1.

Figura 1.26: Diagrama signado del link C

Notacion 1.4.3 Denotaremos por w(D) a las suma de los signos asignados a los cruces

c;, es decir:
n

w(D) =) siglcy).

i=1

Ejemplo 1.4.5 Determinemos w(C) del link trasversal C, ver Figura[l1.26

wlC)=+1-1+1-1+1-1-1=-1

1.5. Los movimientos de Reidemeister

Los movimientos de Reidemeister son un tipos de movimientos locales que pueden
ser aplicados al un diagrama D de un link L (orientados o no). En el afio 1927 Kurt
Reidemeister demuestra, que dos link L y L' son equivalentes si el diagrama de uno
de ellos se obtiene a partir del otro mediante una cantidad finita de movimientos de
Reidemeister. Este resultado hoy se conoce como Teorema de Reidemeister [[9], pdgina
396].
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Notacion 1.5.1 Denotaremos por Ry, R1, R» y R3 a los movimientos locales de un dia-
grama |D| proveniente de un link |L|, los que llamaremos Movimientos de Reidemeister.
A saber:

Ry ) e )
RB B I : - . ) N
Figura 1.27: Movientos de Reidemeister para diagramas no orientados.

Analogamente, denotaremos por Ry, R1, Ry y R3 a los Movimientos de Reidemeister

para diagramas orientados. A saber:

Ry

I
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Figura 1.28: Movimiento de Reidemeister para diagramas orientados.

Sin pérdida de generalidad, las siguientes definiciones y teoremas de esta seccion

pueden ser considerado tanto para link y diagramas orientados o no.

Definicién 1.5.1 Diremos que los diagramas D y D' son R—equivamentes si al realizar
una composicion finita de movimientos de Reidemeister Ry, Ry, R» o Rs sobre el diagra-

ma D se obtiene el diagrama D'. Denotaremos por D ~g D' si D y D' son R—equivalentes.

Ejemplo 1.5.1 El nudo ocho 4, y su reflejado 47, son R—equivalentes.

& O

Figura 1.29: Nudo ocho y su reflejado

Notemos que:
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Figura 1.30: 4; y 4]

Teorema 1.5.1 [14, Teorema 4.1.1]Supongamos que D y D' son los diagramas de los link
L y L' respectivamente. Los diagramas D y D' son R—equivalentes si y sélo si L y L' son
equivalentes, es decir:

D~gpD'siysélosiL~L'

Observacion 1.5.1 El teorema anterior nos permite establecer que existe una biyeccion
entre el conjunto de clases de equivalencia de links y el conjunto de clases de equivalen-
cia de diagramas de links, con ~ y ~p, respectivamente.

L. —DI_,

1.6. Trenzas

El grupo de trenzas fue introducido por el austriaco E. Artin (1947) [4]. Este grupo
es fuertemente utilizado en la teoria de nudos, gracias a los resultados obtenidos porJ.
Jones. Mas precisamente el grupo de trenzas es usado por Jones para definir el famoso
invariante polinomial que hoy lleva su nombre: polinomio de Jones. Se recomienda

para esta seccion ver [6, Capitulo IJ.
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Definicion 1.6.1 Sea X un conjunto no vacio. Llamaremos a Sx el grupo simétrico del

conjunto X, es decir, estd formado por las funciones biyectivas de X en X, bajo la opera-
cion compuesta de funciones.

Observacion 1.6.1 En adelantesi X ={1,2,3,...,n} denotaremos Sx por S,,.

Notacién 1.6.1 Sio € S, la funcién biyectiva o se denota

S B S T n
o) 0@ @) - o |

Ejemplo 1.6.1 Consideremos en el grupo simétrico S5 al o definido a continuacion:

(1 2 3 4 5)
g =

53 2 41
significa:0(1)=5,012)=3,03)=2,0(4)=4yo((5) =1.

Definicién 1.6.2 Sean A y B dos puntos en R3, el camino § de A en B es una funcion
continuade [0,1] enR3, tal que 5(0)= Ay5(1) =B

Consideremos en adelante W = {(x,y,2z) € R3 | x,¥,z € [0,1]} un cubo en el es-
pacio R3. Consideremos el plano superior P = {(x,y,1) € R | x,y € [0,1]} y el plano
inferior Q = {(x,y,0) € R® | x,y € [0,1]} del cubo W, tal que los puntos p; y gj con
i,j=1,2,3,...,nseran ubicados en los planos Py Q respectivamente , es decir:

B e o Ay
Pi=\yisr) 4= 2" j+1)

A

Z

| PL P2 p3 Pu\

1 . . - e . 1

I 1

T T

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

------------ 1 -
[ \ .
= o = cee .- )
roq1 g2 43 Gn

/s

Figura 1.31: Cubo W
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Los caminos §; con i =1,2,3,..., n unird los puntos p; con un puntos qj, s decir:

A
Z

| PL P2 P3 Pn)

i

1
1
1
-f-f--=--- N
L 1 -
' N

41 42 43 Gn

/

Figura 1.32: Ejemplo de posibles caminos ¢ ;

= ——— = ]

Definicion 1.6.3 Llamaremos una n—trenza a la familia de caminos {6 i}?:l’ si para to-
do plano T paralelo a P y comprendido entre los planos superior e inferior del cubo W

setiene que T cortaad; en un solo punto, para todoi =1,2,3,...,n.

Observacion 1.6.2 Todo camino §; puede tener una orientacion natural, tal orienta-
cion en esta tesis serd considerada de manera descendente, es decir:

A
Z

\P1o P2 P3 Pn|

i

L

T T
| |
| |
1 I
I I
| |
-r-r-t—-—-—-—--- !

! \

I -
g1 42 g3 In

/;

Figura 1.33: Orientacién descendente

et

Definicion 1.6.4 Llamaremos por trenza identidad si todos los camino 6; son rectos y
paralelos entre si, es decir:
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A
Z

\PL P2 P3 Pn,
L ] [ ] L L

(51 ()2 l")‘_‘} (5;,

"F R I \ -
I & @ . e \ ¥
I g1 g2 g3 An

/)

Figura 1.34: Trenza identidad 1,,

Definicion 1.6.5 Sea 6 = {0;}1<;<n la trenza tal que §; une p; con qj,. Denotaremos por
ns la permutacion definida por:

ns:l— ji.

Ejemplo 1.6.2 Consideremos la siguiente trenza y su respectiva permutacion ng, con 0
el conjunto de caminos de la siguiente 6—trenza, es decir:

Figura 1.35: 6—-trenza

Luego
1 2 3 456
6:

):(134)(56).
324165



CAPITULO 1. PRELIMINARES 24

1.7. Equivalencia de trenzas

De manera intuitiva, al igual que en la teoria de nudos, diremos que dos n—trenzas
son equivalentes si mediante deformaciones continuas de una se puede llegar a la otra,
sin realizar cortes a los caminos y sin mover los puntos extremos de los caminos p; y

gjconi,j=1,2,3,...,n. Mas precisamente.

Definicion 1.7.1 Diremos que las n—trenzas « y B son equivalentes si existe una isoto-
pia continua e inyectivah: X x [0,1] — X, tal que h(a,0) = a y h(a, 1) = . Denotaremos
a ~ B para indicar que a y [ sean equivalentes.

Ejemplo 1.7.1 Consideremos las siguientes trenzas equivalentes.

Figura 1.36: Trenzas equivalentes

Definicién 1.7.2 Denotaremos por ‘B, al conjunto de n—trenzas geométricas.
Proposicién 1.7.1 ~ es una relacién de equivalencia en ‘5.

Notacion 1.7.1 En adelante denotaremos por B, :=°5,,/ -, es decir el conjunto de n—trenzas
cocientado con la relacién de equivalencia ~.

1.8. Estructura‘B,

Definicion 1.8.1 Definiremos por a5 al producto entre a, € *B,,. Mds precisamente a 3
es el producto por concatenacion, o sea el obtenido al unir los puntos finales de a con los

puntos iniciales de £3.
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Ejemplo 1.8.1 Determinemos el cuasi-producto de las n—trenzas a y 3, es decir:

ISR

1
il U
i i\
e |

Figura 1.37: Cuasi-producto a8

Lema1.8.1 Seana, o, B, p' n—trenzas. Sia ~a' ya' ~ ', entonces aa’ ~ Bf'.

Proposicion 1.8.1 El producto es .%sociativo”, es decir para todo «, B,y € B, se tiene que
(@B)y ~ a(By).

Proposicion 1.8.2 Sil,, a €8, entonces1,a ~al, ~a.

Notacion 1.8.1 En lo que sigue denotaremos por « la trenza reflejada de «, la obtencion

de estd es reflejando la trenza a con respecto a su plano inferior, es decir:
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/_;_
No
N1

[a%

-

| e B

H|

!

=

(&

-

Figura 1.38: « la trenza reflejada de a

cona, a €9B,.
Proposicion 1.8.3 Sia,a €8, entoncesaa ~aa ~ 1,

Teorema 1.8.1 El par (B, *) tiene estructura de grupo, al que llamaremos grupo de

trenzas, donde *esta definido mediante:
[a] = [B] = [apl.

En adelante [a] lo denotaremos simplemente como a.

1.9. Proyeccion de una trenza

Para entender la proyeccion de una n—trenza es preciso considerar un plano orto-
gonal Q a los planos P y Q, el que puede ser considerado como la cara posterior del

cubo W, es decir
Q:={(0,y,2) eR®| y,z€[0,1]}.

Definicion 1.9.1 Llamaremos por 2 () a la proyeccion de a € °B,, obtenida al proyectar

a sobre el plano ortogonal Q), admitiendo solo cruces de la forma:
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P

Figura 1.39: Plano ortogonal Q

Ejemplo 1.9.1 Determinemos la proyeccion de a € *B,

A
Z

i

{—.
N

S

== m = m -
T
SEmEmm——

0—:—\// I
AN

-

[y

Figura 1.40: Proyeccion de a sobre el plano ortogonal Q.

1.10. Diagrama de una trenza

Definicion 1.10.1 Sea a € ‘B, y 2(«a) € Q. Definiremos por Dy al diagrama de una
n—trenza «, si en cada cruce doble del plano Q se identifica: (i) si el camino ;) esta

mds alejado del plano Q y (ii) si el camino §; esta mds alejado del plano Q, es decir:

d; 0i41 0; 0i41

)
5

(12)
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Ejemplo 1.10.1 Determinemos el diagrama de la trenza o

A

gy My

._i—/\_.
X
=>C

(a) (b) (c)

Figura 1.41: (a) trenza «a, (b) Propyeccion de «a sobre el plano ortogonal Q y (c) diagra-
ma Dy,

1.11. n—trenzas elementales

Definicion 1.11.1 Denotaremos por o; a la trenza elemental, cuyo diagrama es:

Figura 1.42: Trenza elemental 0;

Definicion 1.11.2 Denotaremos por O'l._l a la trenza elemental, cuyo diagrama es:

Figura 1.43: Trenza elemental o'

Ejemplo 1.11.1 Considerando el diagrama de la trenza «. Ella se escribe en funcién de

las trenzas elementales como sigue:
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HIL
J

Figura 1.44: Trenza a

Luego tenemos que sus trenzas elementales son

= .

4 4

Figura 1.45: Trenza a

es decir
a= 0102102

1.12. Presentacioén de Artin de B,,

Teorema 1.12.1 [4, Artin, E.]El grupo de trenzas B,, sobre n caminos, esta generado por

los elementos 01,02,03...,0,-1 cuyas relaciones son:

0i0 = 0j0; sili—jl=2,

0i0jo; = 000 sili—jl=1

Observacion 1.12.1 Notemos que cada o; puede ser visto como a;. Ademds se tiene
B, c By11, simplemente agregando una cuerda a la derecha de la trenza en B,.

Observacion 1.12.2 Notemos que existe epimorfismo de B, en S,,, decir:
n:B,— S,

En particular, notemos que los elementos de la forma (i i + 1) € S,, tienen como preima-

genlatrenzao;.
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Definicion 1.12.1 Definiremos B, al grupo de trenzas infinita, tal que
n
By = I_l B;
i=1

con B; el grupo de trenza de i caminos.

1.13. Nudosy Trenzas

Definicién 1.13.1 Definiremos por @ el link orientado, que se obtiene al unir los puntos
finales con los puntos iniciales de la trenza a orientada. A este proceso le llamaremos

cerradura.

Definicion 1.13.2 Sea ~ la funcién cerradura, esta es una funcion epiyectiva definida
por:
T By —

a —

SQ)%@

Teorema 1.13.1 [7, Teorema de Alexander] Sea L un link orientado, entonces existe una

trenza o € B, para algun n, tal que L = 0. Es decir, ~ es una funcién epiyectiva.

Observacion 1.13.1 Consideremos la trenza e € By y 01 € By, al aplicar la funcién ce-
rradura sobre las trenzas, obteniendo asi los link €y o071, los que corresponden a ser el
nudo trivial. Asi, ~ no es una funcién inyectiva. Para solucionar el problema de no ser
inyectiva necesitamos introducir los movimientos de Markouv.

Definicion 1.13.3 Sean las operaciones M, y M>, llamados movimientos de Markov de-

finidos como sigue:

1) Para p € B,,. Definimos la operacion M, llamada conjugacion de  como M, (f) =
yBy !, cony en B,,.

2) Definimos la operacion M,, como M () = fo, o Ma(f) = ﬁa;l, donde o, es un

generador de By 41 .
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-7 |

_— —

EEAN

Figura 1.46: Movimientos de Markov’s

Teorema 1.13.2 (Teorema de Markov) Sea L, y L, dos link orientados, tal que L, = @

y Ly = a3, con ay,az € B, se cumple:

Ly~ Ly siysolosia; ~p as.



Capitulo 2

Invariantes

Actualmente uno de los grandes desafios de la teorfa de nudos, es la clasificacién
de estos. Una de las herramientas utilizadas para realizar dicha clasificacion son las
invariantes polinomiales. En este capitulo introduciremos algunas invariantes polino-
miales para links (0 nudos) mads relevantes y las relaciones que existen entre ellas. En
particular estudiaremos la invariante polinomial Q y daremos algunas propiedades de
ella.

2.1. Invariantes

Definicion 2.1.1 Sea Obs un conjunto no vacio. Un invariante de link es una funcion
I:£— Obs tal que si L1 ~ L, entonces I(Ly) = I(Ly).

Observacion 2.1.1 Esdeseable que Obs sea bien entendido. En particular, Obs se puede
considerar como un anillo de polinomios. En este caso diremos que la funcién I es un
invariante polinomial.

Como ya hemos mencionado en la Observacion existe una biyeccién entre
los links y los diagramas de link, este hecho nos permite definir invariantes para link a

través de sus diagramas.

Definiciéon 2.1.2 Sea Obs un conjunto no vacié. Una invariante de diagramas orienta-
dos (0o no) es una funcién 3 : © — Obs tal que si D ~p D' entonces 3(D) = J(D').

Definicion 2.1.3 Diremos que J es un invariante de isotopia regular, si solo respeta los
movimientos de Reidemeister R, y Rs.

32



CAPITULO 2. INVARIANTES 33

Lema2.1.1 [8, Lemma 2.1] Sea ‘R un anillo y a un elemento invertible en ‘R. Suponga-
mos que f(|D]) € R[al es un invariante de isotopia regular de un diagrama de link |D|,
tal que al evaluarla se tiene que:

f@)=af(—) v f([©)=a""f(—),
Luego la funcion § es una invariante de links orientados, definida como

FW):=a ¥ P f (D).

2.2. Invariantes polinomiales

Para introducirnos en las siguiente seccion, es necesario recordar las invariantes
polinomiales cldsicas, entre los que se encuentran: Polinomio de Alexander Ap, Poli-
nomio de Conway V p, Polinomio de HOMFLYPT Pp, Polinomio de Jones V (D), Polino-
mio de Kauffman K (D) y el Polinomio Q(D). Dichos polinomios pueden ser estudiados
algebraicamente o por medio de relaciones skein. En esta tesis nos enfocaremos en las
relaciones skein que define cada uno de estos polinomios, para tales efectos utilizare-
mos diagramas de link.

A continuacion presentaremos las relaciones que existen entre dichos polinomios:

Po(l,m) Xipla,z)
olinomio de HOMFLYPT (1985) Polinomio de Kanffman (1990)
Polinomio de Alexander {1928) Polinomio de Jones (1984) Polinomio Q (1986)
Apl(t) Vp(t) Qp ()

Figura 2.1: Invariantes polinomiales clasicos

2.2.1. Polinomio de Alexander

El polinomio de Alexander (1928) es la primera invariante polinomial de nudos.
Este polinomio puede ser definido de distintas maneras, en esta tesis nos centraremos

en su representacion por medio de relaciones skein.
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Definicion 2.2.1 Llamaremos D, D_ y Dy tres diagramas de link que coinciden fuera
de los discos punteados y dentro de ellos difieren como se muestra en la Figura[2.2

- ~ ” N - ~
/ Y s AY s AY
’ \ I A i A
| ] 1 1

1 1 ' 1 ' T
A ’ * / \ i
[N ’ N , ~ ’

~ ~ ~
~_ _ - ~_ _ - -

Dy D_ Dy

Figura 2.2: Triple de Conway

El polinomio de Alexander no fue definido originalmente a partir de relaciones
skein, ver [3]. Sin embargo afios més tarde Conway la define a través de relaciones

skein, que es la forma que usaremos en esta tesis.

Definicion 2.2.2 Denotamos por A (D) al polinomio de Alexander, si la funcion A asig-
na a cada diagrama D del link L un tinico polinomio de Laurent en el anillo Z[t,t™],
que satisface las siguientes reglas:

1) Ap(?) es una invariante bajo la isotopia de L,
2) Ap(t) =1, siD eseldiagrama del no nudo,
3) Dado el triple de Conway D, D_ y Dy se satisface la siguiente ecuacion
Ap. ()=Ap ()= (71" =1'"?) Ap, (1)
la que llamaremos relacion skein.

Ejemplo 2.2.1 Determinemos el polinomio de Alexander para el diagrama del nudo 3,
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/ \* Y

g c\bc%

12 t1/2

OO-& &

Figura 2.3: Estados del diagrama de Alexander 3,

Luego tenemos que

Ap, (1) = Ap,(1)

de donde Ap,(t) =0y Ap, (1) =1, finalmente tenemos que:
Az (D=t"-1+1.
De manera andloga tenemos que 37
Az =t""=1+1.
Observacion 2.2.1 Notemos que A no distingue entre3; y 3].

Afnos mas tarde, Conway define un nuevo invariante polinomial, que se conoce en
la actualidad como el Polinomio de Conway, este resulto ser igual al Polinomio de Ale-
xander. Por lo anterior, a veces, se suele decir que A es el polinomio de Alexander-

Conway.

2.2.2. Polinomio de Conway

Definicion 2.2.3 Denotaremos por V p(x) el polinomio de Conway, si la funcion V asig-

na a cada diagrama D de link L un polinomio de Laurent en el anillo Z|x, x 1, el que
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satisface las siguientes reglas:
1) Vp(t) es una invariante de links,
2) Si D es el diagrama del nudo trivial, entonces V p(t) =1,

3) Dado el triple de Conway D.., D_ y Dy se satisface la siguiente ecuacion
Vp,(8) =Vp_ (1) =xVp, ()

la que llamaremos relacion skein.

Ejemplo 2.2.2 Determinemos el polinomio Conway de el nudo 3;.

%@3
Qc\b c®>

OO-& &-O-

Figura 2.4: Diagrama 3,

luego tenemos que

V3, (x) = Vp, (%) XV p, (x) (2.3)
Vp,(X) =Vp;(x) = xVp,(x) (2.4)

donde Vp,(x) =1y Vp,(x) =0, finalmente tenemos que:
V3, (%) =1+ x°.
De manera analoga, tenemos que:

V() =1+x°
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Notemos que el polinomio de Conway tampoco distingue 3 y 3]

Observacion 2.2.2 Notemos que los polinomios de Alexander y Conway estdn relacio-

— U2 _ 412

nados al realizar el siguiente cambio de variable x , es decir:

Comprobemos que al reemplazar x = t V2 — t'/2 en el polinomios de Conway de los
Ejemplos y[2.2.9 obtenemos los polinomios de Alexander obtenidos en el Ejemplo

2.2.1, es decir:

_ _ 2
V31 (t 1/2 _ t1/2) = 1+ (t 1/2 _ t1/2)
= 14+t '1-2+7¢
= ' o1+t (2.5)
Analogamente tenemos:
_ _ 2
Va: (t 1/2 t1/2) - 14+ (t 1/2 tl/Z)
= 1+t -2+1¢
= 11+t (2.6)

El polinomio de Alexander y el de Conway del nudo Conway (ver Figura[2.5) , es equiva-
lente al polinomio del nudo trivial, es decir igual a uno.

=~

Figura 2.5: Nudo Conway de once cruces

2.2.3. Polinomio de Jones

Desde la aparicion del invariante polinomial de Alexander quien era en esos tiem-

pos el tnico invariante polinomial conocido, tuvieron que pasar mas de 50 afios, para
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que en el ano 1985 se describiera un nuevo invariante polinomial: el polinomio de Jo-

nes. El que puede definirse, mediante relaciones skein, como sigue.

Definicion 2.2.4 [10, Proposicién 3.7] Sea D un diagrama de link. El polinomio de Jo-
nes Vp(t) de una variable puede ser determinado mediante las siguientes reglas:

1) Vp(t) es un invariante,

2) Si D es el diagrama del nudo trivial, entonces Vp(t) =1,

3) 7 Vp, (1) - tVp_ (1) = (2 = 712) v, (0).

Algunas propiedades notables del polinomio de Jones, se pasan a explicitar.

Proposicion 2.2.1 [15, Proposicion 11.1.1] Sea Oy, la unién disjunta de p no nudos no

enlazados
Vo, = (—1)# ! (t1/2 " t—l/z)u—l_

Proposicion 2.2.2 [15, Proposicion 11.2.1]Sea D L Q,, el diagrama, con Oy la union
disjunta de 1 no nudos no enlazados, se calcula como:

Vbuo, = (D (2 + 713 v (o).

Teorema 2.2.1 [15, Teorema 11.2.2.]Sean D, y D, los diagrama de los nudos K, y K;

orientados respectivamente, donde D1#D> la suma conexa de dos nudos, entonces
Vp,#p, (1) = Vp, (£) Vp, (1).

Teorema 2.2.2 [15, Teorema 11.2.3.]Sean D, y D, dos diagrama de los links L, y L,

respectivamente, entonces
1/2 —-1/2
Vp,up, (1) = — ("2 + 712 Vi, () Vi, (1.

Teorema 2.2.3 [15, Teorema 11.2.4.]Sea — D el diagrama con cambio de orientacion del

diagrama D del nudo orientado K, entonces:

Vap(8) = Vp(1)
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Teorema 2.2.4 [15, Teorema 11.2.5.] Sean D* el diagrama cambio de cruces del dia-

grama D correspondiente del nudos K, entonces:
Vp (t) = Vp~ (¢71).

Ejemplo 2.2.3 Notemos que el polinomio de Alexander para los nudos7, y9, son igua-
les, pero para el polinomio de Jones ellos son distintos. Mds precisamente:

A7, (%) = Dg, () =4 —7x +4x°

Vo, () =t-202 438 -2t +3° - 215+ 17— 18
Vo,()=t—t?+28 21t + 28 - 21%+ 26" - B+ 7 — 10

Recordemos que los diagrama de los nudos 7, y 9, son:

e

Figura 2.6: Nudo 7,4

pf\
ol

Figura 2.7: Nudo 9,

Ejemplo 2.2.4 Determinemos el polinomio de Jones para el link trasversal C, es decir:
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WV, () — tVe(t) = (= 4 ) Vi ()

Vo, (t) =1

tVp, (£) — tVp, ()

(=) v, (1)

Vi, (t) = — (t% +t—%) Vi, (1)

EV, (1) = 1V, (1) = (15 174 V(1)

Vpet)=1

VD, (6) — 1V (6) = (18— 474) Vi (1)
Vi, (1) = — (tz‘f +f%)
Vo (t) = 1

Figura 2.9: Estados de descomposicion del link transversal C (orientado)

Luego tenemos que

W, (0= tVe(®) = (8- 173) Vi, (1)
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Ve(®) = £V, (0= (£ = 72 Vi, (1
Ve(t) = t‘ZVDl(t)—t‘l(t%—t‘%)VDs(t)
Vot) = t_ZVDl(t)+(t_%—t_%) @.7)

donde

tVp, () = tVp, (1)

(2 - 72) v, (0

—2 —1(.1 _1
2V, (0 -7 (12— £72) Vi, ()

Vp, (1)

Vp, ()

) _3 -1
2V, (0 +(£72 =172 Vi, (1) (2.8)
pero Vp,(t) = — (t% + t_%) Vps (1), enotnces continuando en (2.8), tenemos

Vp, (1)

Vp, (1)

9 11 31
2= (2 2 V(0 + (672 = 172 ) Vi, (0

—

(242 vy (2.9)
donde

-1 1 _1
Vo, (0= tVpy () = (2 =172 Vp, ()

2 Vig(0) + (12 = £2) Vi, (1)

Vp, (1)

Vp, (1)

2+ (22 - £2) Vi, (1) (2.10)

Continuando, tenemos la siguiente ecuacion

-1 1 _1

£V, (0= Vo, (1) = (2 =172 Vi, (0)
Vp, () = tszg(t)+(t§—t%)VDg(t)
Vp () = ¢ —(r2+t‘%)+(t%—t%)

Vp,(t) = —ti—tz @2.11)
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Luego utilizando (2.9), (2.10) y (2.11), podemos concluir que

Vp,(t) = —t2—1¢2 (2.12)
Vo, (1) = £+ (2= 12| Vi, (1
3 1 5 1
= t2+(ﬁ—ﬁ)(—ﬁ—ﬁ)
= —t*+8+¢ (2.13)
Vo (1) = (6734172 Vi, (1)
= —(t‘i+t‘%)(—t4+t3+t)
3 1 _3 7 5 1
= f2—t2—t 2+(f2—¢t2—1¢2 (2.14)

finalmente por (2.7), concluimos

) _3 _1
Vo) = t72Vp, 0+ (-2

2,3 1 _3 7 S 1 _3 _1
Vet) = t (t2—t2—t2+t2—t2—t2)+(t2—t2)

_1 _3 _7 3 1 _3 _3 _1
Vo) = t2—t2—t 2412 —(2—t 2+ 212

3 7 3 1

Vo) = —t 2t 4112 (2.15)

Ejemplo 2.2.5 Determinemos los polinomios de Jones y de Alexander de los siguientes

by R

K K>

nudos Ky y K.

Figura 2.10: Diagrama de los nudos K; y K»

Determinemos el polinomio de Jones del nudo K,
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Figura 2.11: Estados del polinomio de Jones de K;
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Luego tenemos que
Ve = (12—t +1- 1+ 2).

Al calcular Vi, nos podemos percatar que Vi, (t) = Vi, (1), por lo tanto el polinomio de

Jones no distingue a Ky y K». Pero el polinomio de Alexander de estos dos nudos, es:

Ax, (1)
Ak, (1)

(' =3+1)°,

—t343t72 -5t +7-5t+3% - 13,

Por lo tanto el polinomio de Alexander si distingue los nudos K; y K.

2.2.4. Polinomio de Homflypt

Una generalizacion que extiende al polinomio de Alexander y al polinomio de Jo-
nes, es el polinomio de HOMFLYPT, cuyo nombre corresponde a ser un acréonimo de
sus descubridores. El polinomio de HOMFLYPT a diferencia del polinomio de Alexan-
der y Jones, corresponde a ser un polinomio de dos variables, el que se define como

sigue:

Definicion 2.2.5 [1], Teorema] Sea D un diagrama de link. El polinomio de Homflypt
Pp(l,m), de dos variables puede ser definido mediante las siguientes reglas:

1) Pp(l, m) esinvariante,
2) Pp(l,m) =1, con D el el diagrama de el no nudo,

3) I"1Pp, (I, m)—IPp_(I,m) = mPp, (I, m).

Observacion 2.2.3 Notemos que el polinomio de Alexander puede ser obtenido a partir

2 t1/2)

del polinomio de Homflypt, al sustituir la variable | =1y m = ( . Por otro

lado al sustituir la variable 1 = t y m = — (1712 — t/2) se obtiene el polinomio de Jones.

Lema 2.2.1 Sean los diagramas D y D* de los links L y L*. El polinomio de HOMFLYPT
satisface la siguiente relacion:

Pp(l,m)=Pp(~ ', m).
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Proposicién 2.2.3 Sean D, D, y D, tres diagramas de links orientados, entonces:

I— l—l )H_l

1) Pou(l,m):—(

2) Pp,#p,(l,m) = Pp,(l,m)Pp,(l,m)

— 7!

3) PDll_IDg(l)m):_( )PDl(ly m)PDg(lrm)
4) P-p(l,m)=Pp(l,m)
5) Pp-(I,m)=Pp(~!, m)

Ejemplo 2.2.6 Determinemos el polinomio de HOMFLYPT del link trasversal C. Consi-
deremos los estados del link transversal C al estilo HOMFLYPT, es decir:

171 Pp, (1, m) — IPc(l,m) = mPp,(l,m)

Pp,(l.m) =1

F'JP;), (I,m)—IPp,(l,m) = mPp_(l,m)

Pp,(l,m) =— (f‘f_l) Pp,(I,m)

m

1= Pp, (1, m) — IPp(I,m) = mPp, (I, m)

Pp (l.m) =1

I=1Pp, (1, m) — IPp(l,m) = mPp,(l,m)

Pp(l,m) = — (%)
Pp,(l,m) =1

Figura 2.12: Estados del nudo trasversal C al estilo HOMFLYPT
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I"'Pp,(I,m) = IPc(I,m) = mPp,(l,m)
Pc(l,m) = 17*Pp,(I,m)—ml ' Pp,(l,m)
Pcl,m) = 172Pp,(I,m)—ml™} (2.16)

también tenemos

I"1Pp, (1, m) - IPp, (I, m)

mPp, (I, m)

Pp,(I,m) = 17%Pp,(l,m)—ml 'Pp,(l,m)
-2 -1 -1
PDl(l) m) = l T m PDS(Z) m)_ml PDS(l) m)
l—l _ 1—3
PDl(l) m) = _( )PD5(Z) m)_ml_lng,(l) m)
3171
Pp,(l,m) = ( — - ml_l)PDs(l,m) (2.17)

también tenemos

I"'Pp.(l,m)—IPp,(l,m) = mPp.(I,m)
Pp.(,m) = [?Ppy(l,m)+mlPp.(I,m)

Pp.(I,m) = [*+mlPp (I, m) (2.18)
pero

I"'Pp.(I,m)—1Pp,(l,m) = mPp,(l,m)

Pp.(,m) = [?Pp,(l,m)+mlPp,(l,m)
I-1!

Pp.(Lm) = lz(—( ))+ml
m

+ml

711
Pp.(I,m) = 12(

(2.19)

Il
—_—
o~
|
~
w
~——
+
~

Pp,(l,m)
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Al utilizar los puntos (2.18), (2.19) y (2.20), obtenemos:

-3
Pp,(l,m) = +ml (2.20)
m
Pp.(,m) = I*+mlPp.(I,m)
13
Pp,(l,m) = 12+ml(( )+ml
m
Pp.(Lm) = P+PF-1"+m*l?
Pp.(I,m) = 2P-1*+m?l* (2.21)
13-t
Pp,(I,m) = (——ml_l)PDS(l,m)
m
l_g_l_l -1 2 4 272
Pp,(I,m) = ———ml (2 -1+ mI7)
2(1-17) (1-1P)1 (1-1
Pp,(Lm) = 1-1) )+( )m—21m+ml3—lm3 (2.22)
Im m l

Continuando con (2.17) y (2.23), entonces

Pcl,m) = 172Pp,(,m)—ml™!
2(1-12 1-12)1 (1-12
Pel,m) = 172 0=8) Q=B (=B)m sl — i — i
Im m l
2(1-j2) 1-12 (1-17 3
Pc(l,m) = ( ])— ! +( )m—m +3m+lm (2.23)
Bm Im I3 l

Para los polinomios de diagramas no orientados de link L, se definen las siguientes

interpretaciones geométricas.

Definicién 2.2.6 Llamaremos|D.|, |D_|, |Dyl, |D], Iﬁl y D] seis diagramas de link que
coinciden fuera del diagrama punteado y dentro de los diagramas punteados difieren
como muestra la Figura[2.13
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- - -
- ~
’ ~ s ~ Ed ~ ’, ~
’ \ ’ A ’ \
I 1 ! \ i A i A
I 1 1 1 I ] 1 1
' ] o . 1
A ] A ) \ ’ T~
. ¢ . # . # \ ¢
~ ~ ~ ~ ’
N - N - - -

|D | |D_| | Do | D]
- - -
- ~ - ~ - ~
d ~ 4 ~ 4 ~
’ \
T A 1 1 ’ /‘\
] 1 l/'_\/l ] 1
] I ' ] ' 1
. ’ \ ' \ ’
A ’ A . A ’
~ - ~ - ~ -
- - - -

Figura 2.13: Diagramas punteados |D.|, |D_|, |Dyl, ﬁ, I/ﬁl, @

2.2.5. Polinomio Bracket

El siguiente polinomio no es una invariante polinomial, pero al normalizar este
(Lema/2.1.1) se puede obtiene una.

Teorema 2.2.5 [I5, Teorema 11.4.1] Denotaremos por { ) al polinomio braket. La fun-
cion { ) asigna a cada diagrama |D| de un link |L| un polinomio de Laurent en el anillo
Z[A A1, que satisface las siguientes reglas:

1) {|DJ|) =1, si|D|] es el no nudo,
2) {ID11U|Dal) = — (A% + A™2)(ID11) (| D2y,
3) {|DI) = A{|Deol) + A" (| Dol).

Lema 2.2.2 Sea |D| un diagrama de link. Al aplicar al aplicar el movimiento de Reide-

meister Ry, es decir: |D| y |D| el polinomio bracket cumple las siguentes relaciones:
(IDI) = -A( D),

(IDIy =—A3(Dl).

Ejemplo 2.2.7 A continuacion se muestran los polinomios bracket para los nudos |3,| y
1371
(31 =-A7 - A3+ A7,

I35y =A"T"—-A3 - A°,
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Definicion 2.2.7 Sea |D| el diagrama del un link y su reflejado | D* |, entonces:
(D*)(A) = (D) (A'l).

Teorema 2.2.6 [I15, Teorema 11.4.1] Sea |D| un diagrama de link |L|. Entonces existe un
tinico polinomio de una variabledenotado por Ap(A) sobre el anillo de enteros Z[A*'],
el que satisface las siguientes reglas.

1) Ap|(A) es invariante bajo isotopia regular,

2) Si|D| es el diagrama del no nudo, entonces Ajp|(A) =1,
3) Aipyjuin,|(A) = = (A% + A™2) Aip, (A Ajpy (A),

4) Aip,(A) = AAp(A) + A7 A py (A).

Teorema 2.2.7 [15, Teorema 11.4.2] Sea |D| el diagrama del link L sin orientacion. Sea
D el diagrama del link L orientado, entonces se define el polinomio de bracket para dia-

gramas orientados por

w(D)

Ap(A) = (=A%) Api(4)

Observacion 2.2.4 Notemos que este ultimo invariante corresponde al polinomio de Jo-
1 .
nes al reemplazar A=t %, es decir:

Rp(t75) = vp(o)

Para mas detalles ver demostracion del Teorema 11.4.2 en [15].

2.3. Polinomio de Kauffman

Teorema 2.3.1 [I5, Teorema 11.4.3] Sea |D| un diagrama de link |L|. Entonces existe
un tinico polinomio de dos variable sobre el anillo de enteros Z[a*', z*'], denotado por
Xpla, z), el que satisface las siguientes reglas.

1) Xpl(a,z) es una invariante de isotopia regula,
2) Si|D| es el diagrama del no nudo, entonces X|p|(a, z) =1,

3) Xip,|(a,2)+ X|p_|(a,2) = z(X|p.,(a,2) + X|py| (@, 2)),
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4) Xip|(a,2) = aXp (a,z) y Xi5(a,2) = a_lX@l(a, z).

Este polinomio es conocido como el polinomio de Kauffman de dos variables para dia-

gramas no orientados.

Ejemplo 2.3.1 Determinemos el polinomio de Kauffman del nudo |31, es decir:

OO

Figura 2.14: Nudo |3,|

Luego tenemos los estados del nudos |3,] al estilo polinomio Kauffman.

|Ds |
X\p,)(@,2) + X|p,|(a,2) = 2 (X|p,|(a, 2) + X|ps)(a, Xipy(a,2) =a Xpg(a,z) =a"!
| Ds| | D4l | Dol

X\py|(@,2) + X|py|(a,2) = 2 (X|p,|(a,2) + Xpy (@, 2)) X|p,|(a,2) =a X|py(a,z) =a"
X|py(a,z) =1

Figura 2.15: Estados del nudo |3;] al estilo Kauffman
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Xi3,1(a,2) + X\p,|(a, z)

z(Xpy/(a, 2) + X\p,(a, 2))

Xy (@,2) = —Xp,(a,2)+z(Xpy(a 2)+ X|p,(a,z))

Xj3,1(a, 2)

—a+ z(a‘z + X|D2|(61, Z))

siguiendo con nuestros calculos, tenemos la ecuacion

X\p,|(a,2) + X|p,|(a, z)

X\p,|(a, 2)

z (X|D5| (a,z) + X|py(a, Z))

Xipy(a,2) = —Xp,(a,2)+z(Xps(a,2) + Xipy (a, 2))

—X|D4|(6l, z)+ z(a+ a_l)

del ultomo estado de la Figura 2.16, tenemos

Xipy(@z2)=(a+a )z -1

Luego considerando las ecuaciones (2.26), obtenemos:

X\p,|(a, 2)

Xp,|(a, 2)

—Xip,i(a,2) + z(a+ a_l)

~((a+a Yz -1)+z(a+a™)

con este resultado y con la ecuacion (2.25) obtenemos:

X3,1(a,2)
X3,1(a, z)
X3,1(a, z)
Xi3,1(a, 2)
X3,1(a, z)

—-a+ z(a_z + X|D2|(a, Z))
—a+za’+ zX|p,|(a, z)
—a+za*+z(-((a+a )z '-1)+z(a+a™t))

2

—a+a?*z-(a+a ) +z+(a+aHz?

(-2a-— a‘l) +(1+ a‘z)z+ (a+ a_l)z2

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Definicién 2.3.1 [I5, Definicién 11.4.2] Definimos el polinomio Fp € Z[a*!,z*'] para

diagramas de link orientados D, como:

Fp(a,z) = a" P Xp(a, 2).

Este polinomio es conocido como el polinomio de Kauffman de dos variables para dia-
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gramas orientados

Teorema 2.3.2 [15, Teorema 11.4.4] Sea D el diagrama del link L. El polinomio Fp(a, z) €
Zla*', z*] es una invariante de isotopia ambiente de links oreintados L.

Lema 2.3.1 [15, Lema 2.6.] Sea D el diagrama de un link. Los polinomios Xp(a, z) y
Fp(a, z) satisfacen:

Xp+(a,z2)=Xpla~',2) y Fp+(a,z)=Fpla',2)

Observacion 2.3.1 Notemos que el polinomio de Kauffman no extiende el polinomio de
Alexander, pero si extiende el polinomio de Jones. En efecto tenemos

Vp(t) = Fp (—t_%, e t‘%)

para mds detaller ver [15, Teorema 11.4.5]

2.3.1. Polinomio Q

A continuacidén se presentara el polinomio Q, el cual es el objetivo principal de
estudio de esta tesis. Detalles del polinomio Q puede ser visto en [16] [13].

Teorema 2.3.3 Existe una tinica funcién Q que designa a cada link |L| un tnico poli-
nomio de Laurent en el anillo Z | x, x| que satisface:

1) Qip|(x) es una invariante,
2) Si|D| es el diagrama del nudo trivial, entonces Q|p|(x) =1,

3) Dado los diagramas |D. |, |D_|, |Dy| y|Dol, se satisface la siguiente ecuacion:
Qip, (%) + Qip_(x) = x((Qpy (x) + QDo (x)) (2.28)

Definicion 2.3.2 Sea |D| el diagrama del link |L| , compuesto por c—componentes dis-
juntas no engarzadas de no nudos. El polinomio Q satisface la siguiente relacion

Qp(x) =p°1,

donde u=2x"1-1.
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Propiedades 2.3.1 Se determinan las siguiente propiedades para el polinomio Q:
1) Q(|D1| # |D2|)(.XZ) = Q|D1|Q|D2|; con |D1| # |D2| la suma conexa,
2) Qy u Dy (X) = uQp, (¥)Qp, (1),

3) Qr(x) = Qr+(x).

Ejemplo 2.3.2 Determine el polinomio Q, para el nudo 3, es decir el nudo trébol.

Q3,1 (x) + Qp,| (@) = @ (Qp,) (%) + Q| py (2)) Qp,(z)=1 Qp,(z)=1

&b &b

Qs () + Qipy () = 7 (Q)py () + Qpg| (7)) Qpsj(2) = Qg () =1
Qp,|(z) =227 — 1

|Ds| | Dg|

Figura 2.16: Estados del nudo trébol al estilo polinomio Q

Luego tenemos que

Q3,1 () + Qpy (%) x (Qip,) (X) + Qpy (X))
Q3 (x) = =Qppx)+x (Q|D2| (X) + Qs (JC))
Q3,1 (%) —1+x-Qpp, (%) +x (2.29)
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pero, también tenemos la siguiente ecuacion, es decir:

Qip,|(x) + Qp,|(x) x (Qips) (%) + Qpg (1))
Qipy(X) = —Qpy (x) + x(Q)ps (X) + Q)| (1))
Qip,|(x) —2x ' +1+2x (2.30)

luego, al sustituir (2.21) en (2.20), obtenemos que

Qi (x) = —1+x-Qp,(x) +x
Q) = —1+x-(-2x"'+1+2x)+x
Qi (x) = —3+2x+2x% (2.31)

Tal resultado puede ser comprobado en [16], pdgina 572. En el cual solo se consideran
los coeficientes numeéricos del polinomio obtenido, cuyo exponente del factor literal es
creciente, es decir Q3,(x) = -3 +2+2

Observacion 2.3.2 Notemos que en tal tabla ([16], pdgina 572), el el grado del polino-
mio Q para un nudo |K|, depende del ntimero de cruces del nudo |K|, es decir |3,| tiene

tres cruces, por lo tanto el grado del polinomio Q es de grado dos, 3 —1 = 2.

Ejemplo 2.3.3 Determinemos el polinomio de Q, para el link Hopfly, es decir:

211

Figura 2.17: Link Hopfly (23).

Luego tenemos:
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1D | \D_| | Do |Dos|

o A

| Dy 12| D5 | D3|

Qpy|(%) + Q22/(2) = 2 (Qpy| (%) + Qs (%)) Q)pyi(7) = Qg () =1
Q|Dl|(3’) =211

Figura 2.18: Estados del link Hopfly al estilo polinomio Q.

entonces

Qipy (%) + Q2| ()

X (Q|D2| (x) + Q|D3| (x))

Q|2§|(x) = —Qup,(X) + x(Qpy () + Qypy (X))
Q) = —(2x7'-1)+x@
Q) = —2x"'+1+2x (2.32)

Observacion 2.3.3 Notemos que en el caso de links, la observacién no es aplicable.

Ejemplo 2.3.4 Determinemos el polinomio Q para el link trasversal |C|. Consideremos

la descomposicion de estados del link transversal |C| al estilo polinomio Q, es decir:

B BB B

1| ID | [ D3]

Qie)lx) + Q) p, [_3') =2(Qpy(x) + Qpy () Qpylr)=1
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| Da | Do

A (QIDHI(JF) + Q|D]2|(<’17))
@Dy, |(7) = Qpyy (x) =1
Q|D1n|(21‘) —9,~1

1D |D1al
QD2|(2) + Qp1a) (@) = @ (Qpys () + @113 (2))
Qpy, (z) =1

QD () = @z, (@)

1D+ | || |l D]
| Dys | [D14] | D17 | D3|

Q D1g (@) + Qpyay () = 2 (Qyy  (#) + Qnye (7))

QD) (2) = Qa2

@Dy i(x) =1

Qpys) (@) = @y ()

Figura 2.19: Estados del link transversal |C|
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Entonces, tenemos nuestra primera ecuacion que nos permitird calcular el polino-
mio de Q para el link transversal.

Qici(x) + Qp,|(x)

x (Q1p,) (%) + Qpy (1))

Qc(x) = —Qupy(x)+ x(Qpy(X) + Qypy (X))
Qc(x) = —Qpyx)+x(Qpy () +1)
Qici(x) = —Qip,(x) +xQp,|(x) + x (2.33)

De igual forma tenemos la ecuacion del segundo nivel, es decir:

Qipy(X) +Qppy (%) = x(Qips| (%) + Qg (X))

QX)) = —Qp,|(x) + x(Qps) (%) + Qg (%))
Qp(x) = —p-Q3(x)+2x-Q3,(x)
Qp,(x) = (-2x7'+1+2x)-Q3,(x) (2.34)

El siguiente teorema muestra una propiedad relacionada entre el polonomio Q y
los polinomios braket y Jones sobre nudos de 2-puentes.Para detalles del concepto de

2-puentes se sugiere ver [15, Capitulo 4].

Teorema 2.3.4 Si |D| es un diagrama de nudo de 2—puentes, entonces se cumplen las
siguientes ecuaciones:

1) Qpx)=2x"VpVp(t H+1-2x"1, conx=-t-1!

2) Qp(x)=2x"'<|D|><|D*|>+1-2x"!, conx=-A*-A"*



CAPITULO 2. INVARIANTES 58

Pp(l,m) Xp|(a,z)
Polinomio de HOMFLYPT (1985) Polinomio de Kauffman (1990)
= 1 l= a=1
Polinomio de Alexander (1928) Polinomio de Jones (1984) Polinomio Q (1986)
Ap(t) Vp(t) Qp|(z)

Figura 2.20: Especializaciones entre invariantes polinomiales

PD(J.m) FD(G- z)
Polinomio de HOMFLYP'T' (1985) Polinomio de Kauffman (1990)
=1 / =1t /a — t3
1 1 1 1 1
m=1tz —1tz2 m = 5 z=1t1 +171
Polinomio de Alexander (1928) Polinomio de Jones (1984) Polinomio Q (1986)
Ap(t) Vp(t) Qp|(w)

Figura 2.21: Especializaciones entre invariantes polinomiales para diagramas orienta-
dos



Capitulo 3

Tied Links

En el siguiente capfitulo, repasaremos la teoria de tied links, esta teoria fue intro-
ducida por Francesca Aicardi y Jests Juyumaya en el afio 2016, ver [1]. El origen de los
tied link surge de interpretar como diagramas los elementos generadores de la llamada
bt-algebra (trenzas ligadas). Aicardi-Juyumaya definen un invariante polinomial para
tied links por medio de la receta de Jones y también por relaciones skein. Esta inva-
riante corresponde a ser una generalizacion del polinomio de Homflypt. En esta tesis
el estudio de los tied links los realizaremos haciendo uso de diagramas de tied links.

Cabe precisar que los tied links tiene una relaciéon con las trenzas ligadas, como los
link con las trenzas.

3.1. Conjunto de Particiones

Definicion 3.1.1 Llamaremos por I = {1,,...,I}} la particion del conjunto A, si los blo-
ques Iy,..., Iy de I satisfacen:

k
D UlLi=4,
i=1
2) Sii# j,entonceslinlj=4a,coni,j=1,2,3,...,k.

Observacion 3.1.1 Notemos que toda relacion de equivalencia ~ sobre un conjunto A

define una particion de A, y viceversa.

Definicion 3.1.2 Denotaremos por P, como el conjunto de particionesde[n] :=1{1, 2, 3,..., n}.

59
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Observacion 3.1.2 El cardinal del conjunto de particiones P,, es el n—ésimo ntimero de
Bell.

Ejemplo 3.1.1 Para n = 3, P5 estd formado por los siguientes elementos
{1}, {23, {3}, {1}, 42,3}}, {{2},{1,3}}, {{3},{1,2}} y {{1,2,3}}.
Asi el cardinal de Ps es cinco.

Definicion 3.1.3 Denotaremos por =< el orden parcial del conjunto P,,, es decir, < ] siy
s6lo si cada bloque de ] es formado por la unién de bloques de I.

En adelante utilizaremos una representacion mediante ligas para referirnos a los
elementos del conjunto de particion P,, si bien también pueden ser analizados utili-

zando una representacion por grafos lineales.

Ejemplo 3.1.2 Para n = 6, consideremos el elemento {{1,5},{2,4,6},{3}} € Pg, donde:

2 3 4

12 3 45 6 Y
S ne
(a) (b)

Figura 3.1: (a) grafo lineal y (b) diagrama de ligas

El conjunto de particiones P, se puede dotar de un producto *, de modo que este
obtiene una estructura de monoide conmutativo. Mds precisamente, tenemos la si-
guiente definicion

Definicion 3.1.4 Denotaremos por I * J el producto entre las particiones 1 y J de Py,
como la minima particion de [n] que es mayor que 1 y J.

Ejemplo 3.1.3 Consideremos la particiones I = {{1,5},{2,4,6},{3}} yJ = {{1,2,4}, {5,6}.{3}}
de Pg,tenemos
I'«J=1{{1, 2, 4,5, 6},{3}}

Observacion 3.1.3 Notemos que el elemento neutro, bajo la operacion * corresponde a
{1, {2},...,{n}}.
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Ejemplo 3.1.4 En(Pg,<). Sean Pg, I ={{1,5},{2,4,6},{3}} yJ = {{1, 3,5}, {2, 4, 6}}, entonces
el producto I+ ] =]J.

Definicion 3.1.5 Denotaremos p; j € Py la particion de [n] que esta formado tinica-

mente por un bloque {i, j} y el resto son singleton.

Ejemplo 3.1.5 Determinemos p; j € P3 conl <i < j < n, es decir:

H23, U1,3, H1,2-
donde
H23 = {{1}) {2)3}}}
ui,z = 1,34 {2}},
w2 = {{1,2}L {3}

Estos elementos definen una presentacion de Pj,. La cual se explica en el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.1 [5, Teorema 2] Py, es representado por generadores y; ;, los que satisfacen
las siguientes relaciones:

Hi,j i<j,
Mi,j k1 = Kk, 1, j i<jyk<l,
Mijlik = Mijljk = Hiktje ©<]<k.

3.2. Monoide de trenzas ligadas

Definicion 3.2.1 Denotaremos por n; el elemento con un tied que une el camino i con
la con el camino (i + 1) y o; es representado como el diagrama de trenzas vistos en la
seccion de trenzas. Es decir:

i i+1 i i+1

\
)

M T

Figura 3.2: Generadores 1; y 0; respectivamente
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Definicion 3.2.2 Denotaremos por T B, al monoide de trenzas ligadas, es decir, el mo-
noide que es generado por los generadores del grupo de trenzas o1,..., 0,1 y los gene-
radoresn1,...,Mu—1 llamados tied, satisfaciendo las siguientes relaciones:

ninj = Mni paratodoi,j, (3,1),
nio; = 0in; para todo i, (3,2),
niocj = 0ojn; sili—jl>1, (3,3),
Ni0jo; = 0j0in; sili—jl=1, (3,4),
niojo;t = ojo;'n; sili—jl=1, (3,5),
ninjo; = NjoOiN;=0Nn; sili—jl=1, (3,6),
nini = n; paratodoi.  (3,7).

Las relaciones de la definicién anterior pueden entenderse en términos de diagra-

mas, por ejemplo, la relacion (3,6), se interpreta como:

i i

t 5 P
Figura 3.3: Relacion (3,6)

La siguiente definicion generaliza ); ; a ligaduras que unen dos cuerdas arbitrarias.

=N

Figura 3.4: n;

Definicion 3.2.3 Definimos el generador de tiedn;,j, es decir liga que une las hebras i y
jconl|i—j|=2,esdecir:

— . . -1 -1
77i,j =0y .0-]_217]_10-]__2 . ..o-i .

Tenemos el siguiente lema.
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Lema 3.2.1 [17, Lema 1] Si|i—j| =1 los generadoreso; yn; del monoide T B,, satisfacen:
D omjo;t= a]‘.lniaj,
2) o7lomi=njo; 0,
3) ajn,-(f]‘.l =oimjo;t.

Ejemplo 3.2.1 En{{1},{2,5},{3},{4},{6}} € Pg tenemos:

1 2 3 4 5 6

R T Sy

Figura 3.5: {{1}, {2, 5}, {3}, {4}, {6}}
Asi,
_ -1 _-1_ -1,-1
12,5 = 02031403 09" =09 03 140302
cuyo grafo de linea corresponde a

1 2 3 4 5 G 1 ;
g |
\}

B _ ) -
/
e |

; . _ -1,.-1_ .-1,.-1
Figura 3.6: 12,5 = 020314050, =0, 03 140302

3]
()
e
(<)

[=+]

Notar que el monoide T B, se puede describir un producto semidirecto entre P,y
B,,. Mas precisamente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 El monoide TB;, = P, X B,.
Tal demostracién puede ser visto en [1].

Definicion 3.2.4 Sea a € TB,,. Denotaremos por a = (I,0) a la trenza ligada, tal que
IeP,yoe€By.
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3.3. Tied Links

Definicién 3.3.1 Denotaremos por L un tied link, es decir, es un link cuyas componentes
pueden estar conectadas por medio de una ligadura (o resorte).

X
Figura 3.7: Tied link C

Definicion 3.3.2 Sea L un link con m componentes, si conectamos con una ligadura
una misma componente, diremos que la ligadura no es esencial, en caso contrario dire-
mos que es una ligadura esencial.

Definicién 3.3.3 Denotaremos por £ al conjunto de tied links.

Observacién 3.3.1 Sea L € £, el link L puede ser obtenido por L olvidando las ligas
(tied).

Definicion 3.3.4 Denotaremos por Ds el diagrama de un tied link L, es decir, al diagra-
ma D del link L se le asignan una ligadura entre las componentes originales de L.

Definicién 3.3.5 Denotaremos por 7 el conjunto de diagramas de tied links.

Observacion 3.3.2 Los ligas (tied) no son objetos topologicos. Su finalidad es identificar

componentes de link mediante ligas, tales componentes puede estar enlazadas o no.

Propiedades 3.3.1 Un tie cumple con las siguientes propiedades "geométricas”:

1) Los puntos de identificacion de componentes de un tie son moviles, tales puntos se
pueden desplazar por toda la componente de un link. En el caso de los diagramas
tales puntos solo se pueden desplazar por sus arcos.
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2) Un tie puede traspasar toda componente de link.

3) Todo tie puede dilatarse o contraerse en R3 o en R? segiin sea el tied link o su dia-
grama.

Observacién 3.3.3 La cantidad de componentes de un tied link L es la misma cantidad
de componentes del link L

Notacion 3.3.1 Denotaremos por C; «~ C; al tie que vincula la componente C; con la
componente C; de un tied linkL, coni # jei,j=123,...,m.

Definicion 3.3.6 Diremos que dos componentes de link estdn ligadas entre si, si perte-
necen a la misma clase. En otras palabras si ya existe una ligadura entre ellas o se puede

asignar una ligadura entre las componentes.

Definicion 3.3.7 Los movimientos de Reidemester para diagramas de tied links estdn

determinados por los siguientes cuatro movimientos tied.

ﬁ 1 ;: > ", L
L N S

o

4

| .'. —

o

Figura 3.8: Movimientos de Reidemester para tied links

j=s]
w
e —/f-

>

Definicién 3.3.8 [1, Definicion 1.4] Sea L, y L, dos tied links orientados. Diremos que
Ly y L, son tie-isotépicos si y slo si:
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1) Los link Ly y L, son ambiente isotopicos,

2) Los conjuntos L, y L, definen la misma particion del conjunto de componentes de
L] y Lg.

3.4. Teorema de Alexander para tied link

Definicion 3.4.1 Denotaremos por T By, el limite inductivo, si él estd asociado a la ca-
denaTByc---cTB,_1cTB,c---

Definicion 3.4.2 Sea o € T By,. Definiremos por &, la clausura de o, de igual modo que
la clausura de trenzas, es decir, se identifican los puntos iniciales y finales de o, por me-
dio de una funcion epiyectivaV de T B, en 7

El siguiente teorema es el Teorema de Alexander para tied links.

Teorema 3.4.1 [I, Teorema 3.5]. Cada tied link orientado puede ser obtenido clausu-
rando una trenza ligada.

Para la demostracién de este teorema, podemos hacer uso del teorema de Alexan-
der de manera similar para diagrama de link y diagrama de trenzas: Y al finalizar este

proceso se incorporaran el o los tie. es decir:

1) Primero ubicar un punto O en el diagrama D del link L, el que llamaremos centro.
Este punto no puede estar posicionado sobre los arcos del link, tal que al recorrer
el link L desde O se mantiene un tinico sentido, el que esta determinado por la

orientacién de L.

2) Una vez detectado el centro O, se procede a dividir el diagrama D del link L me-
diante lineas radiales desde el centro O, de modo que cada sector limitado por

ellas admita solo un cruce.

3) Luego cada linea radial intersecta a los arcos del diagrama D del link L, de modo
que asignaremos una etiqueta numeral, partiendo con la interseccién mads pro-
xima del centro O sobre la linea radial. Este proceso de se repite en cada en todas
las lineas radiales.
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4) Finalmente se construye el diagrama de trenzas (realizando el producto) utili-

zando los sectores definidos por las lineas radiales.

5) Para de del tied del link L estas serdn desplazadas utilizando sus propiedades
"geomeétricas” ( ver (3.3.1) sobre una misma linea radial. Determinado asi y; ;,
con i y j laenumeracién establecida en la linea radial.

Ejemplo 3.4.1 Consideremos el diagrama del tied link orientado C, es decir:

—~
Naw
Figura 3.9: Diagrama del tied link C

1) Determinemos el centro O del diagrama del tied link C, es decir:

2) Determinemos los sectores limitados por la lineas radiales, es decir:

3) Asignemos las etiquetas numeéricas en cada linea radial
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4) Construccion de diagrama de trenza de acuerdo a los sectores

3

5) Determinemos el tied p; ; al considerar una de las lineas radiales. Al considerar la

primera linea radial, tenemos que 1, 3

~SoSCE

Figura3.10: C = M1,30'1_10'20'10'£10'£10'10'2
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Ejemplo 3.4.2 Seaa € TBs cona = (I,0), talquel ={{1},{2,3}} ya = 0;102010510510102
ya=C

5

O
|

OB

~

E

Figura 3.11: Clausura de la trenza ligada C

3.5. Teorema de Markov para tied links

Definicion 3.5.1 Dos trenzas ligadas del monoide T By, son t—Markov equivalentes si
una puede obtenerse de la otra aplicando una cantidad finita de los siguientes movi-
mientos.

1) Conmutatividad en TB,,. Para todo «, € T B, se puede sustituir a8 por f«,

2) Estabilizacion. Para todo « € T By, a se puede sustituir por ao , 0 aa;l, ambos en
TBn+1;

3) t—estabilizacion. Para todo a € T By, se puede sustituir a por a;,j sii, j pertene-

cen al mismo ciclo de p(a), con
p:TB,— S,
la que denotaremos por « ~p; b
Ejemplo 3.5.1 Consideremoso € TBs cono ={I,0}, tal que:

I1=1{{1},12,3}} y 0 =0y ‘02010, 0, 010,.
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Al considerar el tercer punto de la definicién anterior, tenemos que p(o) = (1 2)(3) por lo

o

tanto o ~p Oy ,2, es decir:

~tM

OCD

A
s e e

<

g

Q
=
o

Figura3.12:cyou

Teorema 3.5.1 [I, Teorema 3.7]. Dos trenzas ligadas son tie-isotépicos si y sélo si, ellos
son ~ ) —equivalentes.

Ejemplo 3.5.2 Considerando el Ejemplo tenemos que:




Capitulo 4

Invariantes de Tied link

En el presente capitulo se presentan las invariantes de tied links definidas por Aicardi-
Juyumaya, en el afo 2016, ver [1] y [2]. Recordaremos su definicién y sus principales

propiedades, las que introduciremos haciendo uso de sus relaciones de madeja (skein).

4.1. Invariante .#

En lo que sigue, para la definicion de invariantes de tied link, es necesario consi-
derar tres variables a,b y c. Definimos A = C(a, b, ¢), es decir el cuerpo de funciones
racionales en las variables a, by c sobre el cuerpo de los nimeros complejos C.

Notacion 4.1.1 Denotaremos por D, D_, Dy, D, D_y Dy los seis diagramas de discos
punteados que coinciden fuera de ellos, pero en su interior difieren como se indica a
continuacion:

71
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D+ E, EO

Figura 4.1: Regla de madeja para invariantes de tied link

Teorema 4.1.1 [I, Teorema 2.1] Existe una tinica funcion .% : 9 — A invariante de tied

links orientados definida tinicamente por las siguientes reglas:
1) % (D) =1 siD es el no nudo,
1

2) F(DuQ)= 535(D),

1 -1 N -1g (DN
3) E‘%D” —cF (D) =(1-a ') (F Do) +c . F (D)),

1 ~ ~ ~
) Eﬁ(m) —cZ(D-)=(1-a') Dy,

1 ~ ~
5) Eﬁ?(Dg =c[F (D) +(a-1).F(D)]+(a-1).F Dy,

6) c.FD_=~-[Z D)+ ' -1).FDy)]+ (@' -1).ZDy).

o |-

Propiedades 4.1.1 [I, Propiedades 2.2] Acontinuacién presentaremos algunas propie-
dades del polinomio .7 :

1) # es multiplicativa con respecto a la suma conexa de componentes no enlazadas.
2) Laimagen de .7 no se altera si se cambian las orientaciones del diagrama de link.

3) Sea D un diagrama de link y sea D* los cruces positivos o negativos en D. Asi,

1
F (D*) se obtiene al cambiar las variables ¢ por Z y a por - en .7 (D).
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4) Sea L un link (o nudo), entonces % (L) se define por (a) y (d) del Teoremal[4.1.1]y
por lo tanto satisface la siguiente ecuacion skein del tipo Homflypt:

1.Z (D) + 17 . Z(D_) + mF (Dy) =0,

conl:ﬁym:i(%—\/ﬁ).

4.2. Invariante ¥

Notacion 4.2.1 Denotaremos por Iﬁol y Iﬁool los dos diagramas de tied link no orienta-

dos de discos punteados que coinciden fuera de ellos, pero en su interior difieren como

- -——
- -~
s ~ s, ~
r AY
] v i \
' 1t 1
1 1 ' [
Al I
Y ’ Y /
-, -~
h-.._ - ‘-._ —',

| Dy| | Do

se indica a continuacion:

Figura 4.2: Discos | Dol y |Doo| de un diagrama no orientado

Teorema 4.2.1 [2, Teorema 1] Existe una tinica funcién £ que asigna a cada diagrama

de tied link no orientado, un tinico polinomio de Laurent en el anillo Z[a*!, z*!, x71,

que satisface las siguientes reglas:
) Z0)=1,
2) Z(DluO)=x"'Z(DD,
3) Z es un invariante bajo los movimientos de Reidemeister R, y Rs,
4) Z(ID]) = aZ(D-)),
5) Z(Dl)=a ' Z(D-)),

6) LD+ Z(D-]) = z[ L (Do) + L (Do)].
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Las uniones disjuntas del punto (b) en el caso de ser uniones por tied, puede ser cal-
culada por la siguiente regla:

Z(IDIOQO) = yZ (D),

con

y:i=(a+ a bz l-1.

Teorema 4.2.2 [2, Teorema 2] Sea D un diagrama de un tied link orientado. La funcion
Z definida por
Z(D):=a" P 2(D|)

define una invariante de ambiente tie-isotopico de un tied links.

Observacion 4.2.1 Cabe notar que la invariante £ (a, z, X) es una generalizacién de la
invariante de Kauffman en dos variables X,p(a, z), es decir, £ coincide con el polinomio
de Kauffman sobre nudos, sin embargo £ es mas potente sobre links, dado que existen
link que Kauffman no distingue pero si £ .

4.3. Invariante {({ ))

El polinomio doble bracket, corresponde a la construccién de un polinomio para
tied link. Tal construccion es similar a la utilizada en (), considerando Ay ¢ dos varia-

bles independientes y conmutativas.

Teorema 4.3.1 [2, Teorema 3] Existe una unica funcion {{ )) que asigna a cada link
no orientado un tinico polinomio de Laurent en el anillo Z [ A*!, c] que satisface las si-
guientes reglas:

D «On =1,

2) (IDI'u O» =cIDM),

3) (IDIT O =~(A*+ A7) (DI)),

4) (( )) es una invariante de isotopia regular para tied links,

5) (ID+1)) = AUIDol)) + A™H (| Do),
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6) (IDI)) +(IDI-Y) = (A+ A7) («IDol)) + (I Deol))).-
Proposicién 4.3.1 El polinomio bracket doble {{ )) satisface:

1) (D) =-A*(ID-1)),

2) (IDlyy =—-A3{ID-])).

Observacion 4.3.1 El polinomio doble bracket {{ )) coincide con el polinomio bracket

de Kauffman, siempre que todas componentes del link esten ligadas.

Teorema 4.3.2 |2, Teorema 4] Sea D un diagrama de un tied link orientado. La funcion

F definida por:
F(D):=(=A3D (D) e Z [ AF, c*1].

define una invariante de ambiente tie-isotopico de un tied link.

Corolario 4.3.1 Al sustituir la variable A = t''* del polinomio ;fv(D) se obtiene el poli-

nomio de Jones, siempre que D sea el diagrama de link de una tinica componente.

Observacion 4.3.2 Notemos que existe una relacion entre los teoremas y|4.3.1 al
sustituira=—A3, z= A+ A7 yx = ¢!, dado este hecho, se tiene que:

F (D)= (AP 2(D)),

En el siguiente capitulo se presenta el trabajo de investigacion, la que tiene como

objetivo construir una version tied para el invariante Q, el que llamaremos invariante

Q.



Capitulo 5

Una extension de Q a tied links

En el presente capitulo se conjetura una posible extensién denotada Q del polino-
mio Q para tied links, es decir, una invariante para tied links que sea igual al polinomio
Q en nudos pero mas fuerte a nivel de links.

Los trabajos realizados por Aicardi-Juyumaya nos dan indicios para plantear la
conjeturar sobre la existencia de la invariante Q.

5.1. Extension entre el polinomio brackety el polinomio

de Kauffman

Notemos que el polinomio Bracket a diferencia del polinomio de Kauffman de dos
variables esta definido por una cantidad distinta de reglas a cumplir. Por lo tanto, una
de las preguntas que nos podemos formular es como a partir del polinomio bracket
damos origen a la regla 3) del polinomio Kauffman, es decir en palabras practicas como
se define (|D| y {|DI), notemos que

A(Dly+ A" (DU Q)
A{DIy+ A (=A% - A7*)(IDI)
= —A~%(DD, (5.1)

(IDI)

76
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de manera anéloga, obtenemos que:

ATY(DIy+ A(DIuQ)
ATN(DIly + A(-A* - A7%)(IDI)
= —A%(DD. (5.2)

(DD

Por otro lado, notemos que {|D_|[) = A7 Do) + A(| Do), donde al calcular la suma
de (|D.|) y {|D-]), obtenemos:

A{Dgly + A" (| Dooly + A7 (| Dgl) + A{| Dol
(A+ A™Y) (I Dol) + (I Deol)) (5.3)

(AD+ ) +<{ID-1

Notemos que el polinomio bracket puede ser obtenido especializar el polinomio de
Kauffman, al considerar a=-A3yz=A+ A7,

5.2. Relacion entre el polinomio Q y el polinomio Kauff-

man

De manera anéloga al caso anterior, el polinomio de Kauffman puede ser obtenido
a partir del polinomio Q, siempre que b = zy a = 1. Teniendo presente los invariantes
construidos por Aicardi y Juyumaya, ver [1] [2], se establece la siguiente conjetura.

Conjetura 5.2.1 Existe una tinica funcion Q que asigna a cada diagrama de tied link no
orientado un tinico polinomio de Laurent en el anillo Z[p*', g*'1, que quede definida
por las siguientes reglas:

1) Q es un invariante de isotopia regular para tied links,
2) @|U|(p, q) =1 si|U| es el no nudo,

3) Qouu(p,4) = 4Qp(p,q),

4) Qpou(p,q)=2p~' =1 Qp(p, q)

5) Qo (p.@+Qp_(p, ) = p(Qp; (p, @ + A (P ).
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Notese que Q puede ser obtenido a partir de £ al considerar g=x"!,p=zya=1.

Ejemplo 5.2.1 Determinemos el polinomio Q para el nudo |3,|, es decir:

[31] | D] |Da| | Dy

Q31 (2.9) + Q oy (P @) = (O 02 (p. @) + @0y (P.0) Qoyy(pa) =1 Qppy(p.g) =1

| Da| | D | Ds| |Ds|

Qb2 (P.q) + Qpy(p.9) =P (Qps (P 9) + Qips (P-9))  Q)psy(prq) =1
Qpe|(prq) =1
Qpy(pa)=2p~' -1

Figura 5.1: Estados del nudo |3,| al estilo Q

Luego al utilizar las ecuaciones presentes en la Figura 5.1, se obtiene que

Q. (p,q) = —3+2p+2p°

Por lo tanto las reglas de (Q) respeta las reglas de la teoria cldsica de links. De manera
andloga al calcular |3} |, de obtiene el mismo resultado, este hecho se debe a que el poli-

nomio Q, no distingue entre un link y su reflejado, siempre que se considere la siguiente
extensionp=xyq=1.
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