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Resumen

El objetivo de este trabajo de grado es investigar la teoria y las aplicaciones de los
sistemas de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. En primer lugar, se abor-
da el enfoque de los sistemas de ecuaciones diferenciales de orden entero, estudiando
la teoria cualitativa, con énfasis en la aplicacion del teorema de Hartman-Grobman.
En segundo lugar, se profundiza en el célculo fraccionario y en el uso de la derivada
fraccionaria de Caputo dentro de los sistemas de ecuaciones diferenciales de orden
fraccionario, extendiendo la teoria cualitativa de orden entero al caso fraccionario. En
tercer lugar, se analiza el teorema de Hartman-Grobman en su version fraccionaria.
Finalmente, se presentan aplicaciones en diversas dreas mediante ejemplos practicos,
observando los resultados obtenidos a partir de simulaciones numéricas; en particu-
lar, el cambio en la estabilidad de un punto de equilibrio segin el orden fraccionario

considerado.

Palabras clave: Cdlculo fraccionario, derivada fraccionaria de Caputo, teorema de

Hartman-Grobman en version fraccionaria.
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Introduccion

El estudio de las derivadas de orden fraccionario ha avanzado significativamente
desde sus inicios en el siglo XIX. Estas derivadas constituyen una extensién natural de
las derivadas tradicionales de orden entero, y fue gracias a los matemaéticos Georg Frie-
drich Bernhard Riemann y Joseph Liouville que se establecieron las bases del cdlculo
fraccionario. El concepto inicial de esta teoria esta vinculado a la integral de orden
fraccionario, introducida por Liouville en 1832, quien ampli6 el concepto de integral a
6rdenes no enteros, sentando asi los fundamentos de la teoria moderna de las deriva-

das fraccionarias [14].

En 1854, Riemann realiz6 una contribucién fundamental al desarrollo de esta teo-
ria al introducir el concepto de la integral de Riemann-Liouville. Aunque no formul6
explicitamente la nocién de derivada de orden fraccionario, su trabajo en integrales
fraccionarias proporcion6 el marco teérico esencial para el desarrollo posterior de es-
ta disciplina [22].

El avance mads significativo en la teoria de las derivadas de orden fraccionario ocu-
rri6 en 1967, cuando Michele Caputo introdujo la definicion de derivada fraccionaria
de Caputo. Esta innovacion surgi6 para resolver las limitaciones de la formulacién cla-
sica de Riemann-Liouville, especialmente en el tratamiento de condiciones iniciales
para problemas de valor inicial, donde la definicién de Caputo demostr6 ser més ade-

cuada fisicamente.

Durante las décadas de 1980 y 1990, la teoria de las derivadas de orden fracciona-
rio comenzo6 a ganar mayor atencion, con investigaciones que ampliaron significativa-
mente su aplicacién en diversos campos. Investigadores como Igor Podlubny desem-
pefaron un papel clave en el desarrollo de la teoria y en la aplicacién de las derivadas
de orden fraccionario a las ecuaciones diferenciales. Su obra principal, publicada en

1999, ofreci6 un enfoque integral sobre las ecuaciones diferenciales fraccionarias y sus
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aplicaciones en Ingenieria y Fisica [20].

Elinterés por las derivadas fraccionarias ha crecido significativamente en el estudio
de sistemas dindmicos, ya que estas permiten modelar con mayor precisién fenéme-
nos que presentan caracteristicas de memoria y anomalias en la dindmica de los sis-
temas. En particular, la derivada de Caputo se ha consolidado como una herramienta
valiosa para el andlisis y control de sistemas dindmicos de orden fraccionario, gracias
a su capacidad para capturar comportamientos no locales y dependientes del tiempo
(20].

Investigaciones claves como las desarrolladas por Kilbas, Srivastava y Trujillo (2006)
han contribuido significativamente al avance tedrico en este campo, proporcionando
un marco matemadtico riguroso para la aplicacion de estos modelos en diversas dreas

cientificas y tecnoldgicas [9], [12].



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Teoria cualitativa

La teoria cualitativa de los sistemas dindmicos se centra en el andlisis del compor-
tamiento de estos sistemas sin requerir la resoluciéon explicita de sus ecuaciones. En
lugar de obtener soluciones exactas, esta teoria busca identificar propiedades globales
del sistema, tales como la estabilidad, la existencia de 6rbitas periddicas, la sensibili-
dad a las condiciones iniciales y la estructura del espacio de fases. Para ello, se desa-
rrolla un marco teérico basado en la nocion de “flujos topolégicamente equivalentes",
mediante la cual se estudian los flujos asociados a sistemas dindmicos no lineales que
exhiben un comportamiento cualitativamente anélogo al de ciertos sistemas lineales.
En esta seccion, se presenta un resumen conciso de los conceptos, métodos y resul-
tados fundamentales que permitirdin una mejor comprension de esta teoria. Para un

estudio mds exhaustivo de estos temas, se recomienda consultar [10] y [19].

Definici6én 1.1. Sea E es un subconjunto abierto de R”. Un sistema dindmico es una

funcién, ¢:Rx E — E, de clase C I tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

i. Para cualquier ¢ € R fijo, la funcién ¢; es un difeomorfismo de E en E,
ii. ¢o(x)=x,paratodox€E,y

iii. ¢props=pr4s, paratodo s, r€R.

Matemaéticamente hablando, un sistema dindmico es un funcién ¢(z, x), definida
paratodo t € Ry x € E < R", la cual describe como se mueven los puntos x € E con

respecto al tiempo.
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En lo que sigue, llamaremos flujo o sistema dindmico a esta funcién ¢. La cual,
a veces también suele escribirse como abuso de notacién como ¢;(x) en lugar de ¢.
Ademads, para cada x € E, la curva ¢ (-, x) : R — R" recibe el nombre de 6rbita del punto

X.

Observacion 1.1. De la definicién (1.1), se deduce que para cada t € R, ¢; es una fun-
cién de clase C! de E en E que tiene una inversa de clase C!, ¢_;; es decir, ¢; con t € R
es una familia de difeomorfismo de un pardmetro en E que forma un grupo conmuta-

tivo bajo composicion.

En adelante, notaremos que si se fija un entero n € N, y se toma x € R". Entendien-

do que x = x(t) con t € R, usaremos libremente x := Ex. Ademas, para cada n € N
anotaremos
MI’Z(R) = {AIA: (al]))al] € R)i)j = 1,...,”},

como el espacio de las matrices cuadradas con coeficientes reales. Ademads, si A €
M, (R), definimos a

A i k
e’ = — A"
i—o k!

Esta serie, como serie con valores vectoriales, converge absolutamente, pues || Al < oo,
donde
Al = sup{ll Ax|l : [Ix]l = 1}

,y, para cada x € R”, || x|l denota la norma euclidiana de x, es decir,

— /42 2
lxll=/x]+--+x7.

Definicién 1.2. Sea U un subconjunto abierto de R”. Llamamos campo vectorial a una
funcién diferenciable f: U — R", porque esta funcién asigna un vector f(x) a cada
punto de U.

Definicion 1.3. Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) se denomina auténoma, si
puede escribirse en la forma

x=f(x), (1.1)

donde x: R — R" es diferenciable y f es un campo vectorial. Esta propiedad se carac-
teriza por el hecho de que f depende tinicamente de la variable x y no explicitamente

del tiempo t.
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En consecuencia, el sistema es invariante bajo traslaciones temporales, lo que im-
plica que su comportamiento dindmico depende exclusivamente del estado x en cada
instante.

Noétese que, debido al enfoque en “sistemas dindmicos” adoptado en este trabajo

de investigacion, nos centraremos Uinicamente en sistemas auténomos

Ejemplo 1.1. Sean A€ M,(R) y ¢ : R x R” — R” la funcién definida por ¢;(x) = e?'x.
Luego, ¢ es un sistema dindmico. En efecto, para todo s, f € R se tiene que

At ( As - tk k - Sj j
e’ (e x):ZHA (Z‘ﬁA]x)' (1.2)
k=0 j=0
Luego,

At, A 22 ksl
e*(e sx):ZZFTA Ix.
k=0j=0 ¢ J:

Realizando un cambio de indice n = k + j, esto puede reescribirse como

0o n tk Sn—k A"
=0 \i=o k! (n—=Kk)!| n!
Por el teorema del binomio, sabemos que
n tk Sn—k
— =(t+9s)".
,;, k! (n—k)!
Por tanto,
X (t+s)"
eAt(eASx) — Z Al’lx: eA(t+S)x,
n=0 n!
lo cual demuestra (1.2).

Observacion 1.2. Este flujo ¢; esta asociado a los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales. Es decir, para cada A € M, (R), ¢;(xp) = e’ x, es la tinica solucién
del problema de valor inicial dado por:

x = Ax,
x(0)

(1.3)

X0-

En efecto, sea x(f) = ¢;(xp), para todo t € R, se tiene



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 6

'm—i( ( ))—i( Al xo)
X —dtcptxo _dte X0)-

Dado que e“! es una serie que converge absolutamente, para todo t € R se tiene

pAl+h) _ pAL

d
E(emxo) = lim ————x,

= Aetlx,
= A¢I(x0)y
= Ax(?).

Por tanto, x(f) = ¢p;(xp) es solucion. Ademads, esta solucion es tinica, como vemos a
continuacion. Sea x(t) cualquier solucién de (L.3) y definamos a y () = e~4*x(¢). Luego,
x(t) = et y(1) y, como x(t) es solucion de (1.3), entonces

oAy
yi) = dt(e x(1)),

= —Ae Ax(t)+e Ax(),
= —Ae Alx(t)+ Ae A x(p),
= 0.

Por consiguiente, y(f) es constante y esta constante es igual a y(0) = x(0) = xo. Por lo
tanto, x(¢) = e’ y(t) = xpe’, lo cual demuestra la unicidad de soluciones en (I.3).

En lo que sigue, asumimos que la funcién f(x) es continuamente diferenciable; es
decir, que la derivada D f(x), considerada como una aplicacién Df : R” — L(R"), es
una funcién continua de x en algtin subconjunto abierto E c R". Ademas, si el campo
vectorial f es diferenciable en xj, entonces la derivada D f(xp) es una transformacién
lineal de R” en R”, es decir, Df(xy) € L(R",R"), cuya representacién matricial en la
base candnica de R” es la matriz Jacobiana de f evaluada en xj. Los espacios lineales
R"” y L(R") estan dotados de la norma euclidiana || - || y de la norma de operador | - |.

Ademads, decimos que f es continua en el conjunto E si es continua en cada punto
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x€ Eysi f es continua en E, escribimos f € C(E).

Definicién 1.4. Sea E < R" un subconjunto abierto, y sea f : E — R, decimos que f es
de clase C" en E si f es continua en E y todas las derivadas parciales de orden menor
o igual a r existen y son continuas en E y escribimos que f € C” (E).

Definicién 1.5. Supongamos que f € C(E), donde E es un subconjunto abierto de R".
Entonces, x(t) es una solucién de la ecuacién diferencial (I.I) en un intervalo I, si x(¢)
es diferenciable en I y si, paratodo te I, x(t) € Ey

K1) = fx(0).

Ademads, dado x € E, x(¢) es una solucion del problema de valor inicial

X
x(to)

f(x),

X0,

en un intervalo I si fp € I, x(f) = xp y x(#) es una solucién de la ecuacion diferencial
(1.1I) en el intervalo I.

Teorema 1.1. Sea E un subconjunto abierto deR" y supongamos que f € C'(E). Enton-
ces, para cada punto xy € E, existe un intervalo maximal ] en el cual el problema de

valor inicial

X

f(x),

1.4
x(O) = X0, ( )

tiene una solucion tinica x(t); es decir, si el problema de valor inicial tiene una solucion
y(t) en un intervalo I, entonces I c ] e y(t) = x(t) para todo t € 1. Ademds, el intervalo

maximal ] es abierto; es decir, ] = («, ).
Ver en [19], Teorema 1, p. 89, la demostraciéon de este teorema.

Definicion 1.6. El intervalo (a, f) denotado en el teorema anterior se llama intervalo
maximal de existencia de la solucién x(#) del problema de valor inicial (1.4) o simple-
mente el intervalo maximal de existencia del problema de valor inicial (I.4).

Observacion 1.3. En general, si ¢p;(x) es un sistema dindmico en E, subconjunto abier-

to de R", entonces la funcién
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d
fx) = Eﬁbt(x) ,

=0
define un campo vectorial de clase ClenE, y para cada xp € E, ¢;(xp) es una solucién
del problema de valor inicial (I1.4). Ademads, para cada x, € E, el intervalo maximo de
existencia de ¢(xp), I(xp), es (—oo,00), entonces ¢;(xp) satisface las propiedades de un
sistema dindmico. Reciprocamente, si ¢;(x() es un sistema dindmico, entonces debe

estar definido para todo t € R, lo que implica que I(xg) = (—00,00).

Para el analizar los sistemas no lineales (L.I), es importante es determinar los pun-
tos de equilibrios de éste y describir el comportamiento cerca de estos puntos de equi-
librio. El comportamiento local de un sistema no lineal cerca de un punto de equi-
librio x( es equivalente a determinar el comportamiento del sistema lineal

X =Ax. (1.5)

Definicién 1.7. El sistema lineal (1.3), con la matriz A = D f(xp) es llamado linealiza-
cion de (1.1) en el punto xp.

Definicion 1.8. Consideremos el sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordi-
narias en R":
i=f(x), xeR",

donde f : E — R" es un campo vectorial definido en un conjunto abierto E < R". Su-
pongamos que X € E es un punto de equilibrio del sistema, es decir, f(xp) = 0. El punto
de equilibrio xy se denomina punto de equilibrio hiperbdlico si ninguno de los valores
propios de la transformacion lineal D f (xy) tiene parte real igual a cero.

Observacion 1.4. Los puntos de equilibrio del sistema corresponden a puntos
fijos del flujo asociado a dicho sistema. Es decir, un punto p € R" es un punto de equi-
librio si satisface ¢(t, p) = p para todo ¢ € R, donde ¢ es el flujo asociado al sistema
definido por la ecuacién diferencial ordinaria x = f(x).

El Teorema de Existencia y Unicidad Local para Ecuaciones Diferenciales Ordina-
rias establece que si f : R” — R" es una funcién de clase C! en un entorno de un punto
Xo € R", entonces existe un intervalo abierto I que contiene a 0 y una tnica solucién
x : I — R" del problema de valor inicial X = f(x) con x(0) = xo. La suavidad C' de f
garantiza la existencia y unicidad local de las soluciones, lo que a su vez permite defi-

nir localmente el flujo (¢, xp) = x(¢). Notemos que la condicién de que f sea de clase
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C! (o localmente Lipschitz continua) solo garantiza la existencia y unicidad local de
las soluciones. Para asegurar la existencia y unicidad global de las soluciones (y por
lo tanto, que el flujo ¢(z, xo) esté definido para todo ¢ € R), se requieren condiciones

adicionales sobre la funcién f, como ser globalmente Lipschitz continua.

Dado que p es un punto de equilibrio, entonces f(p) = 0. Esto implica que la so-
lucién del problema de valor inicial con x(0) = p es la funcién constante x(¢) = p,
para todo ¢ en su intervalo de existencia. Debido a la unicidad local, esta debe ser
la tinica solucién con esa condicion inicial. Sustituyendo en la ecuacion diferencial,
x(t) = %(p) =0 = f(p), lo cual es consistente. Por lo tanto, para todo ¢ en el intervalo

de existencia,

@(t,p) =p.

Si asumimos que el flujo ¢ estd definido para todo ¢ € R (lo cual puede requerir condi-
ciones adicionales sobre f), entonces p es un punto fijo del flujo. La 6rbita de un punto
Xo bajo el flujo es el conjunto:

O (x0) ={p(t,x0) | t €R}.

Para un punto de equilibrio p, la 6rbita se reduce a @ (p) = {p}, indicando que el sistema

permanece indefinidamente en ese estado.

Definicién 1.9. Un punto de equilibrio x de se denomina sumidero si todos los
valores propios de la matriz D f(x() tienen parte real negativa. Se denomina fuente si
todos los valores propios de la matriz D f (xy) tienen parte real positiva, y se denomina
silla si al menos uno de los valores propios tiene parte real positiva y al menos otro

tiene parte real negativa.

Los términos sumidero, fuente y silla adquieren sentido una vez que se estudie la
dindmica del sistema con dichas caracteristicas. En particular, se analizara el compor-
tamiento de los sistemas lineales con matriz diagonal en el caso n = 2. Consideremos
el problema de valor inicial (1.3), como punto de equilibrio hiperbdlico el (0, 0), donde
A, pe R\ {0} yla matriz A asociada estd definida como:

A0
0 u

A=

)

la solucién del problema de valor inicial (1.3) con x, € R? est4 dada por:
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X - e“t X0,
m Casol: 1 <0< .
Sistema tipo silla: x=x, y= —y

&
&

Figura 1.1: Silla.

Dependiendo de la posicion inicial del punto x; en el plano cartesiano, se obtie-
nen diferentes trayectorias u érbitas, como se muestra en la Figura (I.I), junto
con el campo vectorial asociado. En este caso, el punto de equilibrio (0,0) es una
silla, ya que la solucion presenta direcciones inestables y estables:

» La direccion estable estd asociada al valor propio negativo A < 0, pues las
trayectorias convergen hacia (0,0) a lo largo del eje correspondiente.
e La direccién inestable esta asociada al valor propio positivo u > 0, ya que

las trayectorias divergen desde (0,0) a lo largo de este eje.

Esté comportamiento caracteriza al punto de equilibrio como un punto silla.
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= Caso2: 1> pu>0.

Sistema tipo fuente: x=x, y=y

Q\\\\\ 1
f |

Jx

Figura 1.2: Fuente.

w

v

o

———

3¢ =

N

\\\\\

——

V74

1 2

En este caso, dado que todos los valores propios de la matriz A son positivos, po-
demos concluir que el punto de equilibrio (0,0), mostrado en la Figura|l.2|junto
con su campo vectorial asociado, es inestable y se clasifica como una fuente. Esta
clasificacion se debe a que las soluciones del sistema crecen exponencialmente
amedida que t — +o00, lo que implica que las trayectorias divergen del punto de
equilibrio en todas las direcciones, siguiendo las caracteristicas determinadas

por los valores propios de la matriz A.
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= Caso3: A< u<0.

Sistema: x= —x, y= —

i
il N\

Figura 1.3: Sumidero.

w

N

Y

En este caso, razonando de manera andloga al caso anterior, observamos que to-
dos los valores propios asociados a la matriz A son negativos. Esto nos permite
concluir que el punto de equilibrio (0,0), mostrado en la Figura|l.3|junto con su
campo vectorial asociado, es estable y se denomina como un sumidero. Esta de-
nominacion se justifica por el hecho de que las soluciones del sistema decaen
exponencialmente conforme ¢t — +o0, lo que implica que las trayectorias con-

vergen hacia el punto de equilibrio en todas las direcciones.

Ahora consideremos la matriz A:

) (1.6)

los valores propios de A estdn dados por el par de nimeros complejos conjugados
M2 =a=xif, donde a, B € R. La solucién general del problema de valor inicial aso-

ciado a (1.3) en este caso estd dada por:

cos(ft) —sin(fr1) p

x(t)=e* |
sin(ft) cos(fBr)

(1.7)
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s Caso4:a #0.

Foco estable: x= —x—y,y=x—-y Foco inestable: x=x+y,y= —x+y

Uil =

\

=—/

w

N

=
i

W
i

i

=3 =2 -1 0 1 2 3 =3 -2 -1 0

)
/

v

:

(a) Foco estable. (b) Foco inestable.

Notamos que parte real de los valores propios, a, determina la estabilidad del
sistema, mientras que la parte imaginaria, 8, controla la oscilaciéon rotacional.

En particular, se presentan los siguientes casos:

* Sia <0, las trayectorias son espirales convergentes hacia el punto de equili-
brio, ya que todas las soluciones del sistema tienden a él conforme ¢ — +oo;
es decir, es decir, |¢p;| — 0 siendo asi un punto de equilibrio estable. Cabe se-
fialar que las trayectorias en la Figura se acercan al origen siguiendo
lineas tangentes bien definidas; es decir, el angulo 0(f) que forma el vector
x(t) con el eje no tiende a un valor constante cuando ¢ — +oco. En su lu-
gar, se cumple que |6(f)| — oo cuando ¢ — ooy esto es denominado un foco
estable.

Si a > 0, las trayectorias en el espacio de fases describen espirales divergen-
tes como se muestra en la Figura (1.4b), lo que implica que las soluciones
del sistema crecen exponencialmente conforme ¢ — +oo, siguiendo el ra-
zonamiento anterior, el punto de equilibrio es inestable y es denominado

foco inestable.
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» Caso5:Sia#0ypB=0.

3 Nodo impropio estable: x= —2x,y= —x—y

\

N

\
N

i

(a) Nodo impropio estable.

—33 -2 -1

Nodo impropio inestable: x=2x, y=x+y

N

S
N

/|

(b) Nodo impropio inestable.

33 -2 -1

En este caso, la matriz A tiene un tnico valor propio 1 = a de multiplicidad

algebraica 2. El retrato de fase asociado consiste en semirrectas (excluyendo la

solucién nula) que convergen o divergen del punto de equilibrio, dependiendo

del signo de a; es decir

* Sia <0, las trayectorias convergen al punto de equilibrio cuando ¢ — +oo.

e Sia >0, las trayectorias divergen del punto de equilibrio cuando ¢ — +oo.

Este comportamiento se ilustra en las Figuras (I.5a) y (1.5b). Estos puntos de
equilibrio se denominan nodos impropios estables o0 nodos impropios inesta-

bles, respectivamente.
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s Caso6:a=0.

Sistema: x= —y, y = x (Centro)
—

w
1

o

-3 -2 1 0

=

N

Figura 1.6: Centro.

En este caso la matriz A posea un par de valores propios complejos conjuga-
dos puramente imaginarios, es decir, +ib, el retrato de fase del sistema lineal
es linealmente equivalente al representado en la Figura (1.6). En este caso, las
trayectorias son curvas cerradas que rodean al origen, y en general tienen for-
ma de elipses, de modo que ninguna trayectoria tiende a él cuando ¢t — +oo 0
t — —oo. Por lo tanto, el punto de equilibrio en el origen exhibe un compor-
tamiento conservativo, denominado como centro. Esto implica que el sistema
describe un movimiento oscilatorio periédico, con infinitas curvas cerradas en
torno al punto de equilibrio (0,0), sin crecimiento ni decaimiento en el tiempo.
Ademds, estas curvas se atraviesan en el sentido de las agujas del reloj si g > 0,

en sentido antihorario si < 0.

Note que, en esté caso los valores propios de la matriz A son cero; es decir, si
det A =0, el punto de equilibrio es llamado un punto de equilibrio degenerado

de (1.3).

Definicién 1.10. Sea E c R” un subconjunto abierto, y sea f € C!(E). Dado que f es
localmente Lipschitz, el sistema autonomo (I.I) posee una solucién tnica para cada

condicioén inicial xy € E, definida en un intervalo maximal. Denotamos por ¢(xp) el
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flujo asociado a dicha solucién, y suponemos que dicho flujo estd definido globalmen-
te para todo ¢ € R. Entonces, un conjunto S c E es llamado invariante con respecto al
flujo ¢; si

@:(S)cS paratodo feR,

el conjunto S se llama positivamente (o negativamente) invariante con respecto al flujo

@ Si
@:(S)cS paratodotr=0 (ot=<0).

Observacién 1.5. Supongamos que el campo vectorial f € C!(E), con E c R" abierto,
y que el sistema dindmico auténomo (I.1) admite un flujo tnico ¢ definido para todo

t € R. En este caso, la 6rbita de un punto xj € E, definida como

O (x0) = {pe(x0) : TR},
es un conjunto invariante respecto al flujo ¢;.

En ausencia de unicidad (por ejemplo, si f no es localmente Lipschitz), pueden exis-
tir multiples soluciones pasando por el mismo punto Xy, y por tanto distintas 6rbitas
que se intersecan. En ese caso, la nocion de 6rbita deja de ser univoca y la afirmacion

anterior ya no es valida.

Definicion 1.11. Sea A un valor propio de la matriz A de tamafo n x n con multiplici-

dad m < n. Entonces, para k = 1,..., m, cualquier solucién no nula v de la ecuacién
k, _
(A-AD"v=0,

se denomina vector propio generalizado de A, asociado a A.

Esta definicién es de suma importancia en la teoria de sistemas dindmicos y en el
andlisis de matrices, ya que los vectores propios generalizados amplian la nocién de

vectores propios tradicionales para matrices que no son diagonalizables.

En sistemas lineales, la presencia de valores propios con multiplicidad mayor que
uno puede generar comportamientos complejos que no pueden describirse con vecto-
res propios estandar. Los vectores propios generalizados permiten construir una base
completa para el espacio R” (o C" en el caso de valores propios complejos), facilitando
la descomposicion de la matriz A en su forma de Jordan. Ver [11] para mds detalle.

Esta descomposicion es crucial para:
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1. Resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales: Proporciona una forma
explicita de expresar soluciones en términos de exponenciales de matrices y po-

linomios.

2. Estudiar la estabilidad de sistemas dindmicos: Ayuda a identificar componentes
del sistema asociadas con crecimiento, decaimiento o comportamiento oscila-

torio.

3. Modelar trayectorias en el espacio defase: Los vectores propios generalizados re-
presentan direcciones o subespacios clave donde las trayectorias evolucionan en
sistemas no diagonalizables.

En resumen, los vectores propios generalizados son esenciales para trabajar con siste-
mas que presentan estructuras algebraicas mas complejas. Su importancia radica en
que permiten describir la dindmica del sistema completo, incluso cuando la matriz

que define el sistema no es diagonalizable.

Las demostraciones de los siguientes dos teoremas pueden encontrarse en [19],
exactamente en p. 33, Teorema 1 y p. 36 Teorema 2, respectivamente.

Teorema 1.2. Sea A una matriz real n x n con valores propios reales Ay, ..., Ay, repetidos
de acuerdo con su multiplicidad. Entonces, existe una base de vectores propios generali-

zados para R".

Este teorema establece que siempre podemos encontrar una cantidad suficiente
de vectores propios (o generalizados) en el espacio complejo para formar una base

completa.

Teorema 1.3. Sea A una matriz real n x n. Entonces, existe una base
B= {uly---) Uk, Uk+1, Vk+1y---» Um, Vm}»

para el espacio real R" (con n =2m — k) que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cada valor propio complejoAj = a+if;, con j#0, hay un par de vectores
reales uj y v;j asociados con las partes real e imaginaria de los vectores propios

generalizados correspondientes.
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2. Para cada valor propio real Aj, existe un tinico vector propio real u;j correspon-

diente.

Este teorema generaliza el andlisis de valores propios al caso real, lo que permite
descomponer el sistema en subespacios reales. Es particularmente ttil para describir
sistemas lineales con valores propios complejos, en términos de su comportamiento

oscilatorio y exponencial.

Observacion 1.6. Cuando A tiene valores propios complejos, los vectores reales u; y
vjasociados con A; = aj +if; estdn relacionados con la dindmica oscilatoria del siste-
ma. En particular, la contribucién de estos valores propios al sistema puede describirse
mediante funciones seno y coseno con frecuencia angular ; y decaimiento exponen-

cial dado por a;;.

Esta observacion subraya la importancia de los valores propios complejos en el
andlisis de sistemas dindmicos. Los términos seno y coseno introducen oscilaciones
en el sistema, mientras que la parte real a; determina si estas oscilaciones crecen, de-

caen o permanecen constantes con el tiempo.

A continuacion definiremos los subespacios estables, inestables y centrales, E*, E*
y E€, respectivamente, de un sistema lineal:

X = Ax, (1.8)

sea w; = u;j + iv;j un vector propio generalizado de la matriz (real) A correspondiente

aun valor propio Aj = a; +if;. Note que si §; =0, entonces v; =0.Y sea

B={uy,..., Up, Uy1, Vs 1s-- o Uy Ui},

una base de R" (con n = 2m — k) como se establece en los Teoremas (1.2) y (1.3) y la

observacion

Definicion 1.12. Sea ;= a;+if;, w; = uj+iv;y B como se describié anteriormente.
Entonces:
E® =Span{uj,vj|a;<0},

E" =Span{uj,v;|a; >0},
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E®=Span{uj,v;|a;=0},

se denominan subespacios estables, inestables y centrales de R” generados por las par-
tes reales e imaginarias de los vectores propios generalizados w; correspondientes a

los valores propios A ; con partes reales negativas, positivas y cero, respectivamente.

Esta definicién proporciona una clasificacion precisa de los subespacios asociados
con el sistema lineal. Los subespacios E*, E“y E¢ describen la direccién de las trayecto-
rias que decaen, crecen o se mantienen constantes, respectivamente. Esta clasificacion

es fundamental para entender la dindmica local cerca de puntos de equilibrio.

Ejemplo 1.2. Consideremos el sistema lineal autébnomo de la forma
i=Ax, xeR,

donde la matriz A es

-2 -1 0
A=11 -2 0
0 0 3

Estudiaremos la estructura del sistema a través de los valores propios y vectores pro-
pios de la matriz A. El polinomio caracteristico asociado es

det(A-AD=(A-3)[A+2)*+1],
lo que nos entrega los valores propios:
AM==-2+i, Adp=-2-1i, A3=3.

Los valores propios 1y y A, son complejos conjugados con parte real negativa, lo cual
implica que las soluciones en el subespacio asociado a estos valores propios presentan
Orbitas espirales que decaen hacia el origen. Este comportamiento es caracteristico de
focos estables en sistemas lineales tridimensionales. El vectores propio asociado a 1,

1 1
wi=u+ivi=|1|+i|-1],
0 0
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y el vector propio asociado a A3 =3 es

(=]

Uy =

[a—

Podemos entonces identificar:

= El subespacio estable E° del sistema, generado por los vectores reales y comple-
jos correspondientes a los valores propios con parte real negativa, estd contenido
en el plano x; x,.

» El subespacio inestable E* estd generado por el vectores propios u,, correspon-

diente al valores propios positivo A3 = 3, y coincide con el eje x3.

El retrato de fase del sistema se representa en la Figura[l.4a} donde se observa que las
trayectorias en el plano x; x, tienden al origen de forma espiral debido a la parte ima-
ginaria de los valores propios, mientras que las soluciones que se alejan en la direccion
del eje x3 crecen exponencialmente en el tiempo.

EU

ES

Figura 1.7: Subespacio estable e inestable del sistema li
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1.2. Teorema de la variedad estable

El Teorema de la Variedad Estable es uno de los resultados fundamentales en la
teoria cualitativa local de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este teorema establece
que, en un entorno de un punto de equilibrio hiperbdlico x, el sistema no lineal
posee variedades estables e inestables, denotadas por Sy U, respectivamente, las cua-
les son tangentes en xy a los subespacios E* y E* del sistema linealizado (1.3). Ademas,
las variedades Sy U tienen la misma dimensién que E° y E¥, y son invariantes bajo el
flujo ¢ del sistema (1.I). En particular, se satisfacen las siguientes condiciones:

lim ¢s(c) =x9, VceS,
t—+o00
lim ¢;(c)=x9, VceU.
t——o00
Formalmente, el enunciado del teorema es el siguiente:

Teorema 1.4. (Teorema de la Variedad Estable) Sea E un subconjunto abierto deR" con-
teniendo el origen. Sea f € C'(E) y ¢, el flujo del sistema no lineal . Supongamos,
sin perdida de generalidad, que f(0) = 0 y ademds que D f (0) tiene k valores propios con
parte real negativa y n — k valores propios con parte real positiva. Entonces, existe una
variedad diferenciable, k-dimensional S, tangente al subespacio estable E* del sistema
en 0, tal que para todo t =0, ¢(S) C S, para todo xy € S,

Tim_¢e(xo) = 0;

y existe una variedad (n — k) — dimensional U tangente al subespacio inestable E" de
en 0 tal que, para todo t <0, ¢,(U) c U y para todo xo € U

tlir_n ¢ (x9) =0.

Ver en [19], Teorema 1, p. 107, la demostracion de este teorema.

Teorema 1.5. (Teorema De La Variedad Central) Sea f € C" (E) donde E es un subcon-
junto abierto deR" conteniendo el origen y r = 1. Supongamos, sin perdida de generali-
dad, que f(0) =0 y ademds que D f (0) tiene k valores propios con parte real negativa, j
valores propios con parte real positivay m = n— k— j valores propios con parte real igual
a cero. Entonces existe una m — variedad central C de clase C" tangente al subespacio
central E¢ de en 0, la cual es invariantes bajo el flujo ¢, de (1.1).
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Ver en [19], Teorema 2, p. 116, la demostracién de este teorema.

Definicién 1.13. Sean f € C!(E;)y g € C!(E,), donde E; y E, son subconjuntos abiertos
de R" que contienen el origen. Supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio para
ambos sistemas:

x=fx) y x=gx),

se dice que estos sistemas son topologicamente equivalentes en una vecindad del ori-

gen si existe un homeomorfismo H: E; — E» tal que:
= H mapea trayectorias del sistema x = f(x) en trayectorias del sistema x = g(x).

= H preserva la orientacién temporal; es decir, si una trayectoria del primer siste-
ma se dirige hacia el origen cuando ¢ — oo, la imagen bajo H tendrd el mismo

comportamiento temporal en el segundo sistema.

En este caso, se dice que las funciones f y g son topolégicamente equivalentes.

Ejemplo 1.3. Consideremos los siguientes sistemas lineales de ecuaciones diferencia-
les:

donde las matrices estan definidas por:

-1 -3 [2 o
=3 17 T o -4’
definimos la aplicacién H : R> — R?> mediante
H(x) =Rx,
donde la matrices Ry R™! son:
e |t a1
o/ c2|-1 1

observemos que se cumple la relacion de semejanza:

A=R'BR,

de esta relacion se deduce que:
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y=Ri=RAx=RAR 'y=By.

Por tanto, si x(f) = e’ xy es solucién del primer sistema, se tiene que:

H(x(1)) = Rexy = B Rxy = eB' H(xp),

dado que esta relacion se cumple para cualquier condicion inicial, se concluye que:

Hoel' =eBlomq.

Por lo tanto, la transformacién H mapea trayectorias del sistema x = Ax en trayec-
torias del sistema y = By, preservando la orientacion temporal. En este caso, H corres-
ponde a una combinacioén lineal que rota y escala el espacio, mostrando que ambos

sistemas son topolégicamente equivalentes.

Sistemas tipo silla topolégicamente equivalentes

1E

W
—

=
jﬁ

-3 -2 -1 0 1 2 3 _3—3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.8: Flujos topdlicamente equivalentes.

Observe que la matriz R puede interpretarse como una transformacion geométri-
ca que combina una rotacion de 7/4 con un escalamiento. Esta interpretacion visual
puede ayudar a comprender por qué los sistemas comparten la misma estructura cua-
litativa.

La siguiente definicién formaliza el concepto de estabilidad de un punto de equili-

brio, un elemento crucial para comprender el Teorema de Hartman-Grobman".

Definicién 1.14. Sea ¢; el flujo de (1.1) definido para todo ¢ € R. Un punto de equilibrio
xo de (1.1) es estable si, para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que para todo x en una
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vecindad de (xg), N5(xp), tenemos que:

¢ (x) € Ne(xo),

decimos que el punto de equilibrio es inestable si no es estable y x, es asintéticamente

estable si

IETOO(Pt(x) = Xo.

Teorema 1.6. (Teorema de Hartman-Grobman) Sea E un subconjunto abierto deR" que

contiene el origen, sea f € C1(E) y sea @, el flujo del sistema no lineal:

x = f(x).

Supongamos que f(0) =0 y que la matriz Jacobiana A = D f(0) no tiene valores propios
con parte real igual a cero. Entonces, existe un homeomorfismo H de un subconjunto
abierto U que contiene el origen sobre un conjunto abierto V que también contiene el
origen, tal que para cada xy € U, existe un intervalo abierto Iy c R que contiene el cero,

y para todo t € Iy se cumple:
Hog,(x0) = ™' o H(xp).

Ver en [19], Teorema 1, p. 121, la demostracion de este teorema.

Observacion 1.7. El Teorema de Hartman-Grobman establece que, en una vecindad
del origen, el comportamiento cualitativo del sistema no lineal se asemeja al de su sis-
tema linealizado. Aunque las trayectorias del sistema no lineal pueden diferir en forma
especifica, sus propiedades topolégicas (como la convergencia, divergencia y curvatu-
ra general) son equivalentes bajo la transformacioén H. Este resultado es especialmente

util para estudiar la estabilidad local de sistemas dindmicos.

Cabe destacar que el teorema no implica que el punto de equilibrio sea estable o
inestable, sino que su comportamiento es topolégicamente equivalente al del sistema

linealizado.

Una cuestion fundamental es determinar bajo qué condiciones un punto de equili-
brio no hiperbélico puede ser estable, asintéticamente estable o inestable. Un método
util que proporciona una respuesta parcial a esta pregunta fue desarrollado por Liapu-

nov en su tesis doctoral de 1892 [15].
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Calculo fraccionario

El célculo fraccionario es una extension del cédlculo diferencial e integral que per-
mite definir derivadas e integrales de orden no entero, es decir, de orden fraccionario
o incluso complejo. Esta rama de las matemadticas surge de la inquietud por extender
las ideas clésicas del calculo a un contexto mds general.

Los origenes del célculo fraccionario se remontan a una correspondencia histérica
en 1695 entre Gottfried Wilhelm Leibniz y Guillaume de L'Hopital, en la que discu-
tieron la posibilidad de extender el concepto de derivada a 6rdenes fraccionarios. En
dicha carta, Leibniz plante¢ la intrigante cuestién sobre el significado de una derivada
de orden 1/2. Su reflexién culmind en la famosa cita: “Esto podrd llevar a una paradoja

de la que, algun dia, surgirdn consecuencias muy ttiles”.

Durante el siglo XVIII, matemdticos como Leonhard Euler y Joseph Fourier explo-
raron ideas relacionadas con el cdlculo fraccionario, particularmente en el contexto
de series infinitas, integrales generalizadas y problemas de transferencia de calor. Es-
tas investigaciones, aunque preliminares, sentaron las bases para una nueva forma de
andlisis que desafiaba la nocién clédsica de derivada e integral como operadores de
orden entero. Sin embargo, fue en el siglo XIX cuando se formalizaron rigurosamen-
te sus fundamentos, gracias a las contribuciones fundamentales de Joseph Liouville
y Bernhard Riemann, quienes introdujeron definiciones precisas de derivadas e inte-
grales de orden fraccionario. Estos aportes consolidaron las bases tedricas del célculo
fraccionario, permitiendo no solo su desarrollo formal dentro del andlisis matematico,
sino también su aplicacion en diversos campos cientificos, desde la fisica y la ingenie-

ria hasta la biologia y la economia.

25
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A partir de estos desarrollos tedricos, surgieron distintas maneras de definir y ope-
rar con derivadas de orden fraccionario. A lo largo del siglo XX y hasta la actualidad, se
han propuesto diversas formulaciones que responden a distintas necesidades tedricas

y practicas. Entre las més utilizadas se encuentran:

= Derivada de Riemann-Liouville: Se define como una extension de la integral de

orden arbitrario:

n

I'n—a) dx"

X
reDY f(x) = f (x— 0" fdt,
a
donde n = [a] y I es la funcién gamma. Esta formulacién es adecuada para pro-
blemas puramente matemadticos, aunque puede presentar dificultades al tratar

condiciones iniciales en aplicaciones fisicas.

» Derivada de Caputo: Introducida como una alternativa méas practica para el mo-
delado de sistemas reales, esta derivada permite incorporar condiciones iniciales

en términos de derivadas clasicas:
cDY f(x) = m[ (x—-p"* f(")(t)dt,
a

lo que la hace especialmente ttil en contextos de ingenieria, fisica y biologia.

Estas formulaciones, junto con el interés creciente en diversas disciplinas, han per-

mitido que el célculo fraccionario se aplique en multiples campos, entre ellos:

= Modelado de sistemas viscoelasticos, donde permite describir materiales con
propiedades intermedias entre solidos y liquidos, capturando de manera precisa

su comportamiento dependiente del tiempo.

= Procesos de difusion anémala, que aparecen en medios heterogéneos o con
estructuras fractales, y no pueden ser representados adecuadamente mediante

modelos clasicos.

= Control de sistemas dindmicos, proporcionando herramientas para disefiar con-

troladores robustos en presencia de memoria o efectos heredados en el sistema.

» Electroquimicay biologia, en el andlisis de la transferencia de carga en sistemas
complejos y en la dindmica de procesos celulares, donde los efectos no locales y

la dependencia del historial del sistema son relevantes.
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En suma, el célculo fraccionario ha pasado de ser una idea especulativa de Leibniz a
una herramienta matemadtica con aplicaciones concretas en diversas dreas cientificas.
Su desarrollo muestra c6mo preguntas fundamentales pueden derivar en teorias de

gran utilidad préctica.

2.1. Funciones especiales

En esta seccidn, se estudian varias funciones especiales que desempefan un papel
fundamental en las matematicas avanzadas y en el cdlculo fraccionario. En particular,
se analizan la funcién Gamma, la funcién Beta y las funciones de Mittag-Leffler con
uno y dos pardmetros. Estas funciones no solo son esenciales en la teoria del calculo
fraccionario, sino que también tienen aplicaciones significativas en diversas dreas de
la ciencia y la ingenieria. La funcién Gamma generaliza el concepto de factorial a los
numeros complejos, mientras que la funcién Beta, estrechamente relacionada con la
funciéon Gamma, aparece en multiples disciplinas. Por ejemplo, en fisica se emplea en
mecdnica cudntica y teoria de campos; en estadistica, en el anélisis de supervivencia
y modelos de riesgo; en ingenieria, en la modelizacion de fenémenos de transferen-
cia de calor y masa; y en biologia, en modelos de crecimiento y en la descripcién de
distribuciones de tamafnos poblacionales.

Por otro lado, las funciones de Mittag-Leffler constituyen una generalizacién de la
funcién exponencial y son fundamentales en el estudio del célculo fraccionario, en
particular en la resolucién de ecuaciones diferenciales de orden no entero. Para un

andlisis més detallado de estos conceptos, se recomienda consultar [4], [12] y [13].

Definicién 2.1. La funcién Gamma se define mediante la siguiente integral impropia:
o0
I'(2) :f r*le ' dt, 2.1)
0

donde z € C con Re(z) > 0.

Para garantizar la convergencia de la integral impropia ver [26]. La funciéon Gam-
ma es una extension del factorial a los nameros complejos, cumpliendo la relacion de

recurrencia:

I'z+1) =zI'(2).
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Ademds, para los niimeros naturales se cumple que I'(n + 1) = nl.

Nota 2.1. La extension analitica de la funcién Gamma permite definirla en todo el
plano complejo, salvo en los enteros no positivos, donde presenta polos simples. Estos
corresponden a singularidades aisladas en las que la funcién tiende a infinito de forma
controlada, caracterizandose por ser de orden uno. Para una descripcion detallada de

esta extension, véase [1], una referencia clasica en el estudio de funciones especiales.

En particular, dentro del dominio real positivo, la funcion Gamma toma valores
exactos en ciertos puntos que resultan especialmente ttiles en aplicaciones matema-
ticas y fisicas. Algunos de estos valores notables son:

ol

n I(1)=1.

s T(2)=1=1.

TR
2 2 \2 2

Antes de continuar con el desarrollo principal, se presentan dos resultados fundamen-
tales relacionados con la funcién Gamma, que se enuncian a continuacion:

Lema 2.1. Seal'(z) la funcién Gamma. Entonces, se tiene que

Iim I'(a+1) =1.

a—07

Demostracion. Apliquemos el teorema de la convergencia dominada. Fijemos a a >
—1. Para a € (—1,1) podemos escribir

Ia+1)= fooo t%e”'dr. (2.2)
Para cada t > 0 se tiene que
lim *=1.
a—0"
Puesto que
1% =e%o8!y lim alogt=0.

a—0*
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De otro lado, paraa@ € (0,1) y t > 0,
0<t<1.
Por tanto, si fy (t) = t* e~ ! entonces se tiene que
0<|fa®|=t%""<e’ Vi>0,Vae(0,1),
ademas la funcion g(r) = e~ ! es integrable en (0,00):

o0
f e ldt=1<oo0.
0

Luego g sirve como funcién dominante y se cumple con las hipétesis del Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue o sea se puede intercambiar limite e integral en
(2.2):
oo 0o oo
lim T(a+1) = lim A t“e ' dr :fo (lim t%)e 'dr= fo e ldr=1.

a—07 a—0* a—0*

Por tanto,
Iim I'la+1) =1.
a—0*

O

Lema 2.2. Seal'(z) la funcion Gamma. Entonces, I es continua en el semiplano abierto
Re(z) > 0.

Demostracién. Sea zy un punto fijo en el semiplano Re(z) > 0, y elijase 0 < € < Re(zyp).

Para todo z € B.(zp), se tiene
Re(z) = Re(zg) —€ > 0.
Consideramos la representacion integral
[e.9]
I'(2) = f t“ e tdr,
0

vélida para todo z en dicha vecindad. Sea f () := t*"!e™’. Mostraremos que f,(t) con-

verge puntualmente a f,,(f) para t > 0, y que {f,(#)} estd dominado por una funcién
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integrable independiente de z. En efecto, para todo ¢ > 0,
lim f,(0) = t* e " = f,, (1),
Z—20
Ahora, escribamos z = x + i y. Entonces,
|fz(t)| — |tz—le—t| — tx—le—t < tRe(zo)—e—le—t = g(t)
Dado que Re(zp) — € > 0, se tiene que g € L (0,00), ya que
(e 9)
f g(t)dt =T(Re(zp) —€) < o0.
0

Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, se concluye que

lim I'(z) = limf fz(t)dt:f fo (D) dt =T (z0).
Z— 20 Z— 20 0 0

O

La funcién Gamma aparece de forma natural en las definiciones de derivadas frac-
cionarias, tales como la derivada de Riemann-Liouville y la derivada de Caputo. En
estos contextos, su presencia permite generalizar el operador diferencial a 6rdenes no

enteros, gracias a sus propiedades analiticas y de interpolacion continua del factorial.

r(x)

15

10

Figura 2.1: Funcion I'(x), con -3 < x <5.

La Figura muestra el comportamiento de la funcién Gamma real I'(x) en el in-

tervalo —3 < x < 5. Se observa que la funcién presenta polos simples en los enteros
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no positivos, donde diverge a infinito, lo que refleja la imposibilidad de extender el
factorial a esos puntos. Para valores reales positivos, la funcion es suave y continua,
y decrece rdpidamente para 0 < x < 1, alcanzando un minimo y creciendo luego de

forma exponencial.

Definicion 2.2. La funcién Beta, denotada por f(x, ), se define mediante la siguiente

integral impropia:
1
B(x,y) =f F - dr,
0

donde x, y € C con Re(x) > 0y Re(y) > 0. Para la convergencia de la integral impropia.
ver [26]. La funcién Beta esta relacionada con la funcién Gamma mediante la identi-

dad:
re)ray)

B(x,y) = Tty

En particular, la funcién Beta admite valores exactos en ciertos casos especiales

que resultan de gran utilidad. Algunos de estos valores notables son:

11
. ﬁ(i’i):”'
= B(L,1)=1.
1
= fBx,1)=—.
X

La funcion Beta es utilizada en el calculo de probabilidades, especialmente en la dis-

tribucion Beta, y en problemas de combinatoria y geometria diferencial.

1
Figura 2.2: Funcién f(x,y), para-3<x<5ey= >
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La Figura[2.2]muestra la grafica de la funcién f(x, y) para valores de x en el interva-
lo (-3,5), con y fijo igual a 1/2. Esta funcion presenta un comportamiento decreciente
para x > 0, mientras que para x < 0 se observan multiples discontinuidades verticales,
lo que indica la presencia de singularidades asociadas a valores de x donde la funcién
deja de estar definida. Este tipo de comportamiento es caracteristico de funciones es-
peciales como la funcion Beta, las cuales estdan definidas mediante integrales impro-
pias que divergen cuando los pardmetros toman valores no positivos. En este caso, la
eleccion de y = 1/2 resalta el contraste entre la region de convergencia (cuando x > 0)
y la regién donde la funcién no es integrable debido a la aparicién de exponentes ne-
gativos en la integral que la define.

En el contexto del andlisis de ecuaciones diferenciales fraccionarias, ademas de la
funcién beta, otro herramienta fundamental es la funcién de Mittag-Leffler. Estas fun-
ciones generalizan a la exponencial cldsica y juegan un papel central en la solucion de

ecuaciones que involucran derivadas de orden no entero.

Definicion 2.3. La funcién de Mittag-Leffler de un pardmetro a > 0 se define mediante

la siguiente serie infinita:

00 k

t
E, () = ——, donde t€C. 2.3
a(f) kX:‘bF(aknLl) onde te (2.3)

Debido al comportamiento asintético de la funcién Gamma, la serie converge absolu-
tamente para todo valor complejo de ¢, por lo que la funcion de Mittag-Leffler es una
funcién entera. Para més detalles sobre la convergencia de esta serie, ver [12]. Un ca-
so particular de gran relevancia se presenta cuando a = 1, ya que en esta situacion la

funcion de Mittag-Leffler coincide exactamente con la funcién exponencial.

Em=Y ——=Y —=¢.
! k;or(kﬂ) ,;)k!

Esto demuestra que la funcién de Mittag-Leffler generaliza la funcién exponencial, lo
que la hace especialmente relevante en el estudio del célculo fraccionario y en la mo-

delizacion de sistemas dindmicos con memoria y efectos heredados.

Definicion 2.4. La funcion de Mittag-Leffler de dos parametros, denotada por E (1),
se define mediante la serie infinita:
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E t) = _ 2.4
10 k;or(akﬂi) (2.4)

donde a >0y > 0. Debido al comportamiento asintético de la funcion Gamma, esta
serie converge absolutamente para cualquier valor ¢ € C, definiendo una funcién ente-
ra. Para una demostracion rigurosa de la convergencia absoluta, ver [12]. En particular,
si B =1 se tiene que:

Eq1 (1) = Eq(1),

ademads, algunos casos particulares son

Epa () =é,
otk oo 4k ] okl el 1
Era(t) = _ ’
120 k;or(kﬂ) kz (k+1)! tkz k+1) ¢
Ei3(t) = ’
13t kgof(k+3) k; (k+2)! 12 Z k+2) 22
y
Ep1(t%) = Z = Z = cosh(p),

S TRk+1) o 2k)!

E (tz)_i 12k _li p2k+1 _ senh(1)
2205 LTekr2)  t& ks

I I I I
0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.3: Mittag-Leffler con un pardmetro.

La Figura[2.3|muestra el comportamiento de la funcién de Mittag-Leffler con un pa-

rametro, definida en (2.3). Esta funcién constituye una generalizacién de la exponen-
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cial clasica, la cual se recupera en el caso particular @ = 1, es decir, cuando E; (x) = e*.
En la grafica se representan las funciones Ej ;2 (x), E; (x) y E»(x) en el intervalo x € [0, 2],

donde se pueden apreciar los siguientes comportamientos:

m Eya(x) ( ): Exhibe un crecimiento mds rdpido que el exponencial,
debido a que el denominador I'(k/2 + 1) crece més lentamente que I'(k +1). Por
ende, los términos de la serie decrecen més lentamente y su suma crece mas

rdpidamente.
» E;(x) (curva azul): Corresponde a la funcién exponencial cldsica e*.

s Fr(x) : Muestra un crecimiento més lento, ya que I'(2k + 1) crece
mucho mas rdpido, lo que reduce significativamente los términos de orden su-

perior.

En sintesis, al aumentar el paradmetro «, la funcién E,(x) muestra un crecimien-
to mds amortiguado. Este comportamiento es esencial en el andlisis de soluciones de
ecuaciones diferenciales fraccionarias, permitiendo interpolar entre dindmicas sub-

exponenciales y super-exponenciales segun el valor de a.

3.0~

20+

0.5 1.0 15 2.0

Figura 2.4: Mittag-Leffler con 2 pardmetros.

La Figura[2.4]representa la funcién de Mittag-Leffler generalizada con dos pardme-
tros (2.4). Esta expresion extiende atin mas la funcion exponencial, permitiendo una
flexibilidad adicional en la modelacién de fenémenos que involucran memoria o efec-
tos retardados. En ella, también se muestran las funciones Ej »(x), E; 3(x) y E22(x) en
el intervalo x € [0,2], destacando los siguientes aspectos:

» Ej5(x) (curva azul): Presenta un crecimiento mas rapido entre las tres, ya que

I'(k + 2) penaliza moderadamente los términos de orden superior.
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» E3(x) : Su crecimiento es mds lento que Ej »(x) debido al au-

mento en el pardmetro B, lo cual reduce el valor inicial de la funcién.

n Era(x) : Es la mds amortiguada, como resultado de un valor alto
tanto en @ como en g, lo cual disminuye significativamente los primeros térmi-

nos de la serie.

Por tanto, ambas figuras evidencian como los parametros a y f regulan la tasa de cre-
cimiento de la funciéon de Mittag-Leffler. Estas funciones son herramientas fundamen-
tales en el estudio de sistemas dindmicos fraccionarios, ya que permiten modelar com-
portamientos intermedios entre regimenes exponenciales y polinomiales, capturando

con mayor precision efectos de memoria o retardos.

Definici6én 2.5. Sean «, f > 0. Dada una matriz A € R"*”, la funcién de Mittag-Leffler
evaluada en A estd definida por medio de la siguiente serie convergente:

[es) Ak

EppA=Y —
pA) kzzor(amﬁ)

En particular, si tomamos § = 1, obtenemos
Eq(A) = Ea,l(A)-

Ademds, para el caso a = f =1, se cumple que

00 Ak 00 A A
Epi(A =y =
L1(A) = ,CZOF(k+1) k; k!

Observacion 2.1. En contraste con la funcién exponencial, la funcion de Mittag-Leffler

E,,1 no es multiplicativa en general. Es decir, para a € (0,1), no se cumple la identidad:
Eq1(At%)-Eq1(As) # Eq 1 (A(t+9)%),

salvo en casos muy particulares.

Proposicion 2.1. Sea a > 0. Entonces, la derivada respecto a t de la funcion de Mittag-
Leffler con un pardmetro satisface:

L B0 = = By a0
A
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Demostracién. Por definicién, tenemos:

o) tk
Fel= & Takry

cuya convergencia se analiza mediante el criterio del cociente. Al calcular el limite

lim

k—o0

M

' T(ak+1) |_
Tak+D)+1)|

se deduce que el radio de convergencia es infinito, dado el comportamiento asintético
de la funcion Gamma. Esto garantiza que E,(f) es analitica en todo el plano complejo.
En virtud del Teorema 8.1 de Rudin [24} p. 185], podemos derivar término a término

esta serie, obteniendo:
0o k tk_l

d
ar re1= ,; T(ak+1)

Haciendo el cambio de indice m = k—1, es decir, k = m + 1, tenemos:

d & (m+D™
T mzzo T(am+1)+1)’

usando la propiedad de la funcién Gamma, I'(z + 1) = zI'(z), se sigue que:
FNam+1+1)=T(am+a+1)=(am+a)'(am+ a),

asi, la derivada puede reescribirse como:

d @ (mepm 1@
%[Ea(t)] - an::O (am+a)Tlam+a) «a n;OF(am+a)'

Se concluye que:

i[E (t)]—lE (7)
e 7 o YT
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2.2. Derivada e integral de orden fraccionario

A continuacioén, presentamos algunas definiciones fundamentales del célculo frac-
cionario, un drea de las matemadticas que generaliza el concepto de derivadas e inte-

grales a 6rdenes no enteros.

Para definir una integral fraccionaria primero nos motivamos en resultados de una
integral entera. Para una funcion f que es Riemann-integrable sobre el intervalo finito

[a, b] R, se define el operador integral como

t
Iof (1) = f fadr, (2.5)

a
para cada t € [a, b]. Al aplicar este operador de manera iterada sobre una funcién, se

logra obtener la férmula integral de Cauchy para integrales iteradas [20} p. 64]

1
(n-1)!

t
I"f(o = f (t-0" f(mdr, neN, (2.6)

para cada t € [a, b]. Cabe destacar que, en el caso particular en que n = 1, la expresion
anterior coincide con la ecuacién (2.5). Dado que la funcién factorial, para nliimeros
enteros, puede extenderse al conjunto de los ntimeros complejos mediante la funcion
Gamma [4]]. Podemos reescribir como:

1 t
I"f(n = ﬁfa (t-0)"f(r)dr. 2.7)

De esta manera, se extiende la nocion de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville

de orden a € R™, la cual se presenta a continuacion.

Definicion 2.6. Sea f(¢) continua sobre el intervalo [a, b], definimos el operador inte-

gral fraccionario o integral de Riemann-Liouville de orden «, con @ € R* como:

1 t
JdYf(D) = ﬁja (t—9% 1 f(s)ds. (2.8)

En algunos libros esta integral es denotada por ,D;“ f(f). Note que cuando @ = n €N,

se obtiene (2.7).
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Teorema 2.1. Sea f(t) una funcioén continua en el intervalo [a, b]. Entonces se cumple:

lim o I{'f(6) = f(2).

Demostraciéon. Con el propésito de analizar el comportamiento de la expresion (2.8)
en el limite cuando a — 0%, consideremos una descomposicién de la funcién f(r) de

la forma:

f@=fO+[f@-f0].

Esta expresion permite reescribir la integral de Riemann-Liouville dada en (2.8) como

la suma de dos términos, a saber:

t
JdOf(D) = @ )f -0 f(dr+ — (t—r)“‘l[f(r)—f(r)]dr.

I'(a)

Analicemos el primer término. Realizando el cambio de variable u = £—7, esto implica:

- [0 1 g, L0 (=)
f(t )" f(Ddr _F( ) u du_F(a) ” .

I'(a)
Aplicando la identidad I'(a + 1) = aI'(a), se deduce que:

(t-a)® _ (-a)*
al(a) T(a+1)’

Luego, por Lema[2.1]se tiene que

(t—-a)”
m ———-=
a—0* T(a+1)

)

Por lo tanto,
f (1)

(t-1)*tdr = f(1.

a—»0+ I'la) f !

Ahora, con el fin de estimar el segundo término de la expresion, consideramos un va-
lor arbitrario 6 > 0. Este nos permite descomponer la integral correspondiente de la

siguiente manera:

t—6
@ )f t-D*f@) - fO] dt+ — (t D f@) - f(0)] dr.

1
I'(a)
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Esta particion separa el dominio de integracion en dos regiones, una en la que |t — 7| =

0,yotraenlaque |f—7| < 4. Analizando por separado, tenemos que

» Para|f—171|=6, dado que f es continua en el intervalo cerrado [a, b], y por tanto

acotada, entonces existe una contaste M > 0 tal que

M := sup |f(T)—f(t)| < oo.

T€la,t]

Con esto se puede estimar del primer término de la integral como sigue:

1 t—6 a1
sﬁfa (-0 f@) - f@)] dr,

1 t—0 a1 4
‘@fa - [f@-f©)]dr

t—6
< ﬁf (t—-1)%dr.
I'a) Ja

Realizando el cambio de variable u = ¢ — 7, esta integral se evalia como

-0 _ a5 a _ Y1
Mf (- 1) dr = M (_(t T) ):M(a (t-0) ).
I'a) Ja I'(a) a t-a I'a+1)
Finalmente, dado que
. a“=(-6)*

)

im
a—0" I'(a+1)

se concluye que el primer término tiende a cero, cuando @ — 0*.

» Para|t—7| <, dado que f es continua sobre el compacto [a, b], lo cual garantiza
que es uniformemente continua. En particular, dado € > 0 arbitrario, existe 6 > 0
tal que, si |t —1| < §, entonces se cumple que | f(7) — f(¢)| < €. Con esto, podemos

acotar el segundo término de la integral de la siguiente manera:

1 : a—-1
Smft_;f-ﬂ |f@ - f0)]dr,

t

< —
(@) Ji-s

1 t -
'% @ - f0] dr

(t—1)%dr.

Andlogamente al caso anterior, realizando el cambio de variable u = r — 7, esta

integral se evalia como

0 _\a
if (-1 Vdr = — (—(t 2
I'(a) Js ['(a) a

0)_8((t—6)“—t“)
5] T(a+1)
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Dado que
(t—)%—t®

m
a—0* I'(a+1)

=y

se concluye que el segundo término también tiende a cero cuando a — 0*. Por

lo tanto, considerando los limites de ambos términos, se concluye que

lim o I7f(0) = f(D),

Teorema 2.2 (Ley de exponentes). Sean a,u € R* y f(t) continua sobre [a, b], entonces

ATV FO = f (D).

Demostracion. Utilizando la definicion de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville

obtenemos

oIt (I8 f(D)

(r( )f (=0 lf(”””)

El—— —_o)H | — _a-1
F(:“)fa([ o) (F(a:)fa (0—-1) f(r)df)da

1 t g
— o \u-1 _a-1
r(a)r(u)fa” 7) (f -0 md’)d"’

intercambiemos el orden de integracion. Para esto, notemos que el dominio de inte-

gracion es el tridngulo en el plano (0, 7) dado por a < 1 < o < t. Asi, por lo tanto

t t
oI GIEf(D) = (@) (f (t—a)“_l(a—r)“_lda) dr, (2.9)

I'(a)I'(w) fa

ahora, haciendo el cambio de variable © = 0 — T obtenemos

t -7
f (t-0)* o - do f (t—(+w) " udu,
T 0

t-1
f (t—-17-wH 'u*du,
0

1)+ 1F(06)F(u)
Tla+w)

(t-
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Sustituyendo en (2.9) finalmente concluimos

1 ! a+p— 1F(“)F(N)
T(a )r( )f Fou=n v 4"

f (t-D)*** ! fr)dr,

oI (IS f(D)

F(a+ [0
AP F().
Ejemplo 2.1. Sea f(f)=1ya= %

1
oI2(1) = 24,

1 ft ~1/2
=— u du, (con T=t-u)),
V7 Jo

2
_ 2 A

VT

1
Observacién 2.2. Observe que, si aplicamos nuevamente oI; al resultado del Ejem-

plo[2.1} se obtiene:

> 13 (2
ItOI[ (1):01[ ﬁt ’
2

2 (1 3)
=—B t,
T \2 2

= t,
=ol; (1),

donde B(x, y) es la funcién Beta. Este resultado concuerda con el Teoremal[2.2]

A partir de la definicion anterior, al inicio del siglo XIX, Riemann y Liouville utiliza-
ron este concepto para definir lo que hoy se conoce como la derivada fraccionaria de
orden a de Riemann-Liouville.

Definicion 2.7. Sea a >0y f(¢) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]. La

derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden a se define como:

riDY f(2):=D"o I} % f(1), (2.10)
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donde t € (a, b], n = [a] € N; es decir, el menor entero mayor o igual a a, y D" = ;tn es

la derivada ordinaria de orden n. Asi

reDY (1) = f(t )" f(s)ds. (2.11)

( a) di”

Esta definicion requiere que la integral fraccionaria sea convergente, lo cual esta ga-
rantizado por la continuidad o la integrabilidad local de f(¢). Para més detalles sobre
la convergencia de la integral fraccionaria y propiedades adicionales, puede consultar-
se [12, p. 87]. Algunos casos particulares son los siguientes:

s Sia=neN, estadefinicion coincide con la derivada ordinaria.
reDIF(0) = F(0).

En efecto, de la definicién tomando a = n se tiene

reDYf(O (1) = a I f(n) = a’ (oI f (1))
! drn* ! den*t

Por el Teorema el operador oI? es exactamente la identidad. Como f es con-

tinua, tenemos oI f = f'y, por consiguiente,

RLD?f(t):d — = ™).

= Cuando 0 < a < 1, entonces n = 1y la definicién se reduce a:

rLDY f(1) = f(t ) %f(s)ds.

a)dt

Es importante destacar que la derivada fraccionaria generaliza el concepto de de-
rivada convencional, dicha derivada nos permite el estudios de diversos fenémenos
como: procesos de difusion anémala, sistemas viscoeldsticos, modelos de crecimiento

biolégico y tumoral y procesos financieros [5], [18] y [23].
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Observe que si ke R—{0} y a € (0,1), entonces

riDYk mdt.f (t—3$)"%kds,
“Ta- a)dtf ~kw™ du,
1 d (ki
_m—a)E( )
_ kr®
Tl-a)

Por lo que la derivada de Riemman-Liouville, para a € (0,1), es una constante di-
ferente de 0.

Teorema 2.3. Sea a > 0 y sea f(t) una funcion continua en el intervalo [a, b]. Enton-
ces, se cumple la siguiente identidad, que expresa la relacién inversa entre la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville y la integral fraccionaria de Riemann-Liouville:

rLDE(GIT f(0) = f(D).

Este resultado establece claramente que el operador de derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville es el inverso del operador de integral fraccionaria de Riemann-
Liouville, bajo condiciones adecuadas de continuidad. La demostracién rigurosa y de-
tallada de este resultado se encuentra en [12} p. 74].

El principal problema con las condiciones iniciales en sistemas que involucran la
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es que estas condiciones no tienen una
interpretacion fisica clara y directa [2], [7]. Asi es que a inicios del siglo XIX, el fisico
y matematico italiano Michele Caputo, inspirado por las limitaciones de la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville en la modelizacién y estudio de ciertos problemas

fisicos, propuso una definicién alternativa y mds simple para la derivada fraccionaria.

Definicién 2.8. Sea a > 0y f(#) continua en el intervalo cerrado [a, b]. La derivada
fraccionaria de Caputo de orden a se define como:

cDYf(1):=oI7*D" f(1), (2.12)

es decir,

oI"ED"f(1) = f (t—9)" L (s)ds, (2.13)
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donde f € (a,b], n=[al eNy f"(s) = ZZ{ es la derivada ordinaria de orden n de f. Para
asegurar la existencia y la convergencia absoluta de esta integral, se requiere que la de-
rivada ordinaria f? (¢) sea continua en [a, b] ver [20, p. 78]. Algunos casos particulares

son los siguientes:

= Sia=neN, serecupera la derivada ordinaria:

cD () = (0.

En efecto, de la definicién tomando a = n se tiene

n afd" an
cDif(Df() =0l/ ”(dtnf(t)):olf(dtnf(t)).

Por el Teorema el operador oI? es exactamente la identidad. Como f es con-

tinua, tenemos oI? f = f'y, por consiguiente,

di’l

— r(n
0=,

riD} (1) =

» Si0<a<1,entonces n=1yladefiniciéon se simplifica a:

1

a —
DI O=r"g

t
f (t—35)"%f'(s)ds.
0

Las derivadas de Riemann-Liouville y Caputo no coinciden, més concretamente, si

la funcién f () esta definida en el intervalo cerrado [a, b] y a > 0 se puede probar que

n—1 k
riDY f(8) =Dy f(1) = Z—f ©_jk-a

) 2.14
icoT(k—a+1) ( )

donde, n = [a] € N [12]. Note que la derivada fraccionaria de Caputo coincide con la

derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, siy solo si

fO=f©0=Ff©=-=f"0)=0.



CAPITULO 2. CALCULO FRACCIONARIO 45
Ejemplo 2.2. Sea f(t) =t" con a € (0, 1), luego
t nsn—l
D%(t™ = S, 2.15
T T el amse &1
haciendo el cambio de variable u = %, obtenemos
n 1 (tu)l’l—l
D¢t = tdu,
Dy (1) Tl-Jo (t-twe
n 1 (tu)n—l

)

t
I'l—a) JJo (t—tu)®
ntn—a 1 un—l

d
I'l-a)Jo (1-n)*

)

como
1 un—l
——du = nl-a),
fo (I-w* Al )
B I'(nI'l-a)
 T(n+l-a)°
Por tanto, a
I'(n)t"™
cD?(tn) — L
I'n+1—a)

— =0
a=1/10
a=3/4

- q=1/2

- a=1/5

— a=9/10

— a=1

02 o4 06 08 10

Figura 2.5: f(1) = 2.

La Figura (2.5) ilustra el comportamiento de la derivada fraccionaria de Caputo de

orden a € [0,1] aplicada a la funcién f(¢) = t2. Se observa que, al disminuir el orden «a,

la derivada fraccionaria se aleja del comportamiento de la derivada entera clasica y se

aproxima a una funcién mas suave. En particular, para a = 1 se recupera la derivada
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ordinaria % t? = 2t, mientras que para a = 0 se tiene ¢ D’ f(£) = f(1), es decir, la funcién
original.

Los casos intermedios de @ generan una transicion gradual entre estos dos extre-
mos, reflejando la naturaleza no local de la derivada fraccionaria y su capacidad para
modelar procesos con memoria. Esta representacion grafica permite visualizar de ma-
nera intuitiva como el orden fraccionario influye en la dindmica de funciones suaves,
lo cual resulta particularmente relevante en el estudio de sistemas dindmicos fraccio-

narios donde intervienen fenémenos de tipo disipativo o con efectos histéricos.
Proposicion 2.2. Sean f(t), g(t) funciones continuas sobre [a,b], conn—-1<a,u<n
con n €N, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

cD%% =0 keR,

ii.
cDIGOIFf(D) = f(1),

iii.

n-1 fk
0)
oI&(cDEf(D) = f() - ];) th’“,
iv.
cD¥ (DY fF(1) = cDH f(D),
v.
cDI(Af(1)+ Bg() = AcD{ f(t)+ BcDi g(1),
Vi.
n
, a _
g(lir}cht f(t) = dtnf(t)
Demostracion. i. Seaa >0y f(t) = kcon k € R, utilizando la definicién de derivada

fraccionaria de Caputo obtenemos

D% = ;ft(t—s)”_“_ld—n(k)ds—o
T Ti—a) Jo dr’ e
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ii. Sea¢ =1%f (1), esfacil probar de manerarecursiva que Dk(p =0,parak=0,1,---,n—
1. Luego, por (2.14) se tiene que

cDF I (1) = reDy (0 I7 f(0) = f(1).

iii.

n-1 g(k) 0
oIS (D F(1) = f()- Y % £
k=0 :

Sea n = [a], de modo que n—1 < a < n. Para demostrar la identidad, comenza-

mos calculando
oIf (cDFf0) = oI (oI~ (7 (1)).

Luego, utilizando el Teorema 2.2} se sigue inmediatamente que
oI (0I77%() = oI,

y por tanto

oIf (cDFf(0) = oI} (£ (1).

Cuando 7 es un entero positivo, se tiene la conocida relaciéon

n—1 r(k) 0
oI 0) = fiy - 3 L0 gk

i K

Sustituyendo este resultado en la igualdad anterior, se concluye que

n-1 f(k)(o) r
oI €DFf ) =0} (FP W) = f) - ¥ =1,
k=0 :

que es precisamente la identidad requerida.

iv. A partir de (2.13) obtenemos

cD% (DY f(1)

t 1 dn
f (t—9" % '—(cDif(s))ds,

:r(—) dst

dl’l
n a—1 n p-1 4"
F(Vl a)f (= dsn(r(n ,u)f (s— dpnf(r))dp ds,

intercambiando el orden de integracion, donde el dominio es el triangulo en el
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plano (s,p) dadoporO<p<s<t,

cD%(cDif() =

1 " ! n-a-1l,._ n—u-1 )
T(n-a)(n-p)Jo dp” (f(p))(fp (=) (s=p) ds|dp,

ahora, haciendo el cambio de variable s = p + (¢t — p)r obtenemos

— 1 § _ 2n—a—u—1(f1 _ h—a-1_n-pu-1 )
" Tm-a)T(n-wJo dp” (f(m)-p A 1-r r dr|dp,

1
Tn-a)T(n—-w Jo dp"

. ’ 2n—-a- —1(
) t- !
T(n-a)L(n-wJo dp” (f(m)t-p

—;ft(t— )”—“—ﬂ—ld_n(f( ))d
" Tn-a-wlo p dp" plyap,

= D F(D).

(f(p) (- F1B(n—pun—a)dp,

'n-wlr'(in—a) ) d
r2n-—a-puw ’

v. Sean fy g continuas, con a > 0. De la definicion tenemos que
CD“(ﬂf(t) +p6g(1) =

f (t—9)"" ‘“ (itf(S)+,6g(S))

F(n a)

n—a—1
F(n cr)f(lf 9 ( ds" )ds

n
_h—a-1q9 & _ ah—a-1
(fo (t=9) Adsn(f(s))ds+f0 (t—3) o

B F(n—a)

= ft(t—S)n_a_ld—n(f(S))dS+ p ft(t_s)n—a—l dr (g(s)ds
T(n-a) ds" Tn—a)lto dsn & ’

=AcD{ f(t) + BcDY g(1).

vi. Se sigue directamente de las definiciones (2.13) y (2.1).

Observacion 2.3. En particular, cuando 0 < a < 1, iii, implica que

olfcDg f(1) = f(1) - f(0).
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2.3. Sistema dinamico fraccionario de Caputo

En esta seccion, estudiaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales de orden
fraccionario utilizando la derivada de Caputo. Comenzamos por introducir las defini-
ciones y conceptos fundamentales que nos permitirdn comprender el comportamien-
to dindmico de los sistemas modelados.

La derivada de Caputo representa una extension natural de las derivadas conven-
cionales, permitiendo un andlisis mas preciso de fenémenos complejos. Su uso es par-
ticularmente ventajoso en el estudio de sistemas dindmicos de orden fraccionario, ya
que su formulacién es mas intuitiva y facilita la imposicién de condiciones iniciales en
términos de valores clésicos, lo que la hace especialmente 1til en la modelizacion de
sistemas fisicos.

En contraste, la derivada de Riemann-Liouville, aunque fundamental en la teoria
del célculo fraccionario, presenta ciertas dificultades en aplicaciones practicas. En par-
ticular, su dependencia de la integral fraccionaria hace que la formulacién de condi-
ciones iniciales sea menos directa y, en muchos casos, mds compleja de interpretar en

términos fisicos [9].

Una de las motivaciones clave para el uso del célculo fraccionario en sistemas diné-
micos es su capacidad para capturar fenémenos con efectos de memoria y herencia.
A diferencia de las derivadas de orden entero, que describen procesos locales en el
tiempo, las derivadas fraccionarias incorporan la historia completa del sistema en su
evolucion. Este rasgo no local resulta esencial para modelar una amplia variedad de
procesos reales, como la difusién anémala, el comportamiento viscoelastico, la biolo-

gia de poblaciones y el control de sistemas con dindmicas heredadas.

En particular, consideraremos ecuaciones diferenciales fraccionarias del tipo:
cDix(t) = f(t,x(1), tela,bl, x(a)=x,

donde D¢ denota la derivada de Caputo de orden «a € (0,1). Estudiaremos tanto su
definicion formal como los aspectos cualitativos y cuantitativos del comportamiento

de sus soluciones.
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Definici6n 2.9. Sea I = [0, T] con T >0y sea QQ < R” un abierto conexo. Fijemos 6rde-

nesO<aj<lparaj=1,...,n. Sean
_f]':IXQ_’R, (l’,_X:)'—’f‘j(t,.X),

funciones continuas y local-Lipschitz en su segunda variable. El problema de valor ini-

cial fraccionario de Caputo asociado queda definido por el sistema

CD?,lxl(t) = fl(t)xl(t))xZ(t)’---rxn(t)))
cDPx2(0) = fot, x1(8), X2(1), ..., X (1)),

tel,
cD{" xn(0) = fult, x1(0), x2(2), ..., X4 (1)),
sujeto a las condiciones iniciales
x;(0) = xjo, j=1,...,n, conxo:(xlo,...,an)TeQ.

En el caso particular si @ = a; = a2 - - @y, el sistema se suele escribir como:

2.16
x(0) = xo, ( )

{ cD¥x(t) = f(t,x(1)) a€(0,1),

donde f(t,X(t)) = (fl(t,X(t)),fz(t,X(t)), ,fn(t,X(t)))T, X(t) = (xl(t))x2(t))"' )x}’l(t))T)
x(1) eQcR™

Al igual que en el caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con
condiciones iniciales, los sistemas que incorporan la derivada fraccionaria de Caputo
satisfacen un resultado fundamental de existencia y unicidad de soluciones, basado en
el enfoque de Picard. Este resultado garantiza, bajo hip6tesis adecuadas de regularidad
y continuidad, que el problema de valor inicial asociado admite una tnica solucién
local, la cual puede expresarse mediante una ecuacion integral de tipo Volterra. En
particular, para derivadas de orden «a € (0,1), se establece el siguiente teorema, cuya
demostracion se desarrolla en detalle a continuacion. Para versiones generales de este

resultado pueden encontrarse en [9] y [12].



CAPITULO 2. CALCULO FRACCIONARIO 51

Teorema 2.4. Sea a € (0,1) y considérese el siguiente problema de valor inicial para un
sistema auténomo con derivada de Caputo:

cDfx(8) = f(x(1)),

x(o) = X0,

(2.17)

donde f = (f1,..., fn) : Q — R" es continua en un abierto conexo Q c R", y satisface una
condicion de Lipschitz en Q. Entonces, el problema admite una unica solucion
continua en un intervalo (0, T, la cual estd dada por la siguiente ecuacion integral de
Volterra:

x(1) = x0+mf (t— 9 f(x(s) ds. (2.18)

Demostracion. Consideremos el problema de valor inicial dado por donde f :
Q — R" es continua y satisface una condicién de Lipschitz en un abierto conexo Q c
R”". Sabemos que el problema anterior es equivalente a la ecuacion integral de Volterra
(2.18). Establezcamos un intervalo [0, T'] tal que la solucién permanezca en un subcon-
junto compacto D c Q, y definamos el espacio de funciones continuas

C([0, T1,R™),
con la norma del supremo:
xll:= sup [lx(2)].
t€[0,T]

Definimos el operador de Picard:

T (x)[t] —xo+mf (t— 9% f(x(s) ds.

La idea es probar que 9 tiene un punto fijo en una bola cerrada de radio R > 0 en
C([0, T1,R™), 1a cual corresponderd a la tinica solucién del problema integral, y por tan-

to, del problema fraccionario original. Definimos una sucesién de funciones por:
Xxo(t) := x9, constante,

y para k = 0, definimos recursivamente:

Xig1(8) = xwmf (t—8)* 7 flxr(s)) ds.
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Luego, sea L > 0 una constante de Lipschitz de f en D c (), es decir:

If(x)—fMI<Lix-yll, Vx,yeD.

Queremos mostrar que {x;} es una sucesion de funciones uniformemente acotadas.

Observemos que si || f(x)|| < M para todo x € D, entonces para cada k,

a—1 M a
2 () = 1 = s )fu 9 ds =

Luego,
a

M
X Ol < lxoll + ———T":=R
I X1 (O < lIxoll Ta+l)

Asi, si tomamos T suficientemente pequeino, se puede asegurar que xi(t) € D para

todo k, y por tanto la sucesion esté bien definida. Analicemos la diferencia:

s (£) — xk(t)||<m f (= 9% F (e () = f(xpr(s) 1 ds.

Aplicando la condicion de Lipschitz:

L ! a—1
a1 (8) = X (D] < —f (1= 9 V1 xx(8) = X1 () ds.
T@

Tomando el supremo en ¢ € [0, T], obtenemos:

a

Xiee1 — Xl < X — Xpe—1l.
lXks1 — Xkl F(a+1)" k= Xi—1ll
Definamos
. LT?®
1= Ta+1)’
Entonces,

[ Xk+1 — Xkl < gllxg — Xp-1 .

Si g < 1, lo cual se puede asegurar tomando T suficientemente pequeiio, la sucesion
{xr} es contractiva, y por lo tanto es de Cauchy en C([0, T],R"). Por ultimo, como C([0, T],R")
es un espacio de Banach, la sucesion converge uniformemente a una funcién x(f) €
C([0, T1,R™), y esta funcion es solucién de la ecuacion integral (2.18). Por lo tanto, x(#)
es solucion del problema original en el sentido de Caputo. La unicidad se sigue de la
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contraccién: si x y y son dos soluciones, se repite el argumento con la condicién de

Lipschitz y se concluye que || x - y|| =0, por lo que x = y. O

Ahora, para la nocion de flujo, tengamos en cuenta que en los sistemas dindmi-
cos ordinarios, la evolucién temporal estd gobernada por un flujo ¢, que satisface la
propiedad semigrupo:

¢t+s = (pt o Qbs-

Sin embargo, en los sistemas fraccionarios con derivada de Caputo, esta propiedad
no se mantiene debido a la dependencia no local del operador. Para esto, basta ver el
siguiente contraejemplo en el caso escalar lineal. Considérese

cD{ x(t) = Ax(1), x(0) = xo, A eR\{0}.

La solucion es
x(8) = Eg(At%) xo,

donde E, es la funcién de Mittag-Leffler. Supéngase vélida la propiedad de semigrupo.
Entonces, para todo s, =0,

Eq(A(t+8)%)x0 = Eq(At%) Eo(As%)x0.
Dividiendo por xy # 0y fijando A # 0 se llega a
Eq(A(t+9)%) = Eo(At%) Eo(As*) Vs, t=0. (2.19)

Sin embargo, para a € (0,1) la identidad es falsa (puede comprobarse, por ejem-
plo, evaluando en ¢ = s = 1 y usando el hecho de que E, no es multiplicativa). La inica
posibilidad para que se cumpla es a = 1, caso en el cual E; (z) = e* y la igualdad
se reduce alaley exponencial e?'*9) = eMes Asi, sia € (0,1), la hip6tesis de existencia
de un flujo conduce a una contradiccién; por ende, las herramientas basadas en flu-
jos y semigrupos (p. €j. teoria ergodica cldsica, recurrencia de Poincaré, secciones de

Poincaré, etc.) no se trasladan directamente al contexto fraccionario.
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2.4. Analisis de estabilidad

Diversos estudios han abordado la estabilidad de sistemas de orden fraccionario,
destacando su relevancia en el contexto de las ecuaciones de Caputo. Por ejemplo,
el trabajo de Podlubny (1999) establece una base sélida para la comprension de la
estabilidad en sistemas de este tipo, sefialando que "la teoria de sistemas de orden
fraccionario abre nuevas oportunidades para modelar sistemas dindmicos comple-
jos" (Podlubny, 1999) [20]. Esta perspectiva invita a investigar mds a fondo los teoremas
y definiciones que rigen la estabilidad en el &mbito de las ecuaciones diferenciales de

orden fraccionario.

Alo largo de este capitulo, se presentardn definiciones claves y teoremas relaciona-
dos con la estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario,
utilizando la derivada de Caputo como herramienta principal para el andlisis. Se dis-
cutird como estos conceptos se interrelacionan y se aplican en diferentes contextos,

proporcionando una vision integral del estado actual de la investigacion en esta area.

Definicién 2.10. Sea A € R"*" una matriz constante y sea a € (0, 1). El sistema diferen-

cial lineal fraccionario de Caputo asociado a A se define por

{CD;*x(t) = Ax(t),
telI=1[0,T),

x(0) = xo,
donde x: [0, T] — R" una funcién absolutamente continua.

Esta funcion x(f) describe la evolucion temporal del sistema asociado al campo

vectorial lineal F(x) = Ax, donde A € R™*" es constante.

Teorema 2.5. Sea a € (0,1) y A € R™" una matriz constante. Para t = 0, considérese el

siguiente problema de valor inicial fraccionario:

cD¥x(1) = Ax(1),

x(0) = xg € R".
Entonces, la tinica solucién estd dada por

x(1) = Eq 1 (A1%) xo.
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Demostracion. Veamos que x(t) = E4 1 (At%)xo es solucion del sistema. Para esto, pro-

baremos que:
c DY (Ea1 (At%) x0) = Ax(1).

Usando las propiedades de la derivada de Caputo, obtenemos:

DY (Ey1(At%xg) = x Da(—)
DY (Eq,1 (At%) x0) ozz:oc \T@ks D

00 Ak
— R 12/ ak
0 L ok © f(e)
Ak 1 t d
— . f—§) ¥ ak d
x"k;r(akﬂ) F(l—a)f( Vg
00 k
= X Z A f(t—s) ksl ds.
F(ak+1) F(l a)

Haciendo el cambio de variable u = %, se obtiene:

Akak ! -a ak-1
Tkt DI a)f (t—ut) " *(ut) tdu

o),

0o k ak—-a 1

Z ATkt f(l—u)_“u“k_ldu
.

%0 ) 7

cD% (Eq 1 (At%)x0) =

Fak+1DI'Q-a)

Akaktak a

Faks Dra_al@kl-a),
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luego, aplicando las propiedades de la funcién beta, se obtiene:

x  Akgkr¥k-e  T(ak)T(1-a)
) = xO Z I“ .

=1 (ak+DI'l-a) T'(ak+1-a)

0 Akgfrak-a I'(ak)
= x() Z .

oy akl'(ak) T(ak+1-a)

[ee) Aktak—a
_x‘)k;r(akﬂ—a)

00 Aj+1 taj

= Xo - m (con el cambio j =k-1)

CD(tx (Ea,l (At“)xo

Finalmente, por la unicidad del Teorema (2.4), se concluye que x(t) = E4,1 (At%)xp es la

tnica solucion del sistema. O

Definicion 2.11. Un punto 1 es llamado equilibrio del sistema fraccionario de Caputo
(2.17), siy solosi, f(n) =0.

Definici6n 2.12. Sean € R” un punto de equilibrio del sistema fraccionario de Caputo
(2.17). Ademas, sea a € (0,1) y consideremos la matriz jacobiana D f(n) evaluada en
dicho equilibrio. Decimos que el punto de equilibrio 77 es hiperbdlico fraccionario si
todos los valores propios A de la matriz D f(n) cumplen simultdneamente las condi-
ciones siguientes:
o
IAM#0 v largA)|# -

Aqui, arg(1) denota el argumento principal de A en el plano complejo. Cuando a =1,
esta definicién coincide con el concepto clédsico de equilibrio hiperbélico en sistemas

dinamicos ordinarios

Observacion 2.4. En el caso de ser a = 1 la definicion coincide con la de puntos no
hiperbélicos de un sistema dindmico de orden ordinario, ya que en este caso |ar g(1)| #
7/2, es decir, la parte real de los valores propios de la matriz D f () es diferente de cero.

Definicion 2.13. Sean un punto de equilibrio del sistema fraccionario con derivada de

Caputo (2.10). Decimos que el punto de equilibrio 71 es:



CAPITULO 2. CALCULO FRACCIONARIO 57

1. Estable si, dado cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que para toda condicién inicial
Xo que satisfaga:
Ixo—nll <9,

la soluciéon x(t) del sistema cumple que:

lx(t)—nll <&, paratodo t=0.

2. Asintéticamente estable si ademds de ser estable, existe un y > 0 tal que para

toda condicion inicial xy que satisfaga:

lxo—nll <7,

se verifica la condiciéon adicional:

Jtim (0=

3. Globalmente asint6ticamente estable, si es asintoticamente estable y la condi-

cién de convergencia se cumple para toda condicién inicial xy € R", es decir:

lim x(t)=n, paratodo xy€eR".
t—+oo

La norma || - || es considerada como la norma euclidiana en R", aunque otras nor-
mas equivalentes pueden ser utilizadas sin afectar esta definicién. Esta definicion ge-
neraliza naturalmente los conceptos cldsicos de estabilidad y estabilidad asintética co-
nocidos para sistemas ordinarios, manteniendo su esencia y relevancia en el contexto
fraccionario.

El siguiente lema constituye un resultado fundamental para la transformacion de
problemas de valor inicial fraccionarios, lo cual simplifica considerablemente el estu-
dio de la existencia, unicidad y estabilidad de soluciones en sistemas dindmicos frac-
cionarios.

Lema 2.3 (Transformada de Laplace de Caputo). Seaa >0, n—1<a <nconneN
tal que y(x) € C"(R"), y(”) (x) € L1(0, b) para algtin b > 0 y existen las transformadas de
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Laplace (ZLy)(s) y £L(D"y)(s). Ademds,

lim (Dky)(t):O para k=0,1,...,n-1.
t—+o00

Entonces, la transformada de Laplace para la derivada fraccionaria de Caputo cum-
ple:

n—1
(LCcDEYI($) = s (L)) = Y. s L D*y)0), (2.20)
k=0

en particular, si0 < a < 1, entonces:

(LCcDEy)(s) = s%(ZLy)(s) = s* (0. 2.21)
Ver en [12], Teorema 7.1, p. 314, la demostraciéon de este lema.

Teorema 2.6. Sea0 < a <1 y sea A € R™" una matriz constante real. Considerése el
sistema lineal fraccionario de Caputo

cD¥x(t)=Ax(t), t=0.
Definamos la matriz caracteristica
A(s) = s%I— A, seC.
Si todas las raices de la ecuacion caracteristica
det(A(s)) =0,

satisfacen
Re(s) <0,

entonces el punto de equilibrio x = 0 es globalmente asintéticamente estable.
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Demostracion. Sea 0 < a <1y considérese el sistema lineal fraccionario
cDf x1(8) = anxi (£) + arp X2 () + -+ + a1, X (1),
DY x2(1) = a1 x1 () + age X2 () + -+ + azp X (1),
1 _ x;(0) = xio. (2.22)
cDf xn (1) = am x1(8) + Ana X2 (1) + -+ + AppXn (1),
Paracadai=1,...,n definamos
[e.0]
Xi(s) = L1{xi(D}(s) =f e *'x; (1) dt.
0
Aplicando el Lema (2.3) a cada ecuacién se obtiene
sYX1(8) = s¥ 7 x10 = a1 X1 (8) + a12Xo(8) + -+ + a1 X (s),
$YXo(5) — $% 1 Xo0 = a1 X1(8) + Az Xo(8) + - + Az X (5),
4
SaXn(S) - Sa_lxno = an X108) + a2 Xo(8) + -+ appXu(9).
Estas n ecuaciones pueden agruparse como
s—an  —ap ... —aip |[Xi(9) X10
—ay  $Y—axp ... -—az, |[|X2(s) a1 | X20
=5
—anl —Aap2 v S¥=apn [\ Xn(s) Xno
Sea A(s) = s*I— A. Multiplicando la igualdad anterior por s se llega a
X1(8) X10
Xo($) _1 o | 20
) =A(8)s (2.23)
Xn($) Xno

La hipétesis del teorema implica que todas las raices de det(A(s)) = (0 satisfacen Re(s) <

0; por consiguiente A(s) es invertible para Re(s) = 0 y sus polos permanecen en el se-

miplano izquierdo. Asimismo, lim A™!(s) = (~A4)"! = —A"!, ya que A es invertible bajo

s—0+
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la misma condicién espectral. De (2.23) resulta entonces

lim s X;(s) =0, i=1,...,n,
s—07F

pues a > 0. Como sX;(s) no tiene polos en Re(s) = 0 (distinto, a lo sumo, de s = 0), las
condiciones del Teorema del valor final de transformadas de Laplace se cumplen y

lim x;(¢) = lim s X;(s) =0, i=1,...,n.
[—o0 s—0%
Por lo tanto, el equilibrio x = 0 es globalmente asint6ticamente estable. O

Corolario 2.1. Supongamos que a € (0,1) y consideremos el sistema lineal fraccionario
dado por:
cD¥x(1) = Ax(1),

donde A € M, (R). Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sitodas las raices de la ecuacion caracteristica det(AI — A) = 0 satisfacen:
an
larg(M)| > —,
2
entonces la solucién del sistema es globalmente asintéticamente estable.

2. Sitodas las raices satisfacen:
an
larg(A)| = 7,

y ademdis las raices que cumplen la igualdad |arg(A)| = n/2 tienen multiplicidad
geométrica igual a su multiplicidad algebraica, entonces la solucién del sistema

es estable (no necesariamente asintoticamente).
Demostracién. Consideremos la ecuacion caracteristica del sistema fraccionario:
det(s*I—-A) =0,

donde podemos hacer el cambio de variable A = s*. Entonces, cada raiz A corresponde

aunaraiz s = 1'% en el dominio complejo.

an
= Caso 1: Supongamos que todas las raices cumplen estrictamente |arg(1)| > -
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Esto implica que, al considerar s = 1%, se tiene:

_largW)| _ 7w
larg(s)| = o > 5"

Luego, todas las raices s se ubican estrictamente en el semiplano complejo iz-
quierdo (es decir, tienen parte real negativa), esta condicion implica que la solu-

cion del sistema lineal fraccionario cumple:
lim x(¢) =0,
t—+o00

y dado que el sistema es lineal y el punto de equilibrio x = 0 es el tico posible,
esta estabilidad es global y asint6tica.

= Caso 2: Supongamos ahora que todas las raices cumplen la condiciéon mas débil:
an
larg(A)| = 7,

y aquellas raices que cumplen la igualdad tienen multiplicidad geométrica igual
a su multiplicidad algebraica. En este escenario, las raices s asociadas pueden
ubicarse sobre la linea imaginaria; es decir, con parte real cero. Esta ubicacién
de las raices genera soluciones estables (no divergentes ni convergentes a cero
necesariamente). Bajo estas condiciones, la solucion del sistema sigue siendo

estable, aunque no necesariamente asint6ticamente estable.

Nota 2.2. Observemos que cuando a = 1 recuperamos el resultado clasico de las ecua-

ciones diferenciales ordinarias.

Nota 2.3. La regién de estabilidad esta delimitada por las semirectas +an/2 dibuja-
das en el semiplano Re > 0, concretamente estd es la region solida que se muestra la

siguiente Figura:
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O<ax<l a=1

Figura 2.6: Regiones de estabilidad.

En el estudio del comportamiento asint6tico de sistemas dindmicos fraccionarios
con derivada de Caputo, resulta esencial extender adecuadamente las nociones clasi-
cas de estabilidad y estructura local en torno a los puntos de equilibrio. En particular,
conceptos como atractor, repulsor y punto silla pueden definirse rigurosamente en
este contexto, teniendo en cuenta las modificaciones necesarias que impone la natu-
raleza no local del operador fraccionario. A continuacion, se presentan definiciones
formales que capturan estas ideas para sistemas de orden fraccionario a € (0, 1), des-
tacando los valores propios de la matriz jacobiana y su relacién con la estabilidad de

las soluciones.

Definicion 2.14. Sea n € Q un punto de equilibrio, y sea A = D f(n) la matriz jacobiana
evaluada en 7). Se dice que 1 es un punto silla fraccionario, si los valores propios de la

matriz A contiene al menos un valor propio A € C tal que:

dA; con |arg(A))| < ? (direccién inestable),

31, con |arg(Ay)| > ? (direccioén estable).

Ejemplo 2.3. Considérese el sistema fraccionario lineal en R? dado por

1 V3

cD¥x(t) = Ax(r), x(0)= V3 1

0
, A=
1

Los valores propios de la matriz Ason 1;, =1+ iV3, y por tanto, |arg(A1;2)| = % Apli-

cando el Teorema (2.6), se concluye que el sistema es localmente asint6ticamente es-
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table si y solo si
an
Iarg(/l)l > 7

En este caso, se deduce que el sistema serd asint6ticamente estable inicamente para
o6rdenes a < % Para a = 0,6, el origen actiia como un atractor, mientras que para a =

0,7, el origen deja de ser estable, y las soluciones tienden a divergir.

Este ejemplo pone de manifiesto una diferencia estructural importante entre los
sistemas cldsicos y los fraccionarios: en presencia de los valores propios con parte real
positiva, la estabilidad del sistema fraccionario puede preservarse si el orden « es su-
ficientemente pequefio. En contraste, tal comportamiento no es posible en sistemas
ordinarios de primer orden, donde cualquier autovalor con parte real positiva implica
inestabilidad.

Ejemplo 2.4. Considérese ahora el sistema fraccionario lineal definido por

0 1
-1 0|

Los valores propios de A son Ay, = +i, de modo que |arg(A; )| = % Nuevamente,

0
, A

cD¥x(t) = Ax(t), x(0)=

por el criterio del Teorema (2.6), la estabilidad asint6tica se alcanza si y solo si

T an
—>— < a<l.
2 2

Por lo tanto, el sistema es asintéticamente estable para todo a € (0, 1), y deja de serlo
precisamente en el caso cldsico a = 1. Para distintos valores de a € (0, 1), incluyendo
a=0,9ya=0,95. En ambos casos, el origen actia como atractor, lo que contrasta con
el comportamiento del sistema ordinario (a¢ = 1), en el cual las soluciones describen

Orbitas cerradas (centro) y no son asint6ticamente estables.

Este ejemplo refuerza la idea de que los sistemas fraccionarios con derivada de
Caputo pueden exhibir estabilidad asintética en situaciones donde el sistema clésico
no la presenta.

Definicién 2.15. Sean fy g campos vectoriales de clase C' definidos sobre abiertos
U,V cR". Sean ¢,y ¢ los flujos generados por f y g respectivamente. Diremos

que fy g son localmente topolégicamente equivalentes si existe un homeomorfismo
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h:U — V tal que:
ho@; r(x)=¢;goh(x), paratodo x€ B(xg, 7)< U,

donde xy € U y B(xp,r) es una vecindad abierta de xy en U.En otras palabras, las tra-
yectorias del sistema generado por f son mapeadas, mediante h, en las trayectorias

del sistema generado por g, preservando la orientacién temporal.

Teorema 2.7 (Teorema de Hartman—-Grobman para sistemas diferenciales fracciona-
rios [25]). Sea E un subconjunto abierto de R" que contiene el origen, sea f € C'(E),
y sea ¢; el flujo del sistema no lineal dado por (2.16). Supéngase que f(0) = 0 y que
la matriz A = D f(0) no posee valores propios con parte real nula. Entonces, existe un
homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene el origen sobre un conjunto
abierto V que también contiene el origen, tal que para cada xy € U, existe un intervalo
abierto Iy c R que contiene al cero, y para todo xy € U y t € Iy se cumple:

Ho,(xo) = E(At")H(xp), 0<a<1.

Nota 2.4. La demostracion del teorema anterior es atribuible a [13]. Es importante se-
fialar que, tras realizar una revision exhaustiva de dicha demostracion, se han detecta-
do errores formales significativos. En particular, aunque se introduce adecuadamente
la nocion de un "flujo fraccionario"mediante la inclusién de un operador auxiliar para
corregir la ausencia del semigrupo clésico, la invertibilidad de dicho operador auxiliar
no es debidamente justificada. Ademads, en una de las ecuaciones fundamentales del
argumento existe un error que imposibilita alcanzar la conclusién buscada por los au-
tores. Asimismo, la demostracion del teorema de linealizacién usa resultados aun no
probados que el autor considero intuitivamente ciertos, emplea de forma directa las
técnicas y enfoques utilizados en el caso entero, sin antes asegurar que los operadores
involucrados mantengan las propiedades necesarias, especialmente la invertibilidad
y los dominios de definicién adecuados. Esto conduce a una brecha légica, al asumir
implicitamente propiedades anélogas a las de un semigrupo clésico, que no estdn ne-

cesariamente garantizadas en el contexto fraccionario.

Observacion 2.5. Este teorema es una extensién natural del teorema cldsico de Hartman-
Grobman a sistemas fraccionarios. La equivalencia topolédgica implica que el compor-

tamiento cualitativo local de las trayectorias del sistema no lineal coincide con el del
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sistema linealizado, preservando la estructura de estabilidades e inestabilidades loca-
les.

Ejemplo 2.5. Consideremos el sistema fraccionario no lineal con derivada de Caputo
de orden a = 1/2 dado por:

2 N
cDZx1(1) = x1 + Xp + Y X5 + X3,
2 N
cDZxp(1) = —x1 + X + Y x5 — X3, (2.24)

1
5 b
cDZxs(t)=x3 -2y,

donde b > 0 es una constante. A continuacion, determinamos los puntos de equilibrio

resolviendo el siguiente sistema:

e

Ne e
x1+x2+7xf+x3:0, —x1+x2+7xf—x3:0, xg—b—xgzo.

Es sencillo verificar que los puntos de equilibrio son:

\%i47) _n3/2b Vb

2’ 4 2

1n1=1(0,0,0), n2=|-

Luego, realizamos la linealizaciéon en cada equilibrio:
» En7;:la matriz de linealizacién es

111
Dfy=|-1 1 -1 |,
0 0 -h¥Z

cuyos valores propios son Ay = —bg, Ap=14+i,yA3=1-1.

1l an =n
Como a = =, — = —. Observamos que:
2 2 4

T T
larg(A)| =7 > 7 larg(Az3)| = e

Dado que se cumple la igualdad en algunos valores propios y no se contradicen
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las hipétesis del Teorema [2.6, concluimos que 717; es estable (pero no necesaria-

mente asintéticamente estable).

» En 7,:1a matriz de linealizacién es

1-7 1 1
Dfmy)=|-1-= 1 -1 |,
0 0 -b¥E

cuyos valores propios son

M =2bvn, Ap3=2-m+iVna2+4n+4.

Observamos claramente:

T T
larg(11)|=0< 7 larg(Az,3)| > T

La presencia de un valor propio con argumento cero (parte real positiva) implica

que el punto 7, es inestable.



Capitulo 3

Modelo fraccionario para la fiebre del

dengue

El modelado de brotes epidémicos, como la fiebre del dengue, se ha beneficiado de
ecuaciones diferenciales fraccionarias, que mejoran la aproximacién a las dindmicas
de transmision. Para ejemplificar esto, estudiemos el modelo de Diethelm [8] intro-
duce un modelo de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario con derivadas de
Caputo con a € (0,1), diferenciando 6rdenes para humanos a; y mosquitos a,,. Es-
te enfoque simula con mayor precision el brote de 2009 en Cabo Verde, superando el

modelo clasico de primer orden.

La fiebre del dengue, una enfermedad viral transmitida principalmente por mos-
quitos Aedes aegyptiy Aedes albopictus, ha experimentado un crecimiento significativo
en sumagnitud y propagacién en las tltimas dos décadas, segtin la Organizaciéon Mun-
dial de la Salud afectando a mds de 2.5 mil millones de personas en zonas tropicales.
En ausencia de vacunas, comprender su dindmica de transmision es vital para disefnar
estrategias de control, enfocadas actualmente en la gestion de vectores [16]. Modelos
matematicos recientes sugieren que los vectores del dengue podrian expandirse hacia
nuevas areas, como Europa Central y del Norte, en las proximas décadas [6].

Los modelos clésicos de ecuaciones de primer orden, aunque utiles, no logran re-
plicar con precision brotes reales. Como alternativa, se proponen ecuaciones de orden
fraccional, cuyo enfoque permite capturar mejor las complejidades de la transmision,
ajustandose mas fielmente a los datos empiricos. Diethelm [8] ofrece una aproxima-

cién precisa que contribuye al control y prevencion del dengue en regiones vulnera-

67
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bles.

Iniciaremos con una breve revision del modelo matemadtico clasico utilizado para
describir la dindmica de los procesos de infeccion y recuperacion. Este modelo se fun-
damenta en ecuaciones diferenciales de primer orden. Sin embargo, estudios recientes
[21] han sefialado que dicho modelo no logra ajustarse adecuadamente a los datos es-
tadisticos obtenidos en un brote real de la enfermedad. En consecuencia, proponemos
una versién modificada del sistema de ecuaciones, en la cual utilizamos ecuaciones
diferenciales de orden fraccionario utilizando la derivada fraccionaria de Caputo [3],
[16].

3.1. Modelo clasico

El modelo matemaético que describe la dindmica de una epidemia de fiebre del den-
gue se basa en la descomposicion de la poblacién humana en tres grupos: susceptibles,
infectados y resistentes o recuperados, mientras que la poblacién de mosquitos hem-
bras se divide en dos grupos: infectados y susceptibles. Consecuentemente, notemos

que:

Nh(t) = ntmero total de humanos,

Ry () = namero de humanos que han adquirido resistencia contra la infeccién,
I,(t) = nimero de humanos infectados,

Sh(#) = namero de humanos susceptibles,

N (t) = nimero total de mosquitos hembras,

Iy (t) = nimero de mosquitos hembras infectados,

Sm () = nimero de mosquitos hembras susceptibles.

Todos ellos considerados en el instante de tiempo ¢. Notemos que:
No(®) = Rp(0) + Sn(0) + In(8) 'y Nm(#) = Sm(8) + Im(2),

por lo que generalmente Ry, Iy, Sh, Im, ¥ Sm son funciones independientes que nece-
sitan ser descritas, mientras que las otras dos, N, y V,, dependen de estas cinco fun-
ciones. Dado que los mosquitos machos no juegan un papel en el proceso, de ahora en
adelante hablaremos simplemente de "mosquito” cuando nos referimos a "mosquitos
hembras".
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El modelo cléasico [17], consiste en un sistema de cinco ecuaciones diferenciales

ordinarias para las cinco funciones independientes, que toma la forma siguiente:

Bh = i (N — Sn) = 322 St I,
A = P St — (un +7) T,
\ % =Y Ih — pnRp, (3.1)
B = A- L0 T~ mSm,
A = Lol ST — i .

En este sistema, yy, denota la tasa de mortalidad per cdpita de los humanos, y uny, es
el valor correspondiente para los mosquitos. Ademés, y representa la tasa de recupe-
racion de los humanos, es decir, el reciproco del intervalo de tiempo promedio entre
la infeccién y la inmunizacion, y b es la tasa de picaduras, o sea, el nimero prome-
dio de picaduras por mosquito por dia. Las probabilidades de transmisién de humano
a mosquito y viceversa se denotan por B, v Pn, respectivamente. Finalmente, m de-
nota el namero de fuentes de sangre alternativas (no humanas) disponibles para los
mosquitos, y A es una tasa constante de reclutamiento para los mosquitos. Una carac-

teristica particular de este sistema es:

th_dSh+dRh+%
dt dr dr dt’
=ph (Npn—=Sh—Ih—Rp) =0.

Es decir, el niimero total de seres humanos es constante. De manera similar, obtene-

mos:

AN _ dSwy  dl
dt  dr dr’
:A_/Jm(sm“'lm)»

= A - /,LmNm.

El objetivo es ahora utilizar este enfoque para modelar el brote de la enfermedad que
ocurri6 en las islas de Cabo Verde en el afio 2009. Por lo tanto, las Ecuaciones (3.1) pue-
den considerarse un modelo adecuado para representar la epidemia. Ademads, se sabe

que los humanos son la tinica fuente de sangre para los mosquitos en este sistema, por
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tanto podemos asumir que m = 0. También, en observaciones generales han mostrado
que el numero total de mosquitos N, también permanece constante [17], lo cual im-
plica que A = uy Ny Los demads parametros también han sido identificados, de hecho,

los siguientes valores son apropiados [21]:

_ 1 _ 1
Hh = 773650 Hm = 1p»

Pn=0,36, Pm=0,36,

b=0,7, Y =3

Luego, el sistema (3.1) puede resolverse con estos pardmetros, sujeto a las siguientes

condiciones iniciales:

Sn(0) =55784,  I;(0) =216, Ru(0)=0,

(3.2)
Sm(0) =168000, Iy(0)=0.

Observemos el niimero de humanos infectados I, en el brote de Cabo Verde de 2009:

8000 /\

L / — - real data
6000 / \\ — classical model, eq. (2) |
@ \.
g 5000 A5,
= 4 1
B 4000 / = \ \
6 1
2 ;
= 3000 / / \ 3

/// \‘
- S
Op‘)/ D Mg e
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
time [days]

Figura 3.1: Comparacion de los resultados obtenidos mediante el modelo clésico. Fi-
gura adaptada de [8].

lo que refleja el hecho de que la poblacién de mosquitos en esta isla remota estaba
inicialmente sana, y que el virus fue introducido en el ecosistema por humanos infec-
tados que viajaron. Sin embargo, resulta obtenidos con el sistema clasico solo propor-

ciona una correspondencia pobre con los datos reales de infectados. Por tanto, busca-
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remos ahora modificaciones del modelo que conduzcan a resultados més precisos.

3.2. Modelo fraccionario

En los ultimos anos, se ha observado que los modelos basados en derivadas de or-
den fraccionario ofrecen una mejor concordancia entre los datos medidos y los simu-
lados en comparacion con los modelos clasicos basados en derivadas de orden entero.
Esto ha motivado a algunos investigadores a modificar modelos tradicionales para in-
corporar derivadas fraccionarias.

Un primer intento en esta direccion fue realizado por Pooseh [21], quienes propu-
sieron reemplazar las primeras derivadas en un modelo original por derivadas fraccio-
narias de Riemann-Liouville del orden «a € (0,1). Sin embargo, este enfoque presenta
dos problemas principales. Primero, las ecuaciones diferenciales resultantes no per-
miten que las funciones constantes resuelvan la ecuacion, lo que va en contra de la
suposicion de que ciertas cantidades (como Ny, y Ny,) deben permanecer constantes.
Segundo, las derivadas de Riemann-Liouville no son compatibles con condiciones ini-
ciales clésicas, lo que puede llevar a situaciones sin solucién. Para resolver estos pro-
blemas, Diethelm [8] se sugiere optar por la derivada fraccionaria de Caputo las cual
fue definida en el capitulo anterior, estd permiten manejar estas situaciones de manera
mads adecuada.

Luego, dado que no encontramos motivos para suponer que los mosquitos deban
seguir el mismo comportamiento que los humanos, introducimos dos 6rdenes distin-
tos para los operadores diferenciales: ay, y an. El primero se utiliza para describir la
evolucion de los humanos, mientras que el segundo se aplica a los mosquitos. De esta
forma, sustituimos el sistema por:

cD™Sy = (Nl = Sp) — 22228y I,

Np+m

b
DIy = 32 Sy I — (tn +7) In,

~ Npt+tm
3 ¢D{"Ry =yIh—unRy, (3.3)
D" Sm = A= L2080 Iy — i S,
cD I = %smlh — timIm.

Este es el sistema que usaremos para modelar nuestro problema. Note que en el ca-
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soque an =1yany =1, el sistema se reduce al sistema clasico (3.I). Hasta ahorano
hemos mencionado c6mo elegir los 6rdenes de los operadores diferenciales, es decir,
los valores ay, y am, ya que Diethelm [8] hace un estudio totalmente empirico. Prime-
ramente, dados los datos reales se resuelve el sistema (3.3) variando los pardmetros ay
y am; especificamente, utilizan ay,, ay € {j/100: j =1,2,...,100}. Una comparaciéon de
los resultados demostré que se obtuvo una aproximacion particularmente buena con

an =1y anp en el rango de [0,75, 0,8].

6000

—#- real data

S fractional model, alpha_m = 0.76
5000 i

— fragtional model, alpha_m = 0.77

-~ fractional model, alpha_m = 0.78
4000

3000

infected humans

2000

1000

-]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

time [days]

Figura 3.2: Soluciones correspondientes para a, =1y an, € {0,76,0,77,0,78}

Note que estas soluciones numéricas ofrecen una aproximacion significativamente
mads precisa a los datos reales mostrados en la Figura[3.1). Los valores menores de am,
ajustan mejor los datos en la fase inicial de la epidemia, antes del pico de infecciones,
mientras que valores mayores de an, resultan en una mejor aproximacion en la fase
posterior del brote.

Luego, para mejorar la precision del modelo, Diethelm [8] hizo mds experimentos
numéricos adicionales variando ciertos parametros. Observamos que los 6rdenes de
las ecuaciones para los grupos humanos se modelan adecuadamente al fijar a, = 1, lo
cual preserva los valores de uy, B, by ¥ sin ajustes. Ademads, como S, es una probabi-
lidad, no depende del orden a,. Por tanto, solo el pardmetro py, requeria ajuste, para

lo cual exploraron valores en el rango up, € {j/1000: j = 40,41,...,245} y probamos in-
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teracciones con ay, € {j/100: j =60,61,...,100}. Encontrando una mejor precisién con
am=0,95y um =0,196,

6000
— - real data
5000 fractional model,
alpha_m = 0.77, mu_m = 0.100
4000 __ fractional model,
alpha_m = 0.95, mu_m = 0.196
g
£
2 3000
el
[o)
B
Rl
< 2000
1000
0
0 10 20 30 40 50

time [days]

Figura 3.3: Comparacion de los resultados obtenidos mediante el modelo de orden
fraccionario.

Aqui se observa que ambos modelos fraccionales coinciden hasta el pico de infec-
ciones, y la fase posterior se ajusta mejor con estos pardmetros modificados. Siguien-
do la investigacion propuesta por Diethelm [8], nos propusimos analizar los puntos de
equilibrio y examinar la estabilidad del sistema en nuestro estudio, confirmando em-
piricamente los resultados obtenidos, teniendo en cuenta todas las condiciones dadas.
Considerando el sistema:

cDlsy ) ((56000) — S) — 82900 g, 1

= (71 365 (56000)

CDzl‘Ih _(0(;3(?3(()(()))7)8 In ((71-%365) (%))Ih’

cD}Ry = () Ih— (7453 B (3.4)

A

3
1 _ (1 (0,36)(0,7) 1
cD{Sm = (55) (16800) — “=e5007 Smtn = (55) Sm

3
1 _ (0,36)(0,7) 1
cDilm = “(56000) Smlh— (O)Im-

Note que el tinico punto de equilibrio del sistema (3.4) es n = (56000,0,0,16800,0),
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punto de equilibrio libre de infeccién. La matriz de la linealizacion asociada a este

punto de equilibrio es:

- (775w) 0 0 -0 5600
0 —((sm5m) + (3)) 0 0900 500
D(f(m) = 0 (3) () O 0 ’
0 - S0 (16800) 0 - (0) 0
0 o (16800) 0 0 ~ (),

cuyos valores propios asociados son: A1 = 0,229, A, 3 = —1.4012 x 1072,0, =-0,1 yAs =
3
—-0,67733, notando que todos los |arg(1;)| > Y siendo asi un punto de equilibrio

globalmente asint6ticamente estable.

En conclusion, a partir de los datos obtenidos del brote de fiebre del dengue en
las islas de Cabo Verde en 2009, se observé que un modelo basado en ecuaciones di-
ferenciales no lineales de orden fraccionario, utilizando la derivada de Caputo, logra
simular la dindmica de la epidemia con una precisién considerablemente mayor en
comparacioén con los enfoques cldsicos que emplean derivadas de primer orden. Es-
te resultado no solo se corrobora con la observacion empirica de los datos, sino que
también esta respaldado por la teoria investigada, que demuestra que los modelos de
orden fraccionario pueden capturar de manera mas efectiva los fenémenos complejos
y las irregularidades en los datos epidémicos, superando las limitaciones de los mode-

los tradicionales.
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