Capitulo 2

(GGeometria Analitica

En este capitulo trabajaremos en el estudio de las figuras planas, entre ellas las rectas
y conicas, y la relaciones que existe entre ellas, en la naturaleza encontramos esta figura
aunque esta en el espacio si las miramos con detenciéon las podremos mirar en un plano, el
movimiento de los planetas elipse, el lanzamiento de un proyectil una parabola, El célculo
de cuerpos celestes ajenos al sistema solar que entren en él, atraidos por el sol describen
una trayectoria en forma de hipérbola, por lo que puede ser calculado su camino con toda
precision.

2.1 Introducciéon

La geometria es una parte importante de la matematica que tiene por objetivo el estudio de
las figuras que se encuentran en el plano (o en el espacio). En el desarrollo de este capitulo,
usaremos la terminologia habitual de geometria, entre otros tenemos

Recta: Es una linea sin principio ni fin que describe de forma idealizada de un hilo tenso
en el plano formado por una cantidad infinita de puntos.

Segmento: Es una parte de la recta que se encuentra entre dos puntos en la recta que
representan el principio y fin de este, llamados extremos.

Por otro lado, el concepto de analitica se refiere al analisis que se necesita y se ocupa
para poder obtener la resoluciéon de problemas, lo que nos lleva a la definicion del concepto
de geometria analitica que esta dada por el analisis que se realiza a las distintas figuras
geométricas, que son subconjunto del plano, las cuales son definidas mediante funciones
proposicionales o expresiones algebraicas.

Para representar el plano real, donde se encuentras las figuras, recurriremos al producto
cartesiano entre conjuntos, que en nuestro caso se denota por R x R o de otra manera R?,
que esta constituido por todos los “pares ordenados”.

Estas ideas basicas son las que nos permitiran iniciar el estudio de algunas figuras planas
de la geometria.
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2.2 Plano Cartesiano

Iniciamos este estudio, recordandonos las nociones béasicas de plano cartesiano.
Para ello tenemos que el producto cartesiano esta dado por

RxR=R*:={(z,9) |2,y € R}

Un elemento de R?, es un par ordenado (z,y), donde z es la primera coordenada o abscisa
e y es la segunda coordenada u ordenada del punto (z,y)

Ademés dos puntos en el producto cartesiano son iguales si y solo si las abscisa y
ordenadas son iguales, es decir, se cumple que

Vo, y, 2,y € R) (z,y) = (",y) & (x=2" Ay =1y)

Un representacion del producto cartesiano es el plano cartesiano, que se construye con
dos rectas perpendiculares (ejes, un horizontal y otro vertical) que se intersecan en un
punto(origen), un elemento del producto cartesiano, se representa con la intersecarse de
la recta vertical que pasa por el eje horizontal en el valor de la abscisa y una horizontal que
pasa por el eje vertical en el valor de la ordenada

2.2.1 Distancia entre dos Puntos

La distancia entre dos puntos, corresponde asignarle un valor numérico no negativo al
segmento que une estos dos puntos. Esta designacion deberfa cumplir algunas propiedades,
bésicamente estas son que la distancia o longitud entre puntos iguales es cero, que la distancia
no depende del sentido en que se mida y la longitud entre dos puntos es menor que la longitud
que se obtiene por la via de més segmentos.

En la recta real R, la distancia entre dos puntos esta dada por

dist(a,b) = |b — a| con a,beR

la cual cumples las tres propiedades basicas anteriores.
Para extender esta definicion al plano cartesiano, usaremos el teorema de Pitagoras de
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modo obtener una férmula para la distancia entre dos puntos en el plano.

Sean P, € R?, donde P = (z1,y1),Q = (72,92). La distancia entre ellos la denotaremos
por dist(P, Q)

Grafiquemos los puntos P, () en el plano cartesiano, y tracemos un triangulo rectangulo,
con las rectas paralelas a los ejes coordenados.

I -

g .

Luego por teorema de Pitagoras tenemos que
(hipotenusa)? = (cateto opuesto)? + (cateto adyacente)?

Observacion: Recordemos que la hipotenusa representa el lado que se encuentra opuesto al
angulo de 90° en la figura, el cateto opuesto que esta representado por la base del triangulo
y cateto adyacente el lado restante.

(hipotenusa)? = (cateto opuesto)? + (cateto adyacente)?
donde  (dist(P,Q))? = (z3—21)%+ (y2 — 1)? /y
entonces |dist(P,Q)| = \/(372 —21)% 4 (Y2 —y1)?

Observacion: La distancia representa una longitud, por lo cual esta siempre es no negativa.
Definicién 2.2.1 Sean P,Q € R? con P = (x1,51) vy Q = (z2,y2) entonces la distancia
entre los dos puntos es

dist(P, Q) = \/(x2 — 21)% + (yo — 11)?

O
Ejemplo 2.2.2 Considere los puntos (—2, —1) y (2,2) en R?, calcule la distancia entre ellos.
Il

Soluciéon 1. Denotemos los puntos de la siguiente forma:
A=(-2,-1)y B=1(2,2)

luego calculemos la distancia entre ellos

dist(A,B) = /(2= (=2))’+ (2= (=1))?
V(2 +2)2 2+1)
R AGK +()

[l
S
ol O
I 1
ot ©
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Por lo tanto, la distancia que existe entre los puntos A = (=2, —1) y B = (2,2) es 5, o bien
dist(A, B) =
Proposicién 2.2.3 Sean P,Q, R € R? entonces
a dist(P,Q) =0 es equivalente a P = Q.
b dist(P,Q) = dist(Q, P).

¢ dist(P,Q) < dist(P, R) + dist(R, Q).
Ejemplo 2.2.4 Demuestre que los puntos (—2,—1),(2,2), (5,—2) son los vértices de un

tridangulo isosceles O
Solucién 2. Sean los puntos A = (—2,—1),B = (2,2) y C = (5,—2) en R%
Sabemos que dist(A, B) = 5, calculada en el ejemplo anteriormente, entonces ahora

calcularemos las distancias faltantes para verificar si A, B'y C' son los vértices de un triangulo

isosceles.
dist(A,C) = /(65—(-2))?+(—2—(-1))?
= VA9 +1=+50=5/2

dist(B,C) = +/(56—2)2+4 (-2 —2)2
= V9+16=v25=5

En resumen se tiene lo siguiente
dist(A, B) = dist(B,C) = 5, dist(A,C) = 5V/2.

por lo tanto concluimos que los segmentos que se encuentran entre los puntos A, B y C
forman un tridngulo isésceles y no es equilatero.

Observacion: Recordemos que un triangulo es isésceles cuando tiene dos lados de igual
longitud.

Ejemplo 2.2.5 Encuentre todos los puntos que pertenecen a R? y que estan a una distancia
igual a 1 del origen (0,0). O

Solucién 3. Sea P = (x,y) € R? tal que dist(Q, P) =1, donde Q = (0,0). Como

dist(Q, P) = 1
VE-02+(y-0? = 1
/1-2 + y2 — 1

x? = 1—9?

/()?

Ahora veremos cuales son esos punto, como 22 = 1 — y2, donde z? representa un nimero
positivo, luego para que se cumpla la igualdad 1 —3? también debe ser positivo, por lo tanto:
11—y

y?

Y]

ININ IV

0
Ly
1
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De este modo se tiene que y € [—1, 1] entonces

.’172 — 1_y2 \/

= +1—9?
Por lo tanto
P:(I',y):< 1_y27y>0 P:(.Clﬁ,y):(— 1_y27y) COHyE[—l,l].

Observacioén: La ecuacion 22 + y? = 1 graficamente corresponde a una circunferencia
unitaria o de radio 1, ya que son todos los puntos que estan a una unidad de origen, figura
que estudiaremos més adelante en este capitulo.

2.2.2 Punto Medio

Definicién 2.2.6 Dados P;, P, € R2, los extremos de un segmento, se dice que R es el punto
medio del segmento P(Q) si y sélo si

dist(Py, R) = dist(R, )

P2(362,y2)
R(z,y)

Py(x1,y1)

Atin mas general, se tiene que
Definicién 2.2.7 Sean P;, P,, R € R?, se dice que R divide al segmento P, P, en la razon r
si y so6lo si
r =dist(P, R) : dist(R, P,).
Esto quiere decir:
_ dist(Py, R)
"7 dist(R, Py)

Determine las coordenadas de punto que cumple tal condicion

Sean P, = (z1,y1), Po = (22,y2) y R = (x,y), de modo que satisface la siguiente razon

- diSt(Pl, R)
"7 dist(R, Py)’

Apliquemos thales, en la siguiente figura
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luego obtenemos que

dist(P,R) x—x

"= dist(R,P) a3 —x

Despejando = obtenemos

r — r—T1
To—T
r(zg —x) = x—x;
r4+rr = rx+
x(1+7r) = reg+m
—  rxatx
r = 1+r

Anéalogamente
dist(P,,R) y—uw
T = =
dZSt(R, Pg) Yo — Y

Despejando y obtenemos

r = e
_ Ty ko
Y 1+r

Asi obtenemos que las coordenadas de R son:

R:(fv,y)=<

rTo + X1 TYo + Y1
1+r > 147

El caso particular en que r = 1, se tiene el punto medio, y esta dado por:

To+T1 Y2+ U
M= (o) = (250 )

Proposicién 2.2.8 Sean P, P, y M € R?, tenemos que el punto medio del segmento PP,

esta dado por:
M — $2+I1’?J2+y1
2 2

donde P; = (z1,y1) y Py = (22, y2).

Ejemplo 2.2.9 Encuentre el punto medio del segmento AB donde A = (5,3) y B =
(—10,-2) O
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Solucién. Calculemos separadamente x e y

_mp+a —10+45 5

2 2 2

ety 243 1
222
(_

Por lo tanto el punto medio del segmento AB es el punto

5
29

N =

).

2.2.3 Puntos Colineales

Sean P; = (z1,y1), P» = (w9,92) v Ps = (x3,y3) € R?, por propiedad Proposicion 2.2.3 de
distancia obtenemos
diSt(Pl, Pg) S diSt(Pl, PQ) + diSt(PQ, Pg)

Observando la grafica

P:s(xs’y;a)
P2(902~,2/2)

Py(x1,1)

Se tiene que dist( Py, P3) = dist(Py, Py) + dist( Py, Ps), luego

d’iSt(Pl, Pg) = \/(1'3 - :L‘l)Q + (y3 - y1)2
dist(Py, Py) V(2 — 1)+ (12 — 11)?
dist(Py, P3) = /(x5 — 22)%+ (y3 — y2)?

entonces

diSt(Pl, P3) = dist(Pl, Pg) + diSt(PQ, P3)
Vs =212+ (ys —y1)? =/ (22— 21)? + (y2 — 91)? +/ (23 — 22)* + (y3 — 92)?

Consideremos los siguientes cambio de variables

a4 = Ty — X1, b= 1x3— T3,

de lo cual se tiene que x3 — x1 = a + b.
De manera similar definimos

C= Y2 — Y1, d=vys — Y.
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y obtenemos que y3 —y; = c+d
Reemplazando, de modo de facilitar la simplificacion, se obtiene

Via+b)*+ (c+d)? Va2 + 2+ Vi +d /()

(a+b)?+ (c+d)? a’ + 4+ 24/(a® + ) (b + d?) + b* + d*
a® +2ab + b? + 2 + 2cd + d? a? + 2+ 24/ (a® + 2) (b2 + d?) + b + d°

2ab + 2cd = 2\/(a®+ 2)(b* + d?) /3
ab+ cd = V(a2 +A) (1 + )
a’b? + 2abed + Ad? = (a®+ A + d?)
a’b? + 2abed + Ad? = a?b® + a?d® + Ab* + Ad?
2abed = a’d® + 2b?
a’d? — 2abed + 2b? = 0
(ad — cb)? =0

Entonces ad — cb = 0, volvemos a las variables originales que son
a=1T9—2, C=1Ys—Y, b=xT3—2x2, d=1ys—1ys
Por lo tanto, obtenemos

ad = c¢b
(o —21) (Y3 —y2) = (Y2 —y1)(w3 — x2)

Definicién 2.2.10 Sean Pj, P, P3 € R? diremos que P, = (x1,11), P = (z2,12) y P3 =
(x3,y3) son colineales si y s6lo si

diSt(Pl, Pg) = diSt(Pl, PQ) + diSt(PQ, Pg) o bien (.132 — I1)<y3 — y2) = (yQ — yl)(l’g — Ig)

Ejemplo 2.2.11 Encuentre el conjunto de todos los puntos colineales a P = (13,3)
Q =(9,15).

Soluciéon. Sean P, y R colineales, luego por la definicién anterior se tiene que

Ow <

dist(P,Q) = dist(P, R) + dist(R, Q)

equivalentemente
(2 — 21) (Y3 — y2) = (y2 — Y1) (73 — T2)

En este ejemplo tenemos que P = (13,3) = (z1,41); Q = (9,15) = (23,93) y R = (22,1y2) =
(x,y) entonces obtenemos

(z —13)(15 — y) (y—3)(9 — =)
152 — 2y — 195 + 13y 9y — xy — 27 + 3z
122 +4y = 168
y — 16812

4
y = 42 -3z

Por lo tanto R € {(z,y) € R | y = 42 — 3z}.
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2.3 Ecuacion de la Recta

La geometria euclidiana nos ensena que dados dos puntos distintos, existe una tnica recta
que contiene a los puntos.

De este modo se tiene que una recta es el conjunto todos los puntos colineales a dos
puntos dados.

Sean Py, P, € R?, luego la recta que pasa por los P, = (z1,y1), Po = (72, 12) es

Lpp, = {(z,y) € R* | (22— z1)(y — 92) = (y2 — y1) (2 — 72)}

Llamaremos linea recta o simplemente recta a la figura geométrica que resulta al graficar los
puntos de este conjunto en el plano cartesiano R2.
Observacion: Para una mayor comodidad de escritura, al conjunto que forma una recta

Lpp, ={(z,y) € R® | (z2 —21)(y —y2) = (y2 — w1)(z — 2)}

lo denotaremos por su ecuacion, es decir,

Lpp,: (2 —21)(y —y2) = (12 — y1)(x — x2)

Ejemplo 2.3.1 Hallar las ecuaciones de la recta [ que pasan por los puntos (5, —9) y (1, 3).
O

Solucién. Sabemos que (5,—9) y (1,6) € [, donde (5,—9) = (x1,v1) ¥ (1,6) = (22, ¥2)
tenemos )
(,y) € R* | (z2 — 21)(y — v2) = (42 — y1)(x — 22)}
(z,y) €R*| (1 -5)(y—6)=(6—(-9))(x -1}
(z,y) eR?* | —4(y—6) =15(z — 1)}
(z,y)
(z,y)

€R?| —4y+24 =15z — 15}
€ R?| 15z + 4y — 39 = 0}.

o~ e~ e~ e~ o~

2.3.1 Ecuaciones de la Rectas
Definicion 2.3.2 Sean P, = (x1,y1), P» = (72, y2) € [ puntos distintos, se define la pendiente
de la recta [ en los siguientes casos

a Si xo9 = x1, diremos que la pendiente es infinita, y escribiremos m = oo entonces la
recta [ es
I={(z,y) €R* : z=2,} o l:x=mx

b Si x9 # x4, se define la pendiente

Y2 —
m =
To — X7

entonces la recta [ es
l={(z,y) €R* : y=max+b} o l:y=ma+b

con
Lol — T1Y2

To — T

b
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O

Observacion: Un caso particular es cuando la pendiente de [ toma el valor 0, es decir m = 0
entonces la ecuacion de la recta [ es

l={(z,y) €eR* : y=0b} o l:y=b

Dependiendo del valor de la pendiente se puede se pueden distinguir dos tipos de inclinacion
al graficar una recta, es decir, cuando la pendiente es positiva tenemos que es creciente y
cuando es negativa es decreciente

m>0 o m<0

este comportamiento lo observaremos mediante dos ejemplos, la recta graficada de color rojo
y = 3x + 5 es creciente y la recta graficada de color azul y = —2x + 4 es decreciente

y=-22+4 20 1 y=3x+5

15
10

En los otros casos, la grafica de las rectas cuando m = oo son graficas verticales del forma
que tiene la de color rojo y cuando m = 0 son graficas horizontales corresponde a la forma
de color azul, dada en la siguiente figura

Ejemplo 2.3.3 Sean A = (6,11) y B = (13,4) € R? dos puntos que pertenece a la recta [.
Calcule la pendiente de la recta [. 0

Solucién 1. Sean A = (x1,y1) = (6,11) y B = (22,92) = (13,4), reemplazando en la
formula de la pendiente tenemos:
Yyo—y1  4-—-11 =7
m = = =

= =—=-1.
To — X1 13—6 7
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Por lo tanto, la pendiente de la recta [ es —1.

Ejemplo 2.3.4 Calcule las pendientes de las rectas que pasan por el punto medio del
segmento AB con A = (5,7), B = (12,3) y que pasan por un punto que es colineales a
los puntos de C' = (16, 14) y D = (8, 10). O

Solucién 2. Sea A = (5,7) y B = (12,3), luego el punto medio de AB esta dado por:

Q= (2 ) = (2.3 = (5.9) = (49

Consideremos los puntos colineales a C' = (16,14) y D = (8,10) que denotaremos como
P = (a,b). Reemplazando tenemos que

(T2 —z)(ys — 1) = (Y2 —y1)(w3 — x2)
(a —16)(10 — b) = (b—14)(8 — a)
10a — ab— 160 +16b = 8b—ab— 112+ 14a
4a — 8b = —48

a = 2b — 12

Reemplazando a = 2b — 12 en el punto P = (a,b), tenemos que P = (2b — 12, )
Luego si @ = (¥,5) = (z1,51) y P = (2b — 12,b) = (22, y») su pendiente es

Y2=y1

Tro—T1

_ b=5 _. 7& 41
2012177 4
2b—10

4b—41

m =

Por lo tanto todas las rectas que pasan por el punto medio del segmento AB y por los
posibles puntos colineales de C' y D tienen como pendiente

W10
M= a2

=

El problema esta representado por la siguiente figura,
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Donde @ = (i, 5) es el punto medio del segmento AB y Py, P», P, Py, P5, Ps, Pr, Py, Py
son algunos puntos colineales a C'y D
Finalmente sus ecuaciones estan dadas por:

ly:(y—>5) = 4212:}1[1)(5’: — 177) o bien z = 137

donde P, = (2b — 12,b) punto colineal de C'D, con b € R.

A continuacién daremos algunas indicaciones para determinar la ecuacion de la recta, dependiendo
de los datos proporcionados por el problema.
Primer Caso: Se conoce un punto de la recta y su pendiente.

La ecuacion de la recta [ queda totalmente determinada con un punto P, = (z1,¥1) y su
pendiente m.

a) Si la pendiente m = oo entonces la recta es:

l:x=ux
b) Si la pendiente m € R, luego sea P = (z,y) € [, otro punto de la recta, asi tenemos que
m = Y=v
T—x1

1
m(x_xl) = Y-

N Py

Pl(ﬂﬂlayl)

Proposicién 2.3.5 Sean P, = (z1,y1) € R? un punto de la recta y m € R donde m
representa la pendiente de la recta | entonces la ecuacion de la recta estd dada por:

y—y1=m(z— 1)
Ejemplo 2.3.6 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto A = (11,3) y su
pendiente es m = 13. O

Solucién 3. Como la recta pasa por el punto A = (z1,y;) = (11,3) y su pendiente es
m = 13, reemplazando en la ecuaciéon de la propiedad anterior, se tiene

y—uhn = m(x—iﬁl)
y—3 = 13(x—11).

Por lo tanto la ecuacion de la recta esta dada por

y = 13z — 140
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Segundo Caso: Se conocen dos puntos de la recta.
Sabemos que la ecuaciéon de la recta [ queda totalmente determinada por dos puntos.
Sean Py = (x1,v1), Py = (79,92) € R? puntos en la recta
a) Si x1 # x9, reemplazando en la definiciéon de pendiente obtenemos

Y2 — 1
m =
To — X1

para luego reemplazar en el caso anterior, y obtener
Ly —y=m(z — 1)

Si x; = x5 entonces la ecuacién es

l:x=ux.
Proposicion 2.3.7 Sean Py = (12, 3s), P1 = (z1,y1) € R? con 11 # x4, entonces la ecuacion
de la recta que pasa por dos puntos dados es:

Y=t = Y2~ U1 (x —x1) con x1 # a9
To — X1
Ejemplo 2.3.8 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,9) y por el punto
(5, 7).
Solucién 4. Ya que la recta pasa por los puntos A = (z1,y1) = (1,9) y B = (x2,92) =
(5, 7).

Reemplazando A y B en la definicion de pendiente tenemos

I e

ro—x1 b—1 2

m

Y la pendiente en ecuaciéon obtenida anteriormente tenemos lo siguiente

y—y = mr—m)
y—9 = —5@—-1)
y = —%x—l—l—;

Observacion: Tenga presente que, la ecuacion de la recta no varfa, al considerar en diferente

orden los puntos.

Ejemplo 2.3.9 La recta [ interseca al eje Y en el punto (0,6) y pasa por el punto (5,8).

Encuentre la ecuacion de la recta (. U
Solucién 5. Consideremos los puntos A = (z1,y1) = (0,6) y el punto B = (z2,92) =

(5, 8), luego calculemos su pendiente.

_ Y-y 86
To — X1 5—0

m

Luego reemplazando en la ecuacion tenemos

T — 1)
z —0)

y—yp=m
y—6=

TN —~



CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA 87

Despejando y obtenemos la ecuacion pedida.

2046
= —x )
Yy=5

Observacion: La ecuacion de la recta se puede escribir de varias maneras y de acuerdo a

esta escritura es que recibe distintos nombres
Definicion 2.3.10 Sean A, B,C,a,b,m € R y [ una recta, entonces

a Se dice que la recta
l:Ax+ By+C =0.

esta definida por la ecuacién general o que Ax + By + C' = 0 es la ecuacion general
de la recta.

b Se dice que la recta

r Yy
l:—+==1
a b
esta definida por la ecuacién simétrica o que £ 4+ ¥ = 1 es la ecuacion simétrica de

la recta.

¢ Se dice que la recta esta definida por la ecuacién pendiente-ordenada o reducida
cuando la ecuacion tiene la siguiente forma

[:y=mx-+b.
O
Ejemplo 2.3.11 Considere la ecuacion de la recta
10
liy—T7T=—(x—4).
y 5 (@—4)
Encuentre la ecuacion general, ecuacion simétrica y la pendiente-ordenada. 0
Solucién 6. Seay—7= L (z —4)
a Consideremos la ecuacion de la recta
y—-7 = % (z ~4)
3y —21 = 10x —40
10z —3y—19 = 0

Por lo tanto la ecuacion general de la recta es:

10z — 3y — 19 = 0

b Tomemos la ecuacion general 10x — 3y — 19 =0
10z —3y—19 = 0
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Por lo tanto la ecuacion simétrica de la recta es:

oy
JERRERS T

10 3

=1

¢ Consideremos la ecuacion general 10z — 3y — 19 =0

10x —3y—19 = 0
3y = 10z2—-19 /-
y = yr-%
Por lo tanto la ecuaciéon pendiente-punto es:
10 19
A

Ejemplo 2.3.12 Si [; es una recta que pasa por los puntos (7,11), (3,4) y ls es una recta de
pendiente 13 y pasa por (8,5).

Hallar la interseccion de las rectas [y y ls. O

Solucién 7. Sabemos que (7,11),(3,4) € [; , luego tenemos que

y—y = 22 (x— 1)

S = Hlp o)

Y T 3139

y—gr = 11-7F

y—jo = -} /4
dy —Tr+5 = 0

Asi tenemos la ecuacion de la recta [y : 4y — 7z + 5 = 0.
Para [, tenemos que pasa por (8,5) = (x1,y1) € ls y su pendiente es 13. luego la ecuacion
es

y—y = m(x— 1)

y—5 = 13(z —28)

y—5 = 13z —104
y—13z+99 = 0

Sea P es el punto de interseccion de Iy y Iy, es decir, [; Nly = {P}, luego satisface las
ecuaciones anteriores, por lo tanto tenemos que

= 0
= 0

dy —Tx +5
y— 132+ 99

despejando y de la segunda ecuaciéon obtenemos
y =13z — 99

y reemplazando en la primera tenemos

4-(132-99) =Tz +5 = 0
522 — 396 —Tr+5 = 0
450 = 391

391

z 45
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Reemplazamos = = % en y = 13z — 99 entonces
_ 391 _ 5083 _ 628
y = 13-(5) —99 =232 -99=
Luego el punto interseccion es P = (32, 22%).

2.3.2 Rectas Paralelas o Perpendiculares

El esta secciéon se tratara el temas de rectas paralelas o perpendiculares y las condiciones
que deben satisfacer los coeficiente que define las rectas para que ellas cumplas una de estas
condiciones.

La nocién de cuando dos rectas son paralelas cuando no tiene punto en comiin o son
iguales, y la de recta son perpendiculares cuando el punto intercepto de ella forme cuatro
regiones iguales

Graficamente tenemos que si lq, [ son rectas de la forma

11 LYy = m1$+b1 ll . A1$—|—B1y—|—01 =0

lQ LYy = TRQI—f—bQ l2 . A2Q3+Bgy+02 =0

entonces representamos graficamente el paralelismo y perpendicularidad de la siguiente forma

o 7L h

la

Rectas Paralelas Rectas Perpendiculares

2.3.3 Rectas Paralelas

Definicién 2.3.13 Diremos que dos rectas ly,ly son paralelas o [;//l si estas no se
intersecan en ningtn punto o bien son iguales. O
Proposicion 2.3.14 Las rectas Iy y ls son paralelas si y solo si

my=mg o0 A1By=AyB;
es decir, 11/ /1y si y sdlo si las pendientes son iquales.

Dadas dos rectas distintas, los sistemas de ecuaciones

y = mir+b o bien Az + By = —C
y = meT + by Ayr + Byy = —Cy

no tiene solucion si y solo si my = my o bien A1 By = Ay B;
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Ejemplo 2.3.15 Sean las rectas [y : 3y +4x — 15 =0y ly : 9y + 122 + 21 = 0, verifique si
/]l U
Solucién. Como [} : 3y +4x —15=0y ly: 9y + 1220 + 21 = 0 tenemos

L: 3y+4r—15=0  lo: 9y-+ 12z +21 =0

3y =—4x + 15 9y = —122 4 21

4 L5 4 +7

= —— X = —— X —

Y773 Y=T30T3

Luego

4 4
m1 = —— mo = ——
1 3}’ 2 3

Por lo tanto, las rectas [; y Iy son rectas paralelas, es decir, [;//ls

2.3.4 Rectas Perpendiculares
Definiciéon 2.3.16 Diremos que dos rectas son perpendiculares si y solo si se intersecan
en un punto formando un dngulo de 90°. O

Proposicion 2.3.17 Las rectas l; y lo son perpendiculares si y solo si
AlAQ + BlBQ - 0
es decir, Iy L ly si y solo si la multiplicacion de sus pendientes es igual a —1 o una es

horizontal y la otra vertical.

Dadas las rectas l; : y —a = my(z —b) y Iy : y — a = ma(x — b) cuya intercepto es el
punto R(a,b), otros punto de cada recta son P(a+ 1,b+mq) € 1 y Q(a+ 1,0+ my) € Iy,
luego deben formar un tridngulo rectangulo, como en la figura.

Y h

/
- .

l

Usando pitagoras tenemos que (dist(P, R))*+(dist(R, Q))* = (dist(P,Q))?, reemplazando
los puntos se tiene

(dist(P,R))* =1+ m7, (dist(R,Q))*=1+m3, (dist(P,Q))*= (m; —my)?
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Y ahora reemplazando en la igualdad pitagorica obtenemos

(1 + m%) + (1 + mg) = (ml — m2)2

al simplificando, se obtiene que 2 = —2myms, es decir, mims = —1
Ejemplo 2.3.18 Sean las rectas [y : 2y — Tx — 24 =0y Iy : 28y + 8z + 13 = 0, verifique si
I L 1s. O

Solucién 1. Como [y : 2y —Tx —24 =0y Iy : 28y + 8z 4+ 13 = 0 tenemos

li: 2y—Tx—24=0 lo: 28y +8x+13=0

2u="Tx+ 24 28y = —8x — 13
T 19 2 13
y=3* Y= 77798
Por otro lado
Luego
7 2
my = — Moy = ——
1 5 y 2 7
donde
7T =2 ]
mi Mo — —+« — — —
1 2T 5

Por lo tanto, se tiene que las rectas [y y [o son rectas perpendiculares, es decir, [; L 5.
Definiciéon 2.3.19 Diremos que dos rectas son coincidentes si y solo si las rectas son
iguales. O

Proposicion 2.3.20 Dadas 11,5 dos rectas entonces
a Las rectas ly : y = myx + by y ls 1 y = mox + by son coincidente si y solo st

mi = Mo Yy bl—bZ

b Las rectas ly : Ayx + By + Cy y ly @ Asx + Boy + Cy son coincidente si y sélo si

C1By = O3By y A1By=AyB y  ACy = ACh
Proposicion 2.3.21 Dada la recta

l: Az + By=0C
y el punto P = (x1,y;) entonces tenemos

a La ecuacton de la recta Iy perpendicular a | que pasa por P es
li: Blx—x1)—Aly—vy1)=0
b La ecuacion de la recta ly paralela a | que pasa por P es

la: Az —mz1)+ By —y) =0
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Ejemplo 2.3.22 Sean A = (2,5), B = (7,3) y I1,lo C R? rectas tales que A, B €lyy
Lh:kr+ (E+3)y+5=0.
Encuentre el valor de £ € R en cada caso de modo que:
aly L.

b li// ls.

O

Solucién 2. Calculemos la pendiente de Iy con A = (x1,y1) = (2,5) y B = (22,y2) =
(7,3) entonces
ey 3-2 1
S mg—x T—5 2
Entonces tomando el punto A = (2,5) y la pendiente my = %, la ecuacion de la recta [ esta
dada por:

mo

y—5 = 3(@—2)
y—>5 = §-—
y = 5+4

Luego la pendiente de [; la podemos obtener de la escritura de la recta:

kr+(k+3)y+5=0
(k+3)y = —kz -5
—k 5

xr —

Y= 153 k13

Observacion: El valor de k no puede ser igual a —3 en cuyo caso la pendiente es infinito y
no serian paralela ni perpendiculares.
Por lo tanto la pendiente de [ es

—k
m; = ——
" k43
a Para que [; L s necesitamos que my - my = —1 luego tenemos:
—k
3w = 1
—k = =2(k+3) /-(-1)
k = 2k+6
k = —6.

Reemplazando k en la ecuaciéon obtenemos

6 ) 1
Liy=—< = lory=-x+4
11y Pt 3 ¥V hiy=grt

son perpendiculares.
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b Para que l// I3 necesitamos que my = my

—k _ 1
k+3 2
-2k = k+3
-3k = 3

k = —1

Reemplazando el valor de k£ en la ecuaciéon de la recta [; tenemos que:

son paralelas.

2.3.5 Distancia de un Punto a una Recta

La distancia de un punto a una recta, es la distancia mas corta del punto a cualquier de
los puntos que pertenezcan a la recta. Note que este punto corresponde a un punto cuya
recta es perpendicular a la recta original y pasa por el punto dado, ya que los otros puntos
formarian los vértices de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud mayor
que el lado correspondiente.

.P("Elvyl)

Proposicién 2.3.23 Sea P = (z1,11) € R? y la recta cuya ecuacion es
l:Ax+By=C o l:y=mxz+b

entonces la distancia de un punto P a la recta | esta dada por:

. |Am1+By1—C’|
dist(P,1) =
ist(P,1) VAT B
0 por
_h—
dist(P,1) = L zim |

V1 +m?2

Demostracion. Sea | una recta de ecuacion Az + By = C' y P = (z1,y1) € R2.
Sean [; perpendicular a [l y P € [y, luego tenemos que

lLi:Bx—mx)—Aly—1)=0
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Calculemos @ = (z,y) el punto de interseccion de [ con Iy

P(21,91)

Ar+ By = C
Br — Ay = Bz — Ay

Multiplicando la primera ecuacién por A, la segunda por B y sumamos obtenemos

A(Azx + By) + B(Bx — Ay) = AC + B(Bxy — Ayy)
(A% + B?)x = AC + B%x; — BAy,
AC+B2117BAy1

L= AZ1B?

Anéalogamente obtenemos
BC + A2y1 — BAiL'l

A? + B?
Luego calculemos dist(P, Q) donde P = (z1,y1) vy @ = (z,y)

y:

dist(Q, P) = /(z — 21)2 + (y — 11)?

Calculemos primeros (r — x1)?

2
o (AC+B2z,—BAy
(I - xl) - A2+IB2 L -1

_ AC+B2]21 —BAy1— A2I1 B2CC1 2
- A24 B2
A

T A24BT
2 (C—By1—Ax1)? —Az1)?
T (A24B?2)?

AC—BAy— A2z, ) 2

Calculemos ahora (y — y;)?

2
2 BC+A2y1 BAxq
(y—wn) = A2+ B2 — Y

( 2
_ BC+A2%y; —BAz1—A%y1 —B?y;
= AZ1 B2

BC—BAx,— Ble 2
T AZyB?

2 (C—By1—Az1)?
(A2+B2)2
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Reemplazando obtenemos

(@ist(@. PP = (x— )+ (y — wn)? 2
A2 (szf;ﬁ;gl)ﬂgl) + B2 (szf;ﬁ;gl)ﬂgl)
Byt — Az )2
= (A2+BQ)(C(,¢?2$B—;4)21)
(CfolfA:m)2
A2%2+B?

De lo cual

. (C — Byl — A[El)2 (Al'l + Byl — 0)2
dist(Q, P) = \/ e = JERE

Ejemplo 2.3.24 Dada la recta 2z + 3y +4 = 0 y el punto P = (1, 3).
Determine la distancia entre P y [. 0

Solucién 1. Dada la recta —4z + 3y +4 =0y el punto P = (1,3)

|—4-1+3-3+4] 9

dist(P,l) = T =

Ejemplo 2.3.25 Dado los puntos A = (—1,4), B=(1,2) y C' = (3,-2).

Determine el area del triangulo ABC' (con vértices en los puntos A, B, C). u
Solucién 2. Ya que A(—1,4), B(1,2) y C(3,-2).
La recta que pasa por A, B es

lap 1y —2=

es decir lap :y +x = 3.
Luego el area del triangulo es

area =
|—2+3-3]

N DN [
—~ ’
>
O
no
+
[\]
[\
il
+
=

Luego el area del triangulo ABC' es 2.

2.3.6 Ejercicios Propuestos

a Demuestre que los puntos A = (=3,1) , B = (5,3), C = (3,9) y D = (—5,7) son los
vértices de un paralelogramo.

b Dados los puntos A = (—4,1) y B = (1,—1), determine todos los puntos C sobre la
recta de ecuacion y = x + 4 para los cuales el tridngulo de vértices ABC' tenga area
igual a 1.

[Resp. C'=(3,7) 0o C' = (—3,1)]
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¢ Considere los puntos del plano A = (1,2) y B = (3,5) y sea AB el segmento que
los une. Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto medio de AB y es
perpendicular a la recta que une A con B.[Resp. 4z + 6y — 29 = 0]

d Encuentre la ecuacion de la altura del triangulo ABC donde AB representa la base y
A=(-1,4),B=(1,2)y C = (3,-2).[Resp. y—x—3=0]

e Sea la ecuacion de la recta L : (k+ 1)y — kx — 3 = 0, encuentre el valor de k£ € R para
los siguientes casos:

a L pasa por el punto (—1,2). [Resp. k= %]
b L sea horizontal.[Resp. k = 0]
¢ L sea paralela a la recta de ecuacion 3y + 2 —2 = 0. [Resp. k = *Tl]

d L sea perpendicular a la recta de ecuacion 2z — 3y + 1 = 0.[Resp. k = %3]

e L sea vertical.[Resp. k= —1]

f Sean [ y [y las rectas cuyas ecuaciones son x +2y = 3 y —2x 4y = 4, respectivamente.
Determine la ecuacion de la recta [ que pasa por el punto de interseccion entre [y y o
y que es perpendicular a la recta l3 : 3z —y — 1 = 0.[Resp. [: 2+ 3y —5=0]

g Determinar el area del triangulo de vértices (=2, —1), (1,4) y (3, =3).[Resp. 2}]

h Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P = (—2,3) y es perpendicular a la
recta  : 3x — 2y + 5 = 0.[Resp. 2x + 3y — 5 = 0]

i Dadaslasrectasly : 20—3y—2=0,1y: 3x—2y+1 =0y l3: x+4y—3 = 0. Determinar
la distancia del punto de interseccion de Iy con Iy a la recta [3.[Resp. ~ 2.6]

j Determine la recta [ que esta a una distancia v/2 del punto P = (1, —2) e interseca
perpendicularmente a la l; : 3z —y +1 = 0.[Resp. =+ 3y+ (5—2v5) =002+ 3y +
(54 2v/5) = 0]

k Hallar la ecuacién de la recta cuya pendiente es —4 y que pasa por el punto de
interseccion de las rectas 20 +y — 8 =0y 3x — 2y + 9 = 0.[Resp. 4z +y — 10 = 0]

1 Sean A = (=2,1), B = (4,7) y C = (6,—3) los cuales forman el tridngulo ABC,
determine su ortocentro (ortocentro: punto de interseccion de las alturas del triangulo

ABC).[Resp. (%,2)]

373

m Determine el valor de los coeficientes A y B de la ecuacion Az — By +4 = 0 de una

recta, si debe pasar por los puntos (—3,1) y (1,6).[Resp. A = %, B = %]

n Encuentre los valores de k para que la reta 4z+5y—+k = 0, forme un tridngulo rectangulo
con los ejes coordenados (eje X y eje V), donde su area sea igual a g.[Resp. k =
10 0 k = —10]

o Determine los valores para a y b de tal manera que las rectas az + (2 —0)y —23 =0y
(a — 1)x + by + 15 = 0 pasen por el punto (2, —3).[Resp. a =4,b=17|
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p Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que
su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual a la mitad de su distancia al
eje Y.[Resp. © —2y+8 =00 13z — 6y + 24 = 0]

q Calcule la distancia entre las rectas
Ly :2x+3y—6=0 vy Ly:2x+3y+13=0
[Resp. \}—%]

2.4 La Circunferencia

Definicién 2.4.1 La circunferencia es el conjunto de todos los puntos que se encuentran a
una misma distancia (radio) de otro punto fijo (centro) en el plano. O

Proposicion 2.4.2 Sean Q = (h, k) € R? yr € RT, luego la circunferencia de centro (h, k)
y radio v es:

C(Q) = {(z.y) €R?| (x—h)>+ (y—k)? =12}
0 la ecuacion de la circunferencia esta dada por C.(Q) : (x — h)* + (y — k)* = r*.
Demostracién. Denotaremos el centro de la circunferencia por Q = (h, k) € R? y al radio

por r € R* que representa una longitud entre los puntos.
Sea P = (z1,y1) € R% Luego la distancia entre Py @ esta dada por

dist(Q, P) = /(1 — h)2 + (y1 — k)2.

simplificando la expresion
dist(Q,P) = r
V@i =h?+ k2 = r /()7

(o= )+ (=) = 02
lo cual debe cumplir cualquier punto que pertenece a la circunferencia. Asi obtenemos

C(Q) = {PeR? | dist(Q.P)=r}
Q) = {(wy) eR: | (x—h)?+(y—k)?=1?
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Observacion: Al igual que el ejemplo Ejemplo 2.2.5 la ecuacion de la circunferencia que
tiene su centro en el origen, (h, k) = (0,0), y radio r esta dada por:

513'2+y2:7"2

Q=1(0,0)

Observacion: Sean T € C.(Q),Q € R? yr € Rdonde T = (z,y) , @ = (h, k) es el centro
y r que es el radio entonces la ecuacion de la circunferencia, la ecuacion de la circunferencia
la obtenemos de la propiedad Proposiciéon 2.4.2 y es:

(x—hP+(y—k)? =+

Entonces
(@ =R+ (= k) = v
2?2 —2zh +h?+9y? — 2yk + k? = 72
22 +y?—20h —2yk + K> +h?>—1* = 0

<

Definamos las siguientes variables
A=—-2h, B=-2k, C=k+h?>-r°
luego reemplazando obtenemos
4y  +Ar+By+C =0

llama ecuacién general de la circunferencia.

2.4.1 Tangencia de una recta a la circunferencia

Una recta [ es tangente a una circunferencia C, en el punto P € [ N C,, si la recta es
perpendicular al radio de la circunferencia en el punto P.

Sean Q = (h, k) el centro de la circunferencia, P € R? el punto de tangencia entre la
recta [ y la circunferencia. Por lo tanto [pg es perpendicular a [, lo que graficamente tenemos
dado por:
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Ejemplo 2.4.3 Encuentre la recta tangencia a la circunferencia (z — 1)% + (y + 3)? = 25 en
el punto (4,1). O

Solucién 1. Sea C: (z —1)*+ (y+3)*=25y P = (4,1).

Primero notemos que el punto P pertenece a la circunferencia, ya que 32 + 4% = 25,
ademas el centro de la circunferencia es ) = (1, —3).

La recta que une el centro Q(1,—3) y el punto P tiene pendiente

—3-1 -4 4

m = = — = —
1—-4 -3 3
Luego la recta perpendicular, tiene pendiente m’ = —%.
Asi tenemos que su ecuacion es
3
—1l=—(x—4
y 1@ —4)

Por lo tanto, la recta tangente a C' en el punto P es
3z + 4y = 16.

Proposicion 2.4.4 Sean T = (x1,v1) € C(Q) : (x—h)?*+ (y —k)* = r? entonces la ecuacion
de recta tangente a la circunferencia es
(1 = k) (y — ) = = (21 = h)(z — 1),

Ejemplo 2.4.5 Encuentre P el punto de tangencia entre la circunferencia de radio v/17 y
centro (3,6), con la recta [ de pendiente m = i y que pasa por el punto (12,4). O

Solucién 2. Como el centro de la circunferencia es (3,6) y su radio es v/17 tenemos
que la ecuacion de la circunferencia es:

(=324 (y—6)2 = 17

Ya que la recta tiene pendiente m = %1 y el punto (12,4) pertenece a esta, entonces su
ecuacion es:

y—b = m(zx—a)
y—4 = i(z-12)
dy—ax = 4
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Luego, el punto P pertenece a la recta y a la circunferencia y de este modo tenemos el
sistema
(x—372+(y—6) = 17
dy—x = 4

Despejando tenemos que x = 4y — 4, reemplazando obtenemos
(Ay —4-3)%*+ (y—6)* =17

Simplificando se obtiene que
Yy —4dy+4=0

Que tiene las dos soluciones iguales, de este modo obtenemos que y = 2, de ello se obtiene
que x =8 —4 =4.

Por lo tanto el punto de interseccion es (4,2), el cual es facil verificar que pertenece a la
circunferencia (4 — 3)? + (2 — 6)? = 17 y a la recta. Luego el punto pedido es P = (4,2).

2.4.2 Interseccién entre una recta y una circunferencia

La intersecciéon de una recta con una circunferencia da como resultado un conjunto que
a lo mas tiene dos puntos que se encuentran en el plano cartesiano, los cuales se pueden
obtener a través de un sistema ecuaciones, es decir, un punto que pertenece a la recta y a la
circunferencia satisfacen ambas ecuaciones.

Sean (z — h)*+ (y — k)? = r? una circunferencia de radio r y centro Q = (h, k) y la recta
de ecuacion [ : Az + By + C = 0.

/

Sea P = (z,y) € R? un punto de la interseccion de la recta con la circunferencia:

(= WP+ (y— kP = r?
Az +By+C = 0

Veremos solo el caso B # 0, despejando y en la ecuacion segunda ecuaciéon tenemos

Yy =mix + by
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Luego reemplazando en la ecuacion en la segunda, obtenemos
(x —h)? + ([mix + b)) — k)* =12

2% — 2zh + h? + [myz + bi]* — 2k[myx + b)) + k2 =1?
x? — 2xh + h® + m%:ﬁ + 2mybix + b? — 2kmyx — 2kmqby + k* = r?
(1 +m?) + x(—2h + 2miby — 2kmy) + (B + b3 — 2kmyby + k* —r*) =0

Sean
a = 1+m?
= —2h— 2m%$1 + 2m1y1 — 2]{?7711
= h2+miz? — 2myyiwy + 2 + 2kmyxy — 2mayy + K2 —1?

reemplazando obtenemos
az® +bx+c=0

Luego consideremos el discriminante de la ecuacién que denotaremos por A.

a Si A < 0, se tiene que la ecuacién tiene solucién vacia en los reales, es decir, no hay
puntos comunes a la recta y la circunferencia.

b Si A = 0, se tiene que la ecuacién tiene una tnica solucion real, es decir, la interseccion
de la recta con la circunferencia es tinico el punto, lo cual indica que la recta [ es
tangente a la circunferencia.

¢ Si A > 0, se tiene que la ecuacién tiene dos soluciones reales, es decir, la interseccion
de la recta con la circunferencia tiene dos puntos, es una recta secante.

A <0

Ejemplo 2.4.6 Dada la circunferencia de ecuacion (z — 2)% + (y — 3)% = 4.
Determine cuales puntos de la circunferencia pertenecen a la recta, en cada uno de los
siguientes casos.

al1:3\/§+6—x:\/§y
blo:x=y

clg:x—y=->
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O

Solucién. Consideremos la circunferencia (z — 2)? + (y — 3)* = 4 e interceptemos con la
recta, luego se obtiene un sistema de ecuaciones, que debemos resolver en cada una de las
alternativas

’ (z—22+(y—3)2 = 4

3\/§+6—x = \/gy

Despejando
\/gy = 3vV3+6—=z
_ 3V3+6—x
Yy = \/%_
yo= St

Reemplazando la variable obtenida, en la ecuacion de la circunferencia obtenemos

(x =22+ (y—3)?% = 4
2
2 6—x
($—2) +<3+W—3
(x—2)2+(6_75
1’2—4ZE+4+ 22 —122+36 —
3
322 — 120+ 22— 12x + 36 =

4o? — 241 + 36 =
2 —6r+9 =

),
)

S OO = H~
~
w

Luego el discriminante A = (6)2 —4-1-9 = 0, despejando x tenemos

6£v0 _ 6 _
=5 =3

xr = 2

Reemplazando en la recta, encontremos el valor de y

6 4, 0°3 4,3 4,33 4.5

V3 V3 V3 3

Por lo tanto el punto de intersecciéon, cuando A = 0, es

P=(3,3+3)

y =3+

b Consideremos ahora el segundo sistema de ecuaciones

(z—22+(y—3)2 = 4
r =y

Reemplazando la variable y ecuacion de la recta, en la ecuacion de la circunferencia
obtenemos

(r =2+ (y—3)?° =

(x =22+ (x—3)? =

22 —dr+4+22—62+9—-4 =

202 — 102+ 9 =

O O = =
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Luego el discriminante A = (10)2 — 4 -2 -9 = 28, y determinado las soluciones de la
ecuacion de segundo grado obtenemos

10+v28 _ 57
SSEVES = 22yl

r = 5
Por lo tanto
_ 5T _ 5=V7
€T = P y X2 = P}
Reemplazando en la ecuacion de la recta, encontremos
b
a Six= 5+T‘ﬁ entonces y = 5+T‘ﬁ
b Siz= 5_T\ﬁ entonces y = %ﬁ

Por lo tanto los puntos de intersecciéon, cuando A < 0, son

P = <5+ﬁ 5+ﬁ> y Py— (5—\ﬁ 5—ﬁ)
2 2 ?

¢ Consideremos el sistema de ecuaciones

=22+ (y—3)°" = 4
rT—Yy = —D

Despejando, obtenemos
r=y—>5

Reemplazando ahora en la ecuacion de la circunferencia obtenemos

(z—22+(y—-3)?% = 4

(y—5-22+(y—-3)7 = 4
(y=7°+(@y=3)? = 4
v — 14y +49+1y2 —6y+9—4 = 0
202 — 20y +54 = 0
Anéalogamente calculamos el discriminante y tenemos que A = —2, luego la interseccién

de la circunferencia con la recta l3 es vacia, es decir no tiene puntos.

Graficamente nos encontramos en la siguiente situacion:
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2.4.3 Ejercicios Propuestos

1 Considere la recta iy — 2x — ¢ = 0 y la circunferencia x? + y? = i. Determine el valor
de c en cada caso

a La recta es tangente a la circunferencia. [Resp. ¢ = %5 0c=

)

b La recta y circunferencia tienen interseccion. [Resp. ¢ € R — [%5,

e[S

I

2 Encuentre la ecuacion de la circunferencia que contiene al punto (—1,—8) y que es
tangente a 3x — 4y — 4 = 0 en el punto (0, —1).[Resp. % + y* — 6z + 10y = —9]

3 Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio es 9 y cuyo centro esta en la interseccion
de las rectas  — 4y = 1y 22 — y = 2.[Resp. 2> + y* — 2z = 82

4 Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es (0, —2) y es tangente a la recta
S5z — 12y + 2 = 0.[Resp. x* + 4> + 4y = 0]

5 Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el vértice A = (—1,0) del tridngulo
ABC'y es tangente a lpc con B = (2,%) y C = (5,0).[Resp. 2 + y? + 2z = 323]

6 Hallar la ecuacion de la circunferencia que es tangente a las rectas [y : x +y+4 =0
ylo : 7v —y+4 = 0, y su centro se encuentra en la recta I3 : 4o + 3y — 2 =
0.[Resp. (z— )+ (y+3)°=320(x+1)°+(y—2)* =g

7 Considere la circunferencia de ecuacion z? + y? + 2ky = 0, desde el punto A = (5,4)
se traza la tangente a la circunferencia siendo @ el punto de tangencia. Determine el
valor de k para que la longitud del segmento AQ sea 1.[Resp. k = —5]

8 Considere la ecuacion de la circunferencia x? + y? = 8z + 6y. Determine en cada caso
la ecuacion de la recta [ que es tangente a la circunferencia y que pasa por:

a P=(8,6). [Resp. l:3y=—4x+ 50]
b Q= (11,4). [Resp. 1:3y —4x+32=001:4y+ 3z —49 =0

9 Encuentre la ecuacion de la recta que es tangente a la circunferencia de ecuacion
2? — 22 = 2y — y? en el punto (2,2).[Resp. = +y—4 = 0]

10 Determine la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (2, —2),(—1,4) y
(4,6).[Resp. (x—5)% + (y — B)? = 25

11 Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta t—2y—2 = 0 y es
tangente a cada una de las rectas t—y+2 = 0y x+y—1 = 0.[Resp. (93—5)2+(y—%)2 =

L)o@+ 1)+ w+2)2= (L)

12 Encuentre la ecuacion de la circunferencia de radio v/13 que es tangente a la circunferencia
2?2 +y? — 4z + 2y — 47 = 0 en el punto (6,5).[Resp. (z —8)? + (y —8)* =13 0 (z —
4)? + (y — 2)? = 13]
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13 Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio %ﬁ y que pasa por la interseccion de
las circunferencias 2%+ y? +2x — 6y — 16 = 0y 22 +y* — 62+ 2y = 0.[Resp. 2° +y> —

r—3y—10=002*+y* -7z + 3y +2 =0

2.5 Parabola

Definiciéon 2.5.1 Una pardbola es el conjunto formado por todos los puntos que se
encuentran a la misma distancia de un punto fijo llamado foco y de una recta llamada
directriz. O

Observacion: En este texto solamente se abordaran los casos que la directriz sea paralela
al eje X o al eje Y.

Descripcion de los puntos que estian o pertenecen a la Parabola: Sea F' € R? que
representa el foco y [ una recta del plano (en el dibujo paralela al eje Y'). Consideremos la
recta que pasa por el foco y es perpendicular a [, es decir, I; L [, [; es llamada eje focal.

[

dist(l, F)

Sea r € R la distancia que hay entre el foco y la directriz
dist(l, ) =r=2p

Si V € R?, es el punto medio F'P,, donde Py es el punto de interseccion de [ y [y, el punto
V' anteriormente nombrado lo llamaremos vértice de la parabola y cumple con

r

5 p

dist(l,V') = dist(F,V)

Sea P € R? un punto que pertenece a la parabola, luego
dist(l, P) = dist(F, P)

Asi tenemos que la pardbola con foco F' y directriz [ es:

Pury = {P € R? | dist(l, P) = dist(F, P)}

El cual graficamente corresponde a la siguiente figura
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l

Luego al considerando solamente los puntos, sin marcar las distancias, tenemos la siguiente
figura conocida como parabola.

l

Observacion: Note que hemos realizado el proceso en forma general y solamente hemos
visualizado una de las cuatro posibilidades de abertura de la Parabola. A continuacion
detallaremos més cada caso.

2.5.1 Ecuacién de la parabola con eje focal paralelo al eje X

Sean I,V € R?, con V = (h, k) el vértice de la parabola, F' = (h+p, k) el focoyl; : x = h—p
la directriz.

En este caso, se tiene el eje focal paralelo al eje X, luego las graficas que nos encontramos
en este caso son las siguientes:
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[ [

Ty
<
<

[ Iy

Sea P = (z,y) un punto de la parabola, luego la distancia es

dist(l, P) = Lun -t | oy p — |

Ademas de la distancia entre puntos, obtenemos

dist(F, P) = \/(z2 — 21)> + (y2 — 11)? = /(& — (h+p))> + (y — k)?

Realicemos el cambio de variable u = x — h y v = y — k, en estas coordenadas obtenemos

lu+p| = /(u—p)?+0?
(utp)? = (u—p)°+2°
v? = (u+p)’—(u—p)®=dpu
Asi, tenemos que
v? = dpu,

volviendo a las coordenadas originales

(y—Fk)* = 4p(z—h)

Proposicién 2.5.2 Sea F,V, P € R?, con V = (h, k) el vértice de la pardbola, F = (h+p, k)
el foco, | : & = h —p la directriz entonces P = (x,y) € Py, r) pertenece a la pardbola si y solo
si satisface la ecuacion

Pur) : (y—k)* =4p(x — h)
Ejemplo 2.5.3 Encuentre la ecuacion de la parabola, la directriz, el foco si esta tiene como
vértice (0,0), pasa por el punto (4, —3) y el eje focal esta en el eje X. O

Solucién 1. Como la parabola tiene su vértice en el origen (h, k) = (0,0), tenemos que
su ecuacion esta dada por:
y? = 4dpx

Pero ademés, pasa por el punto (4,—3), el cual debe satisfacer la ecuacion y*> = 4pz,
reemplazando se obtiene

(=3)? = 4p-4
P = 1
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9

15,0). Finalmente la

Luego, el foco esta dado por el punto (p,0) lo que corresponde a (

directriz tiene ecuacion [ : x = —p, es decir,
9
lix=——
16
Y de este modo la ecuacion es 9
2 — —
Yy = 433
Ejemplo 2.5.4 Encuentre la ecuacion de la parabola, la directriz y su foco si el vértice es
(6,2), pasa por el punto (—3,5) y el eje focal es paralelo al eje X. O

Solucién 2. Como la pardbola tiene su vértice en el punto (6,2) tenemos que su
ecuacion esta dada por:

(y—Fk)?* = dp(z—h)
(y—2)* = 4p(z —6)

Ademés, pasa por el punto (—3,5) el cual debe satisfacer la ecuaciéon
(y—2)?* = 4p(x —6)
)

2 = 4p-(-3-6)

9 = —36p
p = F

Luego el foco esta dado por el punto
(h+p k)= (6+7.2) = (F.2)
Finalmente la ecuacion de la directriz [ : x = h — p es

1 25
lio=6—_——- =2
v 1 1

Y de este modo la ecuacion de la parabola es

(y-27 = ()

2.5.2 Ecuacién de la parabola con eje focal paralelo al eje Y

Sea F,V € R? con V = (h, k) el vértice de la parédbola, F = (h,k+p) el focoyl; :y=k—p
la directriz.

En este caso, se tiene el eje focal paralelo al eje Y, luego las graficas que nos encontramos
en este caso son las siguientes:
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o
[y o

I

Sea P = (z,y) un punto de la parabola, luego las distancia son:
dist(l, P) = dist(F, P)
Usando la formula de distancia punto a recta tenemos
dist(l, P) = bt — gy p — & |
Ahora la de distancia entre puntos tenemos

dist(F,P)=+/(x —h)>+ (y— (k+p))? =/ (z —h)>+ (y — k — p)?

Por lo tanto como

dist(l, P) = dist(F,P)
ly+p—k| = &—h)?+(y—Fk—p)?

Volvemos a hacer cambio de variable u = x — h y v = y — k, luego tenemos que

lo+p| = Vur+(v—p)? /0)?
(v+p)?* = v+ (v—p)?
v’ = (v—p)?®—(v+p)®=dpv
Asi entonces tenemos
u? = 4dpv

volviendo a las coordenadas originales obtenemos

(x—h)*> =4p(y — k)

Proposicién 2.5.5 Sea F,V, P € R?, con V = (h, k) el vértice de la pardbola, F = (h,k+p)
el foco, I : y =k —p la directriz y P = (v,y) € Pur) pertenece a la pardbola si y sdlo si
satisface la ecuacion

Par) : (x—h)* =dp(y — k)
Ejemplo 2.5.6 Encuentre la ecuacion de la parabola, la directriz, su foco si esta tiene como
vértice (0,0), pasa por el punto (4, —3) y el eje focal es el eje Y. O
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Solucién 1. Como la parébola tiene su vértice en el origen (h, k) = (0,0), se tiene que
su ecuacion esta dada por:
x? = 4py

Pero ademas pasa por el punto (4, —3) el cual satisface la ecuacion, reemplazando se tiene
(4)? = 4p--3

p = F

Luego el foco esta dado por el punto (0,p) lo que corresponde a (0, ’TS) Finalmente la
directriz tiene ecuacion [ : y = —p

l:y:%

Y de este modo la ecuacion de la parabola es

Ejemplo 2.5.7 Encuentre la ecuacion de la parabola, la directriz y su foco si el vértice es
(6,2), pasa por el punto (—3,5) y si su eje focal es paralelo al eje Y. 0

Solucién 2. Como la parabola tiene su vértice es (h, k) = (6,2) y el eje focal es paralelo
al eje X, se tiene que la ecuacion esta dada por:

(x—h)? = 4dp(y—k)
(x—6)? = 4p-(y—2)

(~3-6) = 4p-(5-2)

(=92 = 4p-3
p = 7

Luego el foco esta dado por el punto (h,k + p) lo que corresponde a (6,2 + 2747) = (6,3).

4
Finalmente la directriz tiene ecuacion [ : y =k —p
liy = 2—-= =2
Y de este modo la ecuacion de la pardbola es

(x— 6)° = 27(y — 2)

Observacion: El concepto de recta tangente a una parabola en un punto perteneciente
a ella, es una recta que pasa por el punto y todos los otros puntos de la parabola perteneces
al mismo semiplano que se obtiene con esta recta. Recuerde que toda recta divide al plano
en dos semiplano.
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Q/

Se define el lado recto de una parabola, como el segmento de recta que une los puntos
que intercepta la recta paralela a la directriz y que pasa por el foco, como en la figura

Y

Al(%
2
\k(ag, bg

Resumen: Dada una parébola, sean V, F, A}, Ay € R? donde F = (a,b), V = (h,k),
Ay = (ay,b1), Ay = (ag,by) v 1,15 rectas del plano cartesiano. Los distintos elementos de una
parabola distribuidos de la siguiente forma en la figura

Y l y I

X

E 4 Iy l, V.
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a Parabola con eje focal paralelo al eje X.

i El Vértice de la parabola esta dado por V = (h, k)
ii El Foco de la parabola esta dado por F = (h + p, k)
iii La Directriz de la parabola esta dado porl:x=h —p
iv El Eje Focal de la parabola esta dado por [y : y = k
v El Lado Recto de la pardbola A; A mide 4[p|
vi La ecuacion de la pardbola estd dado por (y — k)% = 4p(x — h)

vii La ecuacion de la recta tangente a la pardbola en el punto (a,b), estd dado por
y—b=2(x—a),conb#k

Y l 1Y

>

b Parabola con eje focal paralelo al eje Y.

a El Vértice de la parabola esta dado por V' = (h, k)

b El Foco de la parabola esta dado por F = (h, k + p)

¢ La Directriz de la parébola esta dado porl:y=h —p

d El Eje Focal de la parabola esta dado por Iy : x = h

e El Lado Recto de la pardbola A; A; mide 4/p|

f La ecuacion de la parabola esta dado por (x — h)* = 4p(y — k)

g La ecuacion de la recta tangente a la parabola en el punto (a,b) esta dado por

y—bz%(z—a).

Ejemplo 2.5.8 Encuentre la ecuacion de la parabola de vértice V' = (2, 3), foco en la recta
7x + 3y — 4 = 0 y eje focal horizontal. O
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Soluciéon 3. Como la parabola tiene su vértice V = (2,3) = (h, k) y eje focal horizontal su
ecuacion esta dada por:

(y—k)* = Ap(x—h)

(y—3)* = 4p(x-2)

Ya que el foco esta dado por F' = (h + p, k) entonces
F=Q2+p3)

ademés el foco F' esta en la recta, luego satisface la ecuacion 7z + 3y = 4, reemplazando

obtenemos
72+p)+3-3 = 4

M44+7p+9 = 4
mm = -19
p = =
Por lo tanto el foco de la parabola es
19 -5

F=(2+_7,3):(7,3)

y su ecuacion es
(y=3)° = dp(x—2)
(y=3? = 4(7°) (= -2)

Observacion: La ecuacion general de la parédbola esta dada por

a Consideremos la ecuacion de la parabola con eje focal paralelo al eje X.

(y—k)?* = —dp(z—h)
y? —2ky +k* = —dpz+ 4ph
y? — 2ky +4pr + k* —4ph = 0

Definamos las constantes
Al = —2k', Bl = 4p, Cl = k2 — 4ph
Reemplazando obtenemos la ecuacion

y2+A1y+le+01=0

b Ahora consideremos la ecuacion de la pardbola con eje focal paralelo al eje Y

(x—h)* = dp(y —k)
2?2 —2zxh+h? = 4dpy — 4pk
2% — 2hx —4dpy + h? +4pk = 0

Definimos las constantes
Ag = —Qh, BQ = —4p, 02 = h2 + 4pl€
Reemplazando obtenemos

22 4 Asx + Boy + Cy =0
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Proposicion 2.5.9 Sean A,C' € R, B € R* entonces

a La ecuacion 22+ Ax + By +C = 0 corresponde a una pardbola, con el eje focal paralelo
al eje Y,

i El vértice (h,k) = (%A, A24734C>;

it El foco F = (h,k + p), con p = %;
1e La directriz [y =k — p.

b La ecuacion y* + Ay + Bx +C = 0 corresponde a una pardbola, con el eje focal paralelo
al eje X,

4B 7 2

i El vértice (h,k) = <A2_4C _—A>,

it El foco F = (h+p,k) conp:%,

1t La directriz | x = h — p.
Ejemplo 2.5.10 Considere la ecuacion de la parabola 222 + 5x + y — 13 = 0. Encuentre
toda los elementos distinguidos de la parabola. O

Solucién 4. Para determinar los elementos, completaremos cuadrado, para ello tenemos
que la ecuacion de la parabola

202 +5r+y—13 = 0

20> +5z = —y+13 /-1
EREE
@+iar) = 2184
2 -
o d) = 3ol
e+ = 3 06-%)

Luego 4p = —% entonces p = —%.

Por lo tanto el vértice de la parabola esta dado por

V= (h k) (?%)

El foco dado por
-5 129 1 -5 128 -5
F=(hk+p) = (T’?_g) = (Ta?) = (T’IG)
La directriz de la parabola tiene como ecuacién

L y=sk-p=F%-—F5=% =7

El eje focal es

Y el lado recto mide
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2.5.3 Ejercicios Propuestos

1 Grafique y encuentre vértice, foco y directriz en las siguientes ecuaciones.

ay?—8r—4y+4=0
b y?+ 8z — 4y — 28 =0
cy+l==x
dy?—z—6y+11=0
e y> —6r+6y+27+27=0
fa?=—4r—3y—7
g 4y? — 48z — 20y = 71
2 Encuentre el o los puntos de interseccion de las siguientes parabolas y? —8x —4y+4 = 0
ey?+ 8 —4y —28 =0.
[Resp. (2,—2) ¥ (2,6)]

3 Indique que representa la ecuacion x? + 4z — 8y + 36 = 0, grafiquela y encuentre todas
sus componentes.

4 Determinar la ecuacion de la pardbola cuya directriz pasa por (—3,0) con vértice en el
origen.

[Resp. 3% = 12z

5 Encuentre la ecuacion de la directriz de la pardbola y = 222
[Resp. y = 3|

6 Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje paralelo al eje X y que pasa por los tres
puntos (070) ) (87 _4) y (37 1)
[Resp. 4> —x+2y =0

7 Hallar la ecuacion de la parabola de vértice el punto (4,—1), eje larectay+1 =0y
que pasa por el punto (3, —3).
[Resp. y? + 4w +2y —15=0 |

8 Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia de la recta z + 3 = 0 es siempre 2 unidades mayor que su
distancia del punto (1,1).

[Resp. ¥ —4r —2y+1=0 |

9 Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de centro de una circunferencia
que es siempre tangente a la recta y — 1 = 0 y a la circunferencia 2? + y? = 9.
[Resp. 2% —4y —4 =10 o bien 22 + 8y — 16 =0 |
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10

11

12

13

Hallar la ecuacion de la tangente a la pardbola x? + 42 + 12y — 8 = 0 que es paralela
a la recta 3z + 9y — 11 = 0.

[Resp.  +3y —2=0 |

Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (1,4) a la parabola y* — 3z —
8y + 10 = 0.

[Resp. 2 +2y—9=003x—2y+5=0|

Determine la ecuacion de la recta que es tangente a la pardbola 22 = —5y en el punto
(5, —5).

[Resp. L:y= —2x+ 5]

Hallar la ecuacion de las tangentes a la parabola y? + 3z — 6y + 9 = 0 y que pasa por
el punto (1,4)

[Resp. Ly : 2y = —x+9, Ly:2y=3x+5]

2.6 Elipse

Definicién 2.6.1 Una elipse es el conjunto de todos los puntos tales que la suma de las
distancias a dos puntos fijos es constante, los dos puntos fijos son llamados focos. O

Sean Fy, F, € R? donde F, y F; representan los focos de la elipse y P un punto de la
elipse, luego

dist(P, Fy) + dist(P, Fy) = r

Repitiendo el proceso para todos los puntos del plano que satisfacen la definicion de la
elipse tenemos el conjunto

Emm =1{P € R? | dist(P, F}) + dist(P, Fy) = r}

Si graficamos todos los puntos que pertenecen a £, g, tenemos lo siguiente:
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Consideremos la distancia entre los focos dist(Fy, Fy) y el punto medio que hay entre
ellos que llamaremos centro de la elipse que denotaremos con la letra C' y [ € R? la recta
que pasa por ambos focos llamada el eje focal de la elipse. Por tultimo, la longitud de la
sumas de las distancias se llama longitud del eje mayor

2.6.1 Ecuacién de la elipse con eje focal paralelo al eje X

Sea C, Iy, Fy € R% con C' = (h, k) el centro de la elipse, Fy y F; los focosy P = (z,y) € Er
un punto cualquiera que pertenece a la elipse.

Como C' = (h, k) y el eje focal paralelo al eje X luego Fy = (h+¢, k), Fs = (h—c, k), de
este modo tenemos la grafica de la elipse para este caso.

Fl c F2

A continuacién, describiremos la ecuacion de la elipses, para ellos consideremos los
siguiente
dist(Fy, P) + dist(Fy, P) = 2a
VE—h= P+ = RP+ /o= h+ P+ y— K = 2
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Realizando el cambio de variable u = x —h y v = y — k, para simplificar el calculo obtenemos

2a = dist(P, Fy) + dist(P, Fy)
20 = /(u—0c)?2+0v2+ /(u+c)?+ 02
2 JETFIE = Ju_ ot ? [0 (¥
(2a —/(u+c)2+v2)? = (/(u—c)?+0v2)?
4a? —dar/(u+ )2+ 02+ (u+c)* +0v? = (u—c)*+0v?
(u+c)?—(u—c)?+4a*> = 4dar/(u+c)?+v?
4a® +duc = 4dar/(z+c)?+0v* /3
a4uc = a/(ut+e)?+02 J()? (%)

at + 2d*uc + u*? = a*((u+c)* +0?)
a* + 2a%uc + v c? = a?(u? +2uc+ A2 +v?)
a* 4+ 2d’uc + v ® = a®u® + 2dPuc + a*c? + a*v?
a*u? —ul + a* +ad*v* —at = 0
u?(a? — )+ a*v? = at — d’c?
u?(a® — ) +a*v? = d*(a® — &) /—GQ(ag_cz)
Gtdta = 1

Como 2a > 2c¢ entonces a® — c? > 0, sea b? = a? — ¢® < a?, luego b < a.
Reemplazando tenemos
u2 ’U2
atr =1
Observacion: Para lograr este resultado debemos considerar las dos restricciones (*), la
primera de ella es:

20—/ (u+c)2+12> 0 (u+c)*+v° < (2a)

y corresponde a circunferencias con centro en F, y de radio menor que 2a, la segunda

restriccién es )

4a2—|—4u020@—a—§u,
c

y son rectas paralelas al eje v, formando el semiplano derecho, ademés note que —a—f < —a,
es decir, es el semiplano a la derecha de —a .

Proposicién 2.6.2 Sean C,Fy, F, € R? con C = (h,k) representa el centro de la elipse,
Fy=(c+hk), Fy = (—c+ h, k) los focos y a € RT.

P = (z,y) € Er, ., pertenece a la elipse cuya longitud del eje mayor es 2a si y solo si satisface
la ecuacion

@C;—gh)g—l-(y;—ngl, con a>b, donde b? = a® — 2
Ejemplo 2.6.3 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro en el origen, el valor de a = 4,
eje focal paralelo al eje X y pasa por el punto P = (3,2). O

Solucién 1. Como su centro esta en el origen y a = 4 tenemos que la ecuacion de la
elipse esta dada por:

2 y2
2T =
2 oy
ezt =
.”132 y2
16+b2
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Luego la elipse pasa por el punto P = (3,2) entonces satisface su ecuacion

$2 2 —

1_§+% =1
342

¥ 2
6 tTe = 1 /-16b

9% +4-16 = 1602
64 = 160> — 9v?

64 = T7b?
Luego el valor de b? es:
¥ o= % <a’®=16
Por lo tanto, la ecuacion de la elipse es
22
6 + 5 =1

Ejemplo 2.6.4 Encuentre la ecuaciéon de la elipse de centro en el punto (1,3), el valor de
a = 4, eje focal paralelo al eje X y pasa por el punto P = (2,5). O

Solucién 2. Como su centro esta en el origen y a = 4 tenemos que la ecuacion de la

elipse esta dada por:
(e=1)? | (=3)

a? b2
(z=1)?2 | (¥=3)?
16 b2

Luego la elipse pasa por el punto P = (2,7) entonces satisface su ecuaciéon

(1"161)2 +2(y;23)z = 1
E4+% =1 /-16b
V¥ +4-16 = 161°
64 = 15b°
Luego el valor de b* es:
b = % <a’=16

Por lo tanto, la ecuacion de la elipse es

(=17 -3 _

=1
64
16 T

2.6.2 Ecuacioén de la elipse con eje focal en el eje YV

Sea C, Fy, Fy € R? y P € Ep, ,, donde C' = (h, k) representa el centro de la elipse, Fy y Fy
los focos y P = (z,y) un punto cualquiera que pertenece a la elipse.

Como el centro es C = (h,k) y el eje focal paralelo al eje Y luego F} = (h,k+¢) y
Fy = (h,k — ¢), por lo cual tenemos

dist(Fy, P) + dist(Fy, P) = 2a
Ve =02+ (y—k—c+(@—h?+y—k+c)? = 2a




CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA 120

Observemos la gréfica de la elipse para este caso.

3

.FQ

Realizando el cambio de variablev=2x—-h y u=y—k
dist(Fy, P) + dist(Fy, P) = 2a
Ve—h2+y—k—c2+(@—h?+{y—k+c)? = 2a
V2 + =0+ /()4 (u+c)? = 2a

Y es un expresion igual a la obtenida en el caso anterior (x) de la seccién anterior, luego
usando el mismo desarrollo tenemos

W2(a? =)+ 0222 = a(a® — )

de manera similar definimos b? = a? — ¢ < a? con lo cual

u? 0P

pER

volviendo a las variables originales obtenemos
x—h)? —k)?
—hP |, =k _
b? a?

Proposicion 2.6.5 Sean C, Fy, Fy € R?, con C' = (h, k) el centro de la elipse, Fy = (h,c+k),
Fy = (h,—c+k) los focos y a € RT.

P = (z,y) € Er, ., pertenece a la elipse cuya longitud del eje mayor es 2a si y solo si satisface
la ecuacion

1

(z—h)?
b2

Ejemplo 2.6.6 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro en el origen, el valor de a = 6,
eje focal paralelo al eje Y y pasa por el punto P = (2,5). O

+ (y;f)g =1, con a>b, dondeb® = a®—
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Solucién 1. Como su centro esta en el
elipse esta dada por:

121

origen y a = 6 tenemos que la ecuaciéon de la

2
Eth =1
£E2
T+ =1
Luego la elipse pasa por el punto P = (2,5) entonces satisface su ecuacion
IEQ 2
pty =0
w3 = 1 /-36b
4-36 + 250> = 360
144 = 36b% — 25b°
144 11b°
2 _ 144
o= T
Por lo tanto la ecuaciéon de la elipse es
72 2
e =1
= 36

11

Ejemplo 2.6.7 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro (4, 3), el valor de a = 6, eje

focal paralelo al eje Y y pasa por el punto P

Solucién 2. Como su centro esta en (h,
la elipse esta dada por:

= (2,5). O

k) = (4,3) y a = 6 tenemos que la ecuacion de

(JC;;L)2 + (y_;c)2 1
(I;Qh)z + (ygf)Z —
(z—4)? | (y=3)° _
T + yT = 1

Luego la elipse pasa por el punto P = (2,5) entonces satisface su ecuacion

(z=4)% | (y=3)* 1
b2 36
4-2? | 3-5)° _
A )
2z T 36 1 /-36b
4 - 36 + 40 36b
144 360% — 4b?
144 = 320?
Luego el valor de b? es:
p2 = 144 _ 9
32 2
Por lo tanto la ecuacion de la elipse es
—4 2 -3 2
(=47 w=3 |

9

2

36

Observacion: Consideremos la ecuacion de la elipse donde el eje focal es paralelo al eje
X, para ello sean C' = (h, k) el centro de la elipse, F} y F los focos y P = (x,y) un punto
cualquiera que pertenece a la elipse.

(z—h)?

a2

(y—k)?

el

+
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Luego desarrollando la ecuacién obtenemos

gyt 1
Pl(x = h)’] + a’[(y — k)?] = a?b?
v [x? — 2zh + h?] + a®[y* — 2yk + K*] = a®b?

220 — 2xhb? + W20 + y2a® — 2yka® + k?a®> = a?b?
220? — 2xhb? + y?a® — 2yka® + k*a® + BP0 — a?V* = 0

Definimos las siguientes constantes Ay, By, C1, D1, E; € R dadas por
Ay =0b% By = —2hb* C)=a% D,=—2ka* FE, =ka®+ h?*b*—a’b?.
Entonces tenemos que la ecuacion general de la elipse para este caso esta dada por:
Ayx* + Bix+ Ciy + Dy + Ey =0
Ahora consideremos la ecuacion de la elipse, con el eje focal es paralelo al eje Y dada por:

(x—h)2 + M =1

2 a?
Haciendo un desarrollo similar al anterior, podemos definir Ay, By, Cy, Do, E5 € R tales que
Ay =a? By = —2ha®; Cy=10% Dy= —2kb* FEy=FEb*+ h%a® — a’b?.
Entonces tenemos que la ecuacion general de la elipse para este caso esta dada por:
Agx?* + Byx 4+ Coy* + Doy + E5 = 0
Proposicion 2.6.8 Sean A,C € R*, B, D, E € R la ecuacion

Ar? +Brx+Cy*+ Dy+FE = 0
define una elipse si y solo si

AC >0 y (B*C+ D?*A—4ACE)C > 0.

Observacion: En algunos textos considera la primer condiciones solamente, pero debe notar
que la ecuacion z? + 4y* + 1 = 0, en el plano real tiene conjunto solucion vacio, por ello no
es facil aceptar que es una elipse, ya que las suma de positivos es positiva, nunca cero.

Ejemplo 2.6.9 Hallar la ecuacion de la elipse de centro (1,2), uno de los focos es (6,2) y
que pasa por el punto (4, 6) O

Solucién 3. Como su centro es (1,2) y el eje focal es paralelo al eje X. Luego su

ecuacion esta dada por:
(z=h)* | (y=k)*

e ot =
e
Ya que pasa por el punto (4, 6)
et
OF f U2 _
9 -+ 16 _ 1
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Tenemos que la distancia del centro al foco es:

c=dist(C,F) = /(1-6)2+ (2—2)2 =/(-5)2 = V25 = 5.

Entonces tenemos
2 o= 22
¥ = a®>—-25

reemplazando en la siguiente ecuacion

5+8 =1
2 8 1) (@ -2
9(a® — 25) + 16a* = a*(a® — 25)
a* — 25a® — 16a* — 9a® + 225 = 0
a*—50a*+225 = 0

Sea u = a? entonces
u? — 50u + 225 = 0

Luego
U 504+4/2500—900 __ 50++1600 __ 50440
2 - 2 o 2
Entonces 50+40 50—40
=" ¥ Uz= "5
_"90 10

Uy 5 ¥ U2= %5
ur =45 'y us =95

Por lo tanto
a?=45 o a’=5

Si a? = 5 tenemos
¥ = a*—25=5-25=-20 (=<«)

Entonces a? = 45, luego
b’ =a*>—25=45-25=20

Por lo tanto, al reemplazar los valores obtenido a? y b?, se tiene la ecuacién de la elipse

solicitada ) )
-1 W=
45 20

2.6.3 Ejercicios Propuestos

1 Grafique y encuentre todos los elementos de la elipse de la ecuacion.
a 922 + 2y* + 36z + 4y +20 =0
b 1622 + 9y? — 64z + 54y +1 =0
¢ 2522 + 16y? + 1502 — 64y = 102
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10

d 42 + 62 = 12

e 22 +4y? — 62+ 16y +21 =0

f 422 4+ 99>+ 322 — 18y +37=0

g 22+ 4y* — 10z — 40y + 109 = 0
Obtener la ecuacion de la elipse cuyos focos son (—1,0) y (1,0) y su didmetro mayor
es 6.

1132 2 _

[Resp. & + % =1]
Hallar la ecuacion de la elipse de centro (1,2), uno de los focos es (6,2) y que pasa por
el punto (4, 6).
[Resp. %—l—%:l]
Determinar las coordenadas de los focos de la elipse 222 + 7y? = 3
[Resp'Flz(\/%70)aF2:(_ %70)]

Hallar los vértices y el drea de un cuadrado con lados paralelos a los ejes de coordenados
inscrito en la elipse de ecuacion 9z% + 16y% = 100.

[Resp. A =16, Vi = (0,~0.4) , Vo= (0,0.4) , Vs = (~03,0) , V4 = (0.3,0)]

El centro de una elipse esta en el punto (2, —4) el vértice y foco de un mismo lado del
centro estan en los puntos (—2,—4) y (=1, —4) respectivamente. Hallar la ecuacion de
la elipse.

[Resp. %—i—%:l]

Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje X . Hallar su
ecuacion sabiendo que pasa por los puntos (v6, —1) v (2,v/2).

[Resp. %ﬁ—f—%:l]

Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por el punto (4,3), tiene su centro en el

origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su eje mayor es el doble de
la de su eje menor.

[Resp. %2%—%’—2:1]

Hallar la ecuacion de la elipse que contiene a los siguientes puntos (1,3), (—1,4),
(0,3 — ‘/75) y (—3,3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados.

[Resp. 22 + 4y + 2z — 24y + 33 =10 |

Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia del eje Y es siempre igual al doble de su distancia del punto
(3,2).

[Resp. 3z% + 4y* — 24z — 16y + 52 =0 |
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11 Desde cada punto de la circunferencia x? + y? + 42 + 4y — 8 = 0, se traza una
perpendicular al didmetro paralelo al eje X. Hallar e identificar la ecuacion del lugar
geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.

[Resp. 22 + 4y +4x + 16y +4 =10 |

2.7 Hipérbola

Definicion 2.7.1 Una hipérbola es una figura geométrica plano y corresponde al conjunto
de todos los puntos que se encuentran en el plano tales que el valor absoluto de la diferencia
de las distancias a dos puntos fijos es constante, los puntos fijos se llaman focos. O

Sean I, I, € R? donde F; y F, son puntos fijos en el plano que denotaremos como focos
y P € R? un punto que satisface la definicion de la hipérbola

entonces consideremos las distancias que hay entre estos 3 puntos
Como P satisface la definicion de la hipérbola tenemos

| dist(P, Fy) — dist(P, Fy) |=r

Luego Hp, g, representa al conjunto de todos los puntos que pertenecen a la hipérbola, es
decir,
He o ={P eR? | |dist(P,Fy) — dist(P, ) |=r}

2.7.1 Ecuacién de la hipérbola con eje focal paralelo al eje X

Sean Vi, Vo, Fi, [, e R?y P ¢ ‘Hr,.r,, donde Vi, V5 representan los vertices de la hipérbola,
Fy y F; los focos y P = (x,y) un punto cualquiera que pertenece a la hipérbola.
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\

Y

[ Vo Vi I

/

Sea C' = (h, k) el centro entonces los focos para nuestro caso estan dados por:

Fr=(h—-ck) y Fr=(h+ck)

luego
| dist(P, ) — dist(P, F3) | = 2a
Va—hT Py =k - @ —h=P+y—F?| = 2
usando el cambio de variable u =2 —hyv=y—k
V@ —h+c)2+y—k?2—/(x—h—c2+(y—k)?| = 2a
| Vu+e)2+v2—/(u—c)?2+v2| = 2a

De lo cual obtenemos los siguientes casos

1

V(u+e)?2+v2—/(u—c)?2+0v2=2a

Vu+e)?2+v2—+/(u—c)2+v2=—-2a

Si P esta en la parte izquierda de los focos tenemos que la primera ecuacion es verdadero
y si P se encuentra en la parte derecha de los focos tenemos que la segunda ecuacion es
verdadero, luego podemos trabajar las dos ecuaciones del siguiente modo

Viute)+vt—/(uFc)2+0v2 = 2a (%)
(@) +y* = 2a+/(uFc)+y> /()
(u =+ ¢)? + v? (2a ++/(u F c)? + y?)?
u? £ 2uc + * +v? 4a® + dar/(u F ¢)> + 02 + (u F ¢)* + v?
u? + 2uc + ¢ + v? 4a® + 4ar/(u F ¢)? + v2 + u? F 2uc + ¢ + v?
+duc — 4a? dar/(uF o> +0v* /3
tuc—a* = ay/(uFc)2+v2 /()3
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Antes veremos la restriccion
+uc—a®>0
we—a®>>0 VvV —uc—a?>0
u > % Vo ou< _a

c

luego es un semiplano en cada caso. Ademas como 2a < 2¢

u?c® F 2a*uc + a* a*((u F ¢)? +v?)

u?c® F 2a*uc+a* = a?(u? F 2uc+ A2+ v?)
w?c® F2d%uc + a* = a*u® F 2d%uc + a’c? + a*v?
WA —a?) —at? = a¥(® — a?)

Como 2a < 2c entonces a? < ¢2, es decir, ¢ — a? > 0.

Por lo tanto, sea b? tal que
V'=c—a’>>0

Reemplazando en la ecuacion, obtenemos

u?(c® —a®) — a*v®* = da*(? —a?)
w2 — ot = a?b? -k
U2 ’U2 _ 1
FEE

volviendo a las variables originales obtenemos
(@—h)? (y—k)?
a2
Proposicion 2.7.2 Sea V;, V5, C, F, Fy, € R* y P € Hp, g, con C = (h,k) el centro de
la hipérbola, Fy = (h — ¢, k) y Fy = (h + ¢, k) los focos, los vértices son Vi = (h — a,k) y
Vo= (h+a,k) y P=(x,y) pertenece a la hipérbola si sdlo si satisface la ecuacion

1

— h)? —k)?
(v ) — y ) =1, donde b* = ¢* — a®

a? b?
Ejemplo 2.7.3 Encuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un
foco F1 = (5,0), el valor de a = 2 y el eje focal en el eje X. O

Solucién 1. Como el centro de la hipérbola es C' = (0,0) vy F; = (5,0) tenemos
dist(C, Fy) = ¢ entonces

dist(C, Fy) = /(5—0)2+(0—0)2=5

Ya que ¢ = 5, luego el valor de b esta dado por:

A = V+a®
52 — b2 + 22
P = 21

Por lo tanto la ecuaciéon de la hipérbola es:

N

-~ | Htogwl &w
g |tdw$ |m
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Ejemplo 2.7.4 Encuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el punto C' =
(4,3), un foco F; = (8,3), el valor de a = 2 y el eje focal paralelo al eje X. O

Soluciéon 2. Como el centro de la hipérbola es C' = (4,3) y Fi = (8,3) tenemos
dist(C, Fy) = ¢ entonces

dist(C,Fy) = /(8—4)2+(3-3)2=/(4)2=4

Ya que ¢ = 4, luego el valor de b esta dado por:

A = V+a
Vo= 12

Por lo tanto la ecuaciéon de la hipérbola es:

(z=4)? _ (y=3)?
a? b2
(@=4)? _ (y=3?% _
4 144

2.7.2 Ecuacién de la hipérbola con eje focal paralelo al eje Y

Sea Vi, V,, C, Fy, Fy € R?, con Fy y F; los focos de la hipérbola, Vi, V3 los vértices y P = (z, )
un punto cualquiera que pertenece a la hipérbola.

Sea C' = (h, k) el centro de la hipérbola entonces los focos para nuestro caso son F; =
(h,k —c)y Fy = (h,k + ¢) luego,

| dist(P, Fy) — dist(P, F3) | = 2a
V@ —h2+y—k+c)2—+/(x—h2+y—k—c?| = 2a

usando el cambio de variable

v=x—h y u=y—=k

| V(x—h)2+ (y — k:—irc) \/(x—h)2+(y—k—c)2| = 2a
V0?24 (u+c)2— /()2 +(u—c)?| = 2a
Y es un expresion igual a la obtenida en el seccion anterior, luego usando el mismo desarrollo
tenemos

R T
a? b_1

»

volviendo a las variables originales obtenemos

W=h? _ @-h?

a? b2

Proposicion 2.7.5 Sea Vi,V,,C, F1,F, € R* con C = (h,k) el centro de la hipérbola,
Fy = (hk —c¢) y Fo = (h,k + ¢) los focos, los vértices Fy = (h,k —a) y Fo = (h,k + a)
P = (x,y) pertenece a la hipérbola si y sdlo si satisface la ecuacion

(y—k)? (z—h)

" 7 =1 donde b* = & — a?
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Ejemplo 2.7.6 Encuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un
foco F1 = (0,7), el valor de a = 3 y el eje focal en el eje V. O

Soluciéon 1. Como el centro de la hipérbola es C' = (0,0) y F; = (0,7) tenemos
dist(C, Fy) = ¢ entonces

dist(C,Fy) = J0—0Z+(T—02=+/(12=71

Ya que ¢ = 7, luego el valor de b esta dado por:

A = b*+a?
72— 232
o= 40

Por lo tanto la ecuaciéon de la hipérbola es:

[
»

N )
o N

©|<: Q |t@
@l&z wl&;

Ejemplo 2.7.7 Encuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el punto C' =
(5,9), un foco F; = (5,16), el valor de a = 3 y el eje focal en el eje Y. O

Solucién 2. Como el centro de la hipérbola es C' = (5,9) y Fi = (5,16) tenemos
dist(C, Fy) = ¢ entonces

dist(C,F1) = /(5—5)2+(16—-9)2=/(7)2=7

Ya que ¢ = 7, luego el valor de b esta dado por:

A = b*+a?
72— 232
o= 40

Por lo tanto la ecuaciéon de la hipérbola es:

-9 @52 _
a? b2

oo @ _
9 49 - :

Observacion: Sea Vi, V5, C, F,Fy € R* y P € Hp p,, con C = (h,k) el centro de la
hipérbola , F} y F, los focos
Consideremos la ecuacion de la hipérbola donde el eje focal es paralelo al eje X

(c—h?  (y—k? _

a? b2 1
Desarrollemos la ecuacion
(x;él)Q _ (ygz)k)2 = 1 /(a20?)
0*[(x — h)’] = a®[(y — k)’] = @’
V*[x* — 2zh + h?] — a®[y* — 2yk + K] = a*b?
220 — 2zhb? + W20 — y2a? + 2yka® — k*a® = a?b?

220% — 2zhb? — y?a® + 2yka® — k%a® + h20* — a?h? = 0
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Se define las constantes A, By, Cy, D1, F4 € R tales que
A =% By = —-2nb* C,=—a?* D,=2ka* FE, =—k’®+ h*b* — a?b°.

A2+ Bz +Cy +Diy+E; =0
Analogamente para la otra ecuaciéon

(ygf)Q _ (95;2]1)2 =1

podemos transformarla
Agy? + Boy + Cox® + Doz + E5 = 0

Con
Ay =% By = —2kb?, Cy= —a? Dy=—2kb* FE,=—Fk*?*+ h%a®>— a’b%.
Proposicion 2.7.8 Sean A,C € R*, B, D, E € R la ecuacion
A’ 4+ Bx+Cy*+Dy+E = 0
define una hipérbola si y solo si

AC < OANCB?+ AD? — 4ACE # 0

2.7.3 Asintotas de la hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son rectas que se encuentran tangentes a la hipérbola; es
decir, para valores muy grandes la recta y una rama de la hipérbola estan muy juntas y que
graficamente se representa de la siguiente forma

I \WVoN/ Vi i
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Observacion: Consideremos la ecuacion de la hipérbola donde su eje focal se encuentra en

el eje X
2 2
a—r = 1 /(@)
02? — a%y? = a’b?
Despejemos y
Pa? — a2y? = a’b?
a*y? = b*a® —a’h?

y —
y = i%w(ﬂ —a?
y = :I:% x2(1— Z—;)
y = *in/(1-%)
Para valores muy grandes de x el valor de ;—2 se va acercando a cero.
Luego
b 2 b
—x\/1— a_2 ~Et—z
a x a
para valores de x muy grandes
b
y=-r, y=-——1x
a a

Definicién 2.7.9 Sean a,b € R y la hipérbola Hp, p,.
Si el eje focal es paralelo a eje X, su ecuacion esta dada por
(z—h)?* (y—k)? _

a? - b2 =1

entonces la ecuacion de las asintotas de la hipérbola estan dadas por
(y— k) = L (z— h)
Si el eje focal es paralelo a eje Y, su ecuacion esta dada por

(y—k)? (z—h)

a? b2 =1

entonces la ecuacion de las asintotas de la hipérbola estan dadas por
(y—k)==x% (v —h).

O

Ejemplo 2.7.10 Encuentre el lugar geométrico y toda la informacién posible de los puntos

P = (z,y) cuya distancia al punto fijo (1,4) sea igual a 2 de la distancia a la recta 5z —1 = 0.
[l
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Solucién. Calculemos la distancia del punto P = (z,y) al punto @ = (1,4)

dist(P,Q) = \/(901 —22)? + (y1 —y2)? = \/(x —1)2+(y—4)?

Calculemos la distancia del punto P a la recta [ : bx — 1 = 0.

. _ [AetBy+C| _ [etOy+(-1)| _ [se—1]
dist(l, P) = “ e = NGO

Donde dist(P, Q) es igual 2 a dist(l, P).

V0@ =12+ (y—4)? = 2Bt
Vi? —2r+ 1+ 2 —8y+16 = Pzl ()2
22 -2+ -8y +17 = (5m1_61)2/-16
1622 — 322 + 16y* — 128y + 272 = 252% — 10z + 1
972 + 221 — 16y? + 128y — 271 = 0
(922 + 222) + (—16y* + 128y) = 271

9 (2% + 2z) —16 (y? — 2y) = 271
Ahora completaremos cuadrado

9 (22 425w+ 2 —2) —16()> —2-4y + 16 — 16) = 271
9 (2?4 2%z +2) —9- 2 —16(y* —2-4y 4+ 16) — 16 - (—16) = 271

1 )2 = 271413 —256
9(c+1) —16(y —4)? = 2
)

($+%)2 . (y—4)2 1
256 56 -
9-91 2 9-16

(%) @2 _ 4

De donde podemos obtener que el centro de la hipérbola es (h, k) = (—%, 4), ademés a =

yb= %, con estos valores obtenemos el valor de ¢

oz

2 _ 424 p2_ 256 4 16 _ 400 _ (20)?
¢ =+ =+3=3=(%)
entonces ¢ = %0, luego sus focos estan dados por:

Fi=(-4-24)=(-%4 v B=(-%+%24) =09

Los vértices son

Vi (B8 = (F0) v Vs (B0 = ()

Las asintotas estan dadas por
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2.7.4 Ejercicios Propuestos

1 Graficar y encontrar todos los elementos que componen a la céonica de ecuacion

a 9y? = 1622 — 36y — 96z + 684
b 922 — 25y? — 18z — 50y = 191

2 Considere la recta [, de ecuacion y = mx + 1. 2Determine todos los valores de m € R
. . 2
tales que las recta [, interseca a la hipérbola % — % = 1.

[Resp. m € ]—\/g,\/g[ym%j:\/ﬁ]

3 Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia del punto (6,0) es siempre igual al doble de su distancia de
la recta 20 —3 =10

[Resp. 32?2 —y? = 27|

4 Hallar la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (4, 6), tiene el eje focal paralelo
al eje X, y sus asintotas son las rectas 2r +y—3=0y 2z —y —1=0.
[Resp. 422 —y? —8x +2y —8=10]

5 Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia del punto (3,2) es siempre igual al doble de su distancia de
la rectay +1=0.

[Resp. % — 8y? — 6x — 22y +4 =10 |
6 Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia del punto (2, —1) es siempre igual al doble de su distancia de
la recta x +2 = 0.

[Resp. 322 —y? + 20z — 2y +11 =0 |

7 Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mz — 1 son tangentes
a la hipérbola 422 — 9y% = 36

[Resp. m = j:*/?g ]

8 Demostrar que la elipse 222 + y? = 10 y la hipérbola 4y? — 2% = 4 se intersecan.
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Resumen de Conicas

Paréabola Elipse Hipérbola
p=dist(V, F) 2a =longitud eje mayor | 2a =longitud eje transversal
p = dist(V,1) 2b =longitud eje menor | 2b =longitud eje conjugado

focos sobre el eje

2= g2 _ b2

focos sobre el eje mayor

= a*+ b

focos sobre el eje transversal

Eje focal paralelo al eje X

@ h? _ R,

Ecuacién | (y — k)* = 4p(z — h) (z ;Qh)Z + (y ZQI{P =1 = 2
Centro (h, k) (h, k)
Foco(s) (h+p. k) (hteck) (h£ec k)
Vértice(s) (h, k) (h+a,k) (h+a,k)
Eje focal paralelo al eje Y
Ecuacién | (z —h)? = 4p(y — k) (z ZQh)Q + y ;Qk)z =1 y ;Qk)Q _ ZQh)Q =1
Centro (h, k) (h, k)
Foco(s) (h,k+p) (h,k£c) (h,k+c)
Vértice(s) (h, k) (h,k+a) (h,k+a)
Lado recto 4p 271)2 271)2
Excentri e=1 e:%<1 e:g>1

cidad




