Capitulo 1

Los Numeros Reales

Introduccién del Capitulo

Existe tres manera de construir los numeros reales, una de ellas necesita primero construir
los naturales, después los enteros y los racionales ambos se construyen con una relacion de
equivalencia en el producto cartesiana del anterior. Finalmente se construyen el conjunto de
las sucesiones en los racionales para dar paso bajo una relaciéon de equivalencia al conjunto
de los numeros reales que satisface las propiedades que a continuacién presentaremos

La anterior construction anterior demanda un tiempo que no se dispone para la exposiciéon
de este texto por ello, a continuacién presentaremos los ntmeros reales R, de manera
axiomatica, esto es, aceptaremos que existe un conjunto, el de los nimeros reales, el cual
bajo las operaciones de suma (+) y multiplicacion (-) verifica ciertas propiedades.

1.1 Introduccion

Veremos algunas de las propiedades que satisfacen algunos conjuntos notables, de modo de
reconocerlas después en el conjunto de los niimeros reales.
Consideremos en primer lugar el conjunto

N =1{0,1,2,3,4,5,6,...}

llamado conjunto de los Ntimeros Naturales, este conjunto provisto de la operacion
producto (-) satisface las siguientes propiedades:

1 Clausura: Sin,m € N, entonces n - m es un tnico elemento en N .

2 Asociatividad: Para todo n,m,r € N, se tiene que

(n-m)-r=n-(m-r).

3 Existencia de neutro: Existe e =1 € N tal que para todon € N
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4 Conmutatividad: Para todo n,m € N

Pero en N no se verifica la propiedad de existencia de inverso multiplicativo, esto es,
para todo n € N no existe un elemento n’ € N tal que:

n-n =1.

Si consideramos ahora la operacion suma (+) en N, tenemos que esta verifica (1), (2),
(3) v (4). Del mismo modo, no cumple la propiedad del inverso aditivo, esto es, dado n € N
no existe un elemento m € N tal que:

n+m = 0.
Consideremos ahora el conjunto de los Ntimeros Enteros
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}
este conjunto lo podemos expresar en términos del conjunto anterior, esto es
Z =NUN"|
N™={-n|neN}
El conjunto bajo la suma verifica las siguientes propiedades:

1 Clausura: Si a,b € Z, entonces a + b es un tnico elemento en Z.

2 Asociatividad: Para todo a,b,c € Z, se tiene que

(a+b)+c=a+ (b+c).

3 Existencia de neutro: Existe 0 € Z tal que para todo a € Z

O+a=a+0=a.

4 Existencia de elemento inverso: Para todo a € Z, existe (—a) € Z tal que

5 Conmutatividad:Para todo a,b € Z

at+b=">b+a.
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Ahora bien, si consideramos la operacion producto (-) en Z esta verifica (1),(2),(3) y (5). Sin
embargo no se verifica (4) pues en general para a € Z no existe a €7 tal que

a-a =1.

El hecho de que Z con la operacion suma (+) satisface las propiedades antes mencionadas
se resume diciendo que Z con la suma es un grupo.
Consideremos

Q:{% ‘ an/\beZ—{O}}

el cual recibe el nombre de conjunto de los Ntimeros Racionales.
Se definen en él las siguientes operaciones:

a Suma
E+E_ad+bc
b d  bd
b Producto
a c_ac
b d bd

Con estas operaciones se tiene que, Q con (4) y Q—{0} con (+) son grupos, es decir, satisfacen
las propiedades de clausura, asociatividad, existencia de neutro y existencia de
inverso, ademas se verifica la conmutatividad.

Otro conjunto notable es el conjunto de los Ntimeros Irracionales que usualmente es
denotado por I .

Algunos ejemplos de nimeros irracionales son:

moe V2

Observacion: El conjunto I con la operacion (+) no satisface la propiedad de clausura, en
efecto, consideremos los irracionales V2 y —\/5, tenemos que V2 + (—\/5) =0, el cual es un
nimero racional (0 = % por ejemplo), de esto es evidente que I no es un grupo.

1.2 Estructura de Grupo

Ahora estableceremos las secuencias de propiedades que permiten generalizar los ejemplos
dados en la seccién anterior, para ello necesitamos considerar un conjunto no vacio, donde
se define la operacion binaria, que habitualmente se denota por 4 y -, cuyo significado es
dado dos elementos obtengo un tinico elemento en el mismo conjunto.

Definicién 1.2.1 Sea G un conjunto no vacio. Diremos que * es una operacién binaria o
clausura en G si para todo a,b en G existe un tinico a x b en G, es decir

(Va,b e G)(F'ce G)(axb=c).
v

Definicién 1.2.2 Un grupo es un conjunto no vacio G y una operacion binaria *, tal que
para todo a,b y c en GG se cumplen los siguientes:
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a Asociatividad: Para todo a,b,c en G, se cumple
a*(bxc)=(axb)*c.

En simbolos
(Va,b,c € G)(ax (bxc) = (axb)x*c).

b Existencia de elemento neutro: Existe e elemento neutro de GG, tal que para todo
a en GG, se cumple
axe=a=ex*a.

En simbolos
(Jee G)Vae G)axe=a=exa).

¢ Existencia de elemento inverso: Para todo a en GG, existe b en G, tal que
axb=e=>bxa.

En simbolos
(Vae G)(FbeG)axb=e=Dbxa).

En adelante diremos que (G, *) es un grupo, para indicar que G con la operacion * es
un grupo.

d Diremos que GG es un grupo abeliano o conmutativo, si y sélo si (G, %) es un grupo
y satisface la propiedad de conmutatividad, esto es:

(Va,b € G)(axb="bx*a).

Proposicion 1.2.3 Sea G un grupo entonces
a El elemento neutro e € G es unico.

b El inverso de un elemento es inico.
Ejemplo 1.2.4 Los conjuntos Z y Q con la suma habitual de ntimeros son grupos abelianos.
Con la multiplicacion usual el conjunto Q — {0} es también un grupo abeliano. U

Ejemplo 1.2.5 Sea X un conjunto no vacio y definamos
F(X,Q)={f: X — Q] fes una funciéon}

el conjunto de todas las funciones de X en Q. "La definicion del concepto funcién sera visto
con detalle en el capitulo siguiente", y la operacion suma (+) definida por:

f+g : X — Q
r —r (f+9)(z):= f(z)+g(x)

entonces F(X,Q) es un grupo. La demostracion sera vista en el capitulo de funciones [
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1.3 Numeros Reales R

En esta seccion, daremos los axiomas que define la estructura aditiva y multiplicativa de
los Numero Reales, y partir de ellas la definiciéon de potencia multiplicativa. Colocando
en relieve las propiedades que nos permite resolver los problemas lineales en los Numeros
Reales.

1.3.1 Axiomas de R como cuerpo

Existe un conjunto que denotaremos por R que es no vacio, cuyos elementos seran llamados
nameros reales, en el cual estan definidas las operaciones binarias suma (+) y producto
(+), que satisfacen las siguientes propiedades o axiomas

Axioma 1.3.1 0,1 € R, 0 # 1.

Axioma 1.3.2 (R, +) es un grupo abeliano.

Axioma 1.3.3 (R —{0},) es un grupo abeliano.

Axioma 1.3.4 Distributividad:

(Va,b,ceR)(a-(b+c)=a-b+a-c).

Ya que (R, +,-) o R satisface estos axiomas o propiedades con las operaciones binarias
dadas, se dice que R es un cuerpo.
Notacion: Sino hay peligro de confusion, en adelante anotaremos sélo "ab", para referirnos
al producto "a - b", con a,b € R.
Observacion: La propiedad Distributiva, también se le denomina Factorizacién, en los
casos cuando se usa de derecha a izquierda, para ello ambos sumando deben tener un factor

en comun.
Proposicion 1.3.5 En R tenemos que:

a El neutro aditivo es un numero real unico.
b El neutro multiplicativo es un nimero real unico.
¢ El inverso aditivo de un nimero real es inico.

d El inverso multiplicativo de un numero real no nulo es inico.

Demostracion. Supongamos que 0 y 0’ son neutros aditivos, luego 0 + 0" = 0, ya que 0 es
el neutro, del mismo modo 0 + 0/ = 0/, y ademaés la suma es tnica, luego

0=04+0=0

Ahora supongamos que dado a € R, los nimeros b, & son los inversos, luego a + 9 =0y
b+ a = 0, de la propiedad asociatividad tenemos

b+ (a+V) = (b+a)+¥V
b+0 = 0+
b = U

Las otras proposiciones se demuestran de manera similar [ |
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Notacién: —a denota el inverso aditivo de a para todo a € R y b~! denota el inverso
multiplicativo de b, con b € R — {0}.

Observacion: Un técnica de demostracion bastante utilizada, es llamada método del
absurdo. Este método es muy tutil para demostrar que proposiciones del tipo p = ¢ son
verdaderas. Notemos las siguientes equivalencias

P=q<=DpVqg=DpAq.

El propésito es suponer que la proposicion p A g es verdadera, a partir de ella y con pasos
deductivos, llegar a una contradiccion, esto significa que la proposicion p Aq debe ser falsa y
por lo tanto, su negacién p A g es verdadera, de este modo se tiene que p = ¢ es verdadero.
Ejemplo 1.3.6 Dada m € Z, demostrar que se cumple

Si m? es par, entonces m es par. O

Demostracion.  La proposiciéon es una implicacion, donde p : m? par y ¢ : m impar.
Procedamos por absurdo.
Supongamos p : m? par y g : m impar son verdaderas. Como m es impar entonces existe
k € Z tal que
m=2k+1

de esto tenemos que

m?* = (2k+1)(2k+1)
4k* + 2k + 2k + 1
4k + 4k + 1
= 2(2k*4+2k)+1

luego m? = 2k’ + 1, con k' = 2k? + 2k, k' € Z de donde obtenemos que m? es un nimero
impar, lo que contradice nuestro supuesto de que m? es par, asi

m? par = m par. [ |
Proposicion 1.3.7 Sean a,b € R, entonces
a —(a+0b)=(—a)+ (D).
b —(—a) =a.
c(ab)t=a0t a#0,0#£0.

d (a) ' =a.
ea-0=0

f ~(ab) = (~a)b = a(~b)
g (~a)(~b) = ab.

hab=0< (a=0Vb=0).

Demostracion.
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a Sean a y b numeros reales, entonces también lo es a + b y como (R, +) es un grupo
abeliano, entonces existe —(a 4 b) inverso aditivo de a + b por lo tanto

(a+0b)+(—=(a+0b)=0.
Por otra parte, también existen —a y —b tales que:

(@+b)+(-a)+(=b) = (a+(—a))+(b+(-b)
= 040
= 0

de esta tltima igualdad podemos concluir que (—a) + (—b) es también inverso de a + b
y luego por unicidad del inverso tenemos que

—(a+b) = (—a)+ (-D).

b Como (—a) es un namero real y (R, +) es un grupo abeliano, entonces existe —(—a)
inverso aditivo de (—a) tal que

(—a) + (=(=a)) = 0.

Por otro lado
(—a)+a =0,

de estas igualdades obtenemos que —(—a) y a son inversos de (—a), luego por unicidad
del inverso se tiene que
—(—a) = a.

¢ Anéloga a (a), cambiando de notacion aditiva a notacion multiplicativa.
d Analoga a (b), cambiando de notacion aditiva a notacion multiplicativa.
e Como 0 es neutro aditivo se tiene que:
0=0+0,
entonces por distributividad tenemos
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0

luego,

a-0=a-04a-0.
Ahora, sumando a ambos lados de la igualdad anterior el inverso aditivo de a - 0,
tenemos que

a-0+(—(a-0) = a-0+a-0+(—(a-0))
0 = a-0+(a-0+(—(a-0)))
0 = a-0+0
0 = a-0

asi,
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f Es claro que
ab+ (—(ab)) = 0.

Por otro lado

ab+ (—a)b = (a+ (—a))b
= 0-b
= 0 (por item anterior)
Tenemos entonces que tanto (—a)b como —(ab) son inversos de ab, luego por unicidad

del inverso se tiene que
~(ab) = (~a)b
Ademas, por conmutatividad en la anterior igualdad, se tiene
—(ab) = —(ba)
= (=b)a
— a(-b)

por lo tanto,
(—a)b = —(ab) = a(—b).

g Notemos que
(=a)(=b) = —(a(=b)) (usando (f))
= —(—(ab)) (usando (f))
= ab (usando (b))
luego,
(—a)(—b) = ab.

h (=) Observemos que
(ab=0)=(a=0Vb=0)

es una proposicion del tipo p = (¢ V r), la cual es equivalente a (p AG) = r, que es lo
que usaremos para probar esta parte de la demostracion.

Supongamos entonces a # 0, luego existe a~! tal que

ab=0 = atab = a0
=~ 1.b = 0
= b = 0.

(<) Claramente si a = 0V b = 0 se tiene que ab = 0.

Concluyendo asi la demostracion.

Notaciéon: También debemos tener presente

Con la notaciéon anterior, y las propiedades demostrada tenemos

e _—a_ a a_—a_ (=@
b b —b b —b b
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Ejemplo 1.3.8 Reemplazar a = _71, b= % en

Solucion.

1.3.2 Potencias Enteras

Definicion 1.3.9 Sea a € Ry n € Z". Se define la potencia real de base a y exponente n
por:
at=a-a---q
—_——
n—veces

Mas precisamente, sea a € R, se define por recurrencia
at = a
a"' = a"-a, VYneN

Ademas para el caso a # 0, se define

a =
-n —1\n _ _1 __ 1
= (@) = e = g
n-veces
O
Teorema 1.3.10 Sean a,b € R — {0} yn,m € Z entonces:
a ™t = a™a".

b a"b" = (ab)™.

Demostracion. Probaremos solo (a) quedando las demés propiedades como ejercicio. Procederemos

por induccién como sigue.
Sea p(n) : (Ym € Z)(Va € R — {0})(a™™™ = a™a™); n € Ny

p(0) : (Vm € Z)(Va € R — {0})(a™° = a™a?)
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lo cual es verdadero por definicién de potencia.

Supongamos p(n) verdadero y demostremos que p(n + 1) es verdadero.

p(n+1): (Ym € Z)(Va € R — {0})(a™ ! = a™a"™)

amtntl = a””"a (definicion de potencia)
= (a™a")a (hipotesis de induccion)
= ( "a) (asociatividad)
= ama”+ (definicion de potencia)

tenemos entonces que
(Vn € No)(VYm € Z)(Va € R — {0})(a™"™ = a™a")

es verdadero por teorema de induccion.
Sea n € Z — Ng, luego

m+n m—(—n)

a = a
_ g (-m(-n)
_ (a—l)—er(fn)
— (a—l)—m<a—1)—n
— aman

de este modo podemos concluir que

(Vn € Z)(Vm € Z)(Va € R — {0})(a™"" = a™a").

12

Observacion: Las tres primeras propiedades antes mencionadas son validas para el caso
a =00 b=0, siempre que las expresiones que las definen tengan sentido en R, es decir, que

n,m € Z".

Ejemplo 1.3.11 Simplificar completamente, para los valores de a,b € R donde estén bien

definida la siguiente expresion:

¥ - a=3b _2‘ a=2p~1\ *
- \a2b4 ’ a?b
_3b _2b
X pr—
() - (55)

-3

Solucion.

_ | azb
a_2 a?b
4
bb5 -3
- (a—s) )
ad
- (5)
_ a_lo al2pf — _ 1
o plo &12516 T a2b16’
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De este modo se tiene que

1.3.3 Productos Notables

1
= 22pis”

13

Los productos notables, corresponden a una factorizacion de una expresion algebraica, que
son de uso habitualmente en los diferentes problemas desarrollados en este capitulo, la
demostracion de estas propiedades, se obtiene de las propiedades de potencias y los axiomas
de los nimeros reales. Los de uso mas frecuente se listas a continuacion

Sean a,b € R
aa®—0b*=(a+0b)(a—D0).
b (a+b)? = a®+ 2ab + b

c a® £ b= (atb)(a®Fab+ V).

d (a£b)® = a4 3a®b + 3ab® £ 7.

e (VmeZ"(a™ —b" = (a—b)(a™ 1 +a™ 2+ +ab™ 2+ b h)).

Ejemplo 1.3.12 Simplificar completamente, para los valores de a € R donde estén bien

definida la siguiente expresion:

a 1—a

X: 1—CL

a

1—a

a

a l1—a

O

Solucién. Sea a € R, tal que la expresion esta bien definida, luego podemos simplificar.

a l1—a

1—a a
l1—a a

a2a+ 1 a—>2a
a(l —a)

a(l —a)
a*+ (1 —a)?

a(l —a)

a(l—a) (1—a)?—a?

a’+ (1 —a)?
(1 —a)?—a?
2a%> —2a + 1

1—2a



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES 14

1.3.4 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Definiciéon 1.3.13 Una ecuacion lineal en la variable x, es una expresion del tipo
ar+b=0, a,beR az#0.

O

Encontrar el conjunto soluciéon para una ecuacion de este tipo, corresponde a determinar
x € R de modo que la igualdad en anterior se verifique.
Determinemos ahora la solucién de esta ecuacion

ar+b = 0
& ar = —b
b
& r o= —-.
a

Luego el conjunto solucién de la ecuacion lineal axz + b = 0 es

-2}

Ejemplo 1.3.14 Determinar la soluciéon de la ecuacion

1 5
4—1.9:—3—1—1-79&

t

Soluciéon 1. Primero debemos llevar esta ecuacion a la forma dada anteriormente,
obteniendo

1. — 5
14m 3 = 1 + Tx
o 1—428$ _ 54512
27, _ 17
= 7T = 368
= r = —33

81
ahora despejando tenemos que la soluciéon esta dada por

68
81

(5

Ejemplo 1.3.15 Determinar la soluciéon de la ecuacion

o bien el conjunto solucién es

4 — 37 = 5V/2 — 8.
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Solucién 2. Primero debemos llevar esta ecuaciéon a la forma dada anteriormente,

obteniendo
4o — 31 = 5vV2—8x

& 4r+8r = 3r+5V2
& 120 = 37 +5V2

ahora despejando tenemos que la soluciéon esta dada por
L3 5v2
12

o bien el conjunto solucion es

S:{3w+5\/§}

12

Observacion: Por el momento estamos usando el resultado, que nos entrega la existencia
de la raiz cuadrada de un nimero no negativo, en particular v/2.

Ejemplo 1.3.16 Determine el valor de A € R — {0} de modo que la solucion de la ecuacion
lineal

T Ar+3\=4
sea igual a _% U
Solucién 3. Primero determinemos la solucion del ejemplo, esto es
A +3\ = 4
= Ar = 4—-3\

como A # 0 luego, la soluciéon de la ecuacion es:

4 =3\
T
Pero ella debe cumplir con:
4-3x 3
7\ b
< 20— 150 = =21\
& 6A = —20
Por lo tanto
P
3
Definicién 1.3.17 Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables x1, zo, ..., x, es una
expresion de la forma
an®y + a2z + -+ apr, = b
A91%1 + A29%9 + + - - + AopTy = bg
Am1T1 + Q2T + -+ ATy, = by,

donde a;;,b; y x; € R, Vi=1,2,... m,Vj=1,2...,n O
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Resolver un sistema de ecuaciones lineales, consiste en determinar todas las n-uplas

(21,22, ...,x,) que satisface todas las ecuaciones.
Observacion: En general el proceso para resolver un sistema de ecuaciones lineales, es
recursivo, y consiste en escoger una variable en una ecuacion y eliminar esta variable en las
otras ecuaciones lineales, amplificando y restando cada ecuacion de modo que el coeficiente
sea cero de la variable escogida, obteniendo un nuevo sistema omitiendo la ecuacién con la
cual se comenzo.

Se continua de la misma manera, es decir, se escoge una variable de alguna ecuacion y
se eliminar la variable, hasta obtener un sistema que cada ecuacién tiene una variable que
no aparece en las otras y la ultimas una igualdad de ntimeros o contener una variable. De
acuerdo a ello se tiene que el conjunto solucion es del siguiente modo

El conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales cumple una de las tres posibilidades
siguientes:

a El conjunto solucién tiene solo un elemento.
b El conjunto solucion tiene infinitos elementos.
¢ El conjunto soluciéon es vacio.

Ejemplo 1.3.18 Resolver el sistema

rT—03y = —3
3r—y = 8
O
Soluciéon 4. Dado el sistema de ecuaciones
rT—3y = —3
3r—y = 8

Si multiplicamos por —5 la segunda ecuaciéon y la sumamos con la primera se obtiene la
ecuacion
—14x = —43

43
de donde =z = 7 Sustituyendo este valor en cualquiera de las dos ecuaciones obtenemos
17

prm— ﬁ-
Luego el sistema tiene tnica solucion, y esta es

Y

43 17

Tl

()

o de manera equivalente
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Ejemplo 1.3.19 Resolver el sistema

r+y+z =1
rT—y+z =

O

Soluciéon 5. Multiplicando la segunda ecuaciéon por —1 y suméndola con la primera
obtenemos la ecuacion

2y=1
de donde y = %
Luego reemplazando obtenemos
rT+z = %
r+z = %

. . . 1 o
Como ambas ecuaciones son iguales, se tiene que x = 3~ z, donde z € R es arbitrario, asf el

sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones y el conjunto soluciéon lo podemos expresar
del siguiente modo

1 1
1
= < (z, v, z)|(E|t6R)(x:——t/\y:—/\z:)}
Ejemplo 1.3.20 Resolver el sistema
—2z+y+z = 0
r—2y+z = 0
r+y—2z = =2
O
Solucién 6. Dado el sistema ecuaciones
—2r+y+z = 0
r—=2y+z = 0
rT+y—2z = =2
De la primera ecuacién escogemos la variable y y eliminemos de las otras
reemplazando en el sistema de ecuacion se tiene que
—3z+32 = 0
3r —3z = =2
Simplificando, obtenemos x —z = 0, eliminando en la tercer ecuaciéon obtenemos que 0 = —2,

lo cual es claramente una contradiccién, en consecuencia el sistema tiene solucién vacia.
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1.3.5 Problemas de Planteo

Comenzaremos recordando algunos conceptos que seran de gran utilidad para la resoluciéon
de problemas:

a Se dice que y es el ¢ por ciento de x, si y sblo si

q

b La razoén entre los nameros a : b es el cociente

a

;-

Se llama proporcién a una igualdad entre dos razones, por ejemplo
a:b=c:d

la cual se lee a es a b como c es a d.

a Se dice que a es directamente proporcional a b si y s6lo si existe una constante

k tal que
a = kb.
b Se dice que a es inversamente proporcional a b si y s6lo si existe una constante
k tal que
1
a=k—.
b

La constante k (en ambos casos) es llamada factor de proporcionalidad.

¢ Sea T un tridngulo equilatero de lado a.

Alturade : h = ?.
D)
area de A = M.

4

Ejemplo 1.3.21 Para concluir un trabajo, un albanil corta dos pedazos de ceramica siendo
cada uno un triangulo equildtero de base c¢. Al unir estos pedazos por uno de sus lados, se
forma un rombo el cual al ser pegado en la pared no alcanza a cubrir la superficie deseada por
el maestro, quedando por rellenar un espacio con una ceramica cuya forma debe ser también
un triangulo equilatero, pero de area igual al 60% del rombo. ;Cudl debe ser la longitud del
lado de esta tltima ceramica para que se tenga el trabajo terminado?.
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Pared

AD—G —

O

Solucién 1. Sea z la longitud del lado de la cerdmica que buscamos.
Se tiene que el area del rombo es dos veces el area de los triangulos equilateros de lado

¢, esto es
02\/§ )

Area del rombo = 2 ( 1

pero el area del triangulo de lado z es el 60% del area del rombo, o sea

23 60 AV3 , 6, \/E
= = T = gc.

r = —C

i 100 2 7 5
) . 6
Asi la longitud del lado es z = c\/g .

Ejemplo 1.3.22 En que tanto por ciento debe aumentarse el radio de una circunferencia
para que su area aumente en un 30%.

/"-‘_-'h‘"-.
- ~
7 N
/ \

/ \
/ \
/ \
I \
| L
\ r [
\ /
\ /
\ /
N /

N Ve
~ 7~
‘\.___ —‘/

U

Solucién 2. Sean A = 7r? el area de la circunferencia de radio 7 y z la longitud del
radio que debemos aumentar para que su area aumente en un 30%.

Debemos ver que tanto por ciento es x de r.

Tenemos que el area de la circunferencia mas el 30% de la misma esta dada por

1,3t =a(r+a)? e Vidr=rtror= <\/1,3 - 1) r A 0.14r

De aqui tenemos que z es aproximadamente el 14% de r, con lo cual concluimos que el radio
debe aumentar en un 100(y/1,3 — 1)% para obtener un 30% mas de éarea.
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Ejemplo 1.3.23 Dos personas A y B se encuentran realizando un trabajo. Si A realiza el
trabajo en 3 horas y B realiza el trabajo en 5 horas. ;Cuénto tiempo demoraran en hacer el
trabajo juntos?. (l

Solucién 3. Sean T el trabajo y z el tiempo (en horas) que demoraran en hacer el
trabajo los dos obreros.

T
Como A demora 3 horas en realizar el trabajo, tenemos que en una hora A realiza 3 del

T
trabajo, razonando del mismo modo se tiene que B realiza = del trabajo en una hora.

T 8T
De acuerdo a esto podemos concluir que en una hora ambos realizan 3 + == del

trabajo.
Luego tenemos que el trabajo total esta dado por la siguiente ecuacion

—r=T&r=—
15 8

simplificando obtenemos que x = 1.875 horas. Por lo tanto tenemos que los obreros demoran
1.875 horas en realizar el trabajo juntos.

Ejemplo 1.3.24 Un namero entero positivo de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma
de sus cifras. Si la cifra de las decenas excede en 5 a la de las unidades, ;cuél es el nimero?.

g

Solucién 4. Sea x la cifra de las unidades e y la cifra de las decenas, en primer lugar
tenemos que el ntimero buscado es ! N = 10y + z, ahora bien de acuerdo a la informacién
del problema tenemos que

10y+2=6(r+y)+ 18y que y =z +5.
En consecuencia tenemos el siguiente sistema

—br+4y = 18
r—y = —D

multiplicando la segunda ecuaciéon por 4 y sumandola con la primera obtenemos que x = 2
y con esto que y = 7.

Por lo tanto el niumero buscado es N =7-10+ 2 = 72.
Ejemplo 1.3.25 Una pareja de estudiantes universitarios debe resolver un determinado

problema. Después que el primero de ellos a trabajado durante 7 horas en la resoluciéon
del problema y el segundo a trabajado durante 4 horas en la solucién del mismo, juntos

han completado 9 de la solucion total. Si ellos siguieran trabajando juntos durante 4 horas

1
mas, solo les quedaria por resolver 3 del problema. ;Cuanto tardaria cada uno en resolver

completamente el problema?. O

Solucién 5. Sea s la soluciéon del problema. Denotemos por z la cantidad de horas que

9,7

tardaria el primer estudiante en resolver el problema y denotemos por ”"y” la cantidad de

1Si un ntmero N tiene n cifras Ny, Ni,..., N,_1 ordenados de izquierda a derecha entonces N =
Nn_lloﬂ’_l + -4 N110 + NQ
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horas que tardarfa el segundo estudiante en dar solucién al problema. Entonces en una hora
el primer estudiante realiza — de la solucién completa mientras que el segundo realiza en el
x

. . S .,
mismo tiempo — de la solucién completa.

De acuerdo a la informaciéon del problema tenemos que

7545 228
x Y 9

4s s
Ahora bien como ellos trabajaran juntos durante 4 horas, realizaran — + — de la solucion,

T Y
que es igual a
DS . S 7s
s—|—+ ===
9 18 18

asi se tiene que

4s . ds s
x y 18
luego tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
7s 4s DS
J— + J— — J—
T i; 9
4s n s Ts
x y 18
simplificando obtenemos,
7.4 5
Ty 9
4 n 47
r y 18
resolviendo tenemos que = 18 e y = 24. Por lo tanto el primer estudiante tarda 18

horas en dar solucién al problema, mientras el segundo tarda 24 horas en realizar la misma
tarea.Observacion: Recuerde que en este tipo de problema se asume que, las personas
trabajan todo el tiempo igual "proporcional", y que el trabajo todo el tiempo es igual
"proporcional".

1.4 R es un Cuerpo Ordenado

La construccion de R como cuerpo ordenado, se puede caracterizar con una relaciéon de orden
total o a través del cono positivo, en esta presentacion hemos escogido la segunda es por ello
definimos los siguiente axiomas.

1.4.1 Axiomas de Orden

Existe un subconjunto de R — {0}, el cual sera denotado por R*. Los elementos de este
subconjunto se llaman nimeros reales positivos y cumplen los siguientes axiomas:
Axioma 1.4.1 La suma es cerrada, esto es si a,b € RT, entonces a +b € RT.
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Axioma 1.4.2 FEl producto es cerrado, esto es si a,b € Rt entonces ab € R*.

Axioma 1.4.3 Ley de Tricotomia.
Sia € R, entonces

a€R" Y a=0VY —qgeR".

Observacion: Los axiomas recién dados nos permiten ordenar totalmente los ntimeros reales
y atn mas graficar este orden en una recta, llamada recta real.
Proposicion 1.4.4 Sean a,b,c € R entonces se verifican:

i Sia€R—{0} entonces a> € RT, en particular 1 € RT.

it Sia €RT entonces a™' € RT.

i Sia—bERTAb—ceR" entoncesa —c € RT.

ivb—a€R" siysolosi(b+c)—(a+c)eRT.

v

)

Sib—a€eRTAceRT entonces bec — ac € RT.

Sib—aeRTA—ceR"T entonces ac — bc € RT.

Demostracion.

i

11

Tenemos que a € R — {0}, entonces por axioma

acRT VY —aqeR".
Si a € R entonces por axioma Axioma 1.4.2, a-a € R, es decir

a € RT = a* € RY.

Si —a € RT entonces por axioma Axioma 1.4.1, (—a)(—a) € RT pero por proposicion
Proposicion 1.3.7 parte (7), (—a)(—a) = (—a)? = a?, luego a* € RT.
Asi

acR—{0}=a® cR".
Procedamos por absurdo.

Sea a € Rt y supongamos que a~! ¢ R*, entonces
al=0 VY —(a')eR".
Supongamos a~ ' = 0 entonces aa~! = 0, pero aa~! = 1, lo cual es una contradiccion y

por lo tanto a=! # 0.

Supongamos que —(a~ ') € RT. Como a € RT tenemos por axioma Axioma 1.4.2 que
—(a™Y)a = =1 € R™, lo cual es una contradiccion.

Luego tenemos que
a € R" =o' €R".
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iii Sean a,b,c € R tal que

a—beRT"ANbD—ceRT

= (a—b)+(b—c) eR"
= a+(-b+b) —ceR"
= a+0—ceRT
= a—ceR".
iv Sean a,b,c € R tal que
b—aeR"
< b—a+0eRT
& b—at+c—ceRt
& (b+c¢)+(—a—c) eR"
< (b+c)+ (a+c) e RT.

v Sean a, b, c € R tal que
b—acRtANceRT
= (b—a)ceR"
= bc—aceRT.

vi Sean a,b,c € R tal que
b—aeRYAN—ceR*t
= (b—a)(—c) e RT

= (=bc) — (—ac) € RT u
= ac—bceRT.
Definicion 1.4.5 Se define el conjunto de los nimeros reales negativos como
R ={aeR| —aeR"}.
O

Observacion: Notemos que por el axioma 3 podemos descomponer R en la unién disjunta
de RT, {0} y R™, esto es
R=RTU{0}UR".
Definiciéon 1.4.6 Sean a,b € R. Se dice que a es mayor que b 6 b es menor que a si y s6lo
si
a—beR"
este hecho se anota como
a>b obien b<a.

Diremos que a es mayor o igual que b o bien b es menor o igual que a si y s6lo si a es mayor
que b o a es igual a b, es decir
a>b o a=0b,

de modo abreviado anotaremos este hecho como sigue

a>b obien b<a.
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Observacion: De acuerdo a las notaciones precedentes, tenemos:
iaeR"siysolosia>0.
ii a € R™ siysolosia<0.
Corolario 1.4.7 Sean a,b,c € R
i Sia€R—{0} entonces a® > 0.
i Sia >0 entonces a=! > 0.
it St a >bAb> c entonces a > c.
1w b>a sty solosib+c>a+c.
v Sib>a/Nc>0 entonces bc > ac.

vt Stb>aAc<0 entonces bc < ac.
Notacion: Sean a,b,c € R, por comodidad se utilizara la siguiente notacion a < b < ¢ para
denotar a < bA b < ec.
Teorema 1.4.8 [Tricotomia]. Para todo a,b € R, se verifica una y sélo una de las
stquientes proposiciones

Demostracion. Directa del axioma 3 y que a — b € R. [ |

Observacion: La relacion a < b, para a,b € R es una relacion de orden total. Pues se
verifican que, para todo a,b,c € R

a Reflexividad
a < a.

b Antisimetria
(a<bAb<a)=a=0b

¢ Transitividad
(a<bAb<c)=a<ec

d Tricotomia
a<b¥Y a=bV b<a.

Proposicion 1.4.9 Sean p,q € Q con p < q, entonces existe r € Q tal que p < r < q.

Demostracion. Para la demostracion debemos tener presente el corolario Corolario 1.4.7

p<q = p+p<p+gq por corolario parte v
= 2p<p-+q
p+4q

= < —.
=3
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Por otro lado
p<q = p+q<q+q por corolario parte v

= p+qg<2q
+
= P19
2
. _ptgq
Tenemos entonces que existe r = — ceQtalquep<r<y. [ |

1.4.2 Raiz n-ésima

La existencia de la raiz n-ésima, se demuestra usando el axioma del supremo, que atin no
hemos presentado, por ello asumiremos los siguientes resultados.

Proposicion 1.4.10 Dado a un nimero real positivo y un nimero natural n, existe un unico
b real positivo tal que

a="5b"

en simbolos

(Va € RY)(Vn € N)(3!b € RY)(b" = a).
Definicion 1.4.11 El numero b de la propiedad anterior se llama raiz n-ésima de a y se
denota por

b=</a V b=an.
Mas atin, si m € Z se define
= (a")™ = (a)" cona>0yneN,

ahora bien si n resulta ser un nimero impar, podemos extender esta definiciéon a bases

negativas, esto es
/—a=—3a, a>0.

Observacion: Si a > 0 podemos asegurar que
m 1 1 m n m
= (a™)" = (a»)" = (Ya)™
estan bien definida y tiene sentido todas ellas
Proposicion 1.4.12 Sia,b e Rt m € Z yn € Z — {0} entonces

(ab)% —anbn.

Este hecho nos dice que las propiedades de potencia dadas en el Teorema se preservan
para exponentes racionales.
Proposicion 1.4.13 Sin es un numero natural par y a < 0, entonces no existe un nimero
real b tal que

a=2"b".

Demostracion. Supongamos que existe b € R tal que

a=2"b",
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como n es par se tiene que n = 2k para algin k € Z" luego
a=b" = (">

Ahora si b = 0 entonces a = 0 y si b # 0, entonces (b*)2 > 0, es decir a > 0. Lo cual en
ambos casos es una contradicciéon pues a < 0. |

Proposicion 1.4.14 Si n es un numero natural impar y a < 0, entonces existe un unico

numero real b tal que

a=">b".

Demostracion. Como a < 0, luego —a > 0, por la propiedad Proposicion 1.4.10, se tiene
que existe b € R tal que
—a =b",

como n es impar se tiene que n = 2k + 1 para algun k € Z* luego
a=—") = —0") = ((-0)*)"(~b) = (=b)".
El cual debe ser tinico por la propiedad. [ |

Ejemplo 1.4.15 /2 es irracional. U

Solucién 1. En efecto procedamos por absurdo, es decir supongamos que v/2 es racional,
esto es
v2="2
q

conp € Zyq¢€Z—{0}, de modo tal, que la fraccion P esta simplificada al méximo, ahora
q

bien )
P_f2 o p—2 = 2

q q
= p2 — 2q2

luego tenemos que p* es un ntimero par, entonces por (?7) p es par, es decir p = 2k para
algin k € Z", luego tenemos que
p2 — 4k2

pero p? = 2¢2, por lo tanto 2¢? = 4k? de aqui que ¢> = 2k?, lo cual nos dice que ¢? es un
niumero par y nuevamente por (??) tenemos que ¢ es par.

Hemos concluido entonces que p y ¢ son pares lo que contradice el supuesto que la fraccion
b estaba simplificada al méaximo, de este modo obtenemos por absurdo que v/2 es un ntimero

q
irracional.

Ejemplo 1.4.16 Simplificar completamente, para los valores de a,b € R donde estén bien
definida la siguiente expresion:

Njw

xo ety

a —

3
2

2(a? + b*)(a + b)*%.

a+b)r — -
(a+b) P

(=
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Solucion 2.

INCEDLN a—bila _%_Q(CL?—H)Q)(@—H))*%
X o= g e etd) Py

a?® + 2ab + b + a? — 2ab + b? — 2a® — 2b?

5 va—bv/a+b

—= —:0
va—bv/a+b

En este caso se tiene X = 0.

Observacion: Racionalizar una fraccion , consiste en obtener un expresion equivalente, en
la cual el denominador correspondiente, no incluye expresiones con raices. Para lograr este

cometido se recurre a los Productos Notables.
Ejemplo 1.4.17 Racionalizar la fraccion

Sil-

O
Solucién 3.
1 1v2_ V2
V2 V2v2 o2
Ejemplo 1.4.18 Racionalizar la fraccion
1
V3 —1
O
Solucién 4. Para resolver este problema tenga presente
(a+b)(a—0b) =a® — b
1 — 1 V341 _ V341
V3-1  VB-1vB+1 o 2
Ejemplo 1.4.19 Racionalizar la fracciéon
1
VV2 -1
O

Solucion 5.

1 _ 1 VY24 A/V2H
V-1 Vve-1y/vayr V2l V2+1
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Ejemplo 1.4.20 Racionalizar la fraccion

Solucion 6.

1 _ 1 V32
V2+V3 VV2HV3  AV3-2
_ V3-V2
V (V3+V2)(V3-v2)
_ V/VEve
3—2

Ejemplo 1.4.21 Racionalizar la fraccion

Solucion 7.

Lo 1LV _ V2 _ 32
Va o Vav2 T Va2 2

Ejemplo 1.4.22 Racionalizar la fraccion

1
V2 +1

Solucién 8. Para resolver este problema tenga presente

(a+0b)(a* — ab+ V) = a® + b*

1 _ 1 ¥Va-V2+1 _ YA-V2+41 _ Yi-V2+1
V2+1 V2+1 V1-V2+1 20413 3

Ejemplo 1.4.23 Racionalizar la fraccion

1
V2+V3+1

Solucion 9.

1 — 1 CV24VB-1 . V24B-1
V2+V3+1 T V2B V2HVE-1 T (V2+v3)2-12
—  V2-VB-1
4+2/6
_ \/5—\/\?{—1 . 2-v6
T 2(2+v6)  2—v6
(vV2—v3-1)(2—V6)

2(4—6)
(V2—v3-1)(v6-2)
1
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Ejemplo 1.4.24 Racionalizar la fraccion

Solucion 10.

1
V242 V2
_ A

Ejemplo 1.4.25 Racionalizar la fraccion
1
V242

Solucién 11. Para resolver este problema tenga presente

(a —b)(a® + ab+ b?) = a® — b®

1 _ 1 V-2 _ V2-32
V2+2 \/§+§/§\/§f{3/§ T 2-Va
_ V22 44+2Y44 Y16
T 2= ¥4 442¥4+ V16
(vV2— ¥2)(4+2 ¥4+ ¥/16)
8—4

Ejemplo 1.4.26 Para los valores de a = /3, b= (=2)7!, ¢
Determine en forma exacta y racionalizada el valor de

1+ 2
A= i Z:

b

o

Solucién 12. Simplifiquemos antes de reemplazar la expresion que la define

a bct+a
A= e _ The _ beta
1 % c—ba c—ba

be

A= =2~ %3"“/5 — 72?73"“/5 %Jr\/g — 2463

Finalmente racionalizamos
A — 2463 3V3id _ (246v3)(3v3+4) _ 62+30v3
T3v3—4  3V3+4 T (3V3)2—42 11

1.4.3 Ecuacién de Segundo Grado

29
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Definicion 1.4.27 Se llama ecuacion de segundo grado en la variable x a una expresion del
tipo
ar> +bxr+c=0 con a,b,ceR, a#0.

Ademas, se llama polinomio de segundo grado en la variable = a una expresion del tipo
ar’> +bx+c¢ con a,b,cE€R, a#0.

O

Ahora determinaremos las soluciones de la ecuacion de segundo grado, para ello veamos
lo siguiente
ar?’+br+c = 0 /-4a

& 4a’x? + dabax + 4dac = 0
& (2a2)* +2(2ax)b+b* — v + 4ac = 0
& (2az +b)* = b — dac

Notemos que estas ecuacion tiene soluciéon o raices en R propiedad Proposicion 1.4.14 si y
sOlo si
b2 — dac > 0.

y en este caso podemos calcular

2ax +b = +vVb% —4dac
o 20 = —b++Vb? —4dac
—b+ Vb2 — 4dac

2a

= T =

Ademés note que, en el caso que el discriminante es no negativo, podemos factorizar el
polinomio de segundo grado del siguiente modo

—b—\/m> <x_ —b+\/m>

2a 2a

ax2+bx+c:a(aj—

Definicion 1.4.28 El discriminante de la ecuacién de segundo grado az? + bx + ¢ = 0 o del
polinomio de segundo grado ax? + bz + ¢ con a # 0 corresponde a la expresion

A = b? — dac.

O

Teorema 1.4.29 Considerando la ecuacion de sequndo grado ax®+ bz +c = 0o el polinomio
ax?® + bx + ¢, tenemos que:

a Si A >0, entonces la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene dos soluciones o raices distintas

en R
b+ vE b VB

o 2 %

T2

b Si A\ =0, entonces la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0 tiene dos soluciones raices iquales en
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R
b

1 = To = —%

c Si /A <0, entonces la ecuacion ax®+bx +c = 0 tiene soluciones vacia o no tiene raices
en R.

Observacién: Si denotamos S al conjunto solucién de la ecuacion az?+bx+c = 0, entonces
tenemos que

a SiA>0,8={r,x}.
b SiA=0, 8= {x}
c SiAN<0,8S=0.
Ejemplo 1.4.30 Determinar las raices y factoricé el polinomio
5% + Tz — 3.

0

Solucién 1. Como A = (7)? + 60 = 109 > 0, entonces la ecuacion tiene dos raices reales

y distintas, a saber:
-7+ v109 -7+ /109
= e —— 1’2 = —

1 10 10

La factorizacion esta dada por

— 1 —7—+1
5x2+7x_3:5(x_7+_ ¢09> (7_ m)

10 10
Ejemplo 1.4.31 Determinar las raices y factoricé el polinomio

22+ 2v32 + 3.

O
Solucién 2. En este caso A = (2¢/3)2 — 12 = 0, luego la ecuacién tiene una rafz real
(dos raices iguales)
T1 = T = —\/§

La factorizacion es la siguiente
2? +2V3z +3 = (v +V3)(z + V3) = (v + V3)?
Ejemplo 1.4.32 Determinar, si existen las raices de la ecuacion
4 x+ 1.

g

Solucién 3. Como A = —3 < 0, tenemos que la ecuacién no tiene raices reales y por
lo tanto no se puede factorizar en producto de factores lineales.
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Ejemplo 1.4.33 Resolver la ecuacion
Vr+ =12

O

Solucién 4. La restriccion del problema es R y usemos el cambio de variable u = \/z
es decir u? = .
Reemplazando tenemos que

w4 u—12=0,
y su discriminate es A =1 —4-1-(—12) =49 > 0, luego tenemos que

—1+£7
2

u =

es decir
u=3V u=-4

pero volviendo a la variable original, tenemos una sola posibilidad
Vi=3

y por lo tanto S = {9}.
Ejemplo 1.4.34 Resolver la ecuacion

9
2 _ .
e
O
Soluciéon 5. La restriccion del problema es R — {0, 1}, luego
(22 —2)*=9
22— 1 =+V9
??—xF3=0
Para la primera ecuacion 22 — z — 3 = 0, se tiene A = 13 > 0. luego la solucion es
1—v13 1+ v13
S = : :
2 2
Para la segunda ecuacién 22 — z + 3 = 0, tenemos A = —11 < 0. luego la solucién es vacia

ng(b.

Con lo cual se obtiene que

| VI3 14 VI
5281USQ:51U¢:{ ;—3, +2\/_3}
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1.4.4 Sistemas de Ecuaciones no Lineales.

Una herramienta de gran utilidad para la resoluciéon de sistemas no lineales, es la propiedad
anteriormente vista que dice, para todo x,y € R

r-y=0siysdlosiz=0Vy=0

de otras manera, la necesidad de factorizar la expresion polinomial o algebraica no olvidado
que debe estar igualada a cero.
Ejemplo 1.4.35 Resolver

(z-y? =9
r+y = 2
O
Solucién 1. De la primera ecuacion (z — y)? = 9 tenemos los casos
r—y=3 V x—y=-3.
a Six —y =3 se tiene que
r—y = 3
r+y = 2
5 1
de donde x = — = ——.
edondez =7 yy 5
b Siz —y = —3 se tiene que
r—y = —3
r+y = 2
1 5
de donde x = —— =—.
e donde x 5YY=73
Por lo tanto existen dos soluciones para el sistema, estas son
5 1 15
(l’,y) - (57_§> ’ (:L‘7y) - (_575) .
o bien — | s
S = — == — = _
{G2) (23}
Ejemplo 1.4.36 Resolver
20 —1 = 2zzx
4y = 2zy
O

Solucién 2. De la segunda ecuacion 4y = 2zy tenemos que
2y(z—2)=0

de donde
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a Supongamos y = 0, reemplazando en la tercera ecuaciéon z% + y? = 1 obtenemos que

=1
de donde
r=1 Vv x=-1
. 1 . 3
luego, si x = 1, entonces z = 3 y si x = —1, entonces z = 7

Asi tenemos dos soluciones

(2,9, 2) = (10%) (2,9, 2) = (-1,0,%).

b Supongamos ahora z = 2, reemplazando en la primera ecuaciéon 2x — 1 = 2zz se tiene

que r = ——.

2
Luego reemplazando en la tercera ecuacion y obtenemos que

de donde
y g

Tenemos entonces dos soluciones méas

(‘Tayaz) = <_%7\/7§a2> ) (l'?yaz) = <_%7_\/7§,2> .

Por lo tanto existen cuatro soluciones para el sistema, estas son:

(2= (10%) (2,y,2) = (—1,0,%)

(z,y,2) = (-;?,2) . (x,y,2) = (—%,—?,2) )

s-{(03). (o). (522). (5-22)}

Ejemplo 1.4.37 Resolver

o bien

y+2z4+wyz = 0

r+2z+wrz = 0
20+ 2y +wzy = 0
zyz = 5
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Solucién 3. Restando la segunda ecuaciéon a la primera se tiene que
y—r+wz(y—z)=0& (y—z)(1+wz) =0

de donde )
y=1xV <w:——,con27é0)
z

a Supongamos w = ——, reemplazando en la primera ecuacién tenemos que
z
2z=0

con lo cual z = 0, esto es una contradiccién pues z # 0, asi el caso 1 + wz = 0 no se
puede dar.

b Supongamos entonces x = y, reemplazando en la tercera ecuaciéon obtenemos
z(4+wx)=0

de donde 4
r=0 V w=—— pueszF#0
x

ahora si = 0, lo reemplazamos en la cuarta ecuacién obtenemos que 0 = v/5. Lo que
claramente es una contradiccion.

: 4 .
Ahora si w = ——, lo reemplazamos en la segunda ecuacién tenemos que
x

T =2z

Finalmente sustituyendo x = y y * = 2z en la cuarta ecuacién obtenemos que

3

x
3=V

v/ 2v/5 4
yw=—
2 V2v/5

de donde = = v/2/5 = Y, 2 =

Asi la solucién al sistema es

(x,y,z,w):(32\/g,32\/5,32\/5,— 1 )

Proposicion 1.4.38 Sean a,b € R,n € N entonces tenemos que

a Sin es impar entonces
a=bsa"=0"
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b Sin esparya,beRS entonces

a=bsa" =b"
Observacion: Tenga presente las hipotesis de las propiedades, no hacerlo le puede significar
mas de un problema o error, por ejemplo:

Vi=—-lo Vi =(-12wr=1

La primera ecuaciéon tiene como conjunto soluciéon a ¢ y la ultima ecuacién tiene como
conjunto solucioén a {1}. Por lo tanto, cuidado con la hipotesis.

Ejemplo 1.4.39 Resolver
V3r+1=2

O
Solucién 4. La ecuacion tiene la siguiente restriccion:
1
3r+1>0& x> —3
Como v/3x + 1> 0y 2 >0, luego podemos aplicar la propiedad
V3z+1 = 2 /()2
3r+1 = 4
r = 1
Ejemplo 1.4.40 Resolver
V2r+1—Var—3=2
U

Solucién 5. Las restricciones de la ecuacion estan dadas por:
(204+1>0AN2—-3>0)& (z > -3 Az >3)
Para aplicar la propiedad, ambas expresiones deben ser no negativas, por ello despejamos

del siguiente modo
V2r+1=2++vzx—3
Asi tenemos que vV2x +1 >0y 2+ v — 3 > 0, luego podemos elevar al cuadrado
V2r+1 = 2+ =3 /()

2r+1 = 444/ —3+z—3
r = 4v/x—3

Por restriccion, sabemos que x > 3 > 0, de este modo, volvemos aplicar la misma propiedad

r = 4/ -3 /()?
2 = 16(z — 3)
2 — 162 +48 = 0.
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Calculando el discriminante de la ecuacién de segundo grado, obtenemos que A = 64 > 0,

luego las soluciones estan dada por
~16+8

rT = —-

2

Con lo cual
r=12 o z=4

Y considerando la restricciéon obtenemos el conjunto solucion
S = {4,12}

Ejemplo 1.4.41 Resolver

Ve+1l+vVe—7=4

Solucién 6. La ecuacion tiene la siguiente restricciones
(x4+1>20Nz—-T7>0) (z>—-1ANx>T7)

es decir, la restricciéon es x > 7.
Como vz +1++x—T7>0y4>0, luego podemos elevar al cuadrado

Vi+l+Voe—7 = 4 /()2
z+14+2y/(z+1)(z—T)+2 -7 16
22 — 21 2¢/(z+1)(z —7)
-2 = J/(z+1)(z—7)

Ademés +/(z + 1)(x — 7) > 0, luego tenemos 11 — z > 0. Con lo cual tenemos que = < 11,
as{ podemos elevar al cuadrado

-z = +)(x-7) /()
121 =222 +22 = 22 —62—7
16z = 128
r = 8

Considerando la restricciéon obtenemos
S = {8}
Ejemplo 1.4.42 Resolver
Vi+1+1=6
Solucion 7. La ecuacion tiene la siguiente restriccion
r+1>0& 2> -1

po ello, el conjunto restriccion es
R =[-1,00]
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Como vx + 12> 0, luego 6 —x > 0, es decir, 6 > x, elevando al cuadrado tenemos

Va1l = 6-1/()?

r+1 = 36—12x + 22
22 —13x4+35 = 0

Su discriminante es 169 — 140 = 29 > 0, luego tenemos

13 £+ +v29
r=— -
2

Note que un de los valores es mayor que 6, y ambos son mayores que -1, luego se obtiene

5:{13_—\/@}_

2

1.4.5 Valor Absoluto

Definicion 1.4.43 Sea = € R, se define el valor absoluto de x como

r si >0
o] = —x si <0

Observacion: Note que se cumple va? = |a|, Va € R.
Ejemplo 1.4.44 Comprobar los siguientes valores

a|—3 =3
b V3-2=2-3
c3=V3=2/=13-2-V3)|=]1+V3|=1+V3

d V5 —]2— V5| =2

Proposicion 1.4.45 Sean a,b € R,c € R} entonces:
a |a| > 0.
b lal =|—al
¢ |ab| = lal[b].
d |a]® = |a?| = a®.
e —la] <a <lal.

[ la] = |b| & a® = b2
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g Va?=|a|.
hlal =ce (a=cVa=—c).

i la] =1b] < (a=0bVa=—b).
Ejemplo 1.4.46 Resolver la siguiente ecuacion

|z] =3
O
Solucién 1. De la propiedad anterior item h, tenemos que
r=3V r=-3
Luego el conjunto solucién es:
S =1{3,-3}
Ejemplo 1.4.47 Resolver la siguiente ecuacion
lz—3]=v3-1
O
Solucién 2. Como v/3 — 1 > 0, de la propiedad anterior item h, tenemos que
r—-3=v3-1V 2-3=—(/3-1)
r=v3+2 V x=—/3+4
Luego el conjunto solucién es:
S={V3+2 —V3+4}
Ejemplo 1.4.48 Resolver la siguiente ecuacion
120 — 7] =5 -3
O

Solucién 3. Como /5 — 3 < 0, luego por propiedad anterior item a, tenemos que el
conjunto solucién es:

S=0¢

Ejemplo 1.4.49 Resolver la siguiente ecuacion
13— =3z —1

O

Solucion 4. Como |3 — x| > 0, luego tenemos que 3z + 1 > 0 y por lo tanto = > —%,
ahora de la propiedad anterior item h, tenemos que

3—x=3zr—-1V 3—z=—3x—-1)
—Adr=—-4 VvV 2x=-2
r=1 VvV xz=-1
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Note que uno de los valores no cumple la restriccion, luego el conjunto solucién es:

s=1{1}

Ejemplo 1.4.50 Resolver la siguiente ecuacion

lz =1] =3 =5
O
Solucién 5. De la propiedad anterior item h, tenemos que
|t —1|-3=5 V |Jr—1]-3=-5
lz—1]=8 V |zr—1]=-2
Como 0 < |z — 1| = —2 < 0 es una contradiccion, luego continuamos con la otra igualdad
|l —1] =8
r—1=28 Vv r—1=-8
=29 V x =7
Luego el conjunto soluciéon es:
S={-7,9}
Ejemplo 1.4.51 Resolver la siguiente ecuacion
||z — 1] — 32| =2
O

Solucién 6. Podemos aplicar la propiedad anterior item h y tenemos que

|z — 1] — 3z = -2

-1 -3z=2 V
2 — 1| = —2 + 32

lz—1|=2+3x V

Lo resolveremos por caso

Primer Caso |z — 1| =2+ 3z
Como 0 < |z — 1| = 2 4 3z, luego tenemos que = > —% y ahora aplicamos la propiedad

r—1=243x V z—1=—(2+ 32)
—2r=3 V 4dr=-1
xz—% V x:—%
Luego tenemos,
1
s=1-1)

Segundo Caso |z — 1| = =2 + 3z
Como 0 < |z — 1| = —2 + 3z, luego tenemos que = > % y ahora aplicamos la propiedad

r—1=-243z V z—1=—(-2+32)
—2z=-1V 4z=3

1 _3
r =3 V r =3
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=
()

Ejemplo 1.4.52 Resolver la siguiente ecuacion

Luego tenemos

Asi el conjunto solucion es:

|22 — 7| — |z| =2

O
Solucién 7. Despejando tenemos
120 — 7| = |z| + 2
Ahora podemos aplicar la propiedad anterior item h y tenemos que
20 —T=|z|+2 V 2x—1=—(|z|+2)
lz] =22 -9 V |z|=-1-2x
Lo resolveremos por caso
Primer Caso |z| =2z — 9
Como 0 < |z| = 22 — 9, luego tenemos que = > % y ahora usamos la propiedad
r=2r—9 V z=—(22-9)
xr=9 V 3z=9
r=9 V =3
Luego tenemos,
81 = {9}
Segundo Caso |z| = —1 — 2z
Como 0 < |z — 1] = —1 — 2z, luego tenemos que x > —% y ahora usamos la propiedad

r=-1-2x V x=—(—1-2x)
dJr=—-1 V —z=1
r=-%+ Vv z=-1

Luego tenemos

Asi el conjunto solucién es:
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1.4.6 Inecuaciones

En la secciones anteriores, hemos resuelto problemas donde figura el simbolo de igualdad en
la funcién proposicién, lo que hemos llamado ecuacién. Ahora emprenderemos el desafio de
resolver problemas donde aparece el simbolo de desigualdad, llamadas inecuaciones.

Para ello, a continuacion formalizamos algunos conceptos que ya hemos utilizados anteriormente.

a Conjunto Restriccion

Llamaremos conjunto restriccion de una expresion que involucra términos P(z) y Q(x)
al conjunto R de los € R para los cuales cada término de la expresion esta definido en
R. Los términos P(z) y Q(z) son tales que al menos uno de ellos involucra la variable
x.

b Conjunto Solucién

Llamaremos conjunto solucion de la ecuacion P(z) = Q(x) o de la inecuacion P(z) <
Q(z) al subconjunto S de los x en R que satisfacen la ecuacion o inecuacion, es decir

S={reR[P)=Q)} Vv S={rcR|Pk) <)}

Intervalos en R : Sean a,b € R, con a < b se denotan

a,b)={reR|a<z<b}; |—o00,b={zeR|z<b}
la,b) ={zeR|Ja<x<b}; |—oob={zeR|z<b}
Ja,bl={reR |a<z<b}; Ja,0o[={xeR|z>a};
a,b) ={z €eR|a<x<b}; [a,00[={z€R|x>a}.

Una inecuacion lineal, es decir, una inecuaciéon de uno de los siguientes tipos
ar+b<0obienar+b<0obienar+b>0o0bienar+b>0

donde a,b € R
Veamos un caso particular de resolver la inecuacion ax + b < 0 significa despejar la
variable para ello
ar +b < 0siysolosiar < —b

para concluir necesitamos saber el signo de a. Veamos dos ejemplos
Ejemplo 1.4.53 Determinar el conjunto solucién de la inecuacion

3r +5 < 10.

Solucién 1. En este caso R es todo R, ahora bien

3r+95

IAIA

3
8
IA

Tenemos entonces que
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Ejemplo 1.4.54 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion

8§ —br < —6.
O

Solucién 2. En este caso R es todo R, ahora bien
8§—5br < —6

& —hr < -—-14
= > 14

x —.

- 5
Tenemos entonces que
S = eR > Al _
=qx x (=13 , 00

1.4.7 Factores lineales
Proposicion 1.4.55 Sean a,b € R

aab>0< (a>0Ab>0 a<0OAb<0).

bab>0< (a>0Ab>0

dab<0&< (a>0ANb<0

(
(a<O0Ab<LO).
(
(a<O0Ab>0).

( )V )
( )V )
cab< 0= (a>0Ab<0)V(a<O0OAb>D0).
( )V )

Demostracion. Demostraremos soélo el primer item, ya que, la demostracion de los otros
itemes, es analoga y se dejara como ejercicio.

(=) Sean a,b € R, y suponemos que ab > 0
Primer caso. Si a € RT entonces a™' € RT, luego por axioma (2) y asociatividad se tiene
que a"!(ab) = b € RT y en consecuencia

ab e R" =acRT"AbeERT

ab>0=a>0Ab>0.

Segundo caso. Sia € R~ entonces a~! € R, luego por axioma (2) y asociatividad se tiene
que a '(ab) = b € R~ y en consecuencia

abe R =aceR AbeR™

por lo tanto
ab>0=a<0AD<O

tenemos entonces que ab > 0= (a >0Ab>0)V (a <0Ab<O0).
(<) Sean a,b € R, y suponemos que (¢ >0Ab>0)V (a <0Ab<O0)
Claramente por el axioma (2)

(a eRYADERY) = abe R
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y la otra posibilidad
(aeRTADeER)

luego tenemos que
ab= (—a)(—b) € R*.
En consecuencia
[(a>0AbD>0)V(a<0Ab<0)]=ab>0. [

Ejemplo 1.4.56 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion
(x —3)(z+5)>0.

O

Solucién 1. El conjunto restriccion de la inecuacion es R = R, ahora bien obtenemos
que:

(x=3)(z+5)>0 & (z—3>0A(x+5)>0)V(r—3<0A(z+5)<0)
& (z>23N2>-5)V(r <3Nz <-=h)
4

(x >3)V (z < =5).

Por lo tanto
S={reR |(x—-3)(x+5)>0}=]—o00,—5]U|[3,00].

Observacion: La resolucion de la inecuacion (z — 3)(z + 5) > 0, se puede resumir en la
siguiente tabla

] —o00,=5[| =5 |]—=5,3[|3]]3,00]
x—3 — — 0| +
T+5 - 0 + +
(x —3)(x +5) + 0 — 0] +

Donde el signo + y — indican que el factor es positivo o negativo en el intervalo analizado,
y en la ultima fila se anota el signo del producto.
Ahora observando la ultima fila de la tabla tenemos que, la solucién a la inecuacién

(z—3)(z+5)>0

es § =] — 0o, =5 U [3,00].
Ejemplo 1.4.57 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion
20 —5
>
3r+9

Solucién 2. El conjunto restriccion de la inecuacion es

R={zeR|32+9#0} =R —{-3},
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ahora bien notando que a y a~! ambos son negativos o positivos, de otro modo el signo de

ay a~! es el mismo, obtenemos que:
2¢x — 5

>0

3r+9

20 —5>0AN3B+9) ' >0)Vv(2r—5<0A(Bz+9)7' <0)

<
& (20-5>0A32+9>0)V(2r—5<0A3z+9<0)
& (x>5/2N x> =3)V(r<5/2Nz < -3)

< (x>5/2)V(x < =3).

Por lo tanto

8—{3:6R ’ 2 20}—]—00,—3[U[5/2,oo[.

De otro modo, tenemos

2x — 5 - — 0 +
3xr+9 — 0 + +
2r — 5

— 0
3xr+9 + A i

El conjunto soluciéon de la inecuacion es
S =] — 00, —3[U[5/2, 0.

Observacion: Recuerde que una expresion del tipo ax + b, con a # 0 en un punto es cero,
y en los intervalos complementarios es positivo o negativo, lo que se resumen en la siguiente
tabla:

]_OO>_b/a[ _b/a ]_b/CL?OO[
ar +b — 0 + sia>0
ar +b + 0 — sia<0

Ejemplo 1.4.58 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion

(4 —2z)(z+3) <.
—49 -

U
Solucién 3. Larestriccion de la inecuacion es R = {x € R | 22—49 # 0} = R—{-7,7},

ahora bien L9 49 3
(-2)@+3) _ . (-2)+3) _

—49 - (x+T)(x=T7) —
Consideremos la tabla formada por todos los factores involucrados

| —oo, =7 | =7|]=7,=3[| =3 |]—=3,2[|2|]2,7[| 7 |]7,00]

4 —2x + + + 0] — —

x+3 — — 0 + + +

T+ 7 = 0 + - - +

x—17 — - — - 10 +

e - A + o] - Jof + [A] -
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(4 —2z)(x+3)
x? — 49
S=RN(] — oo, =7[U[-3,2]U]7, 00[) =] — 00, =T[U[-3, 2]U]7, o0].

Observando la tabla tenemos que <0 en | — oo, —7[U[-3,2]U]7, c0[, luego

1.4.8 Inecuaciones con factores no lineales
Proposicion 1.4.59 Sean a,b,c,d e Rt yn €N

i (a<bAe<d)= ac<bd.
iwa<bea <b.
Demostracion.
a Inmediato del corolario Corolario 1.4.7 parte 5.
b (=) De anterior item es claro que
(a<bAha<b)=a®<b
Continuando con este proceso, se prueba inductivamente, ya que
(a<bAa™ <b") = a™tt < bt

(<)Sea
L=(a"'4+a"?b+a" 30> +---+ab" 24" 1)

entonces se tiene que
a"—b"=(a—0b)L.

Ahora bien como a,b € R tenemos que L € R* y asi por corolario Corolario 1.4.7
parte 2 L' € R*. Por hipotesis tenemos que a” < b < a™ — b" < 0, es decir

(a—b)L <0
pero L' > 0, luego (a — b)LL™! < 0, de donde
a—b<0&a<hb

concluyendo asi la demostracion.

Corolario 1.4.60 Para todo a,b € Rt yn e N
a<be a< Vb

Demostracion. Como a y b € R, entonces a = ({/a)” y b= (/b)", luego de acuerdo a la
proposicién anterior tenemos que

Va< Vb e (Ya)" < (Vb)" < a<b. ]
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Ejemplo 1.4.61 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion

r—5<VxZ-—2.

Solucién 1. Veamos primero la restriccion de la inecuacion

R = {zeR|2*-2>0}
{zeR| (- V2)(x+Vv2) >0}
{reR|2z>V2Ve <2}

] — 00, —V2] U [v/2, 00].

Ahora debemos analizar los casos . —5 > 0Ax —5 < 0, esto es

a Supongamos r —H < 0y x € R, es decir
r € Ry =RN| — 00,5] =] —oo,—\/ﬁ]u [\/5,5]

comox —5 < 0y 0 < Va?2—2 para x € Ry la desigualdad z — 5 < Va2 —2 se
satisface. Luego la solucion en este caso esta dada por

Si =] — 00, —V2] U [V2,5].
b Supongamos ahora z — 5> 0y x € R, es decir
x € Ry =RNI[5 00[=[5,00]

ahora bien como x — 5 > 0y Va2 —2 > 0 para x € R, podemos elevar al cuadrado
la desigualdad dada, asi

r—5 < Va2-2
S 22 —-100+25 < 22-2
= > 27
x —_—
- 10

luego la solucion en este caso esta dada por

27
ngRgﬁ |:1—O,OO|:: [5,00[

Tenemos entonces que la solucién de la inecuacion es

S=8US, =] — o0, —V2]U[V2,00].

Ejemplo 1.4.62 Resolver la inecuacion

Vr—3—-V2r+1<1



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES 48

Solucién 2. La restricciones son t —3 >0 A 2x+12> 0, es decir, xt >3 N = > —%,
luego el conjunto restriccion de la inecuacion es

R = [3, 00[.

Para poder elevar al cuadrado, debemos tener seguridad que los términos son no negativos

Ver—-3—-v2z+1 < 1
Vr—3 < 1+V2x+1 ()?
r—3 < 1422z +1+4+2x+1
—rz—5 < 2¢/2x+1

Considerando la restricciéon tenemos que
r>3& —xr—5< -8

Por lo cual obtenemos que,
—r—5<+V2xr+1
. +

de este modo la desigualdad se cumple siempre.
Asi el conjunto solucion es

S = [3,00].
Proposicién 1.4.63 Dado el polinomio cuadrdtico ax® + bx + ¢, tenemos que:

a Si A =0b*—4ac<0ya>0, entonces

ar’ +br+¢>0, VYreR.

b SiA=0b%>—4ac<0 ya<0, entonces
ar’ +br+c<0, VreR.

Demostracion. Dada la polinomio de segundo grado, tenemos que

(4a)(az® +bx +c) = 4a*x® + dabx + 4ac
= (2ax)% 4+ 2(2ax)b + b% — b? + dac
(
= (2az 4 b)* + dac — b?
De este modo tenemos )
(2ax + b)” + 4ac — b?
4a

Supongamos ahora que A < 0y a > 0, entonces se tiene que las expresiones (2ax + 6)2 y
4ac — b* son siempre positivas, de lo cual se obtiene que (2ax + b)* + (4ac —b%) > 0, es decir,

ar’ +br+c=

ar’ +br+c¢>0, VreR.

Analogamente se obtiene que si A < 0y a < 0, entonces az? +bx +c <0, Vr €R. [ |
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Ejemplo 1.4.64 Resolver la siguiente inecuacion

22420 4+7>0

Solucion 3. Para resolver la ecuacion cuadraticas
2420 4+7>0

veamos su discriminate
Tenemos que A = —24 < 0;a =1 > 0. Usando la propiedad Proposiciéon 1.4.63 tenemos
que
S=R

Ejemplo 1.4.65 Resolver la siguiente inecuacion

202 +2r+3<0

Solucion 4. Para resolver la ecuacion cuadraticas
202 4+2x+3<0

veamos su discriminate
Tenemos que A = —20 < 0;a = 2 > 0. Usando la propiedad Proposiciéon 1.4.63 tenemos
que

S=¢

Ejemplo 1.4.66 Resolver la siguiente inecuacion

2242 —4>0

Solucion 5. Para resolver la ecuacion cuadraticas
—22 42 —4>0

veamos su discriminate
Tenemos que A = —12 < 0;a = —1 < 0. Usando la propiedad Proposicion 1.4.63
tenemos que

=0

Ejemplo 1.4.67 Resolver la siguiente inecuacion

22 —3r—-5<0

Solucion 6. Para resolver la ecuacidon cuadraticas

22 —3r—-5<0
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veamos su discriminate
Tenemos que A = —11 < 0;a = —1 < 0. Usando la propiedad Proposicion 1.4.63
tenemos que

S=R
Ejemplo 1.4.68 Resolver la inecuacion
\/5 - T 1
< JR—
r+1 T
O
Solucién 7. La restricciones son £ +1 # 0 A x # 0, luego el conjunto de restriccion es
R=R-{0,—-1}
La resolucion del problema lo tenemos
\/iac 1
St <7z
2x 1
ﬁ + - < 0
2x°+ax+1
z(x+1) <0
Como A(\/ixg +z+1)=1- 42 < 0;a = V2 > 0, luego se tiene que
V2l +x+1>0,Vr € R.
Para continuar con el desarrollo, utilizaremos una tabla
x - - 0 +
r+1 — 0 + +
V222 + x4 1 + T n
\/§$2 z+1
Eea | 4 A - A+
asi se obtiene que
S=]-1,0]
Ejemplo 1.4.69 Resolver la inecuacion
20 — 1 x
<2
r+1 * r—17—
O
Soluciéon 8. La restricciones son +1 # 0 A z—1 # 0, luego el conjunto de restriccion

es
R=R-{-1,1}
La resolucion o busqueda de la soluciéon del problema, la obtenemos de lo tenemos

2z—1 T
L e a1 S 2
x— x
T o1 250
(fol)(xfl)Jxr;Ealerl)fQ(z —1) <0
33272211+3 S 0

rl—
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Como A(2? —2r+3)=4—-12= -8 <0; a=1> 0, luego tenemos que
22 —2x+3>0,VreR.

Para concluir el desarrollo usaremos una tabla

[— oo, —1[| —1]]—1,1[] 1 []1,00]
r+1 — 0 + +
x—1 — - 0 +
z? — 2z +3 + + +
EE | 4 | A - A +
as{ tenemos que
S=|-1,1]

1.4.9 Inecuaciones con Valor absoluto

Teorema 1.4.70 Sean x,y € R entonces:
alz]<ye(-y<z<y).

blz| >y (y>axVve < —y).

Demostracion. (=) Supongamos que |z| < y.
Como = < |z| A |z| <y, entonces por transitividad

z <.

Ademaés
2| <y e —y < x|

pero por Proposicion Proposicion 1.4.45 parte (e) tenemos que

—lz| <z
y nuevamente por transitividad
Yy
Luego tenemos que —y < x < y.
(<) Supongamos que —y < z < y.
a |Caso 1:] Si xz > 0 entonces |z| =z
ademés
T <y
luego

lz] < y.
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b [Caso 2:] Si x < 0 entonces |z| = —z es decir, —|z| = x
ademas
—y<x
luego

—y < —lz[ & |z[ < y.

En consecuencia
7| <y —y <z <y

con lo cual la demostraciéon esté terminada.
Demostremos ahora la segunda parte, usando la equivalencia

Peqebdeq)
Aplicandola en la primera parte obtenemos
lz] >y < (r >y Ve <—y)
la cual puede ser extendida a
[zl 2y (z2yVae < —y)
Asi la demostracion concluye. [

Observacion: Notemos que el teorema precedente es valido para todo y € R, sin embargo
el caso en que y < 0 nos permite proceder de manera més rapida, es decir, si y < 0 entonces
la proposicion |z| < y es falsa, y la proposicion |z| > y es verdadera.

El hecho de asegurar que la expresion |z| < y es falsa, se traduce diciendo que el conjunto
solucion de dicha inecuacion es

S =0.
Analogamente si la expresion |z| > y es verdadera, su conjunto solucion es
S=R.
Ejemplo 1.4.71 Resolver la inecuacion
|z] < —2

Solucién
Considere la observacion anterior, luego el conjunto solucién es S = ().
Pero si consideramos la inecuacion
|z| > —2
tenemos que la solucién es S = R. 0
Ejemplo 1.4.72 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion

|z 42| > 3.
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Solucién
Aplicando el teorema anterior tenemos que:

lt+2/>3 & x24+42>3Vae+2<-3
S rx>1Vae< =5
& ze(l,o0[U] —o00,—5]
& reR-]-51]

Luego el conjunto solucion de la inecuacion |z 4 2| > 3 esta dado por

S=R-]-51[.
O
Ejemplo 1.4.73 Determinar el conjunto solucién de la inecuacion
|z + V2| <.
Solucién
De acuerdo al teorema precedente se tiene que:
2 +V2|<7m & —nm<z+Vv2<7
& —1-V2<z<71-V2
& ze[-1m—V2,m V72|
Luego el conjunto solucién de la inecuacion esta dado por
S=[-m—V2,m—V72].
O
Ejemplo 1.4.74 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion
|z — V2| < Va? = 3.
O

Solucion 1. La restriccidon se obtiene de

R = {reR|2?-3>0}
= {zeR|[z] >3}
= {zcR|z2>V3Ve<—V3}
= ] — o0, —V3]U[V3,0q].

Ahora elevando al cuadrado en la desigualdad (7?) se tiene

]x—\/§|2 <z2-3

& 22 —22r+2 < x2—3
= 5 < 2/ 2x

5
= T >

NeR
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Tenemos asi que el conjunto solucion de la inecuacion (?7) esta dado por

s-nofifp- [

Ejemplo 1.4.75 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion

(22 — 22 — 3)\/4 — |z — 2| =0

(x —1)(22 =2 +2) -

Solucion 2. La restricciéon de

(22 — 22 — 3)\/4 — |z — 2| -

(x —1)(x2 =z +2) -

esR={z€R|4—|z—2|>0Ax—1#0A2>— 12+ 2+#0}. Analicemos cada caso:

a

4—lxz—=2 > 0
& lr—2] < 4
& A4<z—-2 N x—2</4
& —2<z AN <6
& xe[-2,6].
b

r—1#0<x #1.

¢ Debemos encontrar los z € R de modo que 22 — 2 + 2 # 0, ahora bien como el
discriminante de la ecuaciéon cuadratica es A = —7 < 0y a = 1 > 0 tenemos por
Propiedad Proposicion 1.4.63 parte (1) que la ecuacion 2? —x +2 > 0,Vz € R, lo cual
en particular nos asegura que 22 —x + 2 # 0,Vx € R.

Recuerde que el conjunto restriccion corresponde a la interseccion de los casos anteriores,

ya que cada una de ella debe cumplirse, entonces que R = [—2,6] — {1}.

Resolveremos la inecuacién, con el apoyo de una tabla, pero antes analicemos algunos
factores, /4 — |z —2| > 0y 2> —x + 2 > 0 para todo z € R, basta solo resolver la
inecuaciéon
(22 — 22 — 3)
(z-1)  —

(22 — 22 — 3)\/4 — |z — 2| >0

(z—-1D(@*-z+2)

Resolvamos entonces inecuaciones
(22 — 22 — 3)

r—1

0 (1.1)

para tener que

(x —3)(x+ 1)
r—1

>0

> 0. (1.2)
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Consideremos ahora la siguiente tabla

| —oo,—1[ | =1 |]—=1,1[| 1 []1,3[ |3 ]]3,00]
x—3 — — - (0] +
x—1 — - 0 + +
r+1 — 0 + + +
e 0| 1 [A] - o] +

De esto es claro que (?7) se satisface en [—1, 1{U[3, oo, luego la solucion a la inecuacion es
S=RnN ([_L 1[U[37 OOD = [_17 1[U[37 6]
Ejemplo 1.4.76 Determinar el conjunto soluciéon de la inecuacion

e — 1|+ |z —2| < |z — 3]

Soluciéon 3. Sea x que cumple
o — 1|+ |z —2| < |z — 3

Para dar soluciéon a este problema consideremos la siguiente tabla, que nos ayuda en la
clasificacion de los casos que debemos estudiar.

]—00,1[ ]172[ ]273[ ]3700[
r—1 — + + +
r—2| - — [+ | +
r—3 — — — +

Note que esta tabla no permite resolver la inecuaciéon como en el ejemplo anterior, pero
gracias a la definicion de valor absoluto podemos obtener la siguiente informacion:

| —o0, 1| ]1,2| 12,3[  |]3,00]
le—1| | —(x—=1)| x—1 r—1 |xz—1
le =2/ | —(x—=2) | —(x—=2)| -2 |z—2
le=3||—-(x—=3)|—(x—=3) | —=(x=3) | z—3

Esto nos sugiere estudiar los siguientes casos cuatro casos:

a Consideremos = €] — o0, 1], luego reemplazando se tiene

~@-+(@=2) £ ~(@-3)
& l—z4+2—2 < 33—z
& z > 0.

Asi la solucién en este caso es

S =] — 00,1/ N[0, 00[= [0, 1].
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b Consideremos z €]1, 2], luego reemplazando se tiene

r—14(—(z—2))
& r—14+2—zx
= X

Asi la solucién en este caso es

VAVANIVAN

—(z—3)
3—x
2.

S, =]1,2]n] — 00, 2[=]1, 2].

¢ Consideremos z €]2, 3], luego reemplazando se tiene

r—14x—-2 <
& 2 — 3

<
=4 z <

Asi la solucién en este caso es

—(z =3

3

2.

— X

Sy =12, 3]N] — oo, 2= 0.

d Consideremos z €]3, oo[, luego reemplazando se tiene

r—14+x—2
= 2z — 3
= X

Asi la solucion en este caso es

<

IAIN

r—3
r—3
0.

84 =3, 00[N] — 00, 0] = 0.

Tenemos entonces que la solucién de la inecuacion es

Teorema 1.4.77 [Desigualdad Triangular]. Sean z,y € R entonces

S=8USUSUS, =0,2].

|z +y| < |z| + |yl

o6

Demostracion. Tenemos por Propiedad Proposicion 1.4.45 parte (f) que para todo z,y € R

luego sumando, se tiene que

asi

—lz| <2 < |z
—lyl <y <yl

=zl +1yl) <z +y <]+ |y]

|z +y| < |z| + |yl
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Corolario 1.4.78 Sean z,y € R entonces ||z| — |y|| < |z —y|.

Demostracion. Notemos que |z| = [(x —y) +y| < |z —y| + |y]

De lo cual se obtiene

lz] = |yl < |z —yl.

Por otro lado |y| = |(y — x) + x| < |y — x| + |z|

lyl —l=z| <
Syl -z <
& lz) =yl >

Luego, tenemos que

—lz —y| < |z| = |y| < |z -yl & |z] = |y|| < |z —yl.

1.4.10 Ejercicios

Resolver las siguientes inecuaciones

a

<1
rx+1

b Bz+1)(z+2)>0
c(z+1)(z+2)<(x+1)4x—7)
2z —1 T
d r+1 +x—1

22(2? +1)(z +2)

<2

(x —1)(22+3) =0
f3r+1<2
g V2r+5<3—u
hvVzr—-3>7-2z

iVV2Fl-1<yx
jlhr—7>2—x

k |3z —5|>x+2

122 -1 — |z —2| <3z -7
m |2z —1] —2z[ <3z -5

n V2x+1<|z|+3

Solucién. El Conjunto solucion en cada caso es:

ly —
lz — |
—|z —yl.

57
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a S=|—1,o00]

b S =] — o0, —2[U] —1/3,00]

¢ S =]—o00,—1[U]3, 0]
dS=]-1,1]

e S=]—o00,—-2]U{0}U] —1,00]

fS=1/3,5/3]

g S=[-5/2,4—+12]
h S =[13/4,00].

i S =]0,00].

j 8 =] —o00,5/4[U]3/2, 0]
k S =[3/4,7/2

1 S =4, 00]
m S =]2, o0

n ] — 1/2, 00

1.5 Axioma del Supremo
Definicion 1.5.1 Sea A C R tal que A # ¢ y ¢ € R. Se dice que

a ¢ es una cota superior de A, si y s6lo si

(Va € A)(a < ¢).

b a es una cota inferior de A, si y solo si

(Va € A)(a > c).

¢ A es un conjunto acotado superiormente, si y so6lo si existe una cota superior para
el conjunto A.

d A es un conjunto acotado inferiormente, si y sélo si existe una cota inferior para
el conjunto A.

e A es un conjunto acotado, si y s6lo si A es acotado superior e inferiormente se dice
que

Observacion: Si A = (), se dice que A es un conjunto acotado.
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Definicion 1.5.2 Sea A CR tal que A # ¢y L € R.
Se dice que L es el supremo de A, si y solo si, las dos condiciones siguientes se satisfacen:

a L es una cota superior de A.

b Si L’ es una cota superior de A, entonces L < L.

Notacion: Si existe el supremo se denota por sup(A4) = L.

Observacion: Note que por definicion, sup(A) es la menor de las cotas superiores de A.
Definicion 1.5.3 Sean A CR tal que A# ¢y L € R.

Se dice que L es el infimo de A, si y s6lo si, las dos condiciones siguientes se satisfacen:

a L es una cota inferior de A.

b Si L' es una cota inferior de A, entonces L' < L.

Notacion: Si existe el infimo, se denota por inf(A) = L.

Observacion: Note que por definicion, inf(A) es la mayor de las cotas inferiores de A.
Ejemplo 1.5.4 Consideremos los conjuntos A =] — 00, 5] y B =|7, 00|, en este caso tenemos
que el conjunto A no es acotado inferiormente, pues no existe r € R de modo que r < a
para todo a € A, en cambio el conjunto B si es acotado inferiormente pues existe r =7 € R
tal que r < b para todo b € B. Analogamente podemos ver que el conjunto A es acotado
superiormente y el conjunto B no lo es.

Ademas que todo r € [5,00[ es una cota superior para A, luego tenemos que el conjunto de
todas las cotas superiores de A es [5, 00, el sup(A) = 5. Del mismo modo tenemos que todo
r €] — 00, 7] es una cota inferior para B, luego el conjunto de todas las cotas inferiores de
Bes]|— 00,7, elinf(B) =T7. O

Ejemplo 1.5.5 Sea A = {x € R | |z — 3| < v/2}. Determine el conjunto de cotas superiores
e inferiores del conjunto A. O

Soluciéon. Notemos que

A = {zeR|]r-3 <Vv2}
{$ER|—\/§§x—3§\/§}
{reR| —V2+3<2<V2+3}
= [-V2+3,v2+3).

De acuerdo a esto podemos ver que A es un conjunto acotado superior e inferiormente pues
existen r = V2+3yr = —v2+ 3 de modo que ' < a < r para todo a € A. Ademas
el conjunto de todas las cotas inferiores estd dado por | — oo, —v/2 4+ 3] y el de las cotas
superiores esta dado por [v/2 4+ 3, col.

Teorema 1.5.6 Sean A C R un conjunto no vacio y L € R cota superior de A. Entonces,L =
sup(A) si y sdlo si (Ve > 0)(Fz € A)(x > L —¢).
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Demostracion. (=) Procedamos por absurdo, esto es supongamos que
por hipotesis existe € > 0 tal que

r<L—¢ VreA

esto nos entrega que L—e es una cota superior de A (por definicion de cota), pero L = sup(A),
luego L < L — € de aqui que € < 0, lo cual contradice € > 0.
(<) Procediendo de la misma forma, sea L cota superior de A y supongamos que

(Ve > 0)(Fx € A)(x > L —€) AL # sup(A)

Como L # sup(A) y L es cota superior de A, entonces L no es la menor de las cotas superiores
de A, esto es, existe L' cota superior de A tal que

L' <L
luego existe € > 0 tal que /
L +e=1L
pero por hipotesis, existe x € A tal que
x>L—¢€

De este modo tenemos que
r>L, €A

. ., / .
lo cual es una contradicciéon pues L es una cota superior de A. [ |

Teorema 1.5.7 Sean A C R un conjunto no vacio y L € R cota inferior de A. Entonces,L =
inf(A) si y sdlo si (Ve > 0)(Fz € A)(z < L+e¢).

Demostracion. Ejercicio (analogo a la demostracion del teorema anterior). [

1.5.1 Axioma del Supremo

El conjunto de los ntimeros reales con el axioma del supremo recibe el nombre de cuerpo
ordenado y completo, o cuerpo totalmente ordenado lo cual caracteriza R, y es el
siguiente

Axioma 1.5.8 [Axioma del Supremo|. Si ¢ # A C R es acotado superiormente,
entonces el supremo de A existe y es un elemento de R.

Proposicion 1.5.9 El conjunto de los nimeros naturales N no es acotado.

Demostracion.  Supongamos por absurdo que N es acotado superiormente. Luego por el
axioma del supremo existe sup(N) = L, L € R, esto es (Ve > 0)(In € N)(n > L —¢)
En particular si consideramos € = 1 > 0, entonces existe n € N tal que

n>L—1

es decir,
n+1>1L

pero n+ 1 € N, lo que es una contradiccién pues L = sup(N). [
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Teorema 1.5.10 [Propiedad arquimediana].

(Vz € R)(In € N)(z < n).

Demostracion. Procedamos por absurdo, esto es
(3z € R)(Yn € N)(z > n).
Es claro que z es una cota superior de N, luego tenemos que N es acotado superiormente, lo

cual es una contradiccion. [ |

Corolario 1.5.11 La propiedad arquimediana la podemos expresar de manera equivalente
como sigue

(Ve > 0)(3n € N) (1 < e) |

n

. 1
Demostracion. Sea € > 0 y consideremos el ntimero real —, entonces por la propiedad
€

arquimediana existe n € N tal que

1
n> -
€
de donde )
— <€
n
concluyendo asi la demostracion. [
Ejemplo 1.5.12 Sea
A=<z,€eR |z, = n ,neN
2n+1
1
Demostrar que sup(A) = 5 O

Solucion 1.

1
a En primer lugar demostremos que L = 5 es una cota superior de A.

Claramente
n<2n+1 VYneN
luego
2n
< 1V N
o+ 1 ne
n
& < =V N
o+ 1 g M€
asi

1
l’n<§ Vn € N

1
con lo cual se tiene que L = e cota superior de A.
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1
b Solo nos queda demostrar que (Ve > 0)(Jx,, € A)(z, > 5~ €), lo que equivale a probar

la existencia de n € N de modo que

n 1
- — Ve > 0.
onyl 2 O 7
Sea € > 0y consideremos el ntimero real ; 6, ahora bien por Teorema Teorema 1.5.10
€
tenemos que existe n € N tal que
- 1—2e
n
4e
& dne > 1—12¢
1
& 2ne > 5 €
& n > n—2ne+ - —e€
= > 2 L + !
n ni{-=— - —
2 )T
1
& n > (2n+1) 5—6)
~ n > L
om+1 2 ©
Asi .
n
Ve >0)(dx, = A n>——€].
(Ve )(x 2n+1€)(x 5 e)
Luego
1
A)=—.
sup(4) = 3
Ejemplo 1.5.13 Sea
1
A:{xneR T, = —, nGN}
n

Demostrar que inf(A) = 0. O
Solucién 2.
a En primer lugar demostremos que L = 0 es una cota inferior de A.
Es evidente que

1
0< Vn eN

n
luego
O<z, VneN

con lo cual se tiene que L = 0 es cota inferior de A.

b Solo nos queda demostrar que (Ve > 0)(3z, € A)(xz, < €), este hecho es clara
consecuencia del Corolario Corolario 1.5.11, asi

(Ve > 0) (Hmn:%eA) (20 < €.



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES 63

Luego
inf(A) = 0.
Teorema 1.5.14 Sean x,y € R tal que x < y. Entonces, existe p € Q tal que x < p < y.

Demostracion. Sean x,y € R. Claramente si x <0 < yexistep=0€ Qtal quez <p <y
y el teorema queda demostrado en este caso.
Supongamos ahora que 0 < x < y. Sea

e=y—xz>0

luego por la corolario de propiedad arquimediana tenemos

1
—<e=y—
n

Dado nx € R, nuevamente por la propiedad arquimediana, existe m € N tal que
m > n.
Sea m el minimo que satisface m > nz, luego
m—1<nx

asi tenemos
m m—1 1
r< — = +-—<z+(y—z)=uy.
n n n

Por lo tanto
m
< — <y,
n

m
es decir, existe p = — € Q tal que z < p < y.
n
Por otra parte. Supongamos que x < y < 0, entonces 0 < —y < —x y por lo anterior
existe p € Q tal que

—y<p<-—zx.
Luego
r<-p<uy
y como —p € Q queda completa la demostracion. [ |

Definicién 1.5.15 Un subconjunto X C R es denso en R si y sélo si entre dos niimeros
reales cualesquiera existe algin elemento de X. O

Observacion: De acuerdo al teorema y definicion anteriores claramente el conjunto Q de
los nimeros racionales es denso en R.
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1.6 Ejercicios Propuestos

1. Grupos

a En Z se define la operaciéon *x por:
rTxYy=xy+x+Yy.

Decida si Z bajo esta operaciéon es un grupo.

b Sean G = {(z,y) | t € Q Ay € Z} y * la operacion definida por:

(2,9) % (zy) = (e’ y +y)
Decida si G bajo esta operaciéon es un grupo.

¢ Sea G = {ax?® + bz + ¢ | a,b,c € R}, se define la suma
(azx?+br+c)+ (@2 +br+c)=(a+a)x?+ (b+b)z+ (c+¢)

Demuestre que G bajo esta operacion es un grupo abeliano.

d Sea GG un grupo. Demuestre que para todo a,b € GG, la ecuacién
ar =b

tiene tnica solucién.

e Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de GG. Se dice que H es un subgrupo
de G si y so6lo si las siguientes condiciones se satisfacen

i (Va,be H)(ab € H)
ii (Vae H)(a™' e H)
De acuerdo a esto demuestre que:
A (Q,+) es un subgrupo de (R, +).
B Z={geG| (VheG)(gh=hg)} es un subgrupo de G.

2. Resolver las siguientes ecuaciones
x+1+x+2: 1

r—1 z+1 x+3
bvr—3+2=56

c Var2 — 1+ 27— 322 = |z| +5
d vVr—54+7—2z=|z—3]

e VVE+3—/Vr-3=2/x
fx++6—422 — 1z =422

g \]r+1-6=8r—2*-15

hzx—1=+vVz2—2+2

a
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1243 —|z=3||=[3z+2|+=
i 2z +1|| =22
r—>5 T+ 3
=1
2—9 x-3
T x+2_
2—4 -2
t+m  x+n  mP4+n’

m j—
m n mn

b—x b—x -1
. T+ T _b_lfbx (b w2
1— z(b—1) 1— b(b—x) T b - b

1+bx 1-bx

k

1

-2

3. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones

r+3y = 4
20+Ty = 15
20+ 3z =

b 2x—-6y+7z =
r—2y+52z =

r+4y+32 =
c 2x+5y+4z =
r—3y—2z =

S ot

U = = =

de+y—22z = 0
d rT—2y+z
Mz —4y+—2 = 0

Il
o

© 3r+4y = 9
¢ 2?4+ ay+y? = 13
r+y = 4
x 25
Ty _ %
g vy x 12
-yt =7
b 22 4+y2+22 = 13
3r+2y% = 4
r = 2wz
. y = 4wy
! z = wz
202 + 4y + 22 = 8
20 —wy = 0
. 2y —wx = 0
] z+wz = 0
Ztay—4 = 0

65
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2y +z2)+wyz = 0
2+ z2)+wzrz = 0
2y+z)+wyr = 0
ryz = 64
r+wxz—3) = 0
| y+wly—4) = 0
z = wz
2 2

rz = w(x+ 2)
m
ry = w(y+x)
ry+zz+yz = 5
4. Considere la igualdad
1 1
_ -0
Vi+zr J1—x

i Determine para que valores de x € R esta definida.

ii Encuentre todos los x € R que la satisfacen.

5. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

1 1
: R+ s
i (Vae )(\/5+\/a>2)
ii (Va,b € R)(a®+V* > 2ab)
i (a€R) (0<a= (;%)" <a)

1 1 4
iv (Va,b € RY) <5+52 a+b)

v (Va,b € R7)(a < b= a® > b?)

vi VxeR)VyeR—{O})(x<y:>§<1>
vii (Vo € R)
vii (Ve R)(Vy eRY)(z <y=y !t <al)
)
)

(
(Vy e RT)(z <y = x < 2)
( )
Ve eR)(Vy eER)(z+y=1= 2y < 1)

(
(
(
(
ix
(‘v’xER(‘v’yER)(nggy:ﬁgggi_ﬁ)
(
(
(
(
(

X
X
xi (Ve,yeR)(ly—z|=ly+z])=(x=0Vvy=0)

xii (Ve eR)(VyeR)2zx+4y=1=2"+1y>> %)

xiii (V2 € R)(Vy eR)(2<2<3A1<y<2)=1<
xiv (Vz,y € R)z3 + 3 > 2% — 2y + 92

<3)

z
Y

b
xv (Va,b € R a # b,n € N) (”+\1/ab”§ atn )
n
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xvi (Va,y,z € R)(lz +y + 2 <[z + |y[ + |2])
6. Considere en R la ecuacion m + /z = x, con m € R.

i Determine todos los valores de m € R para los cuales la ecuacion tiene solucion.

1
ii Encuentre la solucién para m = ——

8
7. Determine en los siguientes casos condiciones sobre el parametro A € R de modo que
las ecuaciones
iz22+ X +3=0
iaz?—2\+1)z+3=0
i 22+ 2+ 1)z +31=0
iv A2 =22 +3X=0

tengan

A Soluciones reales y distintas.
B Soluciones reales e iguales.

C No tengan solucion.

8. Simplificar al maximo las siguientes expresiones

a? a?=b® . a—b b
a? atb b +a
1
1
a+2— 2

—b —2b
7 +a
n T 2 +1 1
g x4+1 ot —az3 23— a?
3 —1 3+ 1
(w(x+y)+y(y—fv) ) ( (z+2y)w+y? )
L y2—a? Ty
Y2tz (z+2y)

y(z+2y)
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) 3z + 2

: V2r+3—+/1—x

) r—1

J Vit +z+2—Vr+3

K VEty—vr—y
Vity+yr—y

VBB TG
3v— Va2 +ax+1

T

vV — o

T, M pares.

T
n—/_/_7
. VVE—1-yr+2y/z+1

v —1

9. Problemas de planteo

3a% — 2b + b*
a Sia:b:2:3y:p:ﬁ,expresaraentanto%dex.
b Para la altura del centro de gravedad de un tronco de cono rige la férmula

siguiente:
_ R*+2Rr+3r

-~ 4(R2+ Rr +1?) .
. Qué tanto % de b mide X, si r mide 50% de R ?.

¢ En un tridngulo rectangulo se sabe que el cateto mayor mide 96% de la hipotenusa.
. Qué tanto % de la hipotenusa mide el cateto menor?.

d La ley de Newton nos da F' = m - a. ;Qué tanto % aumenta la aceleracion a, si
la fuerza F aumenta en 42% y la masa disminuye en 4% ?.

e Las dreas A y B de la figura (7?) estén en la razén 2 : 3. Expresar r en tanto %

de R.

A
I
I
i
|

f ;En qué tanto % hay que aumentar el radio de una esfera para que su volumen
aumente en 33.1% 7.
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g Los diametros de dos cilindros son entre si como 3 : 4 y sus alturas como 5 : 6.
. Qué tanto % del volumen del mayor mide el volumen del menor?.

h Determinar dos niimeros enteros consecutivos cuya suma de cuadrados se 128.525.

i Si A hace un trabajo en tres horas y B lo hace en cinco horas. ;Cuanto tiempo
demoran en hacer el trabajo ambos juntos?.

j Hallar tres ntimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre 20, el
mediano entre 27 y el mayor entre 41, la suma de los cocientes es 9.

k A tiene el doble de dinero que B. Si A le da a B 34 pesos. A tendra los 5/11 de
lo que tenga B. ;Cuénto dinero tiene cada uno?.

1 Dos trabajadores uno de los cuales empieza a trabajar uno y medio dias después
que el otro, pueden completar un trabajo en 7 dias. Si cada uno de ellos hiciera el
trabajo individualmente, el primero habria necesitado 3 dias mas que el segundo
que empezd después. ;Cuéantos dias tardard cada obrero en realizar el trabajo
individualmente?.

m Un ingeniero contrata a un técnico para una cierta labor. Para esto le ofrece un
sueldo anual de $500.000 y un lingote de oro. Al cabo de siete meses el técnico
termina su trabajo, por lo que recibe $250.000 y el lingote de oro. {Cuél es el
valor del lingote?.

n Un cierto nimero de estudiantes deben acomodarse en una residencial. Si se
ubicaran dos estudiantes por habitacion entonces quedarian dos estudiantes sin
pieza. Sise ubicaran tres estudiantes por habitacion entonces sobrarian dos piezas.
., Cuantas habitaciones disponibles hay en la residencial y cuantos estudiantes
deben acodarse en ella?.

o Cuando el precio de una marca popular de articulos de video es $300 por unidad,
una tienda vende 15 unidades a la semana. Sin embargo cada vez que el precio
se reduce en $10 las ventas aumentan en 2 unidades a la semana. ;Qué precio de
venta debe ponerse para obtener ingresos semanales de $7.000 7.

p El cuerpo de la figura (??) estd formado por una semiesfera, un cilindro y un
cono. Calcular , si el volumen total mide 112, 57 [cm?].
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T
F f
S R

q Un estanque con cierta cantidad de agua tiene forma de cono invertido. Al
agregarle 10 litros, como muestra la figura (?7?), el nivel de agua sube en un
20%. Si la base del cono fuese reducida en un 40%, manteniendo la misma altura
resultaria un cono que estaria lleno con la cantidad de agua inicial.

10 1t

Sabiendo que la altura del estanque es 50 cm. Calcular el radio inicial y el volumen
de agua contenido en un comienzo.

10. Resolver las siguientes inecuaciones

z—1

a < 2x

1—=x
b (z+2)(z+1)<0
. x4+ 3 <

2

T
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2 T
d <0
x+2+x+3_
2r — 3
e xr— v >1—-3z
T
34 2
f < -5
r—4 -1
r—2 T r—1
g > —
r+2 " x+3 x22-4
13 — 5z 2
h <

24+r+1 " -2

11. Resolver las siguientes inecuaciones

2(3|z + 26|) 533
155(z + 6) ~ 155(52 — 1)
b v—422+4+25<3
V2r —1(x +1)
c
(22 4+ 1)(x —2)
dvVvli—ors+1<zx-1
e VvV2—x—2yx <\x—-2
f Vor—2+3v3x+1<+5xr—2
g V1—|z|>1-32
2
L T+ 2x + 24 >0
V2r 4+ 1(22 4+ 2 +5)
1

x
i A2— |22 —2]<V3
x 2
<
|z +2| — z(z+2)
12—]z—-1]| <1

>0

11— >

1
.r~|——‘ > |z — 3]
i
||z + 3| — 2|
|| = 1]
lz+ 1|+ ||z =1 +3| < |z +2|+8
1 1
P v1ii—=x
|z — 1] — |z + 1 < |z — 1]
|22 — 1] ~r+1

> 2

o

>1

o]
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. |z — 1|(Vz + 3+ |z]) -0

|l +3|— |z —4] ~
s3r+1+|z—1 <z

12. Axioma del Supremo

a Determine el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos
a A=[-2,3[U]5, V42|
b A =] —3,0[U]V4, 6]
c A={zeR | |z| <5}
dA={reR|2*—-32+2<0}

eA:{$€R|w/|x|+1<2}
fA={zeR| 2L <2}
gA:{xeR|§g|x—1|gg}

b Sean
i A={zeR|2*-T<1}yB={zeR|2*—-2x—-3<0}

-1 - 1
iiA:{xeRHx]gi%}yB:{xeR’0< “””(“)}

z+1

Encuentre en cada caso (si existen) el Supremo e infimo correspondientes a los
conjuntos A, B,AUBy ANB.

¢ Sea a € Ry A C R acotado. Se define
a+A = {a+a|aec A}
a-A = {aa|ac A}
Demuestre que
i a+sup(A) =sup(a+ A)
i a+inf(A)=inf(a+ A)
iii Si «v es positivo, entonces sup(awA) = asup(A)

—

iv Si a es positivo, entonces inf(aA) = ainf(A)
v Si a es negativo, entonces sup(aA) = ainf(A)
vi Si « es negativo, entonces inf(aA) = asup(A)

d Sean A, B dos subconjuntos acotados de R y
A+B={a+b|lac ANbe B}.

Demuestre que:
i sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
ii inf(A+ B) =inf(A) + inf(B)
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e Demuestre que si

A:{wnER

entonces el sup(A4) =2 .

f Demuestre que si

Ty =

A:{mnER

2
,neN
3n+1n }

entonces el inf(A) =0 .

g Determine y demuestre si existe el supremo y el infimo de

2
Ty = ,nEN}.
n4+3

h Determine y demuestre si existe el supremo y el infimo de

A—{anR

A:{anR

n O
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