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Capitulo 1

Calculo Integral

1.1. Integral Indefinida

Definicién 1 Sea f una funcion y F una funcion derivable tal que satisface la ecuacion
diferencial F'(z) = f(z), entonces se dice que F es una primitiva o antiderivada de f.

Proposicién 1 Sea f una funcion continua en |a,b] entonces f tiene una primitiva.

Teorema 2 (Valores Extremos) Sea f una funcion continua en |a,b], entonces

b

tiene que para todo x € [a,b], f(x) < M,.
b
)

Proposicion 3 Sea F,G dos funciones tales que
Si F'(x) = G'(x) entonces F(x) = G(x)+ C

Definicién 2 (Integral Indefinida) Si F' es una funcion tal que F'(x) = f(x) entonces
se define la integral indefinida de f igual a F'4+ C, y lo denotamos por:

/f(x)da: =F(x)+C

De otro modo

/ f'(@)dz = f(z) + C

Teorema 4 Sea f,g dos funciones con primitivas,entonces
1 / (f(z) + g(x))dz = / f(x)da + / g()da

2. /)\f(x)dx = )\/f(x)dx, con A € R
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Algunas Integrales Elementales

/x"dx = o +C n#-1
/x_ldx = In|z|+C

/emdx = e"+C
sen(z)de = —cos(z)+C

cos(x)dx = sen(z)+ C

sec(z)dxr = In|sec(z)+ tan(z) | +C
csc(z)dxr = In|cesc(z) + cot(z) | +C
tan(z)der = 1In|sec(z) | +C
cot(z)dr = In|sen(z) | +C

Ejemplo 1 Calcular
/ (3x + 52 — 6sin x) dx

Solucion:

/ (Sx + 5zt — 6sin9:) dx

= 3/xdx+5/x4dx—6/sinxdx

3
= §x2+x5—|—6cosx+0

Ejemplo 2 Calcular

/ (:L'S — W—6COSI> dx

Solucion:

x — V2514 — 6cosx)d:c
(m — V2514 — 6cosx>d:c

Il
@l}—‘\

6—§x —6sinz +C
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Ejemplo 3 Calcular
/ (ln:c +6esca + at + 7x5) dx

Solucion:

/(ln:c+6cscx+:c4+7:c5) dx

= /lnxdx+6/cscxdx+/x4dx+/7x5dx

1 7
= xlnx—x+6ln(csex—cotx)+3x5+6x6+0

Ejemplo 4 Calcular

/<g+9ex+\7/ﬁ) dx

/(%+9ex+\7/ﬁ)da:
= /gdx+/9ezdx+/md

- 3lnx—|—96x—|—% (Vo) +C

Solucion:

Teorema 5 (Sustitucién) Sea g una funcion continuamente diferenciable tal que g(y) = x
entonces

/ fz)de = / Flg())g'(y)dy
Ejemplo 5 Usando este método integre:
/ (cos (2° + 5:)57)) (5274 + 351’6) dz
Solucion: Notemos que

% sin(2” 4+ 527) = (cos (2° + 527)) (52" + 352°)

Asi, / (Cos (:)35 + 5937)) (5:):4 + 35936) dz = sin(z° + 5z7) + C

La técnica es wisualizar una variable nueva u que permita ver mds simple la integral en
el caso anterior u = x° + 527, por lo tanto du = (5x* 4+ 352°%) dx y asi la integral inicial se
puede escribir mucho mas simple como

/ (cos (:)35 + 5:)57)) (51’4 + 351’6) dr = /cos udu = sinu + C = sin (:175 + 5:177) +C
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Solucién: Consideremos el cambio de variable x = tan(u), luego tenemos que dx = sec?(u)du,
reemplazando tenemos

[T = Ja i
sec?(u)du
N /(Secg(i))Q
= /cosz(u)du
= %/(cos(?u) +1)du
_ sin(2u) + 1u +C

4 2
1 1
= 1 sin(2 arctan(zx)) + 3 arctan(x) + C

Ejemplo 6 Calcular

Ejemplo 7 Usando este método anterior integre

1. / (sin (2° 4+ 72'%)) (z* + 212™) da escoja u=2z"+ 7z

1 3
2. /4 i escoja u=1Inz

i

3. / (sec /x) tar\l/_fdx escoja u=+/x

4. / (1 + tan® (z* + 42%)) (2® + 32%) d escoja u =zt + 423

d. /tan xdx escoja U = Sec T.

Ejercicio 8 Determinar en cada caso las integrales Indefinida

2
x

1. d

/x?’—l—l v

2. /amdx, 1#a>0

250
. d
I /1+4w v

4. /x\/l — x%dx




CAPITULO 1. CALCULO INTEGRAL
3x
5 | —= 4
/\/8x2 +1 .
6. / rids
1—=x
7. /1+\/§d1’

8. /4 cos(3y)dy

9. / cos?(2y) sen(2y)dy

dx
10 / (sen?(2) 1 sen’ ()

sen(x) cos(z)

. E—— ) 1
/2 + cos(2z)
2
12 /3’ 2
T+ 2

3
13, /x 3

1

~

241
1 2z — \/arcsen(z)
. V1— a2
15 e’ + 2x
e 4+ 22416

1
16. | ———d
/el’(3+e—x) v

17. /;dx
r4/3 —In*(z)

1
18. —dx
/\/a2 + 22

1
19. e —1
/\/5—2x+x2 v

1
w. | e

1
21. — dx
/\/3 — 2 — 22
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Teorema 6 (Integracién por Parte) Sean f,g dos funciones derivables y continuas, en-
tonces se tiene:

/ f(@)g(@)dz = f(2)g(z) - / f(@)g (2)dx

Ejemplo 9 Usando este método integre

/x cos(z)dx

/ zcos(z)dr = / zsin' (z)dx

= xsinx—/x'sin(m)dm

1sin(z)dx

Solucion:

= xsin(z) — (—cos(z)) + C

Ejemplo 10 Usando este método integre

Solucion:

/xsin(m)dx = —/:ccos’(x)dx

_ (xcosx— / z Cos(x)dx)

= —xcos(x)+ / 1 cos(z)dx
= —xzcos(x) +sin(z) +C
Ejemplo 11 Usando este método integre
/29: In(z)dx
Solucion:

/ 2w in(z)dr — / In(z)(22) dz

= x21nx—/ln'(x)(x2)dx
2 Ly
= x lnx—/—-x dx
x

1
= 2%In(z) — §x2 +C
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Ejercicio 12

1. /ln(x)dx
2. /xze:”dx

/ arc sen(z)dx

Co

4. /sen(ln(m))dm

eVeda

2
t
/:c arc an(x)dx

1+ 22

5 / arctan(z) i

22(1 1 22)

R

2

8. /ln(:)s + V14 2?)dx

Teorema 7 (Algoritmo de la Divisién) Sean P(x),Q(z) € Rlz], polinomios, entonces
existe D(x), R(z) € R[z] tales que

Px) = Q(z)D(x) + R(x)

con R(x) =0 o bien gr(R(z)) < gr(Q(z).
De otro modo

P(z) R(z)
o) =P g
Ejemplo 13 Calcular
/ 2?2+ 3z +1
——dx
T+ 2

Solucion: Aplicando el algoritmo de la division tenemos % + 3z +1 = (x +2)(z + 1) — 1,
de este modo tenemos

, B 2
/wde/(ijl)dx—l-/ 1d95:x_+$_1n(x+1)+0

T+ 2 T+ 2 2

Sgg una fraccion tal que gr(R(z)) < gr(Q(z))

Teorema 8 (Fracciones Parciales) Sea
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1. Sea a una raiz de Q(x) y n su multiplicidad en Q(x) entonces, su descomposicion en
fracciones parciales aparecen términos de la forma

Al + A2 _i_..._'_i
(x—a) (xr—a)? (x —a)?

donde Aq,---, A, son constantes reales.

2. Si (ax® +bx + ¢)" es un factor irreducible con A < 0, n € N entonces en la descompo-
sicion en fracciones parciales aparecen términos de la forma

Alllj' + Bl AQ[L’ + BQ + + Anllf + Bn
(az? +br+c¢) (ax?+ bx + c)? (az? + bx + c)n
donde Ay,--- , A, y By, -+, B, son constantes reales

Ejemplo 14 Calcular

dx
/(:c +1)(2z 4+ 1)

Solucion: Usando el teorema de Fracciones parciales

1 A B

(x+1)(2z+1) x+1+2x—|—1

De otro modo, amplificando se tiene
1=A2z+1)+B(z+1)

luego A+ B=1y2A+ B =0, de lo cual se obtiene A= —1y B = 2.
1 —1 2

(x+1)(2z+1) x+1+2x—|—1

Y la integral.

dx dx dx
/<x+1)(2x+1> ——/$+1+2/2x+1 =—In(z+1)+mnzx+1)+C

Ejemplo 15 Calcular

/(x2 — 3z +2)dx
x(2? +2x + 1)

Solucion: Usando el teorema de Fracciones parciales

22 —3x+2 A B C

r(x? + 22+ 1) ;+x+1+(x+1)2

De otro modo, amplificando se tiene

2 —3x+2=A@*+2r+1)+ Bz(r + 1)+ Cx
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10

luego A+ B=1,2A+B+C = -3 yA=2, delo cual se obtiene A=2, B=—-1y(C=—

et I T T
r(224+224+1) = x+1  (z+1)2

Y la integral.

/(m2—3$+2)dx B 2/d / / dz
(2?2 +2r+1) c+1 ) (x+1)?
6
= 21 -1 H+——+D
n(x) —In(z + )+x+1+
Ejemplo 16 Calcular las integrales

/(:c2 +x —2)dz

(x+1)(x2+1)

Solucion: Usando el teorema de Fracciones Parciales

(*+x—2)de A +Bx+C’
(z+D)(22+1) 24+1 2241

De otro modo, amplificando se tiene

P 4+r—-2=A@@*+1)+ (Bx+C)(x+1)

luego A+ B=1, B+C =1y A+C = =2, de lo cual se obtiene A=—-1, B=2y(C = —

2+ —2 -1 +2x—1
(x+1)(22+1) z+1 22+1

Y la integral.

/(:C2+x—2)dx B _/ dx +/ 2xdx _/ dx
(z+1D)(22+1) r+1 2?2 +1 2?2 +1
= —In(z +1) +In(z* + 1) — arctan(z) + D

Ejemplo 17 Calcular las integrales

/(:c?’ +x—1)dz

(24 1)2

Solucion: Usando el teorema de Fracciones Parciales

(x3+x—1)dx_A:c+B+Cx+D
(z24+1)2 2241 (22 +1)2

De otro modo, amplificando se tiene

2 +r—1=(Av+ B)(2* +1)+ (Cz + D)
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luego A=1, B=0, A+C=1y D= -1, de lo cual se obtiene C' = 0.

(*+x—-1) = N —1
(z24+1)2 2241 (22 +1)2

Y la integral.

[ - s [

1 1 1
= -3 In(x? +1) + 1 sin(2 arctan(zx)) + 3 arctan(z) + G

Integrales de la forma
/R(sen(x),cos(a?))dx

Donde R es una funcién racional, utilizando la sustitucion

T 2t 1—¢ 2dt
t= tan(i), sen(x) = FE cos(z) = I dr = T
Ejemplo 18 Calcular
/ dx
2 4 cos(x) + sen(x)

Solucion: Consideremos t = tan(g), luego tenemos que

2t +1—t2_t2+2t+3
L+ 1482 142

2 + cos(z) +sen(z) =2+

Reemplazando tenemos

/ da B / e / 2dt
2+ cos(z) +sen(z) ) 2283 [ 4249443

142

luego tenemos que
2dt B 2dt
/t2+2t+3 N /(t+1)2+2
B 2dt
B / (t+1)2+2
V2dy
y?+1

= V2arctan(y) + C

= V2arctan (%(t + 1)) +C

— V2arctan (% (tan (g) + 1)) +C
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Ejercicio 19 Calcular

/ dz
(2 — cos(x))(3 — cos(z))

Observacién: Un caso particular, de la situacién anterior, es cuando la funcién racional

cumple con
R(sen(x),cos(x)) = R(—sen(z), — cos(x))

en cuyo caso podemos utilizar la sustitucion

tan(z) = t, sen(x) =

t
, cos(x) = , dr =
V2 +1 (@) Viz+1 1+t2

Solucion: Usemos el cambio de variable sugerido t = tan(x)

Ejemplo 20 Calcular

dx _ 1itt2
/(2+cos2(x)) a /(Hﬁ)
B dt
N /2t2+3
1 dz
N %/zszl
1

= ——arctan(z)

V6

_ % arctan <\/§t>
_ % arctan <\/g tan(fﬁ))

/( (cos(2z)dx)

cos*(x) + sent(x))

Ejercicio 21 Calcular

Integrales de la forma

/ dz
(ax +b)Vex? +dx +e

Utilizar la sustitucién

1 —dt
;zax—l—b, t—2:ad9:
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Ejemplo 22 Calcular

dx
/(2$ — 3)Vidzr — z?
Solucion: Consideremos el cambio de variables

1 —dt
—=2r -3, — =2z
t 2

Luego reemplazando en el denominador y obtenemos

(20 — 3)\/2(d—2) = %\/(Qit 4 g)(—% L= L A=

2/ T op

y en la integra obtenemos

/ dx / dt
(20 —3)WiAz —22 ) VIS2 +2t—1

_ / dt
(/2 - 1)

5 1
B i dz

B 15) V22 -1

= In(z+vz—-1)+C

15 1 15 3

Ejercicio 23 Calcular

dx
/m\/2—i—m—x2

Integrales que contienen

Var?+bxr+c

el cambio de variable a considerar ax? + bz + ¢ = (z — z)?

Ejemplo 24 calcular

dx
r—Var2—x+1
Consideremos el cambio de variable * —x +1 = (2 — x)? luego
21 2 2 — 2 1

221 (22 —1)2 2z —1

Y (U R BYE
"\derv3) 1T\ 1@r 1) 4

13
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Ahora reemplacemos

Ejercicio 25

dx
/m—\/xz—x+1

2242

B T 212 dz
- 22-1 22—2+1

L (z+1)dz
= 2/ 22— 1)

_ 2/ dz _2/ dz
2z —1 z—2

= In(2z—1)—-2In(z—2)+C
= In2z+2va?—xz+1—-1)—2ln(z+Va?—z+1-2)+C

calcular

dx

! /:c2(:c +V1+2a?)

dx
2.
/(:c3 +3224+3x 4+ 1)vVa?+ 2z —3

P /(x2—|—$+1)dx
' vVt —x+1

Integrales de funciones inversas

exista y sea continua entonces

Ejemplo 26

1. /arc sen(z)dx = xarcsen(x) + V1 — 22
1 2
2. | arctan(z)dx = x arctan(z) — 5 In |14 2|

3. / arcsinh(x)dx = x arcsinh(x) — V1 + 22

4./ 1_xdx:a? 1_x—arctan( 1_x)+C'
1—2x
5'/ x+1

/ (f (@) = xfMx) — F(f () + C

dr =

Sea f(z) una funcién tal que F’(x)

14

fl@)y )
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Formula de Reduccién

1 —1
1. /sen”(m)dm = sen""!(x) cos(x) + nT sen” " ?(z)dx.

Para obtener la igualdad, la haremos utilizando integraciéon por parte, con el siguiente
cambio de variables u = sen"!(z) y dv = sen(z)dx, luego du = (n—1) sen"2%(z) cos(z)dx
y v = —cos(x)
/sen"(:)s)dx = —sen" () cos(z) + (n — 1) /sen"_Q(x) cos?(z)dx
/sen"(x)d:c = —sen" *(z)cos(z) + (n—1) /sen"_z(x)dx + ...
—(n— 1)/sen”(x)dx
n/ sen"(z)dr = —sen" *(z)cos(x) + (n — 1)/sen"_2(x)da?

1
2. /tan"(:):)dx =7 tan""!(z) — /tan"_z(x)dx
n 1 n—2 -2 n—2
3. [ sec”(x)dr = — 7 Sec (x) tan(x) + —_ 7| sec (x)dx, n>1

Ejercicio 27
1 / dz
) sen*(x) cos?(x)
p / dx
' sen3(x) cosﬁ(x)
v [
4 / sent(x COS6

1.2. La integral de Riemann

Definicién 3

1. Una particion del intervalo [a,b] es un conjunto ordenado P = {tg,t1, - ,t,} tal que
th=a<t; <---<t,=0>yalos puntos t; se llama punto de corte.
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2. Sea f :[a,b] = R una funcién acotada y P una particion del intervalo |a,b] y sea

My, = sup{f(x) : tsy <z <t}

Llamaremos suma superior de f respecto a la particion P al nimero

Sp = Z My (ty — tgp—1)
k=1

y llamaremos suma inferior de f
Sp = ka(tk —tp-1)
k=1

En la grafica la suma superior de f esta representada por los rectangulos rojos y la suma
inferior de f por los rectangulos azules.

% |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Proposicién 9 Sean f : [a,b] — R wuna funcidn acotada y P = {to, - ,t,} vy Q =

{s0,+ "+, Sm} dos particiones del intervalo [a,b] entonces
Sp=38q
Demostracién 9 Sea L = {ly,---,l,} = P UQ ordenado de menor a mayor entonces

Sp < 5L ya que

n q
> mp(ty — tier) <> mi (s — L)
k=1 k=1

ademds my, < my donde lj, € [ty_1,tx], ademds

NE

ZMé(lk —lp—1) < Y Mi(sk — Sk-1)

B
Il

1

ya que M, < My donde l}, € [sg_1, Sk]
es decir
sp < sy, <Sp <Sq
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Definicién 4 Sea f : [a,b] = R una funcion acotada

b
/ f(z)dx = inf{55:Q particion de |a,b]}

b
/ f(x)de = sup {sq:Q particion de [a,bl}.
La primera integral se denomina integral superior y la seqgunda integral inferior.
Proposicién 10

7f (v)dx < 71‘ (z)dx

Definicién 5 Sea f : [a,b] — R una funcidnén acotada diremos que f es Riemann integrable

sty solo si
b b
/ f(x)dx = / f(z)dx

este valor comin se llama integral de Riemann de f en [a,b] y se denota por

/a ’ f(a)da

Ejemplo 28 Determine si las siguientes funciones es Riemann integrable

1.

2. f(x) =X conz €0,1]
Definicién 6 Sea P, la particion del intervalo [a,b] definida por t, = a+ (b — a)%
Proposicién 11 Sea f : [a,b] — R entonces

[ es Riemann integrable si y solo si Ve > 0,3P, particion de [a,b] : 5p — sp < €

Corolario 1 f es Riemann integrable si y sélo si

b
tnf (57;) = sup(se,) ¥ / f(2)dx = inf(57).

neN neN
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Demostracién 11 =

Sea f es Riemann integrable entonces ing(ﬁ) = sup(sp) = A y consideremos € > 0
ne neN —
entonces

€ €
A——-<A<A+-
2 + 2
Por lo tanto existe P, Q) tal que

€ €
A—§<s_p<s_L<§<$<A+—

2
Luego
€ _ €
—S_L<§—A VAN SL<A+§
Entonces
Sp—SL <€
=

b b
Supongamos vdlido que/f(a:)d:c</f(x)dm.

Sea ¢ = f{5p} — sup{sp} # 0. Por lo tanto existe una particion tal que 5g — sg < €
entonces o

sg > f{sp} y s> sup{sp)

Ademads
€>30— 859 > € (=<)

/abf(x)d:)s = —/baf(x)dx

Ejemplo 29 Sea f(z) = 2, Demuestre que f es Riemann integrable en [0, b].
Solucion: Consideremos la particion ty, = b% y tp—tp_1 = %

Luego
_ bE\® b
S = Z(z) o
= ik

b on(n+1)?
nt 22

B bt [nt + 2n3 + n?
4 nt

b4

4

2 1
1—|——‘|‘—2
n n

Notacion
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o = Y (b(k:n— 1))3%

b4
= (k—1)
W (n=1)n?
ot 4
_ b_4<1+1—2n>
4 n?

Ademas

inf(s,,) = 1= sup(sp,)

b 4
/ 3dr = b—
0 4

Ejemplo 30 Sea f una funcion decreciente en [a,b]. Demuestre que f es Riemann integra-

ble.
Solucion: Consideremos la particion t, = a + (b — a)% y ot —tp_1 = b_T“

Spn = thkl te — tp—1) b_athkl

Por lo tanto

Spn = Zf (tr)(te — teo1) = b_aZf(tk)
k=1

Luego
b—a
n

DO () — (1) =

k=1

oo S = (f(a) = (1))

Sea € > 0, por propiedad arquimediana existe n € N tal que

(b—a)(f(a) = f(b))

€

<n
Entonces's,, — sp, < € y por proposicion anterior es Riemann Integrable.

Definicién 7 Sea P una particion de [a,b], f una funcion acotada en [a, b]

1. Sea ly € [ty_1,tx], se define la suma de Riemann como >, f(lx)(ty — tr_1)
k=1
2. Se define la norma de P,como el mdzimo valor de t;, —ty_1 y se denota por || P ||, es

decir
| P ||= max{ty — tx—1 | tp,th—1 € P}
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Proposicién 12 Sea f una funcion acotada en [a,b].
f es Riemann integrable si y solo si ||1Li||120(é1f(lk)(tk —tx_1)) existe.
Es decir, si existe I tal que
(Ve > 0)(30 > 0)(VP = {to,- - ,tn} particion)(Vly,--- 1, puntos intermedios)

se tiene que

| Pll<d=| Zf(lk)(tk —tp1) — I |< e

k=1
b
Ademas I = / f(z)dz

Ejemplo 31

1. Veamos la Integral

b
/x?’dx
0
b 3 3
b b 2b
/x?’da: = lim —- ((—) —I—(—) +
0 n—oomn, n n

Solucion:

2. Veamos la Integral
b
/ e’dx
0

.. et —1
Solucion: Debemos tener presente que hr%
T— €T

= 1.

Ahora veamos

b

b n
/exdx = lim —(e%+6275+---+677b)
0

n—oo M
nb
; b ven —1
= lim —er—;
n—oo N 65—1

b
én

b
= (" =1)lim ——
n—o00 neg _ 1
62
o b _ , n

3o

= e —1
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Ejercicio 32 Sea f Riemann integrable en [a, b] entonces f es Riemann integrable en [c,d] C
[a, b]

Proposicién 13 Sean f,g Riemann integrable en [a,b] entonces

b

o [0+ g = [ s+ [ g

2. /ab)\f(:)s)dx - )\/abf(x)

3. /abf(:v)dx:ch(x)dz+/cbf(x)dx, con ¢ € la,b].

Definicién 8 Un conjunto A se dice que A es contable si y solo si existe una funcion biyec-
tiva A con N o A es finito

Ejemplo 33

1. N es contable

2.
N — Z
e [ ez
5T, Six F# esimpar
Luego Z es contable.
3.
N — NxN
T — (n(n2+1) — 7, n(n2—1) o [L’), con n(n2—1) <z < n(n;—l)

Luego N x N es contable.

Proposicién 14 Sea f : [a,b] — R acotada, supongamos que f es discontinua sélo en un
subcongunto contable de [a,b] entonces f es Riemann Integrable en [a,b]

Proposicién 15 Sea f, g : [a,b] — R acotada y supongamos que ambas funciones son Rie-
mann integrables y que f(x) = g(x) para todo x € [a,b] — A en donde A es un conjunto

contable entonces , ,
/f(z)da::/ g(x)dx

Proposicién 16 Sea f : [a,b] = R continua y acotada en [a,b] entonces la funcidn

Fla) = / “rwdt welal

es diferenciable y ademds F'(x) = f(x) para todo = € [a,b].
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Ejercicio 34 En cada caso. Calcular F'(x)

1. F(x) = /r sen(t)dt

Proposicién 17 Sea f : [a,b] — R continua y suponga que eziste una funcion g tal que
g (z) = f(x), con x € [a,b] entonces

b
”/fWszmw 9(b) - g(a)

8 —c
I

Proposicién 18 Sea f,g: [a,b] = R continua tal que f(x) < g(x) entonces:

b
1. f >0 entonces /f(:c)da: >0
b
2. f >0 entonces (/ f(z)dz =0 siysdclosi f= O)

3. f(x)dxﬁ/g(:c)dx

a

Proposicién 19 Sea g : [a,b] — R diferenciable y tal que ¢’ sea continua y ademds f :
Rec(g) — R continua entonces

b g(b)
/J@@W@wzﬂ)ﬂmm

4
Ejemplo 35 Calcular las integmles/ 22 sen(2?)dx,
1

Solucién: Para ello usamos la sustitucion g(x) = 22, luego ¢'(x) = 2x reemplazando obte-
nemos

/14 2z sen(z?)dr = /14 sen(g(z)) - ¢'(z)da

= /1 sen(u)du
= —cos(16) 4 cos(1)
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5
In(z)d
Ejemplo 36 Calcular las integmles/ n(z) °
9 z

Solucion: Para ello usamos la sustitucion u = In(z), luego du = %dz reemplazando obtene-
mos

5 1n(2)dz In(5)
/2 In(2)d :/1 udu:%(1n2(5)—ln2(2)):%ln(lo)'ln(g)

< n(2)
4
/ x|z + 1|dx
-3

Solucion: Notemos que x +1 < 0, cuando v < —1.

1 -1 4
/x\x—i—l\dm = / x|x+1|dx+/ x|z + 1|dzx

-3 3 -1

-1 4

= —/ (m2+x)dx+/ (2 + x)dx
-3 -1

_ Ly 1o 1, 1,

= (3:)3 +2x)_3+(3x +2:)3)

Ejemplo 37 Calcular

4
=245
-1

1.3. Aplicacion Integral Area

Sea f una funcién de Riemann integrable de [a,b] en R, se define el drea encerrada por
la curva y las rectas t =a; v =b; y =0 en fab | f(z) | dx, es decir, el drea encerrada o
achurada de la figura

Ejemplo 38 Hallar el drea encerrada por las curvas y = cos(x) entre 0 y 27, limitada por
el eje x
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~

N

Ahora por simetria podemos calcular

s

4/02 (cos(z))dr = 4sen(m/2) =4

Proposicién 20 Dadas f, g dos funciones integrables tales que, para todo x € [a,b] se tiene
que f(z) < g(x)

/)

entonces el drea encerrada por las curvas es

b
/ (9(2) — f(2))de

Ejemplo 39 Hallar el drea encerrada por las curvas y = cos(x) y las rectas y = —x + 1,
r=0,z=3.
Solucion: La grificas de la funcion es
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Ejemplo 40 Hallar el drea encerrada por las rectas y = 1;2 = 1;0 = 4 y la curva 2%y =
2?2 —1

Solucion: La grificas de la funcion es

N

y y 1 41 14 1 3

lode— [1-==[2=_Z|=1-2=2
/ ! / x? x? xl 4 4
1 1 1

Ejemplo 41 Hallar el drea encerrada por las curvas y = ;,—2 L Ady=22—12, y = 4x + 12
que contiene al origen
Solucion: La ecuacion % = 4x 4 12, las soluciones son 1,—2, la otra interseccion es
4% = 22 — 12 y los puntos de interseccion son —4,4. Finalmente 4(4x + 12) = 2* — 12, nos
entrega las soluciones 8 + 24/31.

La grdficas de la funcion es

|
1 22— 12 1716 22 —12
/wo<4:)3+12— 1 )al:)s—l—/1 (?_ 1 )dx

1.3.1. Calculo de area en coordenadas paramétricas

Dada la curva I', parametrizada en coordenadas paramétricas dada por z = x(t) , y =
y(t), es decir, I' = {(z(t),y(y)) | a <t < b }. Entonces el drea limitada por I" y eje x esta
dada por

/ Ly(t) (1) | dt
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Ejemplo 42 Calcular el drea limitada por la curva x = acos(t) , y = bsen(t)

il
N | S

Basta calcular en el primer cuadrante.

sen(2t)

3 4ba [2
4/ basen’(t)dt = =t

1 — cos(2t)dt = 2ba(t —
0 2 Jo

Ejemplo 43 Calcule el drea de la superficie limitada por la curva dada en forma paramétrica
por

x =t +sen(t) y =t +sen(t)

que contiene al punto (1,1)

/W(t+sen(t))dt—/ﬂt(1+cos(t))dt:4 [u?]

1.3.2. Calculo de area en Coordenadas Polares

Sea v = (0) una curva en coordenadas polares

Se define el drea de la superficie limitada por los rayos 0 = o, § = § y la curva v = ¢(6)
en coordenadas polares como
17,
— de
2 /a 4
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Ejemplo 44 Hallar el drea limitada por la curva v = 3 sen(360)

1, (5 _§2/% - 3, sen(60) ¥ wa?
3 2&/0 sen (39)_4a i (1 cos(69))d9—4a C G )(|)— 1

Ejemplo 45 Hallar el drea encerrada que es interior a la curva v = 2sen(30) y exterior al

circulo 7 =1

57

sen”(36))df — 2/18 de

™

3
&
3

5
1

1-df =

* (2.5en(36))2d0 — %

™

8

|
H‘:‘\m
m| 3
ST
&l
D
5h
o]
&l

oo

3 Smom
= (=60 —sen(60)) |%—§

Ejemplo 46 Calcular el drea que esta limitada por las curvas v =1 — cos(f) y v = cos(0)

1.4. Integrales Impropias

Definicién 9 Sea f : [a,b]— R es continua

1. Se define la integrales impropias de primera especie de f a

b

/ " flade = tim [ fayda

siempre que exista el limite.
Si existe, se dice que la integral es convergente y en caso contrario se dice que faoo f(z)dz

diverge.
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2. Se dice que la integrales fabf(x)dx es impropias de sequnda especie

cuando lim f(x) = +oo0.
x—b~

Y esta definida por

/abf(:):)d:)s: lfm /acf(a:)dx.

c—b—

Si existe, se dice que la integral impropia fab f(x)dx es convergente, si no se dice que
diverge.

1
Ejemplo 47 Analice el integral impropia / —dx
T

*1
— :l
/1 xdz n(b)

1
Ademds lim In(b) no existe, por ello la / —dz es divergente.
L

b—oo

Solucion: Veamos primero,

Ejemplo 48 Analice el integral impropia / x %dx, con s # 1
1

Solucion: Calculemos la integral

b -
“dr = ——(B -1
/lsc x 1—5( )

Pero

0
1 1-s _
iy =
0 1 .
/ x %dr = { o1 oS <1
1 A sios>1
Ejemplo 49 Analice la siguiente integral

< 1
/ L
0 1+£L'2

Solucion: Para la siguiente integral, podemos hacerla una poco mas reducida los pasos

o) 1 ) b 1
——dx = lim dx
o 1+ a2 b—oo fy 14 22

Por lo tanto

= lim arctan(z)[
b—o0

= lim arctan(b)
b—oo

™

2
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Ejemplo 50 Analice la siguiente integral

1
/ e’dx

Solucion: Para la siguiente integral, podemos hacerla una poco mas reducida los pasos

1 1
/ e*dr = lim e“dx

= lim ¢%|;
b——o0

= lime—c=c¢
b——o0

Proposicién 21 Sean f,g : [a,b]— RT continua, tal que lirlrjl flx)=00y HIII)I g(z) = o0.
z—b— T—b—
Si lim L2 = ¢

z—b— 9(@)

1. Sic#0
b b
/ g(z)dzx converge si y sélo si/ f(x)dx converge

2. Sic=0
b b
a) Si/g(m)dm converge entonces / f(z)dz converge

b b
b) Si/g(x)dx diverge entonces / f(z)dz diverge

Proposicién 22 Sean A = [a,00[ 0 bien A = [a,b], f,g: A — R funciones continua y que
0 < f(x) < g(x), Vo € A y la integral impropia de g(x) es convergente entonces la integral
impropia de f(x) también es convergente. Ademds

0< /aoo f(z)dx < /aoog(x)dx

o bien

0< / ' fla)dr < / ’gla)da

Proposicién 23 Sean f,g : [a,00[— RT continua y suponga que

i ) _

z—00 g()
1. Sic#0
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a) / x)dx es convergente si y solo si / f(x)dx es convergente.
2. 8ie=0

a) Sz'/ g(z)dzx convergente entonces/ f(x)dx converge.

b) Si/ f(x)dx diverge entonces/ g(z)dzx diverge.
Ejercicio 51 Determine la convergencia o divergencia en cada una de las integrales
1. / (3z + 1)e **dx
0

dx
V322 4+ 526 +er — 1

dx

3
3. -
/_1 V1 — a2

y /OOLmdx

Definicién 10 Sea f: R — R continua y suponga que existe ¢ € R tal que

/ flz)dz y / f(z)dz son convergente

entonces diremos que la integral ffooo f(z)dz es convergente y anotaremos

/_: f(z)dz = /_; f(x)dx + /coo f(x)dzx

Proposicion 24 FEl valor de la integral no depende de c

30

Definicién 11 Sea f : R — R continua. Entonces lim f f(z)dz se le llama valor principal

a— o0
(v.p.) de Cauchy (en el caso que e:msta) y se anota

lfm f x—vp/ I

a—o0

Ejemplo 52 Calcular el valor prmczpal si existe de

v.p. / sen(x)dz

—00

Solucidn: Veamos primero la integral [* sen(x)dz = — cos(z) |*,= 0.

Por lo tanto - )
v.p./ sen(x)dx = 0

Pero note que
lim [ sen(z)dz = lim (—cos(a) + 1) = 3

a—o0 0 a—o0
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Ejercicio 53 Determine si existe el valor principal de

/°° dx
coo L a2

Proposicién 25 Sea f : R — R continua, tal que [°_ f(z)dx es convergente. Entonces
v.p. [Z f(x)dz es convergente y se tiene

v.p. / f(:z:)dx:/ f(z)dz
Definicién 12

1. Sea f :la,b[— R continua, tal que lim, | f(z) |= oo, h’ril | f(x) |= oo y suponga
r—a x—b—

que eziste ¢ €]a,b| tal que las integrales impropias f:f(x)dx y fcb f(x)dx convergen,

entonces ) )
/a f(a:)da::/c f(a:)dx+/acf(:)s)d:):

2. Sea f :]a,o00[— R continua, tal que lim | f(z) |= oo y suponga que eziste ¢ €]a, b[ tal

Tr—r
que las integrales impropias [ f(z)dx y [ f(z)dx convergen entonces

/aw f(x)dx:/acf(x)dx+/coo f(z)da

3. Sea f :[a,b] — {c} = R continua, tal que lim | f(x) |= oo y las integrales impropias
T—C

f:f(a?)dx, fcbf(x)dx son convergen, entonces

/abf(x)da: = /acf(a:)d:v+ /Cb f(z)dz

Observacién: La definicién anterior no depende del valor de ¢

1.5. Volumen Solidos de Revolucion

1.5.1.  Sélido de Revolucion entorno al eje x

Sea f : [a,b] — R una funcién de Riemann integrable (continua), se define el volumen del
sélido de revolucion al girar la superficie limitada por larectay = f(z), x =a, x=b, y =0
entorno al eje z

W]fz(x)da?



CAPITULO 1. CALCULO INTEGRAL 32

Observacién: La idea intuitiva de esta definicién esta en el hecho de que

b
tw 2 ) = [P

De otro modo para el calculo de volumen Consideremos el area encerrada por las curvas
en el intervalo [a, b] tal que f(z) < g(x) y lo rotaremos en torno al eje y = ¢

El Volumen entonces es
b
7 [ Mota) = o = (1) - | do

Ejemplo 54 Dadas las curvas y = z* ; y = /7.
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1. Determinar el volumen del solido de revolucion al girar la superficie limitada por las
curvas, entorno al eje y =0

1
Solucion: 7r/ (x — 2*)dx
0

2. Determinar el volumen del sélido de revolucion al girar la superficie limitada por las
curvas, entorno al eje y = 2

1
Solucion: 7r/ (2 —2%)? — (2 — Va)%dx
0

3. Determinar el volumen del solido de revolucion al girar la superficie limitada por las
curvas, entorno al eje y = —3

1
Solucion: 7r/ (3+Vr)? — (3 —2°)%dx
0

Ejemplo 55 Dada la superficie encerrada por las curvasy = (x —1)> ey=6—|1— =z |.

1. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje y = 0.

Solucion: Calculemos los interceptos

(z—1? = 6-|1—2| sea u=[1-x]
uw? = 6—u
w+u—6 = 0
u=-3 V u=2
|1—2z| = 2
1l—z= V 1—2=-2
r=—-1 V =3

Ademds en 1, la funcion y = 6— | 1 — x|, se expresa mas simple.
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Luego tenemos que
3

7r/_ (z+5)* = (z — D)Ydzx + 7r/ (=2 +7)* = (z —1)Ydx

1 1

2. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje y = —b
1 3
w/ (z+10)2 — ((x — 1)* + 5)%dx + 7r/ (—x+12)* — ((z — 1)? + 5)%dx

1 1

:w/_l (m+10)2dx+7T/13(—m+12)2dx—ﬂ/3((x—1)2+5)2dx

1 -1

3. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje y = 8

7r/3(8—(a:—1)2)2d:1:—W/1(3—a7)2da7—7r/13(1+x)2d95

-1 -1

1.5.2. Sélido de revolucién entorno al eje y

Se define el volumen del solido de revolucién de la superficie encerrada por las curvas
y=f(x), z=a, z=>b, y=0entorno al eje y

27T/ab|xf(x)\dx

Observacién: La idea intuitiva de esta definicién esta en el hecho de que

b

lim 27r% Ztkf(tk) = 27r/a?f(x)dx

a

De otro modo para el calculo de volumen, consideremos el area encerrada por las curvas
en el intervalo [a, b] tal que f(z) < g(x) y lo rotaremos en torno al eje x = ¢
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N

El Volumen entonces es
b
2 [ (g(a) — (@)l — cld

Ejemplo 56 Dada la region encerrada pory = sen(x) ey = 0 entre 0 y 7, calcule el volumen
del solido revolucion en cada caso

14
1. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje x =0

Solucion: 27r/7r93 sen(x)dz
0
2. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje x = —3
Solucion: 27r/7r(93 + 3) sen(x)dz
0
3. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje x =7

Solucion: 27r/ (7 — z)sen(x)dx
0

Ejemplo 57 Dada la region limitada por y = sen(x), y = cos(x) entre 0 <z < 7.
Calcule el volumen del sélido revolugion al gira entorno a x =0

ISIE]

/4 :)ssen(a:)dx+/ x cos(x)dx
0

™

IS
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Ejercicio 58 Dada la region limitada por v = (y — 2)?, x=5— (y — 3)? curvas, calcule el
volumen del sélido de revolucion entorno a

1. al ejey

2. al eje x

|
—J

—1é 12345

1.5.3. Sdlidos de Revolucion Coordenadas Polares

Sea = ¢(f) una curva en coordenadas polares

Se define el volumen del solido de revolucion que se obtiene al girar la superficie limitada
por losrayos § =« , 6 = ylacurvar = p(f) con a <0 < 3

1. Entorno al eje polar
B
2
éﬂ'/ | ©*(6) sen(6) | db

«

2. Entorno al eje perpendicular

B
2 3
o / | *(6) cos(0) | df

«

Ejemplo 59 Dada la curva v = a, girar entorno al eje polar.
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R

El volumen esta dado por %’T/ a® sen(0)do.
0

Ejemplo 60 Dadas las curvas r =1 — cos(6) , 7 = cos(f).

Hallar el volumen del solido de revolucion que se obtiene al girar la superficie achurada
el eje perpendicular y al eje polar.
Solucion: La grdfica de las curvas corresponde a:

El volumen al girar respecto al eje perpendicular corresponde

(1 — cos(6))? cos(#)dd + 2% /1’2’ cos(0)*dd + 2 7ﬂ(— cos(8)) cos(0)>df

™
2r [

3 Jo

™

El volumen al girar respecto al eje polar corresponde a

(1 — cos(6))? sen(6)df + 2% /; cos(6)® sen(6)df + 2% T(1 — sen(#)) cos(6)3do

or [
3 Jo

s

1.6. Longitud de una curva

1.6.1. En coordenadas cartesianas

Dada la curva y = f(z), y « € [a,b] , se define la longitud de la curva al nimero .

/ I+ (FR@)de
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Ejemplo 61 Calcular la longitud de la curva y = %3 + % en el intervalo [1,4]

Solucion: Veamos primero la derivada y el cuadrado correspondiente

2 1 ) 1, 11, 1.,
(y/)+1zz(m +2+F):Z($ +;)

r_ - = .
Y =75 79

Reemplazando obtenemos

4 4 1 1
/1 V)24 lde = /1 \/Z(aﬂ%—?)zdx
1 1

4
= /1 §($2+;)dx
4095
384

De este modo , el largo de la curva es —Ag)ogf.

1.6.2. En coordenadas paramétricas

Dada la curva x = z(t) e y = y(t) tenemos

z(b) b
., VIFFR@)ds = / NETOERTIOE

Ejemplo 62 Dada la curva x(t) = rcos(t), y(t) = rsen(t).
Determinar la longitud de la curva.

dh
N

Solucién: Veamos la primero

2'(t) = —rsen(t), y'(t) = rcos(t)

/0 ' V/1r2(sen2(t) + cos?(t))dt = (rt) |2"= 27r
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Ejemplo 63 Dada la curva z(t) = 3t> — 1, y(t)=t>—4, con 0 <t <2
Determinara la longitud de curva

54%

P

10

—

-5 4

Solucion: Veamos la derivada

Luego reemplazando tenemos
2 2 3 8
/ 607 + (30)dt — / 3/ P = / Vadz = (VB - 1).
0 0 4
Luego la longitud de la curva pedida es 8(v/8 — 1)

1.6.3. En coordenadas polares

Dada la curva r = () con a < 6 < 3 se define la longitud de la curva a

B8
/ NEOEREOL,

1.7. Area de una superficie de revolucion

Es importante tener cuidada con las tapa, ya que la integrales mide solo los mantos

1.7.1. En coordenadas cartesianas

Dada la curva y = f(z) en [a,b] el area de la superficie del solido de revolucién, que se
obtiene al girar de superficie limitada por y = f(z) ,a <z <b,ejex,z=a,xz=0>

1. Entorno al eje x

zﬁ/ F@) | VIF P )de
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2. Entorno al eje y

b
27r/ |2 | I+ 2 (a)de
Ejemplo 64 Dada la regién limitada por las curvas y = 3z — 3, y = 1 — 22,
Determinar el drea de la superficie al girar entorno a
1. Entorno a x = —3

2. Entorno ay = —4

Solucion:

1. Entorno a x = —3

1 1
27r/ (3+x)\/1—|—4x2dx—|—27r/ (3 + 2)V10dz 4+ (9 — 1)
—92 0

2. Entorno a y = —4

1 1
27?/ (5—$2)\/1+4m2d$+27r/ (1 + 32)V10dx + 47
— 0

2

1.7.2. En coordenadas paramétricas

1. Entorno al eje z, con (z(t),y(t)) y t € [a, ]

27?/ y(t) Va2 (t) + y2(t)dt

2. Entorno al eje y, con (z(t),y(t)) y t € [a, ]

27?/ z(t)\/x2(t) + y'2(t)dt
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Ejemplo 65 Dada la region limitada por las curvas x(t) = rcos(t), y(t) = rsen(t), con
[>r.
Determinar el drea de la superficie al girar entorno a la recta y =1

dh
N

Solucion: Veamos la primera parte, sobre el eje x

27r/ (I — rsen(t))y/sen2(t) + cos?(t)dt = 2mr (It + rcos(t)) |7= 2nr(Im + 2r)
0

Veamos la segunda parte, bajo el eje x

2m
27rr/ (14 rsen(t))y/sen2(t) + cos?(t)dt = 2mr(lt — rcos(t)) |*"= 2mr(lm)

Luego el area de la superficie corresponde

Ag = 2mr(mwl + 2r + wl) = 4nr(nl + 1)

1.7.3. En coordenadas polares

1. Entorno al eje polar, con r = ¢(6), 6 € [«, []

B
27r/ ) sen(0)+/¢2(0 2(60)do

2. Entorno al eje perpendicular, con r = ¢(6), 6 € [a, (]

B
27r/ ) cos(6)/p2(h (0)do



Capitulo 2

Series Numeéricas

2.1. Swucesiones Reales

Definicién 13 Una sucesion de niumeros reales es una funcion del conjunto N de los nime-
ros naturales en el conjunto R de los nimeros reales.

Notacion 1 Dada una sucesion, f : N — R, suele emplearse una notacion especial para
representarla. Dado n € N suele representarse el numero real f(n) en la forma z, = f(n).
La sucesion misma se representa por f = {x,}tnen. Cuando no hay posibilidad de confu-
sidn, escribimos simplemente {x,,} en vez de {x, }n,en. Conviene insistir en no confundir la
sucesion con el recorrido.

El ntimero z,, se llama término n-ésimo de la sucesion; para n = 1;2; 3 se habla respec-
tivamente de primero, segundo, tercer término de la sucesion.

2.1.1. Sucesiones convergentes

Definicién 14 Una sucesion {z,} se dice que converge a un nimero real x si, dado cualquier
numero real € >0, existe un numero natural N tal que sin es cualquier numero natural mayor
o igual que N se cumple que |z, — x| < €. Simbdlicamente:

(Ve e RT)(AN € N)(|z,, — x| <€
Se dice también que el niumero x es limite de la sucesion {x,}, y se escribe lim,_,o x, =

Teniendo en cuenta que la desigualdad |z, — 2| < € equivale a la doble desigualdad
r—e€<x, <x+e€o,loqueesigual, z, €z — €,z + €[, la definicién anterior lo que dice es
que {z,} converge a x cuando, dado cualquier intervalo abierto |z — €, x + €, se verifica que
todos los términos de la sucesion a partir de uno en adelante estan en dicho intervalo.

Proposicion 26 El limite es inico si existe.

Ejemplo 66 La sucesidn {=} es convergente a cero.
Sea r €] — 1,1[. La sucesion {r"} es convergente a cero.
La sucesion {(—1)"} es divergente.

42
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Proposicién 27 Sean {x,},{y,} sucesiones convergentes y ¢ € R entonces

lim(cy,) = climy,

lim(z,, + y,) = lim x,, + lim y,,

lim(z, - y,) = limz,, - limy,
Ademds si y, # 0 a partir de un Ng € N
lim(z, +y,) = limz, + limy,
Proposicién 28 Sean {x,},{y.}, {2z}, sucesiones tales que limx, = A =limz, y
(AN eN)(Vn e N)((n > N) = (2, < yp < 2z,)

entonces

lim y, = A

n—oo

Ejemplo 67 La sucesion {{/n} es convergente a uno.
Solucion: Considere la desigualdad 1 < {/n <1+ %

Definicién 15 Una sucesion {x,} se dice que es:

Acotada Superiormente si su conjunto imagen estd acotado superiormente, es de-
cir, si hay un nimero a € R tal que x,, < a para todo n € N.

Acotada Inferiormente si su conjunto imagen estd acotado inferiormente, es decir,
st hay un nimero a € R tal que x,, > a para todo n € N

Acotada si su conjunto imagen estd acotado Superiormente e Inferiormente, equiva-
lentemente, si hay un nimero M € R tal que |x,| < M para todo n € N

Creciente si v, < x,,1 para todon € N.

Estrictamente Creciente si x,, < x,1 para todo n € N
Decreciente si x, > x,.1 para todo n € N.
Estrictamente Decreciente si x,, > x,.1 para todon € N
Mondtona si es creciente o decreciente.

Estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o decreciente.

Proposicion 29 Toda sucesion convergente estd acotada.
Toda sucesion monotona y acotada es convergente.

Ejercicio 68 Determinar el limite de las siguiente sucesiones si existe.
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1. @, =3 neN

2. x, = Va,neNaeR"

3. x, "neN

1
NG
4. xp=n(Yn+1—-Yn,neN
5 r,=vn?+3n+8—n,neN

Definicién 16 Sea {z,} una sucesion de nimeros reales; dada una aplicacion g : N — N
estrictamente creciente, la sucesion que a cada niumero natural n hace corresponder el nimero

real T4y se representa por {Tym)} y se dice que es una subsucesion de {x,}. Observa que
{zn} no es otra cosa que la composicion de las aplicaciones {x,} y , g esto es, {Tym)} =

{zn}og.
Proposicién 30 Si {x,} converge a x, toda subsucesion de {x,} también converge a x.

Ejemplo 69 FEstudiar la convergencia de

_ 2t ()4 2)

n m+3

Teorema 31 Sean f: A — R una funcion y a, L € RU{—00,00}. entonces son equivalente
las siguiente afirmaciones:

i, limyye flz) = L

it. Para toda sucesion {x,} de puntos de A tal que lim,,_, x, = a con x,, € A, se verifica
que lim,, o f(z,) = L.

Ejemplo 70 Sea lim, .. x, =0, x, # 0 entonces

14 a,) — 1
i SR gy (L

n—00 Ty n—00 Tp

r

2.2. Serie Numéricas

Definicién 17 Dada la sucesion reales {a,}nen, se puede formar la “sucesion de sumas

parciales”
n
Sn: E Q.
k=1

llamada serie de la sucesion {a,}nen 0 Serie numérica.

Notacidon 2 {S, },en = {Zak} ;
k=1

neN

Ejemplo 71 Algunos ejemplos de serie numéricas
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Definicién 18 Diremos que la serie Y a, converge a S si y solo si la sucesion de sumas
parciales {Sy }nen converge a S es decir

neN

lim S, =5

n—oo

Notacion:
o0 n
Eak:E an:limgak:S
n—oo
k=1 k=1

Definicién 19 Dada la sucesion de numeros reales {ay, }nen,

o n

1. Se dice que S la suma de la serie Y ay si y solo si lim Y ap = S.
k=1 k=1

o n
2. Se dice que la serie Y ay diverge si y solo si {)_ ax}nen diverge.
k=1 k=1

Ejemplo 72 Dada la progresion geométrica {ar™},en, con r €] — 1,1[, entonces la serie

o

geométrica Y ar™ es convergente.
n=0

Solucion: Para ello

- 1 —prtl
Sp = g a-rF=a
— 1—r
luego el limites
1— ,rn+1 a
lim S, = lim a =
n—00 n—00 -7 1—r

o
Por lo tanto ) a-r" converge a 1% si —1 <r < 1. o bien
n=0

> a
E a-r" =

1—r
n=0

Ejercicio 73 Determine la convergencia de la serie ) (‘72)”
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Ejemplo 74 Y"1
n=1
2n
1 1

k=1

1

n—o0 n—oo

Luego | Sy, |nen diverge. Por lo tanto Z% diverge.
n=1

De otro modo, consideremos la funcion f(z) =1, cuya grdfica es

25 1
2.0
1.5 1
1.0
0.5

0
U

—0.5

de lo cual se obtiene

lim S,, > lim In(n) = +o00

n—o0 n—o0

s s s 1 . 1 3-
Observacién: Notemos que la sucesion {=},cn converge a 0 y la serie ) - diverge.

Ejemplo 75 Calcular donde convergente la serie > ﬁ
n=1

Solucion: Veremos la suma parciales

n

Luego

Calculando limite, obtenemos

1
lim S,, = lim (1— ):1
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o0

Por lo tanto ﬁ = 1.
n=1

Teorema 32 (Algebra de Serie) Sean Y a,, > b, convergenya, 8 € R entonces. 3. (aa,+
Bby,) converge y

Z(aan + pb,) = aZan +ﬁan.

Corolario 2 Si > a, converge y >_ b, diverge entonces > (a, +by,) diverge.
Ejemplo 76 La serie y (1 + =) diverge, ya que Y.+ diverge y > == converge.

Teorema 33 (Serie Telescépica) Sean {a,}nen ¥ {bn}tnen sucesiones de nimeros reales
tales que a, = b, — b,1 entonces

Zan converge si y sélo si {b,} converge y Zan =b; — lim b,

n—oo

o

Ejemplo 77 Demuestre Zm =2,
k=0
Solucién: Ya que =7 — 75 = m adem4s hm k—+1 =0yb =1.

Aplicando propiedad telescopica

n

2 u 2 2
e DI (a2

k_
B 2
N n+ 2
Calculando el limite
2
lim ———— = Ilim 2 —

Teorema 34 Dada la sucesion {a,}nen-

Si la serie Y a, converge entonces lim a,, = 0.
n—oo

Si la sucesion {a,}nen no converge a cero entonces la serie Y a, diverge

Demostraciéon 34 Sea a, = S,, — S,—1 entonces

lim a, = lim S, —thn 1=5—-5=0.

n—oo n—oo

oo
Observacién: Recuerde que la serie Y 1 es diverge y que la sucesién {1} converge a cero,
n:ln n

es decir, lim % = 0. Por ello el teorema anterior e solo un implicancia
n—o0
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Ejemplo 78 La serie Y 52 diverge, ya que lim 2% = 2 £ 0.
n—=0 n—oo

Ejercicio 79 Justifique la convergencia o divergencia de las siguientes series:
1. 3(2)"*3 diverge.
2. Y cos(F) diverge.

AP JF_C(OE(SL diverge.

Definicién 20 Una sucesion {a,} es convergente segin Cauchy o es de Cauchy si y sélo si

(Ve > 0)(3IN e N)(Vn,m € N)(m >n > N =| a,, — a, |< €)

(-t

Ejemplo 80 Sea {z,}nen tal que z, = _71 + % — i +--+ converge ya que

_ = (—priedt
X — T = — T R
| " ! | | 7114‘1 1 1"+P 1‘ (—1)ntptl
| (n—l—l - n+2)+(n+3_ n+4>+”'+ n+p ‘

— 1 1 1 1 1 (_1)7L+p+1
= lim G- G )t |

IN

ey s st p par
Lo L4 1 s p impar

<

Por lo tanto si n%rl < € entonces n > %

De este modo la > % es (convergente segun) de Cauchy

Teorema 35 (Criterio de Cauchy) Dada la sucesion {a, }nen.

> a, converge siy solo si (Ve > 0)(AN € N)(Vm € N)(Vp € N) <m >N =

m-+p

> ag

k=m

)

Teorema 36 (Criterio de Comparacioén) Sean ) a,, Y b, dos serie de términos positi-
vos, tal que (IM € N)(Yn e N)((n > M) = (a, < b,)).
Entonces

1. Si )b, converge entonces »_ a, converge

2. Si ) a, diverge entonces Y b, diverge

Demostracion 36 1. Como a, <b,, Yn > M. Entonces

m m
Zan-i-k < an-i-k Vn > M
k=1 k=1
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Por lo tanto si Y b, converge, entonces

‘an%‘ < e paran >0
k=1

luego

m
|Zan+k| < eparan>0
k=1
entonces > a, converge, por criterio de Cauchy.

Ejemplo 81
1. " - diverge pues

1 1 1

— < Vn > 2 — diverge

- >2 y Y~ diverg
2. 3 & converge ya que

1 1 1
E<2_n Vn>4 vy 22—n converge

o

Z |sen(n)|
) Sipa COnverge ya que

1 1
% < 30 Y E 30 converge
4.3 ﬁ diverge ya que In(n) <n .
1 1 1 .
- < () Vn>2 y E - diverge

5> In(n) diverge ya que

n

6. . Ser;f—;w) converge ya que

sen(nd 1 1
752 ) < — Y Zﬁ converge.

n
7.3 [ e~ dx converge ya que Para x > 1, se tiene que —x° < —x, luego e~
n—1
n n
S, = /e‘dex < /e‘””dz —el_e™m
1 1
Por lo tanto
lm (et —e™) = 1
n—oo
lim S, = e !, converge

n—o0

22

<e”

49
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8.3 %(2%) converge pues

cos(Z 1 1
() <—= vy Zﬁ’ converge

oo
Proposicién 37 Sea {a,}nen sucesion y N € N entonces > ay,

n=1
divergen simultdneamente.

Demostracion 37 Sean

Sm = a1+ +tap
Rn = ay+---+a,
A= ap+as+---+any_q

luego
S, =A+R,, conn>N

calculando limite
Iim S, =X+ lim R,

n—oo n—o0

Por lo tanto ambas convergen o divergen simultdneamente.

Ejemplo 82 L diverge ya que Como se tiene que
J 4n 3
n:4n o 3 n=1 n

Ademds

=1 =1
Z— diverge pues Z— diverge
n:4n n:ln

2.3. Serie de Términos no Negativos

Definicién 21 Sea {an}nen una sucesion de nimeros reales,

20

o0
Yy > a, convergen o
n=N

Se dice que la serie Y a, es de términos positivos si solo si (¥n € N)(a,, > 0).
Se dice que la serie Y a, es de términos no negativos si solo si (Vn € N)(a, > 0).

Teorema 38 (Criterio de Comparacion al limite) Sean ) a,, > b, series de términos

positivos tal que
Qp,
lim—=A4A€R

n—oo b,

entonces

1. Si A # 0 ambas convergen o divergen simultaneamente.
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2. SiA=0y > b, converge entonces »_ a, converge.
3. SiA=0y>_ a, diverge entonces > b, diverge.

Demostracion 38 Como lim = = A entonces existe n > 0 y

n—oo "
a A
Al
E-al<s
luego
—-A a A
0 —< A<
n>0 s T AS
entonces A 3
n>0 0<=b,<a, <—>b,
2 2
Ejemplo 83

1.3 n2f;L+5 diverge ya que Z% diverge y

__3n 2
lfm 22E2n45 3n

2. Y sen(1) diverge ya que >+ diverge y

_osen(+) 1
lim T = limnsen|{—) =1
n—oo Py n—oo n

3. > "2 converge pues ﬁ converge y
n=3

S
Il
w

’ ! ,
lim —5— = lim ———— =1
n—o00 =] n—00 n(n — 1)
[e.e] 2 1
4. > % converge pues ) -3 converge y
n=3 n=3
n? nt o
7z n /. 7z
lim 4~ = lim — = lim — =0
n—00 ol n—oo e’ r—00 €%
3
5> #ﬁ’ﬂ converge pues Y. - converge y
3
+5
, n5—7-2n3+1 , n5 + 577,2
lim == = lim ——— =
n—00 — n—oo 2 -+ 2n3 +1

n?2
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Teorema 39 (Criterio de la Raiz) Sea la serie Y  a, de términos positivos tal que
Im (a,)" = R
n—o0

entonces

1. R<1= > a, converge.
2. R>1=5>a, diverge.

3. R =1 no da informacion.
Ejemplo 84

1. 322 converge ya que

ann <22n 1fm§/;:%<1

DY ﬁn(n) converge ya que

g n 1 J—
Z 2+ ln Z ln Z ln fim In"(n) 0

Teorema 40 (Prueba de la Razén de D’Alembert) Sea Y a, serie de términos posi-
tivos y

, Ap41
lim = R.
n—oo @,

Entonces
1. 510 < R <1 entonces ) a, converge.
2. Si R > 1 entonces ) a, diverge.
3. Si R=1 falta informacion.
Demostracién 40

1. Supongamos 0 < R < 1. Sear € R tal que R <r <1 como lim 2 = R

n—oo "

= INeN talque n>N ; 2 < r =

an rn

= INeN talque n>N ; &5 < 2 < &%
= dNeN talque n>N ; 0 < a, < i—%rn

Por lo tanto > a,, converge por criterio de comparacion.
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2. Supongamos R > 1

= dN €N tal que n >N ;

an

= dN €N talque n> N ; a,y

Luego lim a, 1 > 0 . Por lo tanto Y _ a, diverge.
n—oo

Teorema 41 (Criterio de Raabe) .

Entonces:

lim n (1 — a"+1) = R.
n—o00 any,

1. Si R>1, la serie Y _ a, es convergente.

2. Si R<1, la serie Y a, an diverge.

Ejemplo 85

n!
nn

2. Zn‘(%)" diverge ya que nh_)rglo

oo
3 2n+3

n-2n
n=1

n3e

™8

1

S
I

)

||M8

n?
37L

™8

S
I
—_

=
Mg

S
I
—

—3n

n(n+1

converge ya que hm 1 q

converge ya que 1im o
n—oo

converge ya que hm i

diverge ya que hm

n

2 converge ya que lfm 2 = o7t < 1,
n—oo @

Ejemplo 86 Para que valores de ¢ € R la serie converge

Solucidn:

Note que para 0 y 2 la serie diverge. Por lo tanto ¢ € R —

, Ap+1
lim

n—00 (A,

> 1

2\n
7(%1)!252 M lim (n+1)- 2 = 400
"Kg) n— 00 5
2n+5 n2" __ 1
n+1)+2”+1 "m43 2 < L.
3 3n
e
converge ya que hm 1 ¢ Tll) . 31,1 =0<1.
Y
(n+1)! n?(nt1)? _
o O 21 ) R +00.
jg: ﬂ/+-2
1=
n+1)(n+3
, : ll—i\("+1 ) . (n+1)(n+3) 1
= hm 72 = =
e Tfim) noon(n+2)[1—¢ |1 —¢|
[0, 2]

<1

23

Sea Y a, serie de términos positivos tal que existe
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Teorema 42 (Criterio de la Integral) Sea f funcidn tal que existe m € N,

1. f es continua y positiva para todo x > m.
2. [ es decreciente para todo x > m.
3. f(n) =a,; Yn > m.

Entonces

1. [ f(z)dz converge entonces Y a, converge.

n=m

2. [ f(z)dx diverge entonces Y. a, diverge.

n=m

Demostracion 42 Para

m < k < z < k+1
flk+1) < f(z) < f(k)
Entonces
k—+1 k+1 k+1
flk+1)dz < [ f(z)dx < | f(k)dz
[t ez [t |
Luego
k+1
flk+1)< /f(x)dx < f(k) (decreciente)
k
m—+n m+n m—+n
=S ke < [ sds< Y
k=m m k=m
m—+n—+1 m+n m-—+n
= Z ap < /f(x)d:vg Zak
k=m-+1 m k=m
Ejemplo 87

1 ii_ converge st p>1
| diverge st p<|1
Ya que
/Ood:c _ { converge  si p>1
1

P diverge st p<1
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n21n(n)

2. S 2L diverge. Ya que
n=2

o
3. #p(n) converge si p > 1 pues
n=2

7 dz
xInP(x)
2

(o.]
4. S-ne™3" converge pues
n=1

o0

n+1

ann(n) ~ “=n*In(n)

= — diverge

converge si p>1

/xe_gwdx converge

1

o

1

5. 203+n2 converge ya que
n=

1 < 1
3+n?2 — n?

o
6. > -2 converge ya que
n=1

e’!L

In(n)

™8

7.

diverge ya que
1

n
o0

/

1

o0
rdx
/ e’
1

dx
Vn>1 gy —5 converge
x
1
1 [du
=— [ — converge
2) ev
1
In(x)

dx  diverge
x

2.4. Serie de Términos Alternados

Definicién 22 Sea {a,}nen una sucesion de términos positivos.
Entonces la serie Y (—1)""a, se llama serie alternada.

25
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Ejemplo 88

(_1 n+1

1oy
n=1

2 ¥k

o6

Proposicién 43 (Prueba de Leibniz) Sea {a,} monotamente decreciente a cero enton-

ces Y (—=1)"a, converge.
Demostracion 43
Son = (al - CL2) + (CL3 - a4) + -+ (agn_l — a2n)

Por lo tanto | Sy, | creciente ya que {a,} es decreciente.
Pero
Son = (a1 — a2,) — (a2 — az) — -+ — (@2n—1 — A2n-1)

Luego | Sa, | es acotada por a; — ao, . Entonces | So, | converge.
Andlogamente {Sa,11} converge y como lim(Sa, 41 — Sa,) = limag,11 =0
Por lo tanto

lim Sgn+1 = lim Sgn = lim Sn

Luego
Z(—l)"an converge
Ejemplo 89
D" = 1-14+1-1+4--
n=0

= 1-D+0=1)+---=0
1-(1-1)—-(1-1)—---=1

Definicién 23 Sea ) a,, una serie con signos alternados,

Se dice que la serie Y a,, converge absolutamente si y solo sila serie Y |a,| es convergente
Se dice que la serie Y a, converge condicionalmente si y solo si la serie | a, es conver-

gente y la serie Y |a,| diverge
Ejemplo 90 La serie > (_—:L)L converge condicionalmente.

Ejercicio 91 Determinar si la afirmacion es verdadera o falsa

(_1)n+1
1. wzsngs converge absolutamente.

2.3 (;Jlr); no converge absolutamente.

cos(n) .
8. Y. =%~ converge condicionalmente.
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Definicion 24 Sea n Una serie con signos alternados, designemos por a, los términos
)
positivos y —b,, los términos negativos entonces > a, , »_ b, se llaman series asociadas a

> fin

Ejemplo 92 Sea (;}L)n, luego
n=0
1 2n 1 2n+1
>(3) v X(3)

Teorema 44 Sea Y p, absolutamente convergente entonces . an, » . b, convergeny > fi, =

San — > by.

Ejemplo 93 Seal—%—l—%—%z 3—12—2—13+3—13

Por lo tanto las series asociadas son

>(2) =)

n=1 n=0

2(6) -26) -3

n=0 n=1

son las series asociados.

Entonces convergen a

Teorema 45 Si Y p, converge condicionalmente entonces > a, y »_ b, divergen
Observacién: Si Y a, Y > b, divergen entonces ) u, diverge.

Teorema 46 Sea {a,} una serie convergente. Suponga que, sin cambiar el orden de los ele-
mentos, se agrupan, insertando paréntesis, de modo que se obtiene otra serie »  b,. Entonces
la serie > b, también es convergente y su suma es iqual a Y a,.

Ejemplo 94 > (—%)n_l converge.

n=1

Ya que r = —
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Luego obtenemos que

12
D =3

n=0

Corolario 3 Si al insertar paréntesis en una serie Y a, obtenemos una serie » b, que es
divergente, entonces la serie Y a, también es divergente.

Si al retirar los paréntesis de una serie » b, obtenemos una serie Y a, convergente
entonces » b, es convergente y sus sumas coinciden.

Observacién: Sélo se puede insertar paréntesis a series convergentes.

Ejemplo 95 Determine la convergencia o divergencia de la serie » m
Solucion: Veamos por el criterio de los parentesis

Zm - Z(in—l_%)
1.1 1

= =g +E-7)+

B (_1)n+1
=2
(_1 n+1

: = 1
Como la serie ) *—— converge entonces la ) T €5 converge.

Ejercicio 96 Comprueba la convergencia de las siguiente serie
1oy eu
(n+3)
2. > cos(nm) - o
5.5 1

Teorema 47 Sea ) i1, alternada.

E | o | converge entonces E [, converge.

Ejemplo 97 > (—1)" converge ya que » W converge por criterio de razon.

_n_
(n+1)2n

Ejemplo 98 La siguiente lista corresponde a la convergencia o divergencia de series numeri-
cas

(1" ente | L m L =
1.3 - converge pues es decreciente | NG lnen ¥ nh—>n<;lo\/ﬁ 0.

(_1)n+1n - ’ n l
2. > So diverge pues nh_)rrolown_l + Lo
\ NCES T,
- n {m 257-@ntd) _ 1
DY Ty converge pues lim C — 11

n—oo 3-5-7---(‘2n+1)
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o
n2 2
4. n-e™ converge pues fa:e T dx converge.
1

1 1
en ex
5. % %5 converge pues [<;dx converge.
1

(o @]

t t,

6. > ar;i(f) converge pues far;ﬁ(f) dx converge.
1

7. 3 In(22) diverge pues fln 3)dx diverge.

8. > ln—”l(n) converge ya que In(n) > 2 pues n > e

< por lo tanto ——— < —
n

DN | —

In(n)
> 5= converge.
9. > m diverge pues €*" +1 < e3"ya que
L<e™—e™=e"(e—1)

e +1
e'ﬂ
In(e" + e ") < In(e*) = 2nln(e) = 2n

< €2n

Por lo tanto

! > di
————— > —  diverge.
In(en +em) = 2n g

37L+1(n+1) nn
(n+1)nF1T " 3ngl

0. % — ' diverge pues lim

> 1 diverge.

11. Y o il), converge pues (2n +1)! > n! y > L converge.

12. 3531;3?3; converge ya que

y (n+4)! onte3n 1
11m . = —
3 (n+ 130+ (n+3)! 3

13. > ng—il diverge ya que
2(n+1) 3 1
lfm L 9
(n+1p3+1 on

14. 3 % CONVETgEe Pues

3(n+1)(n+2)(n+3) > (2n+ 1)n?
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15. > ﬁ(n) diverge pues

7 du diverge
zIn(z) g
2

16. > m converge pues n?In(n) > n® y 3 =& converge.

17. 3 (ifb),i converge pues

(2n +2)! 2" 1

I e - 1o D @)l e

18. > ﬁ diverge pues

(n+1)! = nl(n+1)=nln+n!
m+1)! < nl(n+1)+n
(m+1)!'—n < nl(n+1)
1 1
— < —
nl(n+1) (n+1!—n
1 n!
< —
n+1 (n+1)!—n
19. Zm converge pues
1 o 3,
(n+1)vn+1 (n+1)2 2

por lo tanto converge. Otra forma

y dx

converge
[(m+1)\/—x+_1 g

20. > m diverge pues
/ dx di
ivege
(x+1)In(x+1) g

1

21. 5 \3/% diverge pues n*> — 1 < n? por lo tanto v/n?2 —1 <n

22. 3 ﬁ diverge pues n® + 1 < 8n?
23. 3 ’;—2, converge pues
(n+1)2 nl

I
o (n+1)! n?
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Ejercicio 99 Determine la convergencia de la siguiente serie numéricas

( n+1

—1)

1.3 7T

2. Z(_1>n+leﬂn
(="

J. Z In(n)

4. > (—1)nrintd

61



Capitulo 3

Serie de Funciones

Definicién 25 Sean
fn :DCR — R

funciones, para todo n € N.
n

Dada la sucesion S, = > fx, llamaremos serie de funciones a la sucesion {S, }nen,

k=1
00

la que denotaremos por > fi.
k=1

Ejemplo 100
1. Dada la sucesion de funciones

- R
— sen(nz)

n!

fn: R
T

o0
. . o sen(nx)
Por lo tanto su serie de funciones es 1fn => T
n—= n=

2. Dada la sucesion de funciones

fo: 1—2,2[ — R
15 1(n?+1)
X = n2+n+3
: : S o= 1§1(n?+1)
Por lo tanto su serie de funciones es Zlfn = 21 p
n—= n—=

3. Dada la sucesion de funciones

fn : ] - 17 1[ - R

x =
[ee) [e.e] n
Por lo tanto su serie de funciones es ) f, = Y %¢
n=0 n=0

62
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Definicién 26 Se dice que la serie Y  f, converge puntualmente para x € D si y solo si la

[e.e]
serie Y fn(x) con x fijo es convergente

13
4+5

Ejemplo 101 Justifique que la serie > 2 converge puntualmente para r € R.

Ya que dado x € R fijo se tiene que
LI
“ni45 T n?

Y la serie > 2|sz converge, por lo tanto Z 4+5 converge puntualmente para x € R.

sen?(nx)

Ejemplo 102 Justifique que la serie Z T

Dado z € R (fijo)

converge puntualmente para x € R.

;se;_i_g) _22n+5 SZQ—n converge.

Ejemplo 103 Justifique que la serie (n‘fgsn converge puntualmente para | x |< 2.
n=1

Ya que

|z |™ 2m 1 2\" 2\"
e < S 21 < z
La serie converge.

Proposicién 48 La serie Y fn(x) converge puntualmente para todo x € D si y sélo si
n=1

df: D CR —= R funcion tal que

(Vz € D)(3e € R) (AN € N)(¥n € N)(n > N =| S,(2) — f(z) |< €)

Ejemplo 104 ) (%)"‘1 converge para todo x €] — 2,2[ y converge a ﬁ ya que

n=1

Por lo tanto

sty solo si
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sty solo si
x €
In(=) <In(=|2—
nin(s) <In(5 |2 )

por lo tanto
In(s|2—x)

> &

In(z) — In(2)

Dado € y x, existe N, tal que para todo n > N
. In(§|2—x)
In(z) — In(2)

Observacién: Note que N en ejemplo anterior depende de € y .

Ejemplo 105 }_ 5 converge puntualmente a f(x) = 2z para todo x € [—3,3] ya que

n=0
Sn(x):iizx(l—i—l—i- +—):x(2—i)
k:02n 2 2 2n
Luego
x lz| 3
W) -2 = || = < 2
| Sulw) 22 = || = ol < 2
Por lo tanto
3 < € <—— hl(%) <
on ST (z) ~"

Observaciéon: Notemos que en este ejemplo se tiene que dado €,z existe N tal que n > N
de modo que | S, — 2z |[< €. y en el caso anterior N no depende de =.

Definicién 27 (Convergencia Uniforme) Se dice que la serie > f.(x) converge unifor-
n=1
memente a f en D, si y solo si

(Ve > 0)(IN. e N)(Vz € D)(Vn € N)(n > N =| S,(x) — f(z) |[< €).
En el ejemplo anterior tenemos una convergencia uniforme.

Ejemplo 106 >  nz" converge uniformemente a ﬁ para x €] — %, %[ ya que

Sp(z) = >ka* = z+222+--+na" /-
k=0

ExFtl = 22 4223 4+ ... 4+ pant!

xSy(z) =

n

k=0
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Restando las ecuaciones obtenemos

(1—2)Su(z) = z+22+23+ -+ 2"+ na"™!

(1-2)S,(z) = x4+ gt

T wnJrl nw’!LJrl
Sn(2) = T et
- (l—xm)2 + n((lljz?);l -t

xT wnJrl
5@ e | = s -l —2) = 1) |
|t 1ynt1 .
S ARIERRRIEE o Te

Como la serie > % es convergente, luego € depende solamente de n.

Observacién:
1. Si la serie converge uniformemente entonces converge puntualmente.

2. El reciproco es falso.

Proposicién 49 Si > f, converge uniformemente en D C R a f y las funciones f, son
continuas en D entonces f es continua en D.

Ejemplo 107 El ejemplo anterior tenemos que »  nx™ converge uniformemente a ﬁ
1 x L 1f,

1 - n - :
para T €] — 3, 5| y la funciones 2™ son continua, luego T €S continua en]—s,3

Proposicién 50 Si Y f, converge a f en [a,b], f, diferenciables en [a,b] y que >  f! con-
verge uniformemente en [a,b]. Entonces
> fn converge uniformemente a f y f es diferenciable, ademds

fl@)=> filx)  Veelal)
Proposicién 51 Si )’ f, es una serie de funciones de Riemann integrables que convergen

uniformemente a f(x) en [a,b] . Entonces
f es Riemann integrable y

]f(:c)d:c = g]fn(x)dx

Ejemplo 108 ) 5= converge uniformemente a f(x) = 2z en x € [=3,3] y fu(z) = 5 son
Riemann integrable. Por lo tanto

/Qxdx = Z/;ndx te[-3,3]
0 n=0%
Luego
t = 2 ¢
9 T
€T =
(‘] ;02%1—1 (|]
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Por lo tanto 2® = Y. 5% Vx € [-3,3].

n=0

Proposicién 52 (Prueba M de Weierstrass) Sea Y f, una serie de funciones y > M,
serie numérica convergente tal que | fr(z) |[< M, keN,z € D.
Entonces >’ f, converge uniformemente en D.

o0
. . 2 .
Ejemplo 109 La serie 3+2n+x2 converge uniformemente en R, ya que
n=0

222 222 2
3+ n3x? n3x? n3
y > 2% converge.
n=1
Ejemplo 110 zonx” converge uniformemente en | — %, %[ ya que
na® (= a Pz (5)
na" |=n|x n|=
- 2
Y > 5w converge.
n=0
Ejemplo 111 Dada la serie > 23" como nh_{&% = 2% y
2% < 1 si x<0
2% > 1 si x>0

Por lo tanto Y 23" converge si v € R™

3.1. Series de Potencias

Las series mas importantes son del tipo
ZCn(x—a)":C'0+C'1(x—a)—I—---+C’n(x—a)"+---
n=0

donde a = cte y {C,} es una sucesién. Las series de esta forma son llamadas series de
potencias.
Notacién: Se subentiende que (z — a)? = 1, para todo = € R, en particular para x = a.

[e.e]

Si a = 0 entonces la serie de potencia se denota por Y C,z".
n=0
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Proposicién 53 Sila serie Y a,x™ converge para x = x1(serie numérica), entonces »  a,x"
converge absolutamente para todo x € R tal que | x |<| zy | .

Ejemplo 112 La serie ) % converge para x = 2, por lo tanto ) % converge absoluta-
mente para x €| — 2,2].

Proposicién 54 Sila serie > a,z" diverge para x = x1 entonces Y a,x™ diverge para todo

x €R tal que | x |>| x| .

Ejemplo 113 Ya que la serie ) % diverge para x = 3.
n=1

Por lo tanto diverge para
x €] — oo, —3[U]3, o0l

Teorema 55 Toda serie del tipo Y a,x™ se comporta de alguna de las tres maneras siguien-
tes.

1. Converge sdlo para x =0
2. Converge absolutamente para todo x € R.

3. Existe R € R tal que converge absolutamente para todo x tal que | = |< R y diverge
para todo x tal que | x |> R.

Definicién 28 El numero R se llama radio de convergencia y el intervalo | — R, R| se llama
intervalo de convergencia de la serie.

Observacion:

1. Como ) a,(xr—a)"™ se puede obtener de ) a,z™ cada proposicion del teorema se aplica
al termino general de la serie.

2. La herramienta elemental mas utilizada para hallar el intervalo de convergencia es la
prueba de la razon.

Ejemplo 114 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de

. :B’!L
la serie Z W

Solucion: Apliquemos teorema de la razon.

- n+1 2 1)4™
noo | fo| o omooee(2n43)4mH [z 4

Por lo tanto converge si %' <le|z|<4

Si & = 4 entonces ) ﬁ =3 ﬁ diverge.
Si x = —4 entonces ) | (2(7;:11))7;,1 =) ((2;2:) converge.

Por lo tanto converge si x € [—4,4]
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Ejemplo 115 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de
la serie Y L

Solucion: Apliquemos teorema de la razon.

A e R I L R 2
lim = . = lim-— =0

Por lo tanto converge absolutamente para todo = € R.

Ejemplo 116 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de

. nlxz™
la serie o

Solucion: Apliquemos teorema de la razon.

NSl (D 2" (n+1) B
B R A R

Por lo tanto diverge para todo z € R — {0}.

Ejemplo 117 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de

o
. (3z44)2n—1
la serie 21 S
n—=

Soluciéon: Apliquemos teorema de la razon.

N
1m

. f— 2
B T A ey T R

Por lo tanto

|13z4+4 <1 & (Br+4)3?<1l & —-1<3z+4<1

& H5<<-3 & -l<r<-l
Otra alternativa
32|:E+é |2<14:>|:B+é |2<1<=>|{E+é| <1
3 3 9 3 3
1 1 5 _ 4
Por lo tanto, R = 3, el mtezinIiIO es]—3,—1lya=—3
Siz = —2 entonces Y (_2173_1 =Y 1 diverge.
Si z = —1 entonces Y - diverge.
Proposicion 56 Las series Y a,z" y > na,z"! tienen el intervalo de convergencia comin,
n=0 n=1

es decir, tienen el mismo radio de convergencia.

[e.e]
Proposicién 57 Si > a,a™ tiene radio de convergencia R entonces la funcion limite es
n=0
o
diferenciable en | — R, R[ y ademds, su derivada vale Y na,z™ .
n=1
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Proposicién 58 Una serie f(x) = > a,a™ converge con radio de convergencia R tiene
derivada de todos los ordenes en ]| — R, R[ y

Ejemplo 118 Considere la serie Y " = 1, cont €] —1,1[.
n=0

Hallar el valor de convergencia de la serie > 3n(3x + 1)" 1.
n=1

Solucidon: Sea 3x + 1 =t por lo tanto,

1< 3z+1 <1
-2 < 3z <0
-2 < x <0

Luego = €] — 2,0[, es decir, Y (3z 4 1)" = —z=, por lo tanto
n=0

;n(i’)x —+ 1)n_1 -3 = 3(;6)2 T 6] — g,O[

Ejemplo 119 Dada la serie ) xn%;ﬂ("), analice la converge de la serie en el intervalo [—1, 1].

Solucién: Aplicamos teorema de comparacién

x" sen(n) < |z "

= n2

n2

y como » % converge para x € [—1,1]
" sen(n)

2 converge para x € [—1,1]

entonces »

Proposicién 59 Si > a,z" tiene radio de convergencia R y sir € R tal que 0 < r < R
entonces Y a,x"™ converge uniformemente en [—r,r].

Observacién: Con lo cual, si > a,z™ converge a f funcién continua en | — R, R[, para
encontrar dicho limite, basta encontrar la serie termino a termino en

[—r,r] C | —R,R|.

Ejemplo 120 Dada la serie ) 1" = 1=, analice la converge de la serie en el intervalo

1
n=0
[_1> 1]'
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Solucién: Sea t €] — 1,1]

0 =Y
Por lo tanto
t O pntl ot
—In(l —2) |=
P ¥]
OO tn+1
—In(1—1¢)+1 =
=0+ In(h) = 3
oo tn+1
In(1—-1¢)=-—
=0 = =3
Por lo tanto In(1 — z) = — f:ll para x €] — 1,1]

n=0

Si x = —1 entonces In(2) = — > % =3 (;Jlr);
n=0 n=

Si x =1 diverge.
Observacidén: Si la igualdad tiene sentido en el extremo esta es vélida.

Ejemplo 121 Dada la serie > (—a?)", determine el intervalo de converge uniformemente
n=0

Solucién: Como ) t" = = parat €] —1,1]
n=0

Sea —x? =t para x €] — 1, 1] por lo tanto

Z(—xz)” _ para x €] —1,1]

luego t €] — 1,1]

P2+t
arctg(t) = -1)" tel—-1,1
(t) ;( ) om 1 (\) ] [
i $2n+1
arctg(t) = ) (=1)"
—~ 2n+1
e l.2n+1
arctg(r) = Z(— )" rel—1,1]
0
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Observacién: Note que esta serie nos dada una forma de escribir 7

S —1)" 1 2n—+1 S —1)n
arctg(l) = Zo( )25:;1) = Zo(znll
T _ "= 1 "=
z — 1—4+--

Ejemplo 122 La serie 3. 2 converge uniformemente para todo © € R ya que

n24+3n+1
sen(nz) < 1 1
n2+3n+1| " n2+3n+1 " n?

y > 25 converge.

(3z4+1)™

Ejemplo 123 Determine el intervalo de convergencia de la serie y T

Solucion: Veamos por el criterio del cuociente

o (@) |
Th@T

=lim |3z + 1|

tenemos que

2
|39:+1|<1<:>—1<3:):+1<1<:>—§<x<0

n
2+1 converge

Siz=0 entonces > 2 converge
Por lo tanto converge uniformemente si x € [—%, 0]

Six = —2 entonces Z

Ejemplo 124 Determine el intervalo de convergencia de la serie y #(Hix)”
Solucion: Veamos por el criterio del cuociente

i @] x \n+1l,2/1+z\n
Mm e = | G () et ()"
2
- hm(n-i-l ‘1+x|
= 1+x|
X
<l = —1<—<1
<~ —2<—1+—m<0
< 2>1+_:c>0
= >
Six = —1 entonces

2

1 /=3\" ~1)"
Z — (?2) - Z ( n2) converge

Por lo tanto converge absolutamente si x > —%, es decir, converge uniformemente si x > —

Ejercicio 125

N[



CAPITULO 3. SERIE DE FUNCIONES 72

sen(nz) .
1. Z sazes converge uniformemente para x € R

[e.e]
—3nx .
2. > <~ converge uniformemente para x € R

o
3. Z L (5 )" converge uniformemente para x € R
Z C

dwerge para todo x € R

5 > |:c-7|i|n converge si |z +1|>1
n=0

Ejemplo 126 Calcular el radio de convergencia de la serie Y na"

n=1
Solucidn: Se tiene que
= = 2ot el
(1_193)2 = ann—l | T ‘< 1
T = nZ::lmC" |2 [<1
1
1 1
Observacion: Z (— 5) (1+2)
Ejemplo 127 Hallar una serie para f(z) = m
s 171 1
Solucién: Sea f(z) = 3(7=5 — m)
y como
=> a" |z |<1
y
S 1
ZZ(—%)" | 22 |<1e=2|< 3
n=0

Por lo tanto

Zx —Z— o lel<y

1

Ejemplo 128 Hallar una serie para f(x) = 5
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Solucidn:

1 B a?—l_ x 1
22 +x+1 -1 23—-1 23-—1
1 1

—z
1—x3+1—x3

[ 9]

- S
n=0 n=0
[ [

_ _Zx3n+1+zx3n
n=0 n=0

Ejemplo 129 Hallar una serie para f(x) = In(4/+12)

Solucidn:

) = In(v1+2z)—In(V1-=x)

1 1
= §ln(1—|—a?)—§ln(1—x)

I A (o)™ 1N 2™
- _ig n+1 +§;n+1

Ejercicio 130 Hallar una serie para las siguientes funciones

1. zsen(z)

2. sen(x + 3)

+~

sen®(z) = 3(1 — cos(2x))

15—5z
6—br—12

R

Solucion: note lo siguiente

or — 15 ? ? ?

6 — br — 22 x—1+x+6:1—x

Observacion:

73
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3.2. Serie de Taylor

Definicién 29 Sea f :]Ja,b|— R infinitamente diferenciable en x = ¢ con
¢ €la, b[. Diremos que la serie

n=0

’fL

[L’—C

es la serie de Taylor de f en c.

Ejemplo 131 Sea f(x) =¢e® enx = 0.

Como f(0) =1y f™(0) = 1 se tiene que: g(x) = 1 +x es tal que g(0) =1, ¢'(0) = 1
por lo tanto g coincide con f y f" en x = 0.

Sea h(xz) =1+x+ % se tiene que h(0) =1, K'(0) =1 y h”(0) = 1 por lo tanto h coincide
en f,f',f" enxz=0.

De este modo h(x) es una mejor aproximacion de f en el punto (0,1)

Por lo tanto

coincide con f y sus n—derivadas en v = 0

Definicién 30

(n) . .
1. > fn—!(o)x” se llama serie de Maclaurin.
n=0

2. pn(x) = Z f(k)(c ( c)k se llaman polinomios de Taylor.

& fn) )
3. Se desea saber si Zofn—z(C)(x —¢)k converge para x # ¢ y si converge a f(z) lo cual no
n—=
stempre es cierto.
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1
Ejemplo 132 Si f(z) = { € O;g ifg

Note las siguiente cualidad de esta funcion
Solucion: Notemos primero que

e i e
/ 1y x R 2 12 IR
F10) =l = Jim —r = Jim o = 0
Ademds
L2
flley=e= = x#0
x
Para la de sequndo orden
_x%l —h22 3 2 4
710y = 1 & g C 2 lim% =0
z—0 T h—yo0 7 h—oo €
Ademds
1 4 6
" L, . -
f(l’)—e x? (1’6 $4) ZL’?AO

En general tenemos que
f™M0)=0 y ZO = serie de Taylor.

n=0

Y converge a f(x) solo para x = 0 y converge para x # 0 pero no a f'(z).

Teorema 60 Si f tiene derivadas de todos los ordenes en |c— R, c+ R[ y existe M € R (que
puede depender de x) tal que | f™(z) |< n!-M™ para todo x €]lc— R, c+R[,n € N, entonces.
La serie de Taylor de f en ¢ converge a f(x) para todo x €lc — R,c+ R[ y

),
fy =3 oy

n
Ejemplo 133 Como la serie de e® en x =0 es ) fl—’,l y la sucesion % es tal que
n+1 |
TN L L P L8 B
(n+1)! |z n+1
Por lo tanto % acotada para todo x € R luego

:L..n
e’ = E —
n!

Ejemplo 134 Andlogamente

e . 113'2”_1
Sen(:c) = Z(—l) m
n=1 ’
)
& x2n




CAPITULO 3. SERIE DE FUNCIONES 76

Teorema 61 Sea f funcion con derivada de orden n en el punto x = 0.
Entonces existe un tinico polinomio p(x) tal que deg(p(z)) < n que satisface las condiciones:

p(O) :f(())v p(k)(o) :f(k)(())v ke {17 7n}
este polinomio es

p(z) = ka—(,o)xk
k=0

Andlogamente para x = x

k=0

Ejemplo 135 Sea f(z) = e” con x =1 entonces

ple) =Y -1

Observacién: Se desearia conocer el error que se comete en la aproximacion de f por un
polinomio de Taylor p(x) se llama error a la diferencia

por lo tanto

1) = S ¢y R(2)

y se llama formula de Taylor con resto.
Ejemplo 136 Sea

1.

0o 1
L — (14xz)2 = Z<_§)xk
Vit =0 1 k v
= 1-toy &by
2. .
1 _ (1+x2)_% _ ( T2 (_$2)k
- 1 %12 + —5)(2—!5—1)‘,174

Definicién 31 Seann € N y a € R, entonces se extiende la definicion del binomial

(a) ala—1)(@—2)-(a—n+1)

n n!




CAPITULO 3. SERIE DE FUNCIONES

Ejemplo 137

Ejemplo 138

donde

Teorema 62 Sea f funcion tal que f(z) >0y f™(x) >0 en [a,b] para n € N.
Si xg €]a,b] entonces para todo x €]a, b tal que | x — xy |< b — xqy la serie de Taylor

L F™(20)
; n! (
Ejemplo 139 Sea f(z) = (1 —2)"¢ conc>0yx <1 tenemos
f)y=cl—z) - fMW@)=clc+1)---(c+n—1)(1—z) "

por lo tanto f(z) >0 six <1 luego

T — )

sizg=0,a=—-b,0<b<1con]—abC]—11]

se tiene que

1 > —c
(W)
dondexz €] —1,1[ y ¢ >0
Sic=—ayr=—x entoncesa <0 y—1<z<1 se tiene
1

(

(1+x)“=§:<

k=0

1+z

=3 ()

k=0

)xk rel-1,1] y a<0

converge a f(x)

7

Teorema 63 Sea f funcion con derivada n+ 1 en |a,b[ y tal que " es continua en [a,b)].

Si x y xo son dos puntos distintos en [a,b], existe ¢ entre x y xq tal que

f) = Sy,
k=0 '

—ZL'Q) +

ey SO
(n+1)!
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por lo tanto

fn+1 c
k@) =403 (1))!

(:L’ _ $0)n+1
Observaciéon: Luego ¢ depende de = y n.

Ejemplo 140 Sea ¢” = > L. por lo tanto

n=0

T - xk e n+1
e _;HjL(nle)!(m) ce0,z]

Observacion: Si | f""(t) |[< M y a <t < b entonces

M|£L’—l’0 |n+1

(n+1)!

| B(z) [<

1
3

Ejemplo 141 Sea [e~"dt se tiene que
0

donde

con —t<c<0y
—€ct10 ectlo th (1)10

_ v 2
B I TR
por lo tanto
1 1
2 2 4 46 48 (1310
e , 0 8 (3)
0 0

11 13+1 1\°1 1 171+1 1N°1 /1\'"1
T2 3\2 5\2/) 20 7\2) 3 9\2) 4 \2) B
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