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Caṕıtulo 1

Cálculo Integral

1.1. Integral Indefinida

Definición 1 Sea f una función y F una función derivable tal que satisface la ecuación
diferencial F

′

(x) = f(x), entonces se dice que F es una primitiva o antiderivada de f .

Proposición 1 Sea f una función continua en [a, b] entonces f tiene una primitiva.

Teorema 2 (Valores Extremos) Sea f una función continua en [a, b], entonces

1. f alcanza su valor máximo en [a, b], es decir, existe h ∈ [a, b] tal que f(h) = Mh y se
tiene que para todo x ∈ [a, b], f(x) ≤ Mh.

2. f alcanza su mı́nimo valor en [a, b], es decir, existe k ∈ [a, b] tal que f(k) = Nk y se
tiene que para todo x ∈ [a, b], f(x) ≥ Nk.

Proposición 3 Sea F,G dos funciones tales que

Si F ′(x) = G′(x) entonces F (x) = G(x) + C

Definición 2 (Integral Indefinida) Si F es una función tal que F ′(x) = f(x) entonces
se define la integral indefinida de f igual a F + C, y lo denotamos por:

∫

f(x)dx := F (x) + C

De otro modo
∫

f ′(x)dx = f(x) + C

Teorema 4 Sea f, g dos funciones con primitivas,entonces

1.

∫

(f(x) + g(x))dx =

∫

f(x)dx+

∫

g(x)dx

2.

∫

λf(x)dx = λ

∫

f(x)dx, con λ ∈ R

2



CAPÍTULO 1. CÁLCULO INTEGRAL 3

Algunas Integrales Elementales

∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C , n 6= −1

∫

x−1dx = ln | x | +C
∫

exdx = ex + C
∫

sen(x)dx = − cos(x) + C
∫

cos(x)dx = sen(x) + C
∫

sec(x)dx = ln | sec(x) + tan(x) | +C
∫

csc(x)dx = ln | csc(x) + cot(x) | +C
∫

tan(x)dx = ln | sec(x) | +C
∫

cot(x)dx = ln | sen(x) | +C

Ejemplo 1 Calcular
∫

(

3x+ 5x4 − 6 sin x
)

dx

Solución:
∫

(

3x+ 5x4 − 6 sin x
)

dx

= 3

∫

xdx+ 5

∫

x4dx− 6

∫

sin xdx

=
3

2
x2 + x5 + 6 cosx+ C

Ejemplo 2 Calcular
∫

(

x5 −
√
25x4 − 6 cosx

)

dx

Solución:
∫

(

x5 −
√
25x4 − 6 cosx

)

dx

=

∫

(

x5 −
√
25x4 − 6 cosx

)

dx

=
1

6
x6 − 5

3
x3 − 6 sin x+ C
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Ejemplo 3 Calcular
∫

(

ln x+ 6 csc x+ x4 + 7x5
)

dx

Solución:

∫

(

ln x+ 6 csc x+ x4 + 7x5
)

dx

=

∫

lnxdx+ 6

∫

csc xdx+

∫

x4dx+

∫

7x5dx

= x ln x− x+ 6 ln (csc x− cot x) +
1

5
x5 +

7

6
x6 + C

Ejemplo 4 Calcular
∫
(

3

x
+ 9ex +

7
√
x5

)

dx

Solución:
∫
(

3

x
+ 9ex +

7
√
x5

)

dx

=

∫

3

x
dx+

∫

9exdx+

∫

7
√

(x5) d

= 3 lnx+ 9ex +
7

12

(

7
√
x
)12

+ C

Teorema 5 (Sustitución) Sea g una función continuamente diferenciable tal que g(y) = x
entonces

∫

f(x)dx =

∫

f(g(y))g′(y)dy

Ejemplo 5 Usando este método integre:
∫

(

cos
(

x5 + 5x7
)) (

5x4 + 35x6
)

dx

Solución: Notemos que

d

dx
sin(x5 + 5x7) =

(

cos
(

x5 + 5x7
)) (

5x4 + 35x6
)

Aśı,

∫

(

cos
(

x5 + 5x7
)) (

5x4 + 35x6
)

dx = sin(x5 + 5x7) + C

La técnica es visualizar una variable nueva u que permita ver más simple la integral en
el caso anterior u = x5 + 5x7, por lo tanto du = (5x4 + 35x6) dx y aśı la integral inicial se
puede escribir mucho mas simple como

∫

(

cos
(

x5 + 5x7
)) (

5x4 + 35x6
)

dx =

∫

cosudu = sin u+ C = sin
(

x5 + 5x7
)

+ C
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Ejemplo 6 Calcular
∫

dx

(x2 + 1)2

Solución: Consideremos el cambio de variable x = tan(u), luego tenemos que dx = sec2(u)du,
reemplazando tenemos

∫

dx

(x2 + 1)2
=

∫

sec2(u)du

(tan2(u) + 1)2

=

∫

sec2(u)du

(sec2(u))2

=

∫

cos2(u)du

=
1

2

∫

(cos(2u) + 1)du

=
1

4
sin(2u) +

1

2
u+ C

=
1

4
sin(2 arctan(x)) +

1

2
arctan(x) + C

Ejemplo 7 Usando este método anterior integre

1.

∫

(

sin
(

x5 + 7x15
)) (

x4 + 21x14
)

dx escoja u = x5 + 7x15

2.

∫

4
ln3 x

x
dx escoja u = ln x

3.

∫

(

sec
√
x
) tan

√
x√

x
dx escoja u =

√
x

4.

∫

(

1 + tan2
(

x4 + 4x3
)) (

x3 + 3x2
)

dx escoja u = x4 + 4x3

5.

∫

tan xdx escoja u = sec x.

Ejercicio 8 Determinar en cada caso las integrales Indefinida

1.

∫

x2

x3 + 1
dx

2.

∫

axdx, 1 6= a > 0

3.

∫

2x

1 + 4x
dx

4.

∫

x
√
1− x2dx
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5.

∫

3x√
8x2 + 1

dx

6.

∫

p
√
xqdx

7.

∫

1− x

1 +
√
x
dx

8.

∫

4 cos(3y)dy

9.

∫

cos2(2y) sen(2y)dy

10.

∫

dx

(sen2(x) + sen4(x))

11.

∫

sen(x) cos(x)
√

2 + cos(2x)
dx

12.

∫

x2 + 2

x+ 2
dx

13.

∫

x3 + 3x

x2 + 1
dx

14.

∫

2x−
√

arc sen(x)√
1− x2

15.

∫

ex + 2x√
ex + x2 + 16

dx

16.

∫

1

ex(3 + e−x)
dx

17.

∫

1

x
√

3− ln2(x)
dx

18.

∫

1√
a2 + x2

dx

19.

∫

1√
5− 2x+ x2

dx

20.

∫

1√
a2 − x2

dx

21.

∫

1√
3− 2x− x2

dx
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Teorema 6 (Integración por Parte) Sean f, g dos funciones derivables y continuas, en-
tonces se tiene:

∫

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−
∫

f(x)g′(x)dx

Ejemplo 9 Usando este método integre
∫

x cos(x)dx

Solución:
∫

x cos(x)dx =

∫

x sin′(x)dx

= x sin x−
∫

x′ sin(x)dx

= x sin x−
∫

1 sin(x)dx

= x sin(x)− (− cos(x)) + C

Ejemplo 10 Usando este método integre

Solución:
∫

x sin(x)dx = −
∫

x cos′(x)dx

= −
(

x cos x−
∫

x′ cos(x)dx

)

= −x cos(x) +

∫

1 cos(x)dx

= −x cos(x) + sin(x) + C

Ejemplo 11 Usando este método integre
∫

2x ln(x)dx

Solución:
∫

2x ln(x)dx =

∫

ln(x)(x2)′dx

= x2 lnx−
∫

ln′(x)(x2)dx

= x2 lnx−
∫

1

x
· x2dx

= x2 ln(x)− 1

2
x2 + C
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Ejercicio 12

1.

∫

ln(x)dx

2.

∫

x2exdx

3.

∫

arc sen(x)dx

4.

∫

sen(ln(x))dx

5.

∫

e
√
xdx

6.

∫

x2 arctan(x)

1 + x2
dx

7.

∫

arctan(x)

x2(1 + x2)
dx

8.

∫

ln(x+
√
1 + x2)dx

Teorema 7 (Algoritmo de la División) Sean P (x), Q(x) ∈ R[x], polinomios, entonces
existe D(x), R(x) ∈ R[x] tales que

P (x) = Q(x)D(x) +R(x)

con R(x) = 0 o bien gr(R(x)) < gr(Q(x).
De otro modo

P (x)

Q(x)
= D(x) +

R(x)

Q(x)

Ejemplo 13 Calcular
∫

x2 + 3x+ 1

x+ 2
dx

Solución: Aplicando el algoritmo de la división tenemos x2 + 3x+ 1 = (x+ 2)(x+ 1)− 1,
de este modo tenemos

∫

x2 + 3x+ 1

x+ 2
dx =

∫

(x+ 1)dx+

∫ −1

x+ 2
dx =

x2

2
+ x− ln(x+ 1) + C

Teorema 8 (Fracciones Parciales) Sea
R(x)

Q(x)
una fracción tal que gr(R(x)) ≤ gr(Q(x))
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1. Sea a una ráız de Q(x) y n su multiplicidad en Q(x) entonces, su descomposición en
fracciones parciales aparecen términos de la forma

A1

(x− a)
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ An

(x− a)n

donde A1, · · · , An son constantes reales.

2. Si (ax2 + bx+ c)n es un factor irreducible con ∆ < 0, n ∈ N entonces en la descompo-
sición en fracciones parciales aparecen términos de la forma

A1x+B1

(ax2 + bx+ c)
+

A2x+B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Anx+Bn

(ax2 + bx+ c)n

donde A1, · · · , An y B1, · · · , Bn son constantes reales

Ejemplo 14 Calcular
∫

dx

(x+ 1)(2x+ 1)

Solución: Usando el teorema de Fracciones parciales

1

(x+ 1)(2x+ 1)
=

A

x+ 1
+

B

2x+ 1

De otro modo, amplificando se tiene

1 = A(2x+ 1) +B(x+ 1)

luego A+B = 1 y 2A+B = 0, de lo cual se obtiene A = −1 y B = 2.

1

(x+ 1)(2x+ 1)
=

−1

x+ 1
+

2

2x+ 1

Y la integral.

∫

dx

(x+ 1)(2x+ 1)
= −

∫

dx

x+ 1
+ 2

∫

dx

2x+ 1
= − ln(x+ 1) + ln(2x+ 1) + C

Ejemplo 15 Calcular
∫

(x2 − 3x+ 2)dx

x(x2 + 2x+ 1)

Solución: Usando el teorema de Fracciones parciales

x2 − 3x+ 2

x(x2 + 2x+ 1)
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2

De otro modo, amplificando se tiene

x2 − 3x+ 2 = A(x2 + 2x+ 1) +Bx(x+ 1) + Cx
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luego A+B = 1, 2A+B+C = −3 y A = 2, de lo cual se obtiene A = 2, B = −1 y C = −6.

x2 − 3x+ 2

x(x2 + 2x+ 1)
=

2

x
+

−1

x+ 1
+

−6

(x+ 1)2

Y la integral.

∫

(x2 − 3x+ 2)dx

x(x2 + 2x+ 1)
= 2

∫

dx

x
−
∫

dx

x+ 1
− 6

∫

dx

(x+ 1)2

= 2 ln(x)− ln(x+ 1) +
6

x+ 1
+D

Ejemplo 16 Calcular las integrales
∫

(x2 + x− 2)dx

(x+ 1)(x2 + 1)

Solución: Usando el teorema de Fracciones Parciales

(x2 + x− 2)dx

(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + 1

De otro modo, amplificando se tiene

x2 + x− 2 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

luego A+B = 1, B+C = 1 y A+C = −2, de lo cual se obtiene A = −1, B = 2 y C = −1.

x2 + x− 2

(x+ 1)(x2 + 1)
=

−1

x+ 1
+

2x− 1

x2 + 1

Y la integral.

∫

(x2 + x− 2)dx

(x+ 1)(x2 + 1)
= −

∫

dx

x+ 1
+

∫

2xdx

x2 + 1
−
∫

dx

x2 + 1

= − ln(x+ 1) + ln(x2 + 1)− arctan(x) +D

Ejemplo 17 Calcular las integrales

∫

(x3 + x− 1)dx

(x2 + 1)2

Solución: Usando el teorema de Fracciones Parciales

(x3 + x− 1)dx

(x2 + 1)2
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2

De otro modo, amplificando se tiene

x3 + x− 1 = (Ax+B)(x2 + 1) + (Cx+D)
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luego A = 1, B = 0, A+ C = 1 y D = −1, de lo cual se obtiene C = 0.

(x3 + x− 1)

(x2 + 1)2
=

x

x2 + 1
+

−1

(x2 + 1)2

Y la integral.

∫

(x3 + x− 1)dx

(x2 + 1)2
= −

∫

xdx

x2 + 1
−
∫

dx

(x2 + 1)2

= −1

2
ln(x2 + 1) +

1

4
sin(2 arctan(x)) +

1

2
arctan(x) +G

Integrales de la forma
∫

R(sen(x), cos(x))dx

Donde R es una función racional, utilizando la sustitución

t = tan(
x

2
), sen(x) =

2t

1 + t2
, cos(x) =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2

Ejemplo 18 Calcular
∫

dx

2 + cos(x) + sen(x)

Solución: Consideremos t = tan(x
2
), luego tenemos que

2 + cos(x) + sen(x) = 2 +
2t

1 + t2
+

1− t2

1 + t2
=

t2 + 2t+ 3

1 + t2

Reemplazando tenemos

∫

dx

2 + cos(x) + sen(x)
=

∫ 2dt
1+t2

t2+2t+3
1+t2

=

∫

2dt

t2 + 2t+ 3

luego tenemos que
∫

2dt

t2 + 2t+ 3
=

∫

2dt

(t + 1)2 + 2

=

∫

2dt

(t + 1)2 + 2

=

∫

√
2dy

y2 + 1

=
√
2 arctan(y) + C

=
√
2 arctan

(

1√
2
(t+ 1)

)

+ C

=
√
2 arctan

(

1√
2

(

tan
(x

2

)

+ 1
)

)

+ C
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Ejercicio 19 Calcular

∫

dx

(2− cos(x))(3− cos(x))

Observación: Un caso particular, de la situación anterior, es cuando la función racional
cumple con

R(sen(x), cos(x)) = R(− sen(x),− cos(x))

en cuyo caso podemos utilizar la sustitución

tan(x) = t, sen(x) =
t√

t2 + 1
, cos(x) =

1√
t2 + 1

, dx =
dt

1 + t2

Ejemplo 20 Calcular
∫

dx

(2 + cos2(x))

Solución: Usemos el cambio de variable sugerido t = tan(x)

∫

dx

(2 + cos2(x))
=

∫ dt
1+t2

(2 + 1
t2+1

)

=

∫

dt

2t2 + 3

=
1√
6

∫

dz

z2 + 1

=
1√
6
arctan(z)

=
1√
6
arctan

(

√

3

2
t

)

=
1√
6
arctan

(

√

3

2
tan(x)

)

Ejercicio 21 Calcular
∫

(cos(2x)dx)

(cos4(x) + sen4(x))

Integrales de la forma
∫

dx

(ax+ b)
√
cx2 + dx+ e

Utilizar la sustitución
1

t
= ax+ b,

−dt

t2
= adx
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Ejemplo 22 Calcular
∫

dx

(2x− 3)
√
4x− x2

Solución: Consideremos el cambio de variables

1

t
= 2x− 3,

−dt

t2
= 2dx

Luego reemplazando en el denominador y obtenemos

(2x− 3)
√

x(4− x) =
1

t

√

(
1

2t
+

3

2
)(− 1

2t
+

5

2
) =

1

2t2

√

(1 + 3t)(5t− 1)

y en la integra obtenemos

∫

dx

(2x− 3)
√
4x− x2

=

∫

dt√
15t2 + 2t− 1

=

∫

dt

4√
15
(
√

(15
4
t+ 1

4
)2 − 1)

=

√
15

4

4

15

∫

dz√
z2 − 1

=
1√
15

ln(z +
√
z − 1) + C

=
1√
15

ln

(

15

4
t +

1

4
+

√

15

4
t− 3

4

)

+ C

=
1√
15

ln

(

15

4(2x+ 3)
+

1

4
+

√

15

4(2x+ 3)
− 3

4

)

+ C

Ejercicio 23 Calcular
∫

dx

x
√
2 + x− x2

Integrales que contienen √
ax2 + bx+ c

el cambio de variable a considerar ax2 + bx+ c = (z − x)2

Ejemplo 24 calcular
∫

dx

x−
√
x2 − x+ 1

Consideremos el cambio de variable x2 − x+ 1 = (z − x)2 luego

x =
z2 − 1

2z − 1
, dx = − 2z + 2

(2z − 1)2
dz,

√
x2 − x+ 1 =

z2 − z + 1

2z − 1
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Ahora reemplacemos

∫

dx

x−
√
x2 − x+ 1

=

∫ − 2z+2
(2z−1)2

dz

z2−1
2z−1

− z2−z+1
2z−1

= −2

∫

(z + 1)dz

(z − 2)(2z − 1)

= 2

∫

dz

2z − 1
− 2

∫

dz

z − 2

= ln(2z − 1)− 2 ln(z − 2) + C

= ln(2x+ 2
√
x2 − x+ 1− 1)− 2 ln(x+

√
x2 − x+ 1− 2) + C

Ejercicio 25 calcular

1.

∫

dx

x2(x+
√
1 + x2)

2.

∫

dx

(x3 + 3x2 + 3x+ 1)
√
x2 + 2x− 3

3.

∫

(x2 + x+ 1)dx

x
√
x2 − x+ 1

Integrales de funciones inversas Sea f(x) una función tal que F ′(x) = f(x) y f−1(x)
exista y sea continua entonces

∫

(f−1(x))dx = xf−1(x)− F (f−1(x)) + C

Ejemplo 26

1.

∫

arc sen(x)dx = x arc sen(x) +
√
1− x2

2.

∫

arctan(x)dx = x arctan(x)− 1

2
ln | 1 + x2 |

3.

∫

arcsinh(x)dx = x arcsinh(x)−
√
1 + x2

4.

∫

√

1− x

x
dx = x

√

1− x

x
− arctan(

√

1− x

x
) + C

5.

∫

√

1− 2x

x+ 1
dx =
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Formula de Reducción

1.

∫

senn(x)dx = −1

n
senn−1(x) cos(x) +

n− 1

n

∫

senn−2(x)dx.

Para obtener la igualdad, la haremos utilizando integración por parte, con el siguiente
cambio de variables u = senn−1(x) y dv = sen(x)dx, luego du = (n−1) senn−2(x) cos(x)dx
y v = − cos(x)

∫

senn(x)dx = − senn−1(x) cos(x) + (n− 1)

∫

senn−2(x) cos2(x)dx
∫

senn(x)dx = − senn−1(x) cos(x) + (n− 1)

∫

senn−2(x)dx+ ...

...− (n− 1)

∫

senn(x)dx

n

∫

senn(x)dx = − senn−1(x) cos(x) + (n− 1)

∫

senn−2(x)dx

2.

∫

tann(x)dx =
1

n− 1
tann−1(x)−

∫

tann−2(x)dx

3.

∫

secn(x)dx =
1

n− 1
secn−2(x) tan(x) +

n− 2

n− 1

∫

secn−2(x)dx, n > 1

Ejercicio 27

1.

∫

dx

sen4(x) cos3(x)

2.

∫

dx

sen3(x) cos6(x)

3.

∫

cos7(x)dx

sen5(x)

4.

∫

dx

sen4(x) cos6(x)

1.2. La integral de Riemann

Definición 3

1. Una partición del intervalo [a, b] es un conjunto ordenado P = {t0, t1, · · · , tn} tal que
t0 = a < t1 < · · · < tn = b y a los puntos tk se llama punto de corte.
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2. Sea f : [a, b] → R una función acotada y P una partición del intervalo [a, b] y sea

Mk = sup{f(x) : tk−1 ≤ x ≤ tk}

mk = inf{f(x) : tk−1 ≤ x ≤ tk}
Llamaremos suma superior de f respecto a la partición P al número

sp =
n

∑

Mk(tk − tk−1)
k=1

y llamaremos suma inferior de f

sp =

n
∑

mk(tk − tk−1)
k=1

En la gráfica la suma superior de f esta representada por los rectángulos rojos y la suma
inferior de f por los rectángulos azules.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

1

2

Proposición 9 Sean f : [a, b] → R una función acotada y P = {t0, · · · , tn} y Q =
{s0, · · · , sm} dos particiones del intervalo [a, b] entonces

sP ≤ sQ

Demostración 9 Sea L = {l0, · · · , lq} = P ∪ Q ordenado de menor a mayor entonces
sP ≤ sL ya que

n
∑

k=1

mk(tk − tk−1) ≤
q
∑

k=1

m′
k(lk − lk−1)

además mk ≤ mk′ donde lk ∈ [tk−1, tk], además

∑

M ′
k(lk − lk−1) ≤

m
∑

k=1

Mk(sk − sk−1)

ya que M ′
k ≤ Mk donde l′k ∈ [sk−1, sk]

es decir
sP ≤ sL ≤ sL ≤ sQ
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Definición 4 Sea f : [a, b] → R una función acotada

∫ b

a

f(x)dx = ı́nf{sQ : Q partición de [a, b]}

∫ b

a

f(x)dx = sup {sQ : Q partición de [a, b]}.

La primera integral se denomina integral superior y la segunda integral inferior.

Proposición 10
b
∫

a

f(x)dx ≤
b
∫

a

f(x)dx

Definición 5 Sea f : [a, b] → R una funciónón acotada diremos que f es Riemann integrable
si y sólo si

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

este valor común se llama integral de Riemann de f en [a, b] y se denota por

∫ b

a

f(x)dx

Ejemplo 28 Determine si las siguientes funciones es Riemann integrable

1.

f(x) =

{

0 si x ∈ [0, 1]−Q
1 si x ∈ [0, 1] ∩Q

2. f(x) = λ con x ∈ [0, 1]

Definición 6 Sea Pn la partición del intervalo [a, b] definida por tk = a+ (b− a) k
n

Proposición 11 Sea f : [a, b] → R entonces

f es Riemann integrable si y sólo si ∀ǫ > 0, ∃P, partición de [a, b] : sP − sP < ǫ

Corolario 1 f es Riemann integrable si y sólo si

ı́nf
n∈N

(sPn
) = sup

n∈N
(sPn

) y

∫ b

a

f(x)dx = ı́nf(sPn
).
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Demostración 11 ⇒
Sea f es Riemann integrable entonces ı́nf

n∈N
(sPn

) = sup
n∈N

(sP ) = A y consideremos ǫ > 0

entonces
A− ǫ

2
< A < A+

ǫ

2

Por lo tanto existe P,Q tal que

A− ǫ

2
< sP < sL < sL < sQ < A+

ǫ

2

Luego

−sL <
ǫ

2
− A ∧ sL < A +

ǫ

2

Entonces
sL − sL < ǫ

⇐

Supongamos válido que

∫ b

a

f(x)dx <

∫ b

a

f(x)dx.

Sea ǫ = ı́nf{sP} − sup{sP} 6= 0. Por lo tanto existe una partición tal que sQ − sQ < ǫ
entonces

sQ ≥ ı́nf{sP} y sQ ≥ sup{sP}
Además

ǫ > sQ − sQ ≥ ǫ (⇒⇐)

Notación
∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx

Ejemplo 29 Sea f(x) = x3, Demuestre que f es Riemann integrable en [0, b].
Solución: Consideremos la partición tk = b k

n
y tk − tk−1 =

b
n
.

Luego

spn =
∑

(

bk

n

)3

· b
n

=
b4

n4

∑

k3

=
b4

n4
· n

2(n+ 1)2

22

=
b4

4

(

n4 + 2n3 + n2

n4

)

=
b4

4

(

1 +
2

n
+

1

n2

)
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spn =
∑

(

b(k − 1)

n

)3
b

n

=
b4

n4

∑

(k − 1)3

=
b4

n4
· (n− 1)2n2

4

=
b4

4

(

1 +
1− 2n

n2

)

Además

ı́nf(spn) =
b4

4
= sup(spn)

Por lo tanto
∫ b

0

x3dx =
b4

4

Ejemplo 30 Sea f una función decreciente en [a, b]. Demuestre que f es Riemann integra-
ble.
Solución: Consideremos la partición tk = a+ (b− a) k

n
y tk − tk−1 =

b−a
n
.

spn =
n
∑

k=1

f(tk−1)(tk − tk−1) =
b− a

n

n
∑

k=1

f(tk−1)

spn =

n
∑

k=1

f(tk)(tk − tk−1) =
b− a

n

n
∑

k=1

f(tk)

Luego

spn − spn =
b− a

n

n
∑

k=1

(f(tk−1)− f(tk)) =
b− a

n
(f(a)− f(b))

Sea ǫ > 0, por propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que

(b− a)(f(a)− f(b))

ǫ
< n

Entonces spn − spn < ǫ y por proposición anterior es Riemann Integrable.

Definición 7 Sea P una partición de [a, b], f una función acotada en [a, b]

1. Sea lk ∈ [tk−1, tk], se define la suma de Riemann como
n
∑

k=1

f(lk)(tk − tk−1)

2. Se define la norma de P ,como el máximo valor de tk − tk−1 y se denota por ‖ P ‖, es
decir

‖ P ‖= máx{tk − tk−1 | tk, tk−1 ∈ P}
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Proposición 12 Sea f una función acotada en [a, b].

f es Riemann integrable si y sólo si ĺım
‖P‖→0

(
n
∑

k=1

f(lk)(tk − tk−1)) existe.

Es decir, si existe I tal que

(∀ǫ > 0)(∃δ > 0)(∀P = {t0, · · · , tn} partición)(∀l1, · · · , ln puntos intermedios)

se tiene que

‖ P ‖< δ ⇒|
n
∑

k=1

f(lk)(tk − tk−1)− I |< ǫ.

Además I =

∫ b

a

f(x)dx

Ejemplo 31

1. Veamos la Integral
∫ b

0

x3dx

Solución:

∫ b

0

x3dx = ĺım
n→∞

b

n
·
(

(

b

n

)3

+

(

2b

n

)3

+ · · ·+
(

nb

n

)3
)

= ĺım
n→∞

b4

n4
·
(

n
∑

k=1

k2

)

=
b4

4

2. Veamos la Integral
∫ b

0

exdx

Solución: Debemos tener presente que ĺım
x→0

ex − 1

x
= 1.

Ahora veamos
∫ b

0

exdx = ĺım
n→∞

b

n
(e

b
n + e

2b
n + · · ·+ e

nb
n )

= ĺım
n→∞

b

n
e

b
n
e

nb
n − 1

e
b
n − 1

= (eb − 1) ĺım
n→∞

b

n

e
b
n

e
b
n − 1

= (eb − 1) ĺım
n→∞

e
b
n

e
b
n −1
b
n

= eb − 1
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Ejercicio 32 Sea f Riemann integrable en [a, b] entonces f es Riemann integrable en [c, d] ⊆
[a, b]

Proposición 13 Sean f, g Riemann integrable en [a, b] entonces

1.

∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

2.

∫ b

a

λf(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)

3.

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx, con c ∈ [a, b].

Definición 8 Un conjunto A se dice que A es contable si y solo si existe una función biyec-
tiva A con N o A es finito

Ejemplo 33

1. N es contable

2.
N −→ Z

x 7−→
{

x
2

, si x = es par
1−x
2

, si x 6= es impar

Luego Z es contable.

3.
N −→ N× N

x 7−→ (n(n+1)
2

− x, n(n−1)
2

− x), con n(n−1)
2

< x ≤ n(n+1)
2

Luego N× N es contable.

Proposición 14 Sea f : [a, b] → R acotada, supongamos que f es discontinua sólo en un
subconjunto contable de [a, b] entonces f es Riemann Integrable en [a, b]

Proposición 15 Sea f, g : [a, b] → R acotada y supongamos que ambas funciones son Rie-
mann integrables y que f(x) = g(x) para todo x ∈ [a, b] − A en donde A es un conjunto
contable entonces

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx

Proposición 16 Sea f : [a, b] → R continua y acotada en [a, b] entonces la función

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt x ∈ [a, b]

es diferenciable y además F ′(x) = f(x) para todo x ∈ [a, b].
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Ejercicio 34 En cada caso. Calcular F ′(x)

1. F (x) =

∫ x

a

sen(t)dt

2. F (x) =

∫ x2

a

sen(t)dt

3. F (x) =

∫ 4x2

x

cos(
√
t)dt

Proposición 17 Sea f : [a, b] → R continua y suponga que existe una función g tal que
g′(x) = f(x), con x ∈ [a, b] entonces

∫ b

a

f(x)dx = g(x)
b

|
a

= g(b)− g(a)

Proposición 18 Sea f, g : [a, b] → R continua tal que f(x) ≤ g(x) entonces:

1. f ≥ 0 entonces

∫ b

a

f(x)dx ≥ 0

2. f ≥ 0 entonces

(
∫ b

a

f(x)dx = 0 si y sólo si f = 0

)

3.

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

4.

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

| f(x) | dx

Proposición 19 Sea g : [a, b] → R diferenciable y tal que g′ sea continua y además f :
Rec(g) → R continua entonces

∫ b

a

f(g(t))g′(t)dt =

∫ g(b)

g(a)

f(u)du

Ejemplo 35 Calcular las integrales

∫ 4

1

2x sen(x2)dx,

Solución: Para ello usamos la sustitución g(x) = x2, luego g′(x) = 2x reemplazando obte-
nemos

∫ 4

1

2x sen(x2)dx =

∫ 4

1

sen(g(x)) · g′(x)dx

=

∫ 16

1

sen(u)du

= − cos(16) + cos(1)
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Ejemplo 36 Calcular las integrales

∫ 5

2

ln(z)dz

z
.

Solución: Para ello usamos la sustitución u = ln(z), luego du = 1
z
dz reemplazando obtene-

mos
∫ 5

2

ln(z)dz

z
=

∫ ln(5)

ln(2)

udu =
1

2
(ln2(5)− ln2(2)) =

1

2
ln(10) · ln(5

2
)

Ejemplo 37 Calcular
∫ 4

−3

x|x+ 1|dx

Solución: Notemos que x+ 1 < 0, cuando x < −1.

∫ 4

−3

x|x+ 1|dx =

∫ −1

−3

x|x+ 1|dx+

∫ 4

−1

x|x+ 1|dx

= −
∫ −1

−3

(x2 + x)dx+

∫ 4

−1

(x2 + x)dx

= −(
1

3
x3 +

1

2
x2)

∣

∣

∣

∣

−1

−3

+ (
1

3
x3 +

1

2
x2)

∣

∣

∣

∣

4

−1

= 24,5

1.3. Aplicación Integral Área

Sea f una función de Riemann integrable de [a, b] en R, se define el área encerrada por

la curva y las rectas x = a ; x = b ; y = 0 en
∫ b

a
| f(x) | dx, es decir, el área encerrada o

achurada de la figura

a

b

Ejemplo 38 Hallar el área encerrada por las curvas y = cos(x) entre 0 y 2π, limitada por
el eje x
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Ahora por simetŕıa podemos calcular

4

∫ π
2

0

(cos(x))dx = 4 sen(π/2) = 4

Proposición 20 Dadas f, g dos funciones integrables tales que, para todo x ∈ [a, b] se tiene
que f(x) ≤ g(x)

a

b

entonces el área encerrada por las curvas es

∫ b

a

(g(x)− f(x))dx

Ejemplo 39 Hallar el área encerrada por las curvas y = cos(x) y las rectas y = −x + 1,
x = 0, x = π

2
.

Solución: La gráficas de la función es

∫ π
2

0

(cos(x))dx−
∫ π

2

0

(−x+ 1)dx = 1− π2

8
+

π

2
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Ejemplo 40 Hallar el área encerrada por las rectas y = 1; x = 1; x = 4 y la curva x2y =
x2 − 1
Solución: La gráficas de la función es

4
∫

1

1 · dx−
4
∫

1

1− 1

x2
=

4
∫

1

1

x2
= −1

x

4

|
1

= 1− 1

4
=

3

4

Ejemplo 41 Hallar el área encerrada por las curvas y = 16
x2 , 4y = x2 − 12 , y = 4x + 12

que contiene al origen
Solución: La ecuación 16

x2 = 4x + 12, las soluciones son 1,−2, la otra intersección es
4 16
x2 = x2 − 12 y los puntos de intersección son −4, 4. Finalmente 4(4x+ 12) = x2 − 12, nos

entrega las soluciones 8± 2
√
31.

La gráficas de la función es

∫ 1

x0

(

4x+ 12− x2 − 12

4

)

dx+

∫ 4

1

(

16

x2
− x2 − 12

4

)

dx

1.3.1. Cálculo de área en coordenadas paramétricas

Dada la curva Γ, parametrizada en coordenadas paramétricas dada por x = x(t) , y =
y(t), es decir, Γ = {(x(t), y(y)) | a ≤ t ≤ b }. Entonces el área limitada por Γ y eje x esta
dada por

∫ b

a

| y(t)x′

(t) | dt



CAPÍTULO 1. CÁLCULO INTEGRAL 26

Ejemplo 42 Calcular el área limitada por la curva x = a cos(t) , y = b sen(t)

Basta calcular en el primer cuadrante.

4

∫ π
2

0

ba sen2(t)dt =
4ba

2

∫ π
2

0

1− cos(2t)dt = 2ba(t− sen(2t)

2
)

π
2

|
0

= πab [u2]

Ejemplo 43 Calcule el área de la superficie limitada por la curva dada en forma paramétrica
por

{

y = t
x = t+ sen(t)

{

x = t
y = t + sen(t)

que contiene al punto (1, 1)

∫ π

0

(t + sen(t))dt−
∫ π

0

t(1 + cos(t))dt = 4 [u2]

1.3.2. Cálculo de área en Coordenadas Polares

Sea γ = ϕ(θ) una curva en coordenadas polares

Se define el área de la superficie limitada por los rayos θ = α, θ = β y la curva γ = ϕ(θ)
en coordenadas polares como

1

2

∫ β

α

ϕ2dθ
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Ejemplo 44 Hallar el área limitada por la curva γ = 3 sen(3θ)

3 · 1
2
a2
∫ π

3

0

sen2(3θ) =
3

4
a2
∫ π

3

0

(1− cos(6θ))dθ =
3

4
a2(θ − sen(6θ)

6
)

π
3

|
0

=
πa2

4

Ejemplo 45 Hallar el área encerrada que es interior a la curva γ = 2 sen(3θ) y exterior al
circulo γ = 1

3

2

∫ 5π
18

π
18

(2 sen(3θ))2dθ − 3

2

∫ 5π
18

π
18

1 · dθ = 6

∫ 5π
18

π
18

sen2(3θ))dθ − 3

2

∫ 5π
18

π
18

dθ

=

∫ 5π
18

π
18

(
3

2
− 6 cos(6θ))dθ

= (
3

2
θ − sen(6θ)) |

5π
18
π
18
=

π

3

Ejemplo 46 Calcular el área que esta limitada por las curvas γ = 1− cos(θ) y γ = cos(θ)

1.4. Integrales Impropias

Definición 9 Sea f : [a, b[→ R es continua

1. Se define la integrales impropias de primera especie de f a

∫ ∞

a

f(x)dx = ĺım
b→∞

∫ b

a

f(x)dx

siempre que exista el limite.

Si existe, se dice que la integral es convergente y en caso contrario se dice que
∫∞
a

f(x)dx
diverge.
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2. Se dice que la integrales
∫ b

a
f(x)dx es impropias de segunda especie

cuando ĺım
x→b−

f(x) = ±∞.

Y esta definida por
∫ b

a

f(x)dx = ĺım
c→b−

∫ c

a

f(x)dx.

Si existe, se dice que la integral impropia
∫ b

a
f(x)dx es convergente, si no se dice que

diverge.

Ejemplo 47 Analice el integral impropia

∫ ∞

1

1

x
dx

Solución: Veamos primero,
∫ b

1

1

x
dx = ln(b)

Además ĺım
b→∞

ln(b) no existe, por ello la

∫ ∞

1

1

x
dx es divergente.

Ejemplo 48 Analice el integral impropia

∫ ∞

1

x−sdx, con s 6= 1

Solución: Calculemos la integral

∫ b

1

x−sdx =
1

1− s
(b1−s − 1)

Pero

ĺım
b→∞

b1−s =

{

0 , si 1 < s
∄ , si 1 > s

Por lo tanto
∫ ∞

1

x−sdx =

{

1
s−1

, si s < 1

∄, si s > 1

Ejemplo 49 Analice la siguiente integral

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx

Solución: Para la siguiente integral, podemos hacerla una poco mas reducida los pasos

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx = ĺım

b→∞

∫ b

0

1

1 + x2
dx

= ĺım
b→∞

arctan(x)|b0
= ĺım

b→∞
arctan(b)

=
π

2
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Ejemplo 50 Analice la siguiente integral

∫ 1

−∞
exdx

Solución: Para la siguiente integral, podemos hacerla una poco mas reducida los pasos

∫ 1

−∞
exdx = ĺım

b→−∞

∫ 1

b

exdx

= ĺım
b→−∞

ex|1b
= ĺım

b→−∞
e− eb = e

Proposición 21 Sean f, g : [a, b[→ R+ continua, tal que ĺım
x→b−

f(x) = ∞ y ĺım
x→b−

g(x) = ∞.

Si ĺım
x→b−

f(x)
g(x)

= c

1. Si c 6= 0
∫ b

a

g(x)dx converge si y sólo si

∫ b

a

f(x)dx converge

2. Si c = 0

a) Si

∫ b

a

g(x)dx converge entonces

∫ b

a

f(x)dx converge

b) Si

∫ b

a

g(x)dx diverge entonces

∫ b

a

f(x)dx diverge

Proposición 22 Sean A = [a,∞[ o bien A = [a, b[, f, g : A → R funciones continua y que
0 ≤ f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ A y la integral impropia de g(x) es convergente entonces la integral
impropia de f(x) también es convergente. Además

0 ≤
∫ ∞

a

f(x)dx ≤
∫ ∞

a

g(x)dx

o bien

0 ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

Proposición 23 Sean f, g : [a,∞[→ R+ continua y suponga que

ĺım
x→∞

f(x)

g(x)
= c

1. Si c 6= 0
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a)

∫ ∞

a

g(x)dx es convergente si y solo si

∫ ∞

a

f(x)dx es convergente.

2. Si c = 0

a) Si

∫ ∞

a

g(x)dx convergente entonces

∫ ∞

a

f(x)dx converge.

b) Si

∫ ∞

a

f(x)dx diverge entonces

∫ ∞

a

g(x)dx diverge.

Ejercicio 51 Determine la convergencia o divergencia en cada una de las integrales

1.

∫ ∞

0

(3x+ 1)e−2x+5dx

2.

∫ ∞

0

dx
4
√
3x2 + 5x6 + ex − 1

dx

3.

∫ 3

−1

xdx
3
√
1− x2

4.

∫ ∞

1

xe−x

√
x+ e2x

dx

Definición 10 Sea f : R → R continua y suponga que existe c ∈ R tal que
∫ c

−∞
f(x)dx y

∫ ∞

c

f(x)dx son convergente

entonces diremos que la integral
∫∞
−∞ f(x)dx es convergente y anotaremos

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ c

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

c

f(x)dx

Proposición 24 El valor de la integral no depende de c

Definición 11 Sea f : R → R continua. Entonces ĺım
a→∞

∫ a

−a
f(x)dx se le llama valor principal

(v.p.) de Cauchy (en el caso que exista) y se anota

ĺım
a→∞

∫ a

−a

f(x)dx = v.p.

∫ ∞

−∞
f(x)dx

Ejemplo 52 Calcular el valor principal si existe de

v.p.

∫ ∞

−∞
sen(x)dx

Solución: Veamos primero la integral
∫ a

−a
sen(x)dx = − cos(x) |a−a= 0.

Por lo tanto

v.p.

∫ ∞

−∞
sen(x)dx = 0

Pero note que

ĺım
a→∞

∫ a

0

sen(x)dx = ĺım
a→∞

(− cos(a) + 1) = ∄
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Ejercicio 53 Determine si existe el valor principal de

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2

Proposición 25 Sea f : R → R continua, tal que
∫∞
−∞ f(x)dx es convergente. Entonces

v.p.
∫∞
−∞ f(x)dx es convergente y se tiene

v.p.

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx

Definición 12

1. Sea f :]a, b[→ R continua, tal que ĺım
x→a+

| f(x) |= ∞, ĺım
x→b−

| f(x) |= ∞ y suponga

que existe c ∈]a, b[ tal que las integrales impropias
∫ c

a
f(x)dx y

∫ b

c
f(x)dx convergen,

entonces
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

c

f(x)dx+

∫ c

a

f(x)dx

2. Sea f :]a,∞[→ R continua, tal que ĺım
x→a+

| f(x) |= ∞ y suponga que existe c ∈]a, b[ tal
que las integrales impropias

∫ c

a
f(x)dx y

∫∞
c

f(x)dx convergen entonces

∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ ∞

c

f(x)dx

3. Sea f : [a, b] − {c} → R continua, tal que ĺım
x→c

| f(x) |= ∞ y las integrales impropias
∫ c

a
f(x)dx,

∫ b

c
f(x)dx son convergen, entonces

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

Observación: La definición anterior no depende del valor de c

1.5. Volumen Sólidos de Revolución

1.5.1. Sólido de Revolución entorno al eje x

Sea f : [a, b] → R una función de Riemann integrable (continua), se define el volumen del
sólido de revolución al girar la superficie limitada por la recta y = f(x) , x = a , x = b , y = 0
entorno al eje x

π

b
∫

a

f 2(x)dx
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0 1 2 3 4
0

−1

−2

1

2

Observación: La idea intuitiva de esta definición esta en el hecho de que

ĺım
n→∞

1

n

∑

f 2(xk) =

b
∫

a

f 2(x)dx

De otro modo para el calculo de volumen Consideremos el área encerrada por las curvas
en el intervalo [a, b] tal que f(x) ≤ g(x) y lo rotaremos en torno al eje y = c

El Volumen entonces es

π

∫ b

a

∣

∣(g(x)− c)2 − (f(x)− c)2
∣

∣ dx

Ejemplo 54 Dadas las curvas y = x2 ; y =
√
x.

0 1 2−1
0

−1

1
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1. Determinar el volumen del sólido de revolución al girar la superficie limitada por las
curvas, entorno al eje y = 0

Solución: π

∫ 1

0

(x− x4)dx

2. Determinar el volumen del sólido de revolución al girar la superficie limitada por las
curvas, entorno al eje y = 2

Solución: π

∫ 1

0

(2− x2)2 − (2−
√
x)2dx

3. Determinar el volumen del sólido de revolución al girar la superficie limitada por las
curvas, entorno al eje y = −3

Solución: π

∫ 1

0

(3 +
√
x)2 − (3− x2)2dx

Ejemplo 55 Dada la superficie encerrada por las curvas y = (x− 1)2 e y = 6− | 1− x |.

0 1 2 3−1−2−3

2

4

6

1. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje y = 0.

Solución: Calculemos los interceptos

(x− 1)2 = 6− | 1− x | sea u =| 1− x |
u2 = 6− u

u2 + u− 6 = 0

u = −3 ∨ u = 2

| 1− x | = 2

1− x = 2 ∨ 1− x = −2

x = −1 ∨ x = 3

Además en 1, la función y = 6− | 1− x |, se expresa mas simple.
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Luego tenemos que

π

∫ 1

−1

((x+ 5)2 − (x− 1)4)dx+ π

∫ 3

1

((−x+ 7)2 − (x− 1)4)dx

2. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje y = −5

π

∫ 1

−1

(x+ 10)2 − ((x− 1)2 + 5)2dx+ π

∫ 3

1

(−x+ 12)2 − ((x− 1)2 + 5)2dx

= π

∫ 1

−1

(x+ 10)2dx+ π

∫ 3

1

(−x+ 12)2dx− π

∫ 3

−1

((x− 1)2 + 5)2dx

3. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje y = 8

π

∫ 3

−1

(8− (x− 1)2)2dx− π

∫ 1

−1

(3− x)2dx− π

∫ 3

1

(1 + x)2dx

1.5.2. Sólido de revolución entorno al eje y

Se define el volumen del sólido de revolución de la superficie encerrada por las curvas
y = f(x) , x = a , x = b , y = 0 entorno al eje y

2π

∫ b

a

| xf(x) | dx

0 1 2−1−2−3
0

−1

1

2

Observación: La idea intuitiva de esta definición esta en el hecho de que

ĺım 2π
1

n

∑

tkf(tk) = 2π

b
∫

a

xf(x)dx

De otro modo para el calculo de volumen, consideremos el área encerrada por las curvas
en el intervalo [a, b] tal que f(x) ≤ g(x) y lo rotaremos en torno al eje x = c
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El Volumen entonces es

2π

∫ b

a

(g(x)− f(x))|x− c|dx

Ejemplo 56 Dada la región encerrada por y = sen(x) e y = 0 entre 0 y π, calcule el volumen
del sólido revolución en cada caso

0 1 2 3 4
0

−1

1

1. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje x = 0

Solución: 2π

∫ π

0

x sen(x)dx

2. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje x = −3

Solución: 2π

∫ π

0

(x+ 3) sen(x)dx

3. Calcular el volumen al girar esta superficie entorno al eje x = 7

Solución: 2π

∫ π

0

(7− x) sen(x)dx

Ejemplo 57 Dada la region limitada por y = sen(x), y = cos(x) entre 0 ≤ x ≤ π
2
.

Calcule el volumen del sólido revolución al gira entorno a x = 0

0 1 2−1
0

−1

1

∫ π
4

0

x sen(x)dx+

∫ π
2

π
4

x cos(x)dx
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Ejercicio 58 Dada la region limitada por x = (y − 2)2, x = 5− (y − 3)2 curvas, calcule el
volumen del sólido de revolución entorno a

1. al eje y

2. al eje x

0 1 2 3 4 5−1
0

−1

1
2
3
4
5

1.5.3. Sólidos de Revolución Coordenadas Polares

Sea r = ϕ(θ) una curva en coordenadas polares

Se define el volumen del sólido de revolución que se obtiene al girar la superficie limitada
por los rayos θ = α , θ = β y la curva r = ϕ(θ) con α ≤ θ ≤ β

1. Entorno al eje polar

2

3
π

β
∫

α

| ϕ3(θ) sen(θ) | dθ

2. Entorno al eje perpendicular

2

3
π

β
∫

α

| ϕ3(θ) cos(θ) | dθ

Ejemplo 59 Dada la curva γ = a, girar entorno al eje polar.
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El volumen esta dado por 2π
3

∫ π

0

a3 sen(θ)dθ.

Ejemplo 60 Dadas las curvas r = 1− cos(θ) , r = cos(θ).
Hallar el volumen del sólido de revolución que se obtiene al girar la superficie achurada

el eje perpendicular y al eje polar.
Solución: La gráfica de las curvas corresponde a:

0 1−1−2−3
0

−1

1

El volumen al girar respecto al eje perpendicular corresponde

2π

3

∫ π
6

0

(1− cos(θ))3 cos(θ)dθ +
2π

3

∫ π
2

π
6

cos(θ)4dθ +
2π

3

∫ 3π
2

π

(− cos(θ)) cos(θ)3dθ

El volumen al girar respecto al eje polar corresponde a

2π

3

∫ π
6

0

(1− cos(θ))3 sen(θ)dθ +
2π

3

∫ π
2

π
6

cos(θ)3 sen(θ)dθ +
2π

3

∫ 3π
2

π

(1− sen(θ)) cos(θ)3dθ

1.6. Longitud de una curva

1.6.1. En coordenadas cartesianas

Dada la curva y = f(x), y x ∈ [a, b] , se define la longitud de la curva al número .

∫ b

a

√

1 + (f ′)2(x)dx
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Ejemplo 61 Calcular la longitud de la curva y = x3

6
+ 1

2x
en el intervalo [1, 4]

Solución: Veamos primero la derivada y el cuadrado correspondiente

y′ =
x2

2
− 1

2x2
; (y′)2 + 1 =

1

4
(x4 + 2 +

1

x4
) =

1

4
(x2 +

1

x2
)2

Reemplazando obtenemos

∫ 4

1

√

(y′)2 + 1dx =

∫ 4

1

√

1

4
(x2 +

1

x2
)2dx

=

∫ 4

1

1

2
(x2 +

1

x2
)dx

=
4095

384

De este modo , el largo de la curva es 4095
384

.

1.6.2. En coordenadas paramétricas

Dada la curva x = x(t) e y = y(t) tenemos

∫ x(b)

x(a)

√

1 + (f ′)2(x)dx =

∫ b

a

√

x′(t)2 + y′(t)2dt

Ejemplo 62 Dada la curva x(t) = r cos(t), y(t) = r sen(t).
Determinar la longitud de la curva.

Solución: Veamos la primero

x′(t) = −r sen(t), y′(t) = r cos(t)

∫ 2π

0

√

r2(sen2(t) + cos2(t))dt = (rt) |2π0 = 2πr
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Ejemplo 63 Dada la curva x(t) = 3t2 − 1, y(t) = t3 − 4, con 0 ≤ t ≤ 2
Determinara la longitud de curva

0 5 10
0

−5

5

Solución: Veamos la derivada

x′(t) = 6t, y′(t) = 3t2

Luego reemplazando tenemos

∫ 2

0

√

(6t)2 + (3t2)2dt =

∫ 2

0

3t
√
4 + t2dt =

3

2

∫ 8

4

√
zdz = 8(

√
8− 1).

Luego la longitud de la curva pedida es 8(
√
8− 1)

1.6.3. En coordenadas polares

Dada la curva r = ϕ(θ) con α ≤ θ ≤ β se define la longitud de la curva a

∫ β

α

√

ϕ2(θ) + ϕ′2(θ)dθ

1.7. Area de una superficie de revolución

Es importante tener cuidada con las tapa, ya que la integrales mide solo los mantos

1.7.1. En coordenadas cartesianas

Dada la curva y = f(x) en [a, b] el area de la superficie del solido de revolución, que se
obtiene al girar de superficie limitada por y = f(x) , a ≤ x ≤ b , eje x , x = a, x = b

1. Entorno al eje x

2π

∫ b

a

| f(x) |
√

1 + f ′2(x)dx
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2. Entorno al eje y

2π

∫ b

a

| x |
√

1 + f ′2(x)dx

Ejemplo 64 Dada la región limitada por las curvas y = 3x− 3, y = 1− x2.
Determinar el área de la superficie al girar entorno a

1. Entorno a x = −3

2. Entorno a y = −4

0 2 4−2−4−6
0

−2

−4

−6

−8

2

Solución:

1. Entorno a x = −3

2π

∫ 1

−2

(3 + x)
√
1 + 4x2dx+ 2π

∫ 1

0

(3 + x)
√
10dx+ π(9− 1)

2. Entorno a y = −4

2π

∫ 1

−2

(5− x2)
√
1 + 4x2dx+ 2π

∫ 1

0

(1 + 3x)
√
10dx+ 4π

1.7.2. En coordenadas paramétricas

1. Entorno al eje x, con (x(t), y(t)) y t ∈ [a, b]

2π

∫ b

a

y(t)
√

x′2(t) + y′2(t)dt

2. Entorno al eje y, con (x(t), y(t)) y t ∈ [a, b]

2π

∫ b

a

x(t)
√

x′2(t) + y′2(t)dt
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Ejemplo 65 Dada la región limitada por las curvas x(t) = r cos(t), y(t) = r sen(t), con
l > r.

Determinar el área de la superficie al girar entorno a la recta y = l

Solución: Veamos la primera parte, sobre el eje x

2π

∫ π

0

(l − r sen(t))
√

sen2(t) + cos2(t)dt = 2πr(lt+ r cos(t)) |π0= 2πr(lπ + 2r)

Veamos la segunda parte, bajo el eje x

2πr

∫ 2π

π

(l + r sen(t))
√

sen2(t) + cos2(t)dt = 2πr(lt− r cos(t)) |2ππ = 2πr(lπ)

Luego el área de la superficie corresponde

AS = 2πr(πl + 2r + πl) = 4πr(πl + r)

1.7.3. En coordenadas polares

1. Entorno al eje polar, con r = ϕ(θ), θ ∈ [α, β]

2π

∫ β

α

ϕ(θ) sen(θ)
√

ϕ2(θ) + ϕ′2(θ)dθ

2. Entorno al eje perpendicular, con r = ϕ(θ), θ ∈ [α, β]

2π

∫ β

α

ϕ(θ) cos(θ)
√

ϕ2(θ) + ϕ′2(θ)dθ



Caṕıtulo 2

Series Numéricas

2.1. Sucesiones Reales

Definición 13 Una sucesión de números reales es una función del conjunto N de los núme-
ros naturales en el conjunto R de los números reales.

Notación 1 Dada una sucesión, f : N → R, suele emplearse una notación especial para
representarla. Dado n ∈ N suele representarse el número real f(n) en la forma xn = f(n).
La sucesión misma se representa por f = {xn}n∈N. Cuando no hay posibilidad de confu-
sión, escribimos simplemente {xn} en vez de {xn}n∈N. Conviene insistir en no confundir la
sucesión con el recorrido.

El número xn se llama término n-ésimo de la sucesión; para n = 1; 2; 3 se habla respec-
tivamente de primero, segundo, tercer término de la sucesión.

2.1.1. Sucesiones convergentes

Definición 14 Una sucesión {xn} se dice que converge a un número real x si, dado cualquier
número real ǫ >0, existe un número natural N tal que si n es cualquier número natural mayor
o igual que N se cumple que |xn − x| < ǫ. Simbólicamente:

(∀ǫ ∈ R+)(∃N ∈ N)(|xn − x| < ǫ

Se dice también que el número x es ĺımite de la sucesión {xn}, y se escribe ĺımn→∞ xn = x

Teniendo en cuenta que la desigualdad |xn − x| < ǫ equivale a la doble desigualdad
x− ǫ < xn < x+ ǫ o, lo que es igual, xn ∈]x− ǫ, x+ ǫ[, la definición anterior lo que dice es
que {xn} converge a x cuando, dado cualquier intervalo abierto ]x− ǫ, x+ ǫ[, se verifica que
todos los términos de la sucesión a partir de uno en adelante están en dicho intervalo.

Proposición 26 El ĺımite es único si existe.

Ejemplo 66 La sucesión { 1
n
} es convergente a cero.

Sea r ∈]− 1, 1[. La sucesión {rn} es convergente a cero.
La sucesión {(−1)n} es divergente.

42
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Proposición 27 Sean {xn}, {yn} sucesiones convergentes y c ∈ R entonces

ĺım(cyn) = c ĺım yn

ĺım(xn + yn) = ĺım xn + ĺım yn

ĺım(xn · yn) = ĺım xn · ĺım yn

Además si yn 6= 0 a partir de un N0 ∈ N

ĺım(xn ÷ yn) = ĺım xn ÷ ĺım yn

Proposición 28 Sean {xn}, {yn}, {zn}, sucesiones tales que ĺım xn = A = ĺım zn y

(∃N ∈ N)(∀n ∈ N)((n > N) ⇒ (xn ≤ yn ≤ zn)

entonces
ĺım
n→∞

yn = A

Ejemplo 67 La sucesión { n
√
n} es convergente a uno.

Solución: Considere la desigualdad 1 ≤ n
√
n ≤ 1 + 2√

n

Definición 15 Una sucesión {xn} se dice que es:

Acotada Superiormente si su conjunto imagen está acotado superiormente, es de-
cir, si hay un número a ∈ R tal que xn < a para todo n ∈ N.

Acotada Inferiormente si su conjunto imagen está acotado inferiormente, es decir,
si hay un número a ∈ R tal que xn > a para todo n ∈ N

Acotada si su conjunto imagen está acotado Superiormente e Inferiormente, equiva-
lentemente, si hay un número M ∈ R tal que |xn| < M para todo n ∈ N

Creciente si xn ≤ xn+1 para todo n ∈ N.

Estrictamente Creciente si xn < xn+1 para todo n ∈ N

Decreciente si xn ≥ xn+1 para todo n ∈ N.

Estrictamente Decreciente si xn > xn+1 para todo n ∈ N

Monótona si es creciente o decreciente.

Estrictamente monótona si es estrictamente creciente o decreciente.

Proposición 29 Toda sucesión convergente está acotada.
Toda sucesión monótona y acotada es convergente.

Ejercicio 68 Determinar el ĺımite de las siguiente sucesiones si existe.
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1. xn = 3n+5
4n−7

, n ∈ N

2. xn = n
√
a, n ∈ N, a ∈ R+

3. xn = 1√
5

n
, n ∈ N

4. xn = n( n
√
n+ 1− n

√
n, n ∈ N

5. xn =
√
n2 + 3n+ 8− n, n ∈ N

Definición 16 Sea {xn} una sucesión de números reales; dada una aplicación g : N → N
estrictamente creciente, la sucesión que a cada número natural n hace corresponder el número
real xg(n) se representa por {xg(n)} y se dice que es una subsucesión de {xn}. Observa que
{xn} no es otra cosa que la composición de las aplicaciones {xn} y , g esto es, {xg(n)} =
{xn} ◦ g.

Proposición 30 Si {xn} converge a x, toda subsucesión de {xn} también converge a x.

Ejemplo 69 Estudiar la convergencia de

xn =
1 + (−1)n

n
, xn =

2n + (−1)n(n+ 2)

7n+ 3

Teorema 31 Sean f : A → R una función y a, L ∈ R∪{−∞,∞}. entonces son equivalente
las siguiente afirmaciones:

i. ĺımx→a f(x) = L

ii. Para toda sucesión {xn} de puntos de A tal que ĺımn→∞ xn = a con xn ∈ A, se verifica
que ĺımn→∞ f(xn) = L.

Ejemplo 70 Sea ĺımx→∞ xn = 0, xn 6= 0 entonces

ĺım
n→∞

sen(xn)

xn

= 1; ĺım
n→∞

(1 + xn)
r − 1

xn

= r

2.2. Serie Numéricas

Definición 17 Dada la sucesión reales {an}n∈N, se puede formar la “sucesión de sumas
parciales”

Sn =

n
∑

k=1

ak

llamada serie de la sucesión {an}n∈N o serie numérica.

Notación 2 {Sn}n∈N =

{

n
∑

k=1

ak

}

n∈N
;

Ejemplo 71 Algunos ejemplos de serie numéricas
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1.

{

n
∑

k=1

1
k

}

n∈N

2.

{

n
∑

k=1

sen(k)
k!

}

n∈N

3.

{

n
∑

k=1

(−1)k k
k+1

}

n∈N

Definición 18 Diremos que la serie
∑

an converge a S si y sólo si la sucesión de sumas
parciales {Sn}n∈N converge a S es decir

ĺım
n→∞

Sn = S

Notación: ∞
∑

k=1

ak =
∑

an = ĺım
n→∞

n
∑

k=1

ak = S

Definición 19 Dada la sucesión de numeros reales {an}n∈N,

1. Se dice que S la suma de la serie
∞
∑

k=1

ak si y solo si ĺım
n→∞

n
∑

k=1

ak = S.

2. Se dice que la serie
∞
∑

k=1

ak diverge si y solo si {
n
∑

k=1

ak}n∈N diverge.

Ejemplo 72 Dada la progresión geométrica {arn}n∈N, con r ∈] − 1, 1[, entonces la serie

geométrica
∞
∑

n=0

arn es convergente.

Solución: Para ello

Sn =

n
∑

k=0

a · rk = a
1− rn+1

1− r

luego el limites

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

a
1− rn+1

1− r
=

a

1− r

Por lo tanto
∞
∑

n=0

a · rn converge a a
1−r

si −1 < r < 1. o bien

∞
∑

n=0

a · rn =
a

1− r

Ejercicio 73 Determine la convergencia de la serie
∑
(−2

3

)n
.
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Ejemplo 74
∞
∑

n=1

1
n

S2n =

2n
∑

k=1

1

k
≥ 1 + n

1

2

y

ĺım
n→∞

S2n ≥ ĺım
n→∞

1 + n
1

2
= +∞

Luego | Sn |n∈N diverge. Por lo tanto
∞
∑

n=1

1
n
diverge.

De otro modo, consideremos la función f(x) = 1
x
, cuya gráfica es

0 2 4 6 8
0

−0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Sn =

n
∑

k=1

1

k
≥
∫ n

1

1

x
= ln(n)

de lo cual se obtiene
ĺım
n→∞

Sn ≥ ĺım
n→∞

ln(n) = +∞

Observación: Notemos que la sucesión { 1
n
}n∈N converge a 0 y la serie

∑

1
n
diverge.

Ejemplo 75 Calcular donde convergente la serie
∞
∑

n=1

1
n(n+1)

.

Solución: Veremos la suma parciales

Sn =
n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n
∑

k=1

(

1

k
− 1

k + 1

)

Luego
n
∑

k=1

(

1

k
− 1

k + 1

)

= 1− 1

n + 1

Calculando ĺımite, obtenemos

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(

1− 1

n+ 1

)

= 1.
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Por lo tanto
∞
∑

n=1

1
n(n+1)

= 1.

Teorema 32 (Álgebra de Serie) Sean
∑

an,
∑

bn convergen y α, β ∈ R entonces.
∑

(αan+
βbn) converge y

∑

(αan + βbn) = α
∑

an + β
∑

bn.

Corolario 2 Si
∑

an converge y
∑

bn diverge entonces
∑

(an + bn) diverge.

Ejemplo 76 La serie
∑

( 1
n
+ 1

5n
) diverge, ya que

∑

1
n
diverge y

∑

1
5n

converge.

Teorema 33 (Serie Telescópica) Sean {an}n∈N y {bn}n∈N sucesiones de números reales
tales que an = bn − bn+1 entonces

∑

an converge si y sólo si {bn} converge y
∑

an = b1 − ĺım
n→∞

bn

Ejemplo 77 Demuestre
∞
∑

k=0

2
(k+1)(k+2)

= 2,

Solución: Ya que 1
k+1

− 1
k+2

= 1
(k+1)(k+2)

, además ĺım
n→∞

1
k+1

= 0 y b1 = 1.

Aplicando propiedad telescópica

n
∑

k=0

2

(k + 1)(k + 2)
=

n
∑

k=0

(

2

k + 1
− 2

k + 2

)

= 2− 2

n+ 2

Calculando el ĺımite

ĺım
n→∞

n
∑

k=0

2

(k + 1)(k + 2)
= ĺım

n→∞
2− 2

n + 2

= 2− ĺım
n→∞

2

n + 2
= 2

Teorema 34 Dada la sucesión {an}n∈N.
Si la serie

∑

an converge entonces ĺım
n→∞

an = 0.

Si la sucesión {an}n∈N no converge a cero entonces la serie
∑

an diverge

Demostración 34 Sea an = Sn − Sn−1 entonces

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

Sn − ĺım
n→∞

Sn−1 = S − S = 0.

Observación: Recuerde que la serie
∞
∑

n=1

1
n
es diverge y que la sucesión { 1

n
} converge a cero,

es decir, ĺım
n→∞

1
n
= 0. Por ello el teorema anterior e solo un implicancia
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Ejemplo 78 La serie
∞
∑

n=0

3n
2n−1

diverge, ya que ĺım
n→∞

3n
2n−1

= 3
2
6= 0.

Ejercicio 79 Justifique la convergencia o divergencia de las siguientes series:

1.
∑

(5
2
)n+3 diverge.

2.
∑

cos(nπ
2
) diverge.

3.
∑ n+cos(n)

2n−(−1)n
diverge.

Definición 20 Una sucesión {an} es convergente según Cauchy o es de Cauchy si y sólo si

(∀ǫ > 0)(∃N ∈ N)(∀n,m ∈ N)(m > n > N ⇒| am − an |< ǫ)

Ejemplo 80 Sea {xn}n∈N tal que xn = −1
2
+ 1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n+1

n
converge ya que

| xn+p − xn | = | (−1)n+2

n+1
+ · · ·+ (−1)n+p+1

n+p
|

= | ( 1
n+1

− 1
n+2

) + ( 1
n+3

− 1
n+4

) + · · ·+ (−1)n+p+1

n+p
|

= | 1
n+1

− ( 1
n+2

− 1
n+3

)− ( 1
n+4

)− 1
n+5

) · · ·+ (−1)n+p+1

n+p
|

≤
{ 1

n+1
− 1

n+p
si p par

1
n+1

− 1
n+p−1

+ 1
n+p

si p impar

< 1
n+1

Por lo tanto si 1
n+1

< ǫ entonces n > 1−ǫ
ǫ
.

De este modo la
∑ (−1)n+1

n
es (convergente según) de Cauchy

Teorema 35 (Criterio de Cauchy) Dada la sucesión {an}n∈N.
∑

an converge si y sólo si (∀ǫ > 0)(∃N ∈ N)(∀m ∈ N)(∀p ∈ N)

(

m ≥ N ⇒
∣

∣

∣

∣

m+p
∑

k=m

ak

∣

∣

∣

∣

< ǫ

)

Teorema 36 (Criterio de Comparación) Sean
∑

an,
∑

bn dos serie de términos positi-
vos, tal que (∃M ∈ N)(∀n ∈ N)((n ≥ M) ⇒ (an ≤ bn)).

Entonces

1. Si
∑

bn converge entonces
∑

an converge

2. Si
∑

an diverge entonces
∑

bn diverge

Demostración 36 1. Como an ≤ bn, ∀n > M . Entonces

m
∑

k=1

an+k ≤
m
∑

k=1

bn+k ∀n > M
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Por lo tanto si
∑

bn converge, entonces

|
m
∑

k=1

bn+k| < ǫ para n ≫ 0

luego

|
m
∑

k=1

an+k| < ǫ para n ≫ 0

entonces
∑

an converge, por criterio de Cauchy.

Ejemplo 81

1.
∑

1
n−1

diverge pues

1

n
<

1

n− 1
∀n ≥ 2 y

∑ 1

n
diverge

2.
∑

1
n!

converge ya que

1

n!
<

1

2n
∀n ≥ 4 y

∑ 1

2n
converge

3.
∑ |sen(n)|

3n+4
converge ya que

| sen(n) |
3n + 4

≤ 1

3n
y

∑ 1

3n
converge

4.
∑

1
ln(n)

diverge ya que ln(n) < n .

1

n
<

1

ln(n)
∀n ≥ 2 y

∑ 1

n
diverge

5.
∑ ln(n)

n
diverge ya que

1

n
≤ ln(n)

n
y

∑ 1

n
diverge

6.
∑ sen(nθ)

n2 converge ya que

sen(nθ)

n2
<

1

n2
y

∑ 1

n2
converge.

7.
∑

n
∫

n−1

e−x2
dx converge ya que Para x > 1, se tiene que −x2 < −x, luego e−x2

< e−x

Sn =

n
∫

1

e−x2

dx ≤
n
∫

1

e−xdx = e−1 − e−n

Por lo tanto

ĺım
n→∞

(e−1 − e−n) = 1

ĺım
n→∞

Sn = e−1, converge
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8.
∑ cos(π

n
)

n2 converge pues

cos(π
n
)

n2
<

1

n2
y

∑ 1

n2
, converge

Proposición 37 Sea {an}n∈N sucesión y N ∈ N entonces
∞
∑

n=1

an y
∞
∑

n=N

an convergen o

divergen simultáneamente.

Demostración 37 Sean

Sm = a1 + · · ·+ am

Rn = aN + · · ·+ an

λ = a1 + a2 + · · ·+ aN−1

luego
Sn = λ+Rn, con n ≥ N

calculando ĺımite
ĺım
n→∞

Sn = λ+ ĺım
n→∞

Rn

Por lo tanto ambas convergen o divergen simultáneamente.

Ejemplo 82
∞
∑

n=4

1
n−3

diverge ya que Como se tiene que

∞
∑

n=4

1

n− 3
=

∞
∑

n=1

1

n

Además ∞
∑

n=4

1

n
diverge pues

∞
∑

n=1

1

n
diverge

2.3. Serie de Términos no Negativos

Definición 21 Sea {an}n∈N una sucesión de números reales,
Se dice que la serie

∑

an es de términos positivos si solo si (∀n ∈ N)(an > 0).
Se dice que la serie

∑

an es de términos no negativos si solo si (∀n ∈ N)(an ≥ 0).

Teorema 38 (Criterio de Comparación al ĺımite) Sean
∑

an,
∑

bn series de términos
positivos tal que

ĺım
n→∞

an
bn

= A ∈ R

entonces

1. Si A 6= 0 ambas convergen o divergen simultáneamente.
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2. Si A = 0 y
∑

bn converge entonces
∑

an converge.

3. Si A = 0 y
∑

an diverge entonces
∑

bn diverge.

Demostración 38 Como ĺım
n→∞

an
bn

= A entonces existe n > 0 y

| an
bn

−A |≤ A

2

luego

n ≫ 0
−A

2
≤ an

bn
−A ≤ A

2

entonces

n ≫ 0 0 ≤ A

2
bn ≤ an ≤ 3A

2
bn

Ejemplo 83

1.
∑

3n
n2+2n+5

diverge ya que
∑

1
n
diverge y

ĺım
n→∞

3n
n2+2n+5

1
n

= ĺım
n→∞

3n2

n2 + 2n+ 5
= 3

2.
∑

sen( 1
k
) diverge ya que

∑

1
n
diverge y

ĺım
n→∞

sen( 1
n
)

1
n

= ĺım
n→∞

n sen

(

1

n

)

= 1

3.
∞
∑

n=3

n2

n!
converge pues

∑

n=3

1
(n−2)!

converge y

ĺım
n→∞

n2

n!
1

(n−2)!

= ĺım
n→∞

n2

n(n− 1)
= 1

4.
∞
∑

n=3

n2

en
converge pues

∑

n=3

1
n2 converge y

ĺım
n→∞

n2

en

1
n2

= ĺım
n→∞

n4

en
= ĺım

x→∞

x4

ex
= 0

5.
∑

n3+5
n5+2n3+1

converge pues
∑

1
n2 converge y

ĺım
n→∞

n3+5
n5+2n3+1

1
n2

= ĺım
n→∞

n5 + 5n2

n5 + 2n3 + 1
= 1
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Teorema 39 (Criterio de la Ráız) Sea la serie
∑

an de términos positivos tal que

ĺım
n→∞

(an)
1
n = R

entonces

1. R < 1 ⇒∑

an converge.

2. R > 1 ⇒∑

an diverge.

3. R = 1 no da información.

Ejemplo 84

1.
∑

n−2
n2n

converge ya que

∑ n− 2

n2n
≤
∑ 1

2n
y ĺım

n

√

1

2n
=

1

2
< 1

2.
∑

3
2+lnn(n)

converge ya que

∑ 3

2 + lnn(n)
≤
∑ 3

lnn(n)
= 3

∑ 1

lnn(n)
y ĺım n

√

1

lnn(n)
= 0

Teorema 40 (Prueba de la Razón de D’Alembert) Sea
∑

an serie de términos posi-
tivos y

ĺım
n→∞

an+1

an
= R.

Entonces

1. Si 0 ≤ R < 1 entonces
∑

an converge.

2. Si R > 1 entonces
∑

an diverge.

3. Si R = 1 falta información.

Demostración 40

1. Supongamos 0 ≤ R < 1. Sea r ∈ R tal que R < r < 1 como ĺım
n→∞

an+1

an
= R

⇒ ∃N ∈ N tal que n > N ; an+1

an
< r = rn+1

rn

⇒ ∃N ∈ N tal que n > N ; an+1

rn+1 < an
rn

≤ aN
rN

⇒ ∃N ∈ N tal que n > N ; 0 ≤ an ≤ aN
rN

rn

Por lo tanto
∑

an converge por criterio de comparación.
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2. Supongamos R > 1

⇒ ∃N ∈ N tal que n > N ; an+1

an
> 1

⇒ ∃N ∈ N tal que n > N ; an+1 > an

Luego ĺım
n→∞

an+1 > 0 . Por lo tanto
∑

an diverge.

Teorema 41 (Criterio de Raabe) . Sea
∑

an serie de términos positivos tal que existe

ĺım
n→∞

n

(

1− an+1

an

)

= R.

Entonces:

1. Si R > 1, la serie
∑

an es convergente.

2. Si R < 1, la serie
∑

an an diverge.

Ejemplo 85

1.
∞
∑

n=1

n!
nn converge ya que ĺım

n→∞
an+1

an
= e−1 < 1.

2.
∞
∑

n=1

n!(2
5
)n diverge ya que ĺım

n→∞
(n+1)!( 2

5
)n+1

n!( 2
5
)n

= ĺım
n→∞

(n+ 1) · 2
5
= +∞.

3.
∞
∑

n=1

2n+3
n·2n converge ya que ĺım

n→∞
2n+5

(n+1)·2n+1 · n·2n
2n+3

= 1
2
< 1.

4.
∞
∑

n=1

n3e−3n converge ya que ĺım
n→∞

(n+1)3

e3ne3
· e3n

n3 = 1
e3

< 1.

5.
∞
∑

n=1

3n

(n!)
converge ya que ĺım

n→∞
3n+1

(n+1)!
· n!
3n

= 0 < 1.

6.
∞
∑

n=1

n2

3n
converge ya que ĺım

n→∞
(n+1)2

3n+1 · 3n

n2 = 1
3
< 1.

7.
∞
∑

n=1

n!
n2(n+1)2

diverge ya que ĺım
n→∞

(n+1)!
(n+1)2(n+2)2

· n2(n+1)2

n!
= +∞.

Ejemplo 86 Para que valores de c ∈ R la serie converge

∑ n(n+ 2)

|1− c|n

Solución:

ĺım
n→∞

an+1

an
= ĺım

n→∞

(n+1)(n+3)
|1−c|n+1

n(n+2)
|1−c|n

= ĺım
n→∞

(n+ 1)(n+ 3)

n(n + 2)|1− c| =
1

|1− c| < 1

Note que para 0 y 2 la serie diverge. Por lo tanto c ∈ R− [0, 2]
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Teorema 42 (Criterio de la Integral) Sea f función tal que existe m ∈ N,

1. f es continua y positiva para todo x ≥ m.

2. f es decreciente para todo x ≥ m.

3. f(n) = an; ∀n ≥ m.

Entonces

1.
∞
∫

m

f(x)dx converge entonces
∞
∑

n=m

an converge.

2.
∞
∫

m

f(x)dx diverge entonces
∞
∑

n=m

an diverge.

Demostración 42 Para

m ≤ k ≤ x ≤ k + 1
f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k)

Entonces
k+1
∫

k

f(k + 1)dx ≤
k+1
∫

k

f(x)dx ≤
k+1
∫

k

f(k)dx

Luego

f(k + 1) ≤
k+1
∫

k

f(x)dx ≤ f(k) (decreciente)

⇒
m+n
∑

k=m

f(k + 1) ≤
m+n
∫

m

f(x)dx ≤
m+n
∑

k=m

f(k)

⇒
m+n+1
∑

k=m+1

ak ≤
m+n
∫

m

f(x)dx ≤
m+n
∑

k=m

ak

Ejemplo 87

1.
∞
∑

n=1

1
np =

{

converge si p > 1
diverge si p ≤ 1

Ya que
∫ ∞

1

dx

xp
=

{

converge si p > 1
diverge si p ≤ 1
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2.
∞
∑

n=2

n+1
n2 ln(n)

diverge. Ya que

∞
∑

n=2

1

n ln(n)
≤

∞
∑

n=2

n+ 1

n2 ln(n)

Y ∞
∫

2

dx

x ln(x)
=

∞
∫

ln(2)

du

u
diverge

3.
∞
∑

n=2

1
n lnp(n)

converge si p > 1 pues

∞
∫

2

dx

x lnp(x)
converge si p > 1

4.
∞
∑

n=1

ne−3n converge pues

∞
∫

1

xe−3xdx converge

5.
∞
∑

n=0

1
3+n2 converge ya que

1

3 + n2
≤ 1

n2
∀n ≥ 1 y

∞
∫

1

dx

x2
converge

6.
∞
∑

n=1

n

en
2 converge ya que

∞
∫

1

xdx

ex2 =
1

2

∞
∫

1

du

eu
converge

7.
∞
∑

n=1

ln(n)
n

diverge ya que

∞
∫

1

ln(x)

x
dx diverge

2.4. Serie de Términos Alternados

Definición 22 Sea {an}n∈N una sucesión de términos positivos.
Entonces la serie

∑

(−1)n+1an se llama serie alternada.
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Ejemplo 88

1.
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n

2.
∑ cos(nπ)

n2+5

Proposición 43 (Prueba de Leibniz) Sea {an} monotamente decreciente a cero enton-
ces

∑

(−1)nan converge.

Demostración 43

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n)

Por lo tanto | S2n | creciente ya que {an} es decreciente.
Pero

S2n = (a1 − a2n)− (a2 − a3)− · · · − (a2n−1 − a2n−1)

Luego | S2n | es acotada por a1 − a2n . Entonces | S2n | converge.
Análogamente {S2n+1} converge y como ĺım(S2n+1 − S2n) = ĺım a2n+1 = 0
Por lo tanto

ĺımS2n+1 = ĺımS2n = ĺımSn

Luego
∑

(−1)nan converge

Ejemplo 89

∞
∑

n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + · · ·

= (1− 1) + (1− 1) + · · · = 0

= 1− (1− 1)− (1− 1)− · · · = 1

Definición 23 Sea
∑

an una serie con signos alternados,
Se dice que la serie

∑

an converge absolutamente si y solo si la serie
∑

|an| es convergente
Se dice que la serie

∑

an converge condicionalmente si y solo si la serie
∑

an es conver-
gente y la serie

∑

|an| diverge

Ejemplo 90 La serie
∑ (−1)n

n
converge condicionalmente.

Ejercicio 91 Determinar si la afirmación es verdadera o falsa

1.
∑ (−1)n+1

n2+3n+5
converge absolutamente.

2.
∑ (−1)n

n+5
no converge absolutamente.

3.
∑ cos(nπ)

n+5
converge condicionalmente.
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Definición 24 Sea
∑

µn una serie con signos alternados, designemos por an los términos
positivos y −bn los términos negativos entonces

∑

an ,
∑

bn se llaman series asociadas a
∑

µn

Ejemplo 92 Sea
∞
∑

n=0

(−1)n

2n
, luego

∑

(

1

2

)2n

y
∑

(

1

2

)2n+1

son las series asociados.

Teorema 44 Sea
∑

µn absolutamente convergente entonces
∑

an,
∑

bn convergen y
∑

µn =
∑

an −
∑

bn.

Ejemplo 93 Sea 1− 1
2
+ 1

3
− 1

22
+ 1

32
− 1

23
+ 1

33
· · ·

Por lo tanto las series asociadas son
∞
∑

n=1

(

1

2

)n

,

∞
∑

n=0

(

1

3

)n

Entonces convergen a
∞
∑

n=0

(

1

3

)n

−
∞
∑

n=1

(

1

2

)n

=
1

2

Teorema 45 Si
∑

µn converge condicionalmente entonces
∑

an y
∑

bn divergen

Observación: Si
∑

an ⊻
∑

bn divergen entonces
∑

µn diverge.

Teorema 46 Sea {an} una serie convergente. Suponga que, sin cambiar el orden de los ele-
mentos, se agrupan, insertando paréntesis, de modo que se obtiene otra serie

∑

bn. Entonces
la serie

∑

bn también es convergente y su suma es igual a
∑

an.

Ejemplo 94
∞
∑

n=1

(

−1
2

)n−1
converge.

∞
∑

n=1

(

−1

2

)n−1

= 1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · ·+

=
1

1 + 1
2

=
2

3

Ya que r = −1
2
, pero

∞
∑

n=1

(

−1

2

)n−1

= (1− 1

2
) + (

1

4
− 1

8
) + · · ·+

=
1

2
+

1

8
+ · · ·+ 1

22n+1

=

∞
∑

n=0

1

22n+1
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Luego obtenemos que
∞
∑

n=0

1

22n+1
=

2

3

Corolario 3 Si al insertar paréntesis en una serie
∑

an obtenemos una serie
∑

bn que es
divergente, entonces la serie

∑

an también es divergente.
Si al retirar los paréntesis de una serie

∑

bn obtenemos una serie
∑

an convergente
entonces

∑

bn es convergente y sus sumas coinciden.

Observación: Sólo se puede insertar paréntesis a series convergentes.

Ejemplo 95 Determine la convergencia o divergencia de la serie
∑

1
2n(2n−1)

.
Solución: Veamos por el criterio de los parentesis

∑ 1

2n(2n− 1)
=

∑

(

1

2n− 1
− 1

2n

)

= (1− 1

2
) + (

1

3
− 1

4
) + · · ·

=
∑ (−1)n+1

n

Como la serie
∑ (−1)n+1

n
converge entonces la

∑

1
2n(2n−1)

es converge.

Ejercicio 96 Comprueba la convergencia de las siguiente serie

1.
∑ (−1)n+1

n
.

2.
∑

cos(nπ) · (n+3)
n2+n+5

.

3.
∑

1
nen

.

Teorema 47 Sea
∑

µn alternada.

∑

| µn | converge entonces
∑

µn converge.

Ejemplo 97
∑

(−1)n n
(n+1)2n

converge ya que
∑

n
(n+1)2n

converge por criterio de razón.

Ejemplo 98 La siguiente lista corresponde a la convergencia o divergencia de series numéri-
cas

1.
∑ (−1)n√

n
converge pues es decreciente | 1√

n
|n∈N y ĺım

n→∞
1√
n
= 0.

2.
∑ (−1)n+1n

10n−1
diverge pues ĺım

n→∞
n

10n−1
6= 1

10
6= 0.

3.
∑

n!
3·5·7···(2n+1)

converge pues ĺım
n→∞

(n+1)!
3·5·7···(2n+3)

n!
3·5·7···(2n+1)

= 1
2
< 1.
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4.
∑

n · e−n2
converge pues

∞
∫

1

xe−x2
dx converge.

5.
∑

e
1
n

x2 converge pues
∞
∫

1

e
1
x

x2 dx converge.

6.
∑ arc tg(n)

n2+1
converge pues

∞
∫

1

arc tg(x)
x2+1

dx converge.

7.
∑

ln(n+3
n
) diverge pues

∞
∫

1

ln(x+3
x
)dx diverge.

8.
∑

1
lnn(n)

converge ya que ln(n) > 2 pues n > e2

1

ln(n)
<

1

2
por lo tanto

1

(ln(n))n
<

1

2n

∑

1
2n

converge.

9.
∑

1
ln(en+e−n)

diverge pues e2n + 1 < e3nya que

1 < e3n − e2n = e2n(e− 1)

e2n + 1

en
< e2n

ln(en + e−n) < ln(e2n) = 2n ln(e) = 2n

Por lo tanto
1

ln(en + e−n)
>

1

2n
diverge.

10.
∑

3nn!
nn diverge pues ĺım 3n+1(n+1)!

(n+1)n+1 · nn

3nn!
> 1 diverge.

11.
∑

1
(2n+1)!

converge pues (2n+ 1)! > n! y
∑

1
n!

converge.

12.
∑ (n+3)!

3!·n!·3n converge ya que

ĺım
(n+ 4)!

3! · (n + 1)! · 3(n+1)
· 3! · n! · 3

n

(n + 3)!
=

1

3
< 1

13.
∑

2n

n3+1
diverge ya que

ĺım
2(n+1)

(n+ 1)3 + 1

n3 + 1

2n
= 2 > 1

14.
∑

2n+1
(n+1)(n+2)(n+3)

converge pues

3(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) > (2n+ 1)n2
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15.
∑

1
n ln(n)

diverge pues
∞
∫

2

dx

x ln(x)
diverge

16.
∑

1
n2 ln(n)

converge pues n2 ln(n) > n2 y
∑

1
n2 converge.

17.
∑ (2n)!

2nnn converge pues

ĺım
(2n+ 2)!

2(n+1)(n+ 1)(n+1)
· 2

nnn

(2n)!
=

1

e
< 1

18.
∑

n!
(n+1)!−n

diverge pues

(n+ 1)! = n!(n+ 1) = n!n + n!

(n+ 1)! < n!(n+ 1) + n

(n+ 1)!− n < n!(n+ 1)
1

n!(n + 1)
<

1

(n+ 1)!− n

1

n+ 1
<

n!

(n+ 1)!− n

19.
∑

1
(n+1)

√
n+1

converge pues

1

(n + 1)
√
n + 1

=
1

(n+ 1)
3
2

3

2
> 1

por lo tanto converge. Otra forma

∞
∫

1

dx

(x+ 1)
√
x+ 1

converge

20.
∑

1
(n+1) ln(n+1)

diverge pues

∞
∫

1

dx

(x+ 1) ln(x+ 1)
divege

21.
∑

1
3√
n2−1

diverge pues n2 − 1 < n3 por lo tanto 3
√
n2 − 1 < n

22.
∑

1
3√
n2+1

diverge pues n2 + 1 < 8n3

23.
∑

n2

n!
converge pues

ĺım
(n+ 1)2

(n + 1)!
· n!
n2

= 0 < 1
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Ejercicio 99 Determine la convergencia de la siguiente serie numéricas

1.
∑ (−1)n+1

√
2n−1

2.
∑

(−1)n+1 n
en

3.
∑ (−1)n

ln(n)

4.
∑

(−1)n+1 n+1
3n

5.
∑ (−1)n

ln(en−e−n)

6.
∑ (−1)n

ln(1+ 1
n
)

7.
∑

(−1)n
n+1
∫

n

e−x

x
dx



Caṕıtulo 3

Serie de Funciones

Definición 25 Sean
fn : D ⊂ R → R

x 7→ fn(x)

funciones, para todo n ∈ N.

Dada la sucesión Sn =
n
∑

k=1

fk, llamaremos serie de funciones a la sucesión {Sn}n∈N,

la que denotaremos por
∞
∑

k=1

fk.

Ejemplo 100

1. Dada la sucesión de funciones

fn : R → R

x 7→ sen(nx)
n!

Por lo tanto su serie de funciones es
∞
∑

n=1

fn =
∞
∑

n=1

sen(nx)
n!

2. Dada la sucesión de funciones

fn : ]− 2, 2[ → R

x 7→ |x
4
|(n2+1)

n2+n+3

Por lo tanto su serie de funciones es
∞
∑

n=1

fn =
∞
∑

n=1

|x
4
|(n2+1)

n2+n+3

3. Dada la sucesión de funciones

fn : ]− 1, 1[ → R
x 7→ xn

n!

Por lo tanto su serie de funciones es
∞
∑

n=0

fn =
∞
∑

n=0

xn

n!

62
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Definición 26 Se dice que la serie
∑

fn converge puntualmente para x ∈ D si y solo si la

serie
∞
∑

n=1

fn(x) con x fijo es convergente

Ejemplo 101 Justifique que la serie
∑ |x

2
|n2

n4+5
converge puntualmente para x ∈ R.

Ya que dado x ∈ R fijo se tiene que

0 ≤ | x
2
| n2

n4 + 5
≤ | x

2
|

n2

Y la serie
∑ |x|

2n2 converge, por lo tanto
∑ |x

2
|n2

n4+5
converge puntualmente para x ∈ R.

Ejemplo 102 Justifique que la serie
∞
∑

n=1

sen2(nx)
2n+5

converge puntualmente para x ∈ R.

Dado x ∈ R (fijo)

0 ≤
∞
∑

n=1

sen2(nx)

2n + 5
≤
∑ 1

2n + 5
≤
∑ 1

2n
converge.

Ejemplo 103 Justifique que la serie
∞
∑

n=1

|x|n
(n+1)3n

converge puntualmente para | x |< 2.

Ya que

∑ | x |n
(n+ 1)3n

≤
∑ 2n

(n + 1)3n
=
∑ 1

n+ 1

(

2

3

)n

≤
∑

(

2

3

)n

La serie converge.

Proposición 48 La serie
∞
∑

n=1

fn(x) converge puntualmente para todo x ∈ D si y sólo si

∃f : D ⊂ R → R función tal que

(∀x ∈ D)(∃ǫ ∈ R+)(∃N(x,ǫ) ∈ N)(∀n ∈ N)(n > N ⇒| Sn(x)− f(x) |< ǫ)

Ejemplo 104
∞
∑

n=1

(x
2
)n−1 converge para todo x ∈]− 2, 2[ y converge a 2

2−x
ya que

Sn(x) =

n
∑

k=1

(x

2

)k−1

=
1− (x

2
)n

1− (x
2
)

Por lo tanto
∣

∣

∣

∣

Sn(x)−
2

2− x

∣

∣

∣

∣

=
| (x

2
)n |

| 1− (x
2
) | < ǫ

si y solo si
∣

∣

∣

x

2

∣

∣

∣

n

<
ǫ

2
| 2− x |
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si y solo si

n ln(
x

2
) < ln(

ǫ

2
| 2− x |)

por lo tanto

n >
ln( ǫ

2
| 2− x |)

ln(x)− ln(2)

Dado ǫ y x, existe N(x,ǫ) tal que para todo n > N

n >
ln( ǫ

2
| 2− x |)

ln(x)− ln(2)

Observación: Note que N en ejemplo anterior depende de ǫ y x.

Ejemplo 105
∞
∑

n=0

x
2n

converge puntualmente a f(x) = 2x para todo x ∈ [−3, 3] ya que

Sn(x) =
∞
∑

k=0

x

2n
= x(1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2n
) = x(2− 1

2n
)

Luego

| Sn(x)− 2x |=
∣

∣

∣

x

2n

∣

∣

∣
=

| x |
2n

≤ 3

2n

Por lo tanto
3

2n
< ǫ ⇐⇒ ln(3

ǫ
)

ln(2)
< n

Observación: Notemos que en este ejemplo se tiene que dado ǫ, x existe N tal que n > N
de modo que | Sn − 2x |< ǫ. y en el caso anterior N no depende de x.

Definición 27 (Convergencia Uniforme) Se dice que la serie
∞
∑

n=1

fn(x) converge unifor-

memente a f en D, si y sólo si

(∀ǫ > 0)(∃Nǫ ∈ N)(∀x ∈ D)(∀n ∈ N)(n > N ⇒| Sn(x)− f(x) |< ǫ).

En el ejemplo anterior tenemos una convergencia uniforme.

Ejemplo 106
∑

nxn converge uniformemente a x
(1−x)2

para x ∈]− 1
2
, 1
2
[ ya que

Sn(x) =
n
∑

k=0

kxk = x+ 2x2 + · · ·+ nxn / · x

xSn(x) =
n
∑

k=0

kxk+1 = x2 + 2x3 + · · ·+ nxn+1
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Restando las ecuaciones obtenemos

(1− x)Sn(x) = x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + nxn+1

(1− x)Sn(x) = x1−xn

1−x
+ nxn+1

Sn(x) = x
(1−x)2

− xn+1

(1−x)2
+ nxn+1

1−x

= x
(1−x)2

+ n(1−x)−1
(1−x)2

· xn+1

| Sn(x)− x
(1−x)2

| = | xn+1

(1−x)2
· (n(1− x)− 1)) |

= |x|n+1

|1−x|2 | n(1− x)− 1 |≤ ( 1
2
)n+1

( 1
2
)2

3
2
n = 3n

2n

Como la serie
∑

3n
2n

es convergente, luego ǫ depende solamente de n.

Observación:

1. Si la serie converge uniformemente entonces converge puntualmente.

2. El rećıproco es falso.

Proposición 49 Si
∑

fn converge uniformemente en D ⊆ R a f y las funciones fn son
continuas en D entonces f es continua en D.

Ejemplo 107 El ejemplo anterior tenemos que
∑

nxn converge uniformemente a x
(1−x)2

para x ∈]− 1
2
, 1
2
[ y la funciones xn son continua, luego x

(1−x)2
es continua en ]− 1

2
, 1
2
[.

Proposición 50 Si
∑

fn converge a f en [a, b], fn diferenciables en [a, b] y que
∑

f ′
n con-

verge uniformemente en [a, b]. Entonces
∑

fn converge uniformemente a f y f es diferenciable, además

f ′(x) =
∑

f ′
n(x) ∀x ∈ [a, b]

Proposición 51 Si
∑

fn es una serie de funciones de Riemann integrables que convergen
uniformemente a f(x) en [a, b] . Entonces

f es Riemann integrable y

b
∫

a

f(x)dx =
∞
∑

n=1

b
∫

a

fn(x)dx

Ejemplo 108
∑

x
2n

converge uniformemente a f(x) = 2x en x ∈ [−3, 3] y fn(x) =
x
2n

son
Riemann integrable. Por lo tanto

t
∫

0

2xdx =

∞
∑

n=0

t
∫

0

x

2n
dx t ∈ [−3, 3]

Luego

x2
t

|
0

=

∞
∑

n=0

x2

2n+1

t

|
0
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t2 =

∞
∑

n=0

t2

2n+1

Por lo tanto x2 =
∞
∑

n=0

x2

2n+1 ∀x ∈ [−3, 3].

Proposición 52 (Prueba M de Weierstrass) Sea
∑

fn una serie de funciones y
∑

Mn

serie numérica convergente tal que | fk(x) |≤ Mk k ∈ N, x ∈ D.
Entonces

∑

fn converge uniformemente en D.

Ejemplo 109 La serie
∞
∑

n=0

2x2

3+n3x2 converge uniformemente en R, ya que

∣

∣

∣

∣

2x2

3 + n3x2

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

2x2

n3x2

∣

∣

∣

∣

≤ 2

n3

y
∞
∑

n=1

2
n3 converge.

Ejemplo 110
∞
∑

n=0

nxn converge uniformemente en ]− 1
2
, 1
2
[ ya que

| nxn |= n | x |n≤ n

(

1

2

)n

y
∞
∑

n=0

n
2n

converge.

Ejemplo 111 Dada la serie
∑

23nx como ĺım
n→∞

23nx+3x

23nx = 23x y

23x < 1 si x < 0

23x ≥ 1 si x ≥ 0

Por lo tanto
∑

23nx converge si x ∈ R−

3.1. Series de Potencias

Las series mas importantes son del tipo

∞
∑

n=0

Cn(x− a)n = C0 + C1(x− a) + · · ·+ Cn(x− a)n + · · ·

donde a = cte y {Cn} es una sucesión. Las series de esta forma son llamadas series de
potencias.
Notación: Se subentiende que (x− a)0 = 1, para todo x ∈ R, en particular para x = a.

Si a = 0 entonces la serie de potencia se denota por
∞
∑

n=0

Cnx
n.
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Proposición 53 Si la serie
∑

anx
n converge para x = x1(serie numérica), entonces

∑

anx
n

converge absolutamente para todo x ∈ R tal que | x |<| x1 | .

Ejemplo 112 La serie
∑

xn

2nn2 converge para x = 2, por lo tanto
∑

xn

2nn2 converge absoluta-
mente para x ∈]− 2, 2[.

Proposición 54 Si la serie
∑

anx
n diverge para x = x1 entonces

∑

anx
n diverge para todo

x ∈ R tal que | x |>| x1 | .

Ejemplo 113 Ya que la serie
∞
∑

n=1

xn

3nn
diverge para x = 3.

Por lo tanto diverge para
x ∈]−∞,−3[∪]3,∞[.

Teorema 55 Toda serie del tipo
∑

anx
n se comporta de alguna de las tres maneras siguien-

tes.

1. Converge sólo para x = 0

2. Converge absolutamente para todo x ∈ R.

3. Existe R ∈ R tal que converge absolutamente para todo x tal que | x |< R y diverge
para todo x tal que | x |> R.

Definición 28 El numero R se llama radio de convergencia y el intervalo ]−R,R[ se llama
intervalo de convergencia de la serie.

Observación:

1. Como
∑

an(x−a)n se puede obtener de
∑

anx
n cada proposición del teorema se aplica

al termino general de la serie.

2. La herramienta elemental más utilizada para hallar el intervalo de convergencia es la
prueba de la razón.

Ejemplo 114 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de
la serie

∑

xn

(2n+1)4n

Solución: Apliquemos teorema de la razón.

ĺım
n→∞

| fn+1 |
| fn | = ĺım

n→∞

| x |n+1

(2n+ 3)4n+1
· (2n+ 1)4n

| x |n =
| x |
4

Por lo tanto converge si |x|
4
< 1 ⇔| x |< 4

Si x = 4 entonces
∑

4n

(2n+1)4n
=
∑

1
(2n+1)

diverge.

Si x = −4 entonces
∑ (−4)n

(2n+1)4n
=
∑ (−1)n

(2n+1)
converge.

Por lo tanto converge si x ∈ [−4, 4[
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Ejemplo 115 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de
la serie

∑

xn

n!

Solución: Apliquemos teorema de la razón.

ĺım
n→∞

| fn+1 |
| fn | = ĺım

n→∞

| x |n+1

(n + 1)!
· n!

| x |n = ĺım
n→∞

| x |
n

= 0

Por lo tanto converge absolutamente para todo x ∈ R.

Ejemplo 116 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de
la serie

∑

n!xn

2n

Solución: Apliquemos teorema de la razón.

ĺım
n→∞

| fn+1 |
| fn | = ĺım

n→∞

(n+ 1)! | x |n+1

2n+1
· 2n

n! | x |n = ĺım
n→∞

(n+ 1)

2
| x |= +∞

Por lo tanto diverge para todo x ∈ R− {0}.

Ejemplo 117 Determinar el radio de convergencia y discutir los extremo del intervalo de

la serie
∞
∑

n=1

(3x+4)2n−1

2n−1

Solución: Apliquemos teorema de la razón.

ĺım
n→∞

(3x+ 4)2n−1

2n− 1
· 2n− 1

| 3x+ 4 |2n−1
=| 3x+ 4 |2

Por lo tanto

| 3x+ 4 |2< 1 ⇔ (3x+ 4)2 < 1 ⇔ −1 < 3x+ 4 < 1
⇔ −5 < 3x < −3 ⇔ −5

3
< x < −1

Otra alternativa

32 | x+
4

3
|2< 1 ⇔| x+

4

3
|2< 1

9
⇔| x+

4

3
| < 1

3

Por lo tanto, R = 1
3
, el intervalo es ]− 5

3
,−1[ y a = −4

3

Si x = −5
3
entonces

∑ (−1)2n−1

2n−1
=
∑ −1

2n−1
diverge.

Si x = −1 entonces
∑

1
2n−1

diverge.

Proposición 56 Las series
∞
∑

n=0

anx
n y

∞
∑

n=1

nanx
n−1 tienen el intervalo de convergencia común,

es decir, tienen el mismo radio de convergencia.

Proposición 57 Si
∞
∑

n=0

anx
n tiene radio de convergencia R entonces la función limite es

diferenciable en ]− R,R[ y además, su derivada vale
∞
∑

n=1

nanx
n−1.
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Proposición 58 Una serie f(x) =
∑

anx
n converge con radio de convergencia R tiene

derivada de todos los ordenes en ]− R,R[ y

f (k)(x) =
∞
∑

n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anx
n−k.

Ejemplo 118 Considere la serie
∞
∑

n=0

tn = 1
1−t

, con t ∈]− 1, 1[.

Hallar el valor de convergencia de la serie
∞
∑

n=1

3n(3x+ 1)n−1.

Solución: Sea 3x+ 1 = t por lo tanto,

−1 < 3x+ 1 < 1
−2 < 3x < 0
−2

3
< x < 0

Luego x ∈]− 2
3
, 0[, es decir,

∞
∑

n=0

(3x+ 1)n = − 1
3x
, por lo tanto

∞
∑

n=1

n(3x+ 1)n−1 · 3 =
1

3(x)2
x ∈]− 2

3
, 0[

Ejemplo 119 Dada la serie
∑ xn sen(n)

n2 , analice la converge de la serie en el intervalo [−1, 1].

Solución: Aplicamos teorema de comparación

∣

∣

∣

∣

xn sen(n)

n2

∣

∣

∣

∣

≤ | x |n
n2

y como
∑ |x|n

n2 converge para x ∈ [−1, 1]

entonces
∑ xn sen(n)

n2 converge para x ∈ [−1, 1]

Proposición 59 Si
∑

anx
n tiene radio de convergencia R y si r ∈ R tal que 0 < r < R

entonces
∑

anx
n converge uniformemente en [−r, r].

Observación: Con lo cual, si
∑

anx
n converge a f función continua en ] − R,R[, para

encontrar dicho limite, basta encontrar la serie termino a termino en

[−r, r] ⊂ ]−R,R[.

Ejemplo 120 Dada la serie
∞
∑

n=0

xn = 1
1−x

, analice la converge de la serie en el intervalo

[−1, 1].
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Solución: Sea t ∈]− 1, 1[
t
∫

0

dx

1− x
=

∞
∑

n=0

t
∫

0

xndx

Por lo tanto

− ln(1− x)
t

|
0

=
∞
∑

n=0

xn+1

n+ 1

t

|
0

− ln(1− t) + ln(1) =

∞
∑

n=0

tn+1

n+ 1

ln(1− t) = −
∞
∑

n=0

tn+1

n + 1

Por lo tanto ln(1− x) = −
∞
∑

n=0

xn+1

n+1
para x ∈]− 1, 1[

Si x = −1 entonces ln(2) = −
∞
∑

n=0

(−1)n+1

n+1
=

∞
∑

n=0

(−1)n

n+1

Si x = 1 diverge.
Observación: Si la igualdad tiene sentido en el extremo esta es válida.

Ejemplo 121 Dada la serie
∞
∑

n=0

(−x2)n, determine el intervalo de converge uniformemente

Solución: Como
∞
∑

n=0

tn = 1
1−t

para t ∈]− 1, 1[

Sea −x2 = t para x ∈]− 1, 1[ por lo tanto

∞
∑

n=0

(−x2)n =
1

1 + x2
para x ∈]− 1, 1[

luego t ∈]− 1, 1[

t
∫

0

1

1 + x2
=

∞
∑

n=0

t
∫

0

(−x2)n

arc tg(t) =
∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

t

|
0

t ∈]− 1, 1[

arc tg(t) =
∞
∑

n=0

(−1)n
t2n+1

2n+ 1

arc tg(x) =
∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
x ∈]− 1, 1[
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Observación: Note que esta serie nos dada una forma de escribir π

arc tg(1) =
∞
∑

n=0

(−1)n(+1)2n+1

2n+1
=

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1

π
4

= 1− 1
3
+ · · ·

Ejemplo 122 La serie
∑ sen(nx)

n2+3n+1
converge uniformemente para todo x ∈ R ya que

∣

∣

∣

∣

sen(nx)

n2 + 3n+ 1

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n2 + 3n+ 1
≤ 1

n2

y
∑

1
n2 converge.

Ejemplo 123 Determine el intervalo de convergencia de la serie
∑ (3x+1)n

n2+1
.

Solución: Veamos por el criterio del cuociente

ĺım
| fn+1(x) |
| fn(x) |

= ĺım | 3x+ 1 |

tenemos que

| 3x+ 1 |< 1 ⇔ −1 < 3x+ 1 < 1 ⇔ −2

3
< x < 0

Si x = −2
3
entonces

∑ (−1)n

n2+1
converge

Si x = 0 entonces
∑

1
n2+1

converge

Por lo tanto converge uniformemente si x ∈ [−2
3
, 0]

Ejemplo 124 Determine el intervalo de convergencia de la serie
∑

1
n2 (

x
1+x

)n.
Solución: Veamos por el criterio del cuociente

ĺım
n→∞

|fn+1(x)|
|fn(x)| = ĺım

n→∞
| 1
(n+1)2

( x
1+x

)n+1n2(1+x
x
)n |

= ĺım
n→∞

n2

(n+1)2
· | x

1+x
|

= | x
1+x

|

| x
1+x

|< 1 ⇐⇒ −1 < x
1+x

< 1

⇐⇒ −1 < 1− 1
1+x

< 1

⇐⇒ −2 < − 1
1+x

< 0

⇐⇒ 2 > 1
1+x

> 0

⇐⇒ x > −1
2

Si x = −1
2
entonces

∑ 1

n2

(−1
2

1
2

)n

=
∑ (−1)n

n2
converge

Por lo tanto converge absolutamente si x ≥ −1
2
, es decir, converge uniformemente si x ≥ −1

2

Ejercicio 125
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1.
∞
∑

n=0

sen(nx)
3n2+5

converge uniformemente para x ∈ R

2.
∞
∑

n=1

e−3nx

n2 converge uniformemente para x ∈ R+
0

3.
∞
∑

n=0

1
n2 (

x
1+x2 )

n converge uniformemente para x ∈ R

4.
∞
∑

n=0

sec2 (nx)
n

diverge para todo x ∈ R

5.
∞
∑

n=0

n2

|x+1|n converge si | x+ 1 |> 1

Ejemplo 126 Calcular el radio de convergencia de la serie
∞
∑

n=1

nxn

Solución: Se tiene que
1

1−x
=

∞
∑

n=0

xn | x |< 1

1
(1−x)2

=
∞
∑

n=1

nxn−1 | x |< 1

x
(1−x)2

=
∞
∑

n=1

nxn | x |< 1

Observación:
∞
∑

n=1

n(−1
2
)n =

− 1
2

(1+ 1
2
)2

Ejemplo 127 Hallar una serie para f(x) = x
1+x−2x2

Solución: Sea f(x) = 1
3
( 1
1−x

− 1
1+2x

)
y como

1

1− x
=

∞
∑

n=0

xn | x |< 1

y
1

1 + 2x
=

∞
∑

n=0

(−2x)n | −2x |< 1 ⇐⇒| x |< 1

2

Por lo tanto

f(x) =
1

3
[
∞
∑

n=0

xn −
∞
∑

n=0

(−2x)n] | x |< 1

2

Ejemplo 128 Hallar una serie para f(x) = 1
x2+x+1
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Solución:

1

x2 + x+ 1
=

x− 1

x3 − 1
=

x

x3 − 1
− 1

x3 − 1

= −x
1

1 − x3
+

1

1− x3

= −x
∞
∑

n=0

x3n +
∞
∑

n=0

x3n

= −
∞
∑

n=0

x3n+1 +

∞
∑

n=0

x3n

Ejemplo 129 Hallar una serie para f(x) = ln(
√

1+x
1−x

)

Solución:

ln(

√

1 + x

1− x
) = ln(

√
1 + x)− ln(

√
1− x)

=
1

2
ln(1 + x)− 1

2
ln(1− x)

= −1

2

∞
∑

n=0

(−x)n+1

n+ 1
+

1

2

∞
∑

n=0

xn+1

n + 1

Ejercicio 130 Hallar una serie para las siguientes funciones

1. x sen(x)

2. sen(x+ 3)

3. f(x) = 1
2−x

4. sen2(x) = 1
2
(1− cos(2x))

5. 15−5x
6−5x−x2

Solución: note lo siguiente

5x− 15

6− 5x− x2
=

?

x− 1
+

?

x+ 6
=

?

1− x
+

1

6

?

1 + x
6

Observación:

1
∫

1
2

sen(x)

x
dx =

1
∫

1
2

1

x
(x− x3

3!
+

x5

5!
· · · )
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3.2. Serie de Taylor

Definición 29 Sea f :]a, b[→ R infinitamente diferenciable en x = c con
c ∈]a, b[. Diremos que la serie

∞
∑

n=0

f (n)(c)

n!
(x− c)n

es la serie de Taylor de f en c.

Ejemplo 131 Sea f(x) = ex en x = 0.
Como f(0) = 1 y f (n)(0) = 1 se tiene que: g(x) = 1 + x es tal que g(0) = 1 , g′(0) = 1

por lo tanto g coincide con f y f ′ en x = 0.
Sea h(x) = 1+x+ x2

2
se tiene que h(0) = 1, h′(0) = 1 y h′′(0) = 1 por lo tanto h coincide

en f, f ′, f ′′ en x = 0.
De este modo h(x) es una mejor aproximación de f en el punto (0, 1)

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

5

10

15

20

Por lo tanto

p(x) =
n
∑

k=0

1

k!
xk

coincide con f y sus n−derivadas en x = 0

Definición 30

1.
∞
∑

n=0

f(n)(0)
n!

xn se llama serie de Maclaurin.

2. pn(x) =
n
∑

k=0

f(k)(c)
k!

(x− c)k se llaman polinomios de Taylor.

3. Se desea saber si
∞
∑

n=0

f(n)(c)
n!

(x− c)k converge para x 6= c y si converge a f(x) lo cual no

siempre es cierto.



CAPÍTULO 3. SERIE DE FUNCIONES 75

Ejemplo 132 Si f(x) =

{

e−
1
x2 x 6= 0
0 x = 0

Note las siguiente cualidad de esta función
Solución: Notemos primero que

f ′(0) = ĺım
x→0

e−
1
x2

x
= ĺım

h→∞

e−h2

1
h2

= ĺım
h→∞

h

eh2 = 0

Además

f ′(x) = e−
1
x2 · 2

x3
x 6= 0

Para la de segundo orden

f ′′(0) = ĺım
x→0

e−
1
x2

2
x3

x
= ĺım

h→∞

e−h2
2h3

1
h

= ĺım
h→∞

2h4

eh2 = 0

Además

f ′′(x) = e−
1
x2 ·
(

4

x6
− 6

x4

)

x 6= 0

En general tenemos que

f (n)(0) = 0 y
∞
∑

n=0

0 = serie de Taylor.

Y converge a f(x) solo para x = 0 y converge para x 6= 0 pero no a f ′(x).

Teorema 60 Si f tiene derivadas de todos los ordenes en ]c−R, c+R[ y existe M ∈ R+(que
puede depender de x) tal que | f (n)(x) |≤ n!·Mn para todo x ∈]c−R, c+R[, n ∈ N , entonces.
La serie de Taylor de f en c converge a f(x) para todo x ∈]c−R, c+R[ y

f(x) =

∞
∑

n=0

f (n)(c)

n
(x− c)n

Ejemplo 133 Como la serie de ex en x = 0 es
∑

xn

n!
y la sucesión |xn|

n!
es tal que

ĺım
| x |n+1

(n + 1)!
· n!

| x |n = ĺım
| x |
n+ 1

= 0

Por lo tanto |xn|
n!

acotada para todo x ∈ R luego

ex =
∑ xn

n!

Ejemplo 134 Análogamente

sen(x) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!

y

cos(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
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Teorema 61 Sea f función con derivada de orden n en el punto x = 0.
Entonces existe un único polinomio p(x) tal que deg(p(x)) ≤ n que satisface las condiciones:

p(0) = f(0), p(k)(0) = f (k)(0), k ∈ {1, · · · , n}

este polinomio es

p(x) =
n
∑

k=0

fk(0)

k!
xk

Análogamente para x = x0

p(x) =

n
∑

k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)

k

Ejemplo 135 Sea f(x) = ex con x = 1 entonces

p(x) =
n
∑

k=0

e

k!
(x− 1)k

Observación: Se deseaŕıa conocer el error que se comete en la aproximación de f por un
polinomio de Taylor p(x) se llama error a la diferencia

R(x) = f(x)− p(x)

por lo tanto

f(x) =
n
∑

k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)

k +R(x)

y se llama formula de Taylor con resto.

Ejemplo 136 Sea

1.
1√
1+x

= (1 + x)−
1
2 =

∞
∑

k=0

(

−1
2

k

)

xk

= 1− 1
2
x+

(− 1
2
)(− 1

2
−1)

2!
x2 + · · ·

2.
1√

1−x2 = (1 + x2)−
1
2 =

∞
∑

k=0

(

−1
2

k

)

(−x2)k

= 1− 1
2
x2 +

(− 1
2
)(− 1

2
−1)

2!
x4

Definición 31 Sean n ∈ N y α ∈ R, entonces se extiende la definición del binomial

(

α
n

)

=
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
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Ejemplo 137
ax = ex ln(a)

=
∞
∑

n=0

(x ln(a))n

n!

=
∞
∑

n=0

lnn(a)
n!

xn

Ejemplo 138
senh(x) = ex−e−x

2

= 1
2
ex − 1

2
e−x

donde

e−x =

∞
∑

n=0

(−x)n

n!

y

e−x =

∞
∑

n=0

(−x2)n

n!

Teorema 62 Sea f función tal que f(x) ≥ 0 y f (n)(x) ≥ 0 en [a, b] para n ∈ N.
Si x0 ∈]a, b[ entonces para todo x ∈]a, b[ tal que | x− x0 |≤ b− x0 la serie de Taylor

∞
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0) converge a f(x)

Ejemplo 139 Sea f(x) = (1− x)−c con c > 0 y x < 1 tenemos

f ′(x) = c(1− x)−c−1, · · · , f (n)(x) = c(c+ 1) · · · (c+ n− 1)(1− x)−c−n

por lo tanto fn(x) ≥ 0 si x < 1 luego
si x0 = 0, a = −b, 0 < b < 1 con ]− a, b[⊂]− 1, 1[
se tiene que

1

(1− x)c
=

∞
∑

k=0

(

−c
k

)

(−x)k

donde x ∈]− 1, 1[ y c > 0
Si c = −α y x = −x entonces α < 0 y −1 < x < 1 se tiene

(
1

1 + x
)−α =

∞
∑

k=0

(

α
k

)

xk

(1 + x)α =

∞
∑

k=0

(

α
k

)

xk x ∈]− 1, 1[ y α < 0

Teorema 63 Sea f función con derivada n + 1 en ]a, b[ y tal que fn es continua en [a, b].
Si x y x0 son dos puntos distintos en [a, b], existe c entre x y x0 tal que

f(x) =

n
∑

k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)

k +
fn+1(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1
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por lo tanto

R(x) =
fn+1(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1

Observación: Luego c depende de x y n.

Ejemplo 140 Sea ex =
∞
∑

n=0

xn

n!
por lo tanto

ex =
n
∑

k=0

xk

k!
+

ec

(n+ 1)!
(x)n+1 c ∈ [0, x]

Observación: Si | fn+1(t) |≤ M y a < t < b entonces

| R(x) |≤ M | x− x0 |n+1

(n+ 1)!

Ejemplo 141 Sea

1
2
∫

0

e−t2dt se tiene que

e−t2 =

∞
∑

n=0

(−1)t2n

n!
=

4
∑

k=0

(−1)t2k

k!
− f 5(c)

5!
t10

donde
f 5(c)

5!
t10 =

−ect10

5!

con −t < c < 0 y

| −ect10

5!
|= ect10

5!
<

t10

5!
<

(1
2
)10

5!

por lo tanto
1
2
∫

0

e−t2dt ≈

1
2
∫

0

(1− t2 +
t4

2!
− t6

3!
+

t8

4!
− (1

2
)10

5!
)dt

≈ 1

2
− 1

3

(

1

2

)3

+
1

5

(

1

2

)5
1

2!
− 1

7

(

1

2

)7
1

3!
+

1

9

(

1

2

)9
1

4!
−
(

1

2

)11
1

5!


