Capitulo 4

Espacio Afin

4.1. Introduccidn:

El espacio afin, es un trio de la forma (V, X-), en donde:
1. V es el espacio vectorial sobre el cuerpo K
2. X es el conjunto de puntos

3. - es una funcién dada por:

y cumple con:
a) (VxeX)(H-xzx)
b) (VU,WeV)(VoeX)(V+W)

I
=}
=l
s

T (B x)

Observacién: Note que - es una accién del grupo (V. +) en el conjunto X, la cual es transitiva
y fiel.
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Propiedad 4.1 Sea (V,X,-)
L (V:EEX)(VUEV)( (T -2 = )

un espacio afin, entonces

(7-4)v=7-7)

2. (V:p,yeX)(V?eV)((?w)-y:?y—?

3 (V?eV)(Vx,yeX)((?-x)(?-y)=:7y)
4. (Ve e X)(VT eV)((V-z=2) =T =0)

5. (Vx,yeX)(V?eV)(x(?-y):x_y>+?)

6. (w,wev)(vg;,yeX)((v.x)(my)=_7+@+w)

Demostracion:
ﬁ
1. Seanxe X, v eV

Por unicidad son iguales

2. Sean r,ye X, v eV

(zg-70)(V-z) = zg- (-0 -(V-x)
- @ Etv;v) )
= :zc_y> 0-x
(@-7)(T-a) - Fea
Luego (?y—?) (?w):y, entonces

De lo cual se tiene

—
y(v-x) =7 +yz
3. Sean v eV, zyeX
T - T)(T )
7T = (7o) (T ) (7
T(T-2) = Ty
T (T (Tx)) = T (T-y)
(-T+w+7)x = (-0+7)y
Wer =y
w o= Ty
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4. Sean v €V, x € X tales que ¥ -x = x, pero 0 -r=w luego tenemos que

- =
v=zxz=0

4.2. Espacio Afin Vectorial

Propiedad 4.2 Sea V un K- espacio vectorial, X =V y

VxV V

—
— — — = = —
(’U,’w)v Vow =0 +w

entonces (V,V,-) es un espacio afin.

Demostracion: Veamos si - cumple con las propiedades anteriores

L (vTeV)(0-7=7)

—
Sea v €V,
— -
0-v = 0+v
—
= v
— = — — (= — — =\ —
2 (Vv,w,er)(v (w~x):(v +w) x)
—_ = —
Sean v, w, x €V,
— (> — — (= =
U (wx) = U-(w+x)
— — =
= v+(w+x)
— = —
= ('U+w)+x
— =\ =
= (U+w)-x

Sean 7,y €V,
- = —
u-r =y
B — —
u+ax = 7y
— - —
u o= y-x
Ademas, (?—Y)EV
- =\ = - = =
(y—:p)~x = yY-T+7
=Y

Luego al tomar V' = X, entonces (V, X,-) es un espacio afin. [
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4.3. Subespacio Afin

Sea (V, X,-) un espacio affn y U < V. Se define S(zo,U) = {U -xo | ¥ €U} en donde S(zo,U)

se denomina subespacio afin, donde U es la direccién del subespacio afin.

Ejemplo 4.3 Sea V = X =R?, el Espacio Afin, luego

§((1,10),{(1,4)))

es un subespacio afin, con direccion ((1,4))

Notacion:

1. Se dice que S(xg,U) es una recta afin si y sélo si dim U =1
2. Se dice que S(xg,U) es un plano afin si y sélo si dim U = 2
3. Se dice que S(xg,U) es un hiperplano afin si y sélo si dim U =dim V -1
4. dim (S(zo,U)):= dim U
Propiedad 4.4 Sea (V,X,-) un espacio afin y para todo xo € X entonces

X = S(fL’(),V)

Demostracién: Sea (V, X,-) un espacio afin, y z € X.

t. V. - X
%

—
v = VT

Es una funcién, ya que @ -z es tnico. Ademds t,(7) = t, (), significa que v -x = W - x, pero
es tnico, luego v = .

Por tltimo, dado y € X, existe 7y € V tal que t,(z7) = y.

por ello tenemos que

S(x,V)=X.
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Ejemplo 4.5 En V = X =R* espacio afin veectorial. Sea 7:2x +3y — 4z +w = 6.
Ezxprese m en términos de un subespacios afin.

Solucién: Sea (x,y,z,w) € m, luego tenemos w = 6 — 2z — 3y + 4z, reemplazando obtenemos,

(z,y,2,w)
= (2,9,2,6 -2x -3y +4z2)
= (z,0,0,-2x) + (0,y,0,-3y) + (0,0, 2,42) + (0,0, 0,6)
= 2(1,0,0,-2) +y(0,1,0,-3) + 2(0,0,1,4) + (0,0,0,6)

Denotemos
x9=1(0,0,0,6), U=((1,0,0,-2),(0,1,0,-3),(0,0,1,4))

Luego
S (zo,U) =(0,0,0,6) +((1,0,0,-2),(0,1,0,-3),(0,0,1,4))

Teorema 4.6 Sean (V, X,-) un espacio afin y S(xo,U) un subespacio afin, entonces

U={T7|z,yeS(xo,U) }

Demostracién: Sean (V, X,-) un espacio afin y S(zo,U) un subespacio afin

1. Veamos primero U { Ty | 2,y € S(xo,U) }
—_—
Sea U €U, luego U - o, o € S(xo,U) ya que Uy %o (ﬂ)-xo) envian zo en @ -zo v la
unicidad del vector tenemos

—

—
l’o(u '.73'0): u

de este modo se tiene
Uc{zy|zyeS(z,U) }.
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2. Para la otra contencién { x| 2,y € S(xo,U) } cU.
Sean x,y € S(zo,U), por demostrar Ty € U.

Como z,y € S(x,U) se tiene que, existen u,us € U tal que

—> —>
T =1U1-To Y =1uUz-2Tg
Sea
—> —
xy = W
— — —
(u1 xo) (u2 xo) = W /- ui -z
— — —  [(—>
(Ul ZL‘Q) (Ug ZL‘Q) Uy = w~(u1-x0)
—  — —
Uy Ty = (w +u1)-x0 | — uz
— = —
Ty = (—U2 + w +U1) To
Por unicidad
— = e
—Ug+ W +Up = 0
— — —
w = Uy — U
— — —
con us —uj €U, luego w eU. [ ]

Propiedad 4.7 Sean (V,X,-) un espacio afin, x,z € X yU subespacios de V', entonces

1. Si zeS(x,U) entones S(xz,U) =S(z,U).

2. Si S(x,U) =S(z,U) entones T2 €U.
Demostracién: Sean (V) X,-) un espacio afin, z,z € X, U <V, y z € S(x,U) luego tenemos
que z= U -x ,con U €U

Ahora bien, notemos que
— —  — — —
wez=w-(u-z)=(wW+7u) x

por ello S(z,U) € S(z,U). andlogamente, obtenemos que
(-w) z=(-u) (0 -2)=(-u+U) z=1

y con ello la otra contencion.

S(x,U) =S(z,U).
De S(x,U) = S(z,U), tenemos que x € S(z,U), luego existe & €U que cumple con

— —
U-2=x=TZ T
L= —
es decir, xZ2=u €lU. [

Propiedad 4.8 Sean (V,X,-) un espacio afin, x,w € X y U, W subespacios de V', tales que
S(z,U)n S(w, W) + @, entonces, erxiste z € X, de modo que

S(z,U)nS(w, W) =S(z,UnW)
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Demostracién: Sea z € S(z,U) nS(w,W) , luego por la propiedad anterior tenemos que
S(z,U)=8S(z,U) A S(w,W)=5(z,W)
Ahora demostraremos que
S(z,U)nS(z,W) =S(z,UnW)

Para ello, sea u e S(z,U) nS(z,W), luego tenemos por teorema 4.6 que
ureld A uzeW,

de lo cual tenemos w2 e U n W, de este modo u € S(z,U nW).
Para la otra contencién, sea u € S(z,U N W), luego tenemos por teorema 4.6 que uz e U N W,
de lo cual tenemos u? € U A uz € W, de este modo u € S(z,U) nS(z,W). |

Corolario 4.9 Sean (V,X,-) un espacio afin, x; € X y U; subespacios de V', para todo i € I
tales que NierS(x;,Us) + @, entonces, existe z € X, de modo que

ﬁz’els(l‘i, Uz)) = S(Z, ﬁz’elui)

Teorema 4.10 Sean (V,X,-) un espacio afin, r,w € X y U, W subespacios de V', entonces
S(z,U) =S(w,W) siysolosid =W ~n S(z,U)nS(w,W)+

Demostracién: Supongamos que U = WAS(x,U)nS(w, W) # @, por demostrar que S(z,U) =
S(w,W).
Sea z € S(z,U)nS(w,U),

S(z,U) =S(z,U)=5(z,W) =S(w,W)

Ahora supongamos que S(z,U) = S(w, W), por demostrar U =W y
S(z,U)NnS(w, W) +@
Por teorema anterior
U = {zweV |z weS(,U)}
{z eV | z,weS(w,W)}
= W

Ademds S(z,U) = S(w, W), se tiene entonces que S(z,U)n S(w, W) + @.

Grupo de las Traslaciones. Sea (V,X,-) un espacio afin y @ € V

t-: X - X

a
r o~ t=(z)=7d-z

. .’ . . —> .
Se dice que t— es una traslaciéon en la direccion del vector @, en el conjunto X.

Teorema 4.11 {— es una funcion biyectiva.
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Demostracién:

i. t- es inyectiva, sean z,y € X por demostrar t-(z) = t=(y), entonces z = y Para ello
veamos

ta(0) = t7(1)
a-r = a-y
@ (Tz) = -2-(T )
— —
0-z = 0.y
r =Y

De este modo t— es inyectiva.

ii. t es epiyectiva, por demostrar que Rec (1) =X

La primera contencién es evidente que Rec (1) € X, basta demostrar que Rec () 2 X.

Dado x € X N PR
tg(—am) = a(—a~:c)
— —
= ( a+(-a )) T
—_
= 0-z
=
Luego t— es epiyectiva, de este modo t— es biyectiva. [
Notacion:

T(X)={tz | deV}
Propiedad 4.12 Sea (V, X,-) un espacio afin, entonces

T(X) es un grupo, llamado el grupo de las traslaciones del espacio afin.

Demostracién: Consideremos las aplicacion, que ademéas cumple con:

T(X) = (Vi+)
tg > 7
t} o -7a
a
tgoty < 153
Ademds por unicidad tenemos t3 () =t () se tiene que T=0. |

Propiedad 4.13 Sean (V,X,-) un espacio afin, @, u €V y xo€ X entonces
t=(S(xg,< U >)) =S(@xo,< W >)

es decir, t— respeta paralelismo de la rectas.
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., > —>
Demostracién: Sean a, v eV y xpe X

t=(S(zo,< W >) tz({aW 20 | a € K})
{tg(aﬂ)-xo) | CtEK}
= {E’-(&ﬂ)wo) | aeK}
{aW - (dx) |ae K}

(S(E)'ZL'Q,< U >)

Corolario 4.14 Sean (V,X,-) un espacio afin, @ €V, U<V yxoe X entonces

tz(S(wo,U)) = S(wo,U).

4.4. Sistema de Coordenadas

Sean (V, X,-) un espacio afin, g € X y B una base ordenada del espacio vectorial V.
Se dice que (xg, B) es un sistema de coordenada de X y las coordenada de z € X respecto al
sistema de coordenadas (xg, B), estan dadas por:

[2](20.8) = [T0%]

Ejemplo 4.15 En espacio vectorial afin real, es decir, V = X = R?.
Sean xy = (1,1) y B={(1,0),(0,1)}.
Determine las coordenadas del punto [(3,5)](z,,5)

Solucion:

(LG5
[3.5) - (1,1l
- [

[(3.5)] 00 ) = ( " )

[(375)](000,3)

O
Y Y Y
A
6 - 6J|-5
5 4 5+44———¢
|
4 4 3 :
3 3+2 |
|
21 2J|-1 I
14 4 | 4 X
1 0 1 2 3
} } } } X <_'T___|_'|'_'_‘)X
0 1 2 3 4 0¢ 2 3 4
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Ejemplo 4.16 Sea (V,X) un espacio afin, vo€ X y B ={aj, a3, a3, a,} base de V.
Determine las coordenadas de

Solucioén: Sea

1+t a2 +ag+-+an|,

= lat]p+[a]s +[az]s + +[a]s
(a_1>+a—)2+a—)3+" +an) xo](évoB)

1 0 0

0 1 0

= 1+ . +...+] .

0 0 1
1
1
[(a1 +ag +as+- +a/n) fL‘O](:voB)_
1

Teorema 4.17 Sean (V,X) un espacio afin, xo€ X y B base de V tal que

a B1 ap + B
73= 0{2 YT |(x0.B) = 6,2 , entonces T z0.B) = O@J'FBQ

: ( 0, ) : ( 0, ) :

n B an + By

Demostracién:

[V 2] (wom) =

De este modo se tiene
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Ejemplo 4.18 Sean (V,X,-) un espacio afin, xo,x,y € X y B una base de V tales que

€ Y1
€2 Y2
[$](xO,B) =1 . ) [y](:vo,B) =1
T Yn

Calcule [77]5

Solucién: Si 7y = Tz + Tyl = —ZoZ + Toy, entonces:

(z9]p = [—_«%’? + @B
;[ffol’]B + [@y]g
= —[7 ](xo,B) +[y ](:vo,B)

-1
[#9]s =7
Yn — Tp

a

Observacién: Tener un sistema de coordenadas para el espacio afin (V, X) significa que po-
demos representar cada punto de X mediante una matriz columna.

4.5. Ecuacion de la Recta

Sean (V,X,-) espacio afin, xy € X y B base ordenada de V. Ademéds sea [ una recta afin tal
que [ = S(zg, (7))
Si y €[, entonces existe t € K tal que y = (t?) - Lo

W](@o,B) = [(ﬁ))'l’](zo,B)
-
t

1l

5

o
— A~
o~

Il
~
B
CR

Supongamos que

T U1 a1
T2 Y2 a2
[?]B = s [y](xo,B) =1 . y [x](xo,B) =

entonces tenemos ecuacién paramétrica de la recta [ en el sistema (zg, B).

Y = t-x1+aq
B Yo = 1 -To+ag
Yo = t-Tp+an
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Despejando el pardmetro ¢, obtenemos la ecuacién simétrica de la recta [ en el sistema (zg, B).

l_yl_a1:y2_a2_ _yn_a'n

X X2 Tn

Ejemplo 4.19 Sea V = X = R3, B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} base ordenada de V', zq =

(1,2,3) y1=5((2,1,0),((2,3,1))).
Determine la ecuacion paramétrica y simétrica de [1]z,,5)

Solucién:
Si 7 el, entonces T =(2,1,0) +a(2,3,1)

[?]@0,3) [(27170) +Q(27371)](m0,8)
= [(2,1,0)] (o8 + [(2,3,1)]5
= [((1,2,3)(2,1,0)]p + a[(2,3,1)]5
= [(17 _17 _3)]8 + Oé[(Q, 37 1)]8
2 -1
[?](10,8) = 2 + 2
-3 1
del cual se concluye la ecuacion paramétrica
r1 = -+ 2
l: To = 200+ 2
T3 = a-3

y la ecuacion simétrica es
r—-2 y-2 z+3

-1 2 1

[:

Ejercicio 4.20 En V = X = R4, sean x = (1,2,1,2), y = (1,3,1,1),
B=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}

base ordenada de V' y xq=(1,-1,0,1).
Determine la ecuacion paramétrica y simétrica de [lyy](z0,8)

Ejemplo 4.21 Sean V=X =R3 y H=5((0,0,1),((1,2,3),(-1,0,1)))
Determine si H es un hiperplano afin

Solucion:

dim (((1,2,3),(-1,0,1))) = 2, entonces H es un hiperplano afin



CAPITULO 4. ESPACIO AFIN 154

4.6. Formas Lineales

Sea (V, X) un espacio afiny f: V — K, entonces f es una forma lineal (f transformacién lineal)
si y sélo si

(Yo B € K) (V57,7 € V) (F(0 + 5T3) = a- () + - ()
Ejercicio 4.22 Determine si las siguientes funciones son formas lineales

f: R4 — R
(r,y,z,w) ~ 2r+y—-w

I R3 - R
(r,y,2) ~ w

Teorema 4.23 Si f es una forma lineal no nula sobre el espacio afin (V,X), entonces
ker f={v eV | f(¥) =0}

es un hiperplano.

Demostracién: Como f es no nula, entonces existe o e K* y ¥ € V tales que f(7) = a.
Despejando y operando obtenemos que

f(v) = a /é,aiO
1f(v) =1
f(éﬁ) =1 /BaBEK
f(5-7) =8

todo elemento tiene preimagen, es decir
f es epiyectiva
Por teorema de algebra lineal, tenemos la siguiente igualdad
dim V =dim (ker f)+dim (Im f)
Supongamos dim V =n y como f es epiyectiva, entonces dim (Im f) = 1, entonces
n=dim (ker f)+1, luego dim (ker f)=n-1

ker f es un hiperplano.

Teorema 4.24 Seald <V yU hiperplano, entonces existe una forma lineal f, tal que ker f=U.
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Demostracion:
Si dim V =n, entonces dim U =n — 1.
Sea B = {v7,03,...,0n-1} base de U

Sea w €V tal que W ¢ U, entonces V =U + <TU))

—_ . . v d
Sea ¢ €V, entonces existen tnicos u €U y « € K tales que

- - —
U= U +aw
Por lo anterior, se obtiene la funcién
f+V - K

Vo~ f(U)=f(U+aW) =«
que claramente es una forma lineal y ker f =U. ]

Observaciéon: El teorema anterior, nos permite determinar la ecuacién cartesiana de un hi-
perplano vectorial.
Con las notaciones anteriores B = {w1, w3, ...,w,} otra base de V. Si v € ker f entonces

— —> —> —
U = T1W] + ToWay + -+ + T W,

luego
F(T) = ay f@@0) +aa- f(w2) + o+ 2y f(W07)

= Q1°T1+Qg Tog+-+0, Ty
0 = a1-x1+Q9 - To+-+0y, Ty

[y

esta ultima, es la forma general de la ecuacion cartesiana de un hiperplano vectorial con respecto
a la base B.

4.7. Ecuacion de un Hiperplano Afin

Sea S(xo,U) un hiperplano afin y (xg, B) un sistema de coordenadas en X. Supongamos

a T
(2o = | 7| ¥ [#eon | 7
an T,
Sea x € S(zo,U), entonces
[z12]p = [T120+ Tod]p

= [®2] - [To71]B

= [*](zo.B) — [T1](20.B)
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finalmente
T — a1
—7 | T2~ G2
(W] = :
Ty — Qp

Como u €U y U es hiperplano, entonces tenemos que existe «; € K, tal que

ap-(r1—ar)+ag-(zg—ag) + -+, (r, —ay)
Q1 -T1—Q1-G1 TQ-Tyg— Q202+ + Oy Ty — Oy - Ay

Despejando obtenemos

0
0

QA1 X1 +QTog+ +Qp Ty =0Q1-A] T Qg A2+ ...+ 0y ay

Ecuacién hiperplano afin

a1 T+ Qo To+ -+, T,=d

156

Ejemplo 4.25 Sea V = X =R3. $i B ={(1,1,0),(1,0,1)(1,0,0)} base ordenada de R3, S; =

S((1,1,1),((2,1,3),(0,1,-1))) y zo = (1,2,3).

Determine la ecuacion cartesiana del hiperplano afin [S1](z,,5)-

Solucion:

Sea (x,y,z) € Sy, entonces (x,y,2z) = (1,1,1) + a(2,1,3) + (0, 1,-1),luego:

[(xayaz)](wo,B) = [(17171)](000,3)+C“[(27173)]B+ﬁ[(0717_1)]3

[(17273)(17 17 1)]3 + Oé[(Q, 173)]3 +ﬁ[(07 17 _1)]B
[(07_17_2)]3 + C“[(Qa 173)]3 + ﬁ[(oa 17_1)]3

-1 1
(@9, 2)@o,B) = | =2 |+ | 3 |+8]-1
3 -2
de otro modo
-l+a+p
[(z,9,2)](z0,8) = | -2+ 3=
3-2a
Por lo tanto
r1 = -l+a+p
Yy = —2+30é—ﬁ
z1 = 3-2«

del cual se concluye que la ecuacién del hiperplano afin es

T1+y +22 =3.

1

0
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Ejercicio 4.26 Sea V = X =R3. Si B ={(1,1,1),(1,1,0)(1,0,0)} base ordenada de R3, U =
((1,2,1),(0,1,2)) y xo = (3,1,2).

Determine la ecuacion cartesiana del hiperplano afin [S(((1,1,1),U)](z0,5)-

Ejercicio 4.27 Sea m un plano en R3, cuya ecuacion en el sistema (xg,B) esx+y—2z =15,

con xo=(1,2,3) y B={(1,1,0),(1,1,1)(1,0,0)} base
Determine la ecuacion cartesiana del hiperplano afin

[(m)]((1.3.0).0(13.2).23.1).2.1.3))) -

4.8. Paralelismo en un Espacio Afin

Sea (V, X)) un espacio afin, Sy = S(z,U) y So = S(y, W) subespacios afines.
Se dice que

S1 || Sy siysélosilatd <W o bien W<U.

Ejemplo 4.28 Determine si S1 y Sa son paralelos donde

S1 {(z,y,2) eR3 | x+2y+2=1}
Sy = {(z,y,2) eR3 [ x+2y+2=-T}

Solucién:
S1:x=1-2y -z, entonces

(2,9,2) = (1-2y-2zy,2)

($ay72) = (150a0)+(_2y7y50)+(_2a0a2)
(z,y,2) = (1,0,0)+y(-2,1,0) +2(-1,0,1)
entonces
S1=5((1,0,0),((-2,1,0),(-1,0,1)))
Analogamente
Sy = S((7>O>O) <(_27 1,0), (_1707 1)>)
Luego Sy || So

a

Teorema 4.29 Sean (V,X) un espacio afin, S1,Ss subespacio afines tal que dim Sy = dim Ss,
entonces

S1 || Sz, si y sdlo si existe t traslacion tal que t(Sy) = Ss.
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Demostracién: Supongamos S; || Sa, por demostrar que existe ¢ traslacion tal que ¢(S7) = S,
Ya que U =W, tenemos

S
S

S(x,U)
Sy, W)

Sea U =7, luego t—=(x) =y y por lo tanto

S(xz, W)
S(y,U)

t=(S(x,U)) = S(V -x,U) = S(y,W)

Ahora supongamos que existe ¢ traslacion tal que ¢(S7) = Sy, por demostrar S || Ss.
Sea Si = S(x,U) y t=(S1) = t=(S(x,U)) = S(V - x,U) = Sy, luego ambos tienen la misma

direccién por lo tanto Sy || Ss. |
Teorema 4.30 Sea (V,X) un espacio afin, S1 y Sy hiperplanos afines, entonces

Sy || Sa, siy solo si Sy =5,vSiNSy=0

Demostracién:
Supongamos S || Sz, por demostracién S; =S, v S1N Sy =2

i) Si.51nSy =g listo

ii) Ahora S; NSy # @, entonces existe z € X tal que z € §; N .Sy como Sy N Ss. entonces

S1 = S(z,U) = S(zU)
Sy = S(y,”) = S(Z,U)

Por lo tanto S} = 5,
Ahora supongamos S = S5 v S1 NSy =@, por demostrar Sy || Ss.
i) Si S; = S,, entonces S || S listo

ii) Caso S; NSy =@, por absurdo

Supongamos que S;N Sy =@ A Sy /|| Sz, S1=S(x,U), y Sy =5(y,W). Como U, W son
hiperplanos distintos se tiene que V =U + W.

— . — —
xyeV, existe uw e, w e W

— =
=u+w
(a0 + =y [-@

—
= —w-y

5 e &l

| &

de donde U -y =-w -x € S1 NSy # @ Por lo tanto

S| Se.
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Definicién 4.31 Sea (V,X) un espacio afin y S = {xg,x1,22,,x,} € X.
Se dice que S es linealmente independiente si y solo si

(41(S) =1)v (4(S) > 1 A{zoz1, 2023, -, Toxy }) es linealmente independiente.

Definicién 4.32 Sea (V,X) un espacio afin y S = {xo,x1,22,,x,} € X.
Se define el subespacio afin generado por S es

S(%, {$0$1,$09€2> ) $0$n})

note que S = {xo, 1,72, -, Ty} € (w0, {Tox1, ToT2, -, ToTn } ).

Notemos que dado x,z € X distintos, luego la recta afin que contiene a los puntos esta dada
por
loe = S(x,< T2 >)

Del mismo modo la interseccion de dos rectas afines, es vacia o un punto o son iguales propiedad
4.8.

4.9. Dilataciones en un Espacio Afin

Sea (V,X,-) un espacio afin, dim(X) >2 y la funcién f: X - X biyectiva.
f es una dilatacién si y sélo si, para todo [ recta, f(1) ||
Note que la identidad es una dilatacion.

Teorema 4.33 Sea [ : X — X wuna dilatacion en el Espacio Afin (V,X), entonces f esta
completamente determinada si se conoce la imagen de dos puntos.

Demostracidén: idéntica a la del teorema 1.40.

Definicién 4.34 Sea f una dilatacion en el espacio afin (V, X).
Se dice que [ es una Traslacion si y solo si, f no tiene puntos fijos o f =1d.

Se dice que [ es una Homotecia si y solo si, f tiene puntos fijos y el se llama centro de
la homotecia o f = 1d.

Teorema 4.35 Una traslacion estd completamente determinada si se conoce la imagen de un
punto.
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Demostracién: Sea f una traslacién y a € X tal que f(a) =a’ y consideremos z € X. de modo
que = ¢ lgor.

Definimos: Il paralela a l,, v x € [y

ly paralela a l,, vy a' € [4

Por lo tanto I3 nly = {x'} es la imagen de .

Al conocer la imagen de dos puntos, f esta com-
pletamente determinada. [

Por argumentos similares a los realizados en el primer capitulo tenemos que las tinicas trasla-
. —
ciones son t— con v € V.

Propiedad 4.36 Sea f: X — X una homotecia de centro c € X, entonces existe k € K tal que

f(x) = (kcz) - ¢, Para todo = € X.

Demostracién: Dado x € X, distinto de ¢, luego f(x) no esta fijo, por ello tenemos que las
_
rectas le; || lej(x), de este modo los vectores directores son linealmente dependiente {cz,cf(x)}.

. . - —_
Por lo anterior existe k € K, tal que cf(x) = kcx.
De este modo tenemos que f(z) = (kct) - c.
Ahora bien dado y € X, tenemos que f(x) = (acy) - ¢, pero notemos que Iy, | ly(2)f(y), de este
_

modo los vectores directores son linealmente dependiente {zy, f(z)f(y)}, de lo cual tenemos
a=k

f(z) = (kcz) - ¢, Para todo z € X.

Notacion: M.y es la homotecia de razén k y centro c.
Propiedad 4.37 Sea (V,X) un espacio afin entonces
He={Mgy | ke K"}

es un grupo, llamado de las homotecia de centro c

Demostracion: Notemos solamente que
Megy o Mty = Mc ke

M—l

(c,k) ~ M(cvk‘l)
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Ejemplo 4.38 Describa las homotecia de centro ¢ y razon k en espacio vectorial afin.

Solucién: (V, V), el espacio vectorial afin,

M(c,k)(x) (kIC_ZI)Z) - C
(kx —kc)-c
= (kx—-kc)+c

kx+(1-k)c.

Teorema 4.39 Sea [ una dilatacion en espacio afin (V,X), entonces erxiste o € K tales que
para todo x,y €, se tiene

f(@) f(y) = axy

«a se llama la razon de la dilatacion

Demostracién: Sea f una dilatacién.
i) Si f es una traslacion, luego f =t

(T 2) (T -y)
Ty

tz(2)t7 ()

Lo cual se tiene por la propiedad 4.1, y oo = 1.
ii) Si f es una homotecia, luego f = M.

My (@) My (y) = (kez-c)(keg-c)
= ke - ke

= kxy
Lo cual se tiene por la propiedad 4.1, y a = k. ]

Corolario 4.40 Sean fi, fo una dilatacion en espacio afin (V,X), de razén ki, ke respectiva-
mente, entonces

1. f1o fo tiene razon kiko
2. fit tiene razon kit
Corolario 4.41 Sea (V,X) un espacio afin, entonces
D(X)/T(X) = (K",")

Propiedad 4.42 Sea (V,X) un espacio afin.
Una dilatacion esta completamente determinada si se conoce la imagen de un punto y la razon
de la dilatacion.
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Demostracién: Sea o una dilatacién de razén k tal que o(c) = ¢’
Primer Caso, si o es un traslacion, k =1, y estamos listo.

g = t—;
cc
Segundo Caso, si ¢ es una rotacién
o= M(a,k)
Pero tenemos que
/
M (c) = ¢
—
kac-a = ¢
—>
—
kac = ac
- !
kac = ac+cc
—  — -
kac—-ac = cc
—
—
(k-=1)ca = (¢
ca = cc
k-1
L =
a = T—ccc
Conocemos el centro y la razon esta completamente determinado. [

Propiedad 4.43 Sea (V,X) un espacio afin y o una dilatacion tal que o(x) = z y de la Tazdn
k, entonces

Demostracién: ¢ una dilatacién tal que o(x) = z y de la razén k. Luego tenemos que
-1 _
too(x)=x

es una dilatacion, que tiene un punto fijo y es de razén k, por lo tanto es una homotecia de
razén k

t;_z} 00 =M

de lo cual tenemos
g = tx—g o M(z,k;)

Propiedad 4.44 Sea (V,X) un espacio afin, entonces para todo a,b € V', para todo c € X y
para todo r,s € K*
tﬁ’ o M(c,r) © t_b’ o M(c,s) = t7f+r_b) o M(c,rs)
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Demostracion: Sean a,beV,ce X y r,s e K*.

Mery ot 0 Mies))(€) = Miery o t3)((sC-c))
= My otg)(e)

N
= M(Cm)( b -C)

_

= (rc(?-c)-c)
- (T
= 4300

De lo cual obtenemos que la dilatacion

t—r_l; © M(c,r) © t_b’ © M(c,s)

tiene un punto fijo y la razén es el producto de las razones, luego es rs.

t—r_b) © M(c,r) © t_b’ © M(c,s) = M(c,rs)

despejando obtenemos
tg oMy oty oMesy=to 30 Mers

Ejercicio 4.45 Sea (V, X)) un espacio afin, entonces
Determinar condiciones para c,d € X distintos y r,s € K* de modo que M.,y o M) es una
traslacion.



