Capitulo 3

Plano Métrico

En los espacios métricos introduciremos la nocién de ortogonalidad entre rectas y analizaremos
el quinto axioma de Euclides.

3.1. Introducciéon

Para enunciar los axiomas del plano métrico, consideremos I1 = (P, £, Z, L) donde P es el
conjunto de puntos, L es el conjunto de rectas, Z una relacién de incidencia entre puntos y
rectas y L una relacion ortogonalidad entre rectas.

alb alb

b
a b
a

Ahora veamos los tres tipos de axiomas (afines, perpendicular y colineacién).

3.1.1. Axiomas Afines:
1. SiA, B e P, A+ B entonces (3!l € L)(AZl A BZI)

B l
/
2. Cada recta contiene al menos tres puntos.
// |
3. Existe un tridngulo (tres puntos no colineales).
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]>(

3.1.2. Axiomas de Ortogonalidad

1. Sean I,m € L tal que sil L m, entonces m L[ (L es simétrico)
AF; l

2. Sean PeP,le L, entonces Ame L tal que PZ my m L1
Ademas si PZI, entonces m es unica.
3. Sil1m, entonces [Inm #+ &

Definicién 3.1 Sean I1 = (P, L,Z, 1) plano que cumple los ariomas afines y de ortogonalidad
y [ una funcion biyectiva, se dice que f es una colineacion del plano 11 si y solo si

i) f:L— Ly f:P—P son biyectiva.
ii) Preserva incidencia:
Para todo P,l se tiene que si PTl, entonces f(P)Zf(l).
iii) Preserva Ortogonalidad.

Para todo l,m se tiene que sil L m, entonces f(I) L f(m).

Notacioén:
Aut(IT) = {f:TI > IT | f es colineacién}
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Simetrias en el plano.

Definicién 3.2 Sea R e Aut(I1), se dice que R es una simetria de eje l si y sélo si

i) R+1d
ii) R tiene orden dos

iii) R fija a todos los puntos de una recta [ (eje de simetria)

Notacion: R; es la simetria de eje [.

Visualizacién de una simetria: Sean PeP y a,be L

1. Si PZa entonces R,(P) =P

2. Si PZa, entonces existe b L a, tal que PZb, pero {Q} = anb, luego b es tnica recta tal
que QZb.

Pero R,(Q) = Q, R.(P)ZR,(b), QZR,(b), y como R,(a) L R,(b), por ello R,(b) = b, de
lo cual tenemos que R,(P)Zb.

b

.

|

R N
} Fa(P)
|

Rotaciones:
Sea o € Aut(Il), se dice que o es una rotacion si y sélo si existen R,, R, € Aut(Il), tal que
anb={P}yo=R,0Ry.

a) P se denomina centro de rotacién.

b) El dngulo de rotacién viene dado por o = < APA”,
donde A” =g (A)

En plano Real el angulo de una rotacion siempre es el doble del angulo entre las rectas a y b.
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Traslaciones:
Sea t € Aut(IT). Diremos que ¢ es traslacién a lo largo de [ si y sélo si existe a,b € L tales que
t=RyoRpanb=ayallabll (R, Ry simetria).

. L

Simetria Puntual Sea Hp € Aut(Il). Diremos que Hp es una simetria Puntual si y sélo si
existen a,b € £ tales que Hp = R,0o Ry, anb={P}yalb

3.1.3. Axiomas de Colineaciones:
1. Simetrias
a) Todas recta estd asociada a una tnica simetria.

L - Aut(Il)

a - R,

b) El grupo de las colineaciones esta generado por el conjunto de las simetrias del plano
afin.

2. Rotacion: Sea ¢ una rotacién tal que o(P) = Py o(l) =m, entonces existe b € L tal que
PZby (VXII)(Ry(X) =0(X))
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3. Traslaciones: Sea t traslacion a lo largo de la recta [ del plano II.

Sean a,b € L tales que a L IAb 1 1y t(a) = b, entonces existe ¢ € L tal que ¢ 1L [y
(VXTa)(Ro(X) = (X)),

a b

donde ¢ se visualiza como la paralela media entre a y b

3.2. Plano Métrico

Definicién 3.3 1= (P, L, Z, 1) es un plano métrico, si y sélo si satisface los ariomas: afines,
de ortogonalidad y de colineacion.

Ademds, el grupo de las colineaciones corresponde a Aut(Il), es decir, biyecciones entre puntos,
entre rectas y que preservan incidencia y ortogonalidad.

Propiedad 3.4 Sean II plano métrico, o € Aut(Il) y R, simetria de eje a, entonces

goR, o0 ! = Ro(a)

Demostracién: Notemos que 0 o R, o0~ es una simetria, ya que

-1 _

i) 0o R,007 !+ Id. Supongamos que 0o R, 00 Id entonces

R, = oloo

R, = Id
Pues esto es una contradiccion, por lo tanto es distinta de la identidad.

ii) (coR,00 ) o(coR,007t)=1d

Esto es verdadero pues Id = Id, de esta forma se cumple que tiene orden dos.

iii) 0o R, 007! deja fijos a todos los puntos de la recta o(a)
Si PZa entonces o(P)Zo(a)

(00 Ry007)(0(P)) =0 (Ra(P)) =0(P)

Luego tenemos, es una simetria y fija los puntos de la recta o(A), luego

goR, o0 ! = Ro(a)
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Corolario 3.5 Sean II plano métrico, a,b,l € L tal que Ri(a) =b entonces
RZORaoRl :Rb.

Propiedad 3.6 Sea I plano métrico y a,b € L tal que a L b entonces R,(b) = b.

Demostracién:

Sea { P} = anb, luego tenemos que b es la tnica recta ortogonal a a en P. Ademdas PZa entonces
R,(P)=P.

Pero R,(P)ZR,(b) y R.(b) L R,(a), de lo cual tenemos que:

PIR,(b) y R,(b) La
Por unicidad de b, se tiene que R, (b) = b. |

Propiedad 3.7 Sea Il plano métrico y a,b € L distintas tales que R,(b) =b entonces a L b.

Demostracién:

Sea PTby PZa, luego tenemos que R,(P)Zb, consideremos c¢ tal que PZcy ¢ 1 a, entonces por
la propiedad anterior tenemos R,(c) = ¢, de lo cual R,(P)Zc.

De este modo tenemos que P, R,(P)Ze, por ello tenemos ¢, b tiene dos puntos en comun, luego
las rectas son iguales, de lo cual obtenemos que b 1 a. ]

Propiedad 3.8 Sean II plano métrico, a,b e L distintas, entonces

alb siysolosi RyoR,=R,0R,

Demostracién: Sean a,b € L y a L b, luego tenemos que R,(b) = b, ademds R;' = R,, de este
modo tenemos que

Ry,oRyo R;l = RRa(b) = Ry.

despejando obtenemos

RbORa=Ra0Rb

Supongamos ahora que

RbORa=Ra0Rb

despejando, y usando la propiedad tenemos
RRa(b) =RqyoRyo Ry =Ry
luego R, (b) = b, de lo cual a 1 b. n

Teorema 3.9 (Teorema de las Tres Simetrias para Rotacién) Sea II plano métrico.
Si PeP ya,bceLl, tal que PZa,b,c, entonces (Id € L)(R,o Ryo R. = Ry A PZd)
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Demostracién: Ya que R.o R, es una rotaciones de centro Py consideremos (R.o Ry)(a) = a’,
entonces por axioma de rotacién existe d € L tal que dZl A R.o Ry, = Raa
Notemos que
(Reo Ry)(x)
(Rd o Rc o Rb)(ZL‘)

Ry(x) ;VaZa
T Vala

De lo cual obtenemos que
RjoR.oRy=1d; Ryjo R.o R, = R,

Supongamos que

Rd ] RC o Rb
RC o Rb
de lo cual tenemos R.o R, = R4, en donde
R.o Ryo R.o Ry
Rc o Rb o RC Rb
RC o Rb Rb o Rc
b 1L c

Id /Rd o
Ry

Id

Andlogamente d L c. Por lo tanto por P pasan dos rectas b,d perpendiculares a ¢ esto es una
contradiccion, luego debe cumplirse la otra igualdad.

RdORCORb = Ra
RdORC = RaoRb
Rd = RaORbORC

d a

Teorema 3.10 Sea II plano métrico y o una rotacion de centro P.

Si PZa, entonces (3be L)(PZb A 0 =R, o Ry)

Demostracién: Ya que o es una rotacién, existen ¢,d € £ tales que cnd={P}y 0= R.o Ry
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Luego tenemos que PZa,c,d y por teorema de las tres simetrias se obtiene

RQORCORd=Rb

Despejando
R.oR;j=R,oRy,=0

Teorema 3.11 Sea II un plano métrico y P € P.
Gp ={o € Aut(Il) | o rotacién de centro P}

entonces (Gp,o) es un grupo abeliano.

96

Demostracion: Clausura Sean oy,05 € Gp, luego existen a,b,c,d € L tales que PZa,b,c,d y

01=Ry0 Ry, 00=R.0Ry.

Como PZa,b,c y R, o Ry o R., por teorema de las tres simetrias existe [ € £ tal que PZl y

RaORbORCZRl.
Luego tenemos que

01009=RyoRyoR.0oR;=RoR;eGp

Neutro Dada a € £ tal que PZa entonces R, o R, =1d e Gp.
Inverso Sea 0 = R, o Ry € Gp, luego

o1 =RyoR,eGp
Conmutatividad Sean o, = R, o Ry, 03 = R. o Ry. Por demostrar que
01009 =02001.

Por teorema de las tres simetrias tenemos que R, o R.o Ry = R,
Luego o9 = Ry o R;. De lo cual obtenemos

g1009=R,0RyoRyoR;=R,0R,

01002=Rb0RlORa0Rb

Reemplazando, obtenemos una proposicién equivalente a que debemos demostrar

Ryo RjoRy=Rpo RjoR,
Pero por teorema de las tres simetrias, es una simetria
R,oRjo Ry = (RaORlORb)_l =RyoRjoR,

lo que demuestra lo requerido.
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Teorema 3.12 (Las Tres Simetrias para traslaciones) Sea Il plano métrico,
St a,b,c,l e L tal queanb=anc=bnc=@ yl L a,b,c entonces

(I3de LY(Ryo Ryo R.=Rqg A d L)

l l

a b c d

Demostracién: Ya que R.o Ry, es una traslacién a lo largo de [ y consideremos (R.oRp)(a) = o/,
entonces por axioma de traslacion existe d € £ tal que d L1 A R.o Rp|s = Ryl
Notemos que
(Reo Ry)(z) = Ra(x) ;VaZa
(RgoR.oRy)(x) = = :VaZa

De lo cual obtenemos que
RjoR.oRy,=1d; Ryjo R.o R, = R,

Supongamos que
RjoR.oR, = Id /Rdo
Rc o Rb = Rd

de lo cual tenemos R.o R, = R4, en donde

R.oRyoR.oR, = 1Id
RcoRboRc = Rb
RcoRb = RboRc
b 1 ¢
luego bnc + @.
Por lo tanto
RdORCORb = Ra

RdORC = RaoRb
Rd = RaoRbORc

Teorema 3.13 Sea II un plano métrico yl e L.
Gy ={o € Aut(Il) | o traslacion en la direccion | }

entonces (Gy,0) es un grupo abeliano.
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Observacién: El quinto postulado de Euclides en el plano métrico dice que si PeP, l e Ly
PZI, implica que existe un tinico me £ tal que PZ my m ||
P

————— *——————-m

1

1. Los planos métricos, que cumple el quinto axioma de Euclides se le denomina plano
Euclidiano.

2. Si no existe rectas paralelas, entonces el plano métrico se denomina plano Eliptico.

3. Si existen infinitas paralelas, entonces el plano métrico se denomina plano Hiperbdlico.

3.3. Plano Euclidiano

El plano Euclidiano es un plano métrico en el cual se cumple el quinto postulado de Euclides,
es decir, es un plano Il = (P, £,Z, 1) que cumple con

1. Los axiomas afines
2. Los axiomas de ortogonalidad
3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma Euclides Si PZIl entonces 3!m € £ tal que PZm A m || |

Introduccioén: A través de éste axioma se derivan muchas propiedades de la geometria clasica,
como las siguientes:

1. La suma de los angulos interiores de un tridngulo suman 180°

/>

a+ B+ =180° (>

2. Sial1labll,a+bentonces al b
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3.Sialcarald, blcentoncesb L d

4. Angulos alternos internos

l|m=a=8

5. Sil 4 m entonces o + 3 # 180°

3.3.1. Modelos de Plano Euclidiano

Sean V' un plano vectorial sobre K tal que 20y f:V xV — K, una forma bilineal, simétrica
sin vectores isétropos, es decir,

1. Bilineal:
Se dice que f es lineal en la primera componente.

a) (Yo1,v3,v3 € V)(f(01 + 703, 03) = f(01,03) + f(v2,73)).

b) (Ya e K)(VT, T € V)(f(aT. @) = af(T, )
Note que la linealidad en la segunda componente, se logra con la siguiente propiedad

2. Simétrica:

Se dice que f es simétrica si y sélo si

(VT,w e V)(f(V, W) =f(W,7)).

3. Sin vectores isétropos:

Se dice que f no tiene vectores isétropos si y solo si

(VT eV)(f(V,7V)=0= T =0).
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Plano Métrico Euclidiano Sean V' un plano vectorial y f:V xV — K, una forma bilineal,
simétrica sin vectores isétropos.
Definimos el plano (V, f), de modo que el conjunto de puntos es P =V, el conjunto de recta £
es el conjunto de rectas afines, la incidencia Z es la pertenecia y la ortogonalidad entre rectas
esta dada por

(v1) +wy L (v2) +ws siy sélo si f(vy,v9) =0.

Propiedad 3.14 Sea V' un K-espacio vectorial y f un forma bilineal simétrica sin vectores
isdtropos, entonces (V. f) es un Plano Métrico Euclidiano

Demostracién: De ejercicios los axiomas afines y de ortogonalidad, recordar para ello las
nociones de geometria analitica, el de colineacion lo veremos mas adelante.

Ejemplo 3.15 Sea (R?, f) plano Euclidiano, con f el producto interno usual, es decir,
f: R? x R? - R
((x1’$2)7(y1ay2)) ~ o T1T2 + Y1Y2

Dada las rectas Iy :y=x+2 yly:y=—-x-3.
Determine si ly L ls.

Solucion: Para el caso real, con el producto usual sabemos que
i Ly my-me=-1

lo cual es verdadero.
De otro modo, o en general con un producto arbitrario, tenemos

h=((1,1))+(0,2); l=((1,-1)) +(0,-3)
Evaluando el vector director
f((1,1),(1,-1))=1-1+1--1=0
Por lo tanto
L L.

a

Observaciéon: En general la forma bilineal utilizada es el producto interno usual para K = R,
pero para otro cuerpo, es necesario tener presente lo siguiente:

Sea (V, f) un Plano Euclidiano, luego se tiene que V' es un espacio vectorial de dimensién dos
y f es una forma bilineal sin vectores isotropos. Por ello, dado u; € V' no nulo, se tiene que u,
es anisotropo y podemos obtener el ortogonal a

<up >={veV | f(uy,v)=0}
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No es dificil demostrar que este espacio tiene dimensién 1, ya que es una ecuacién lineal ho-
mogénea de dos variables, luego existe us y se cumple que {uj,us} es una base de V.
Dados © = xquq + x2us, Yy = y1uq + Yyous, podemos calcular

f(@,y) = xyn f(ua,ua) + 22ya f (u2, u2)
Como esta forma bilineal no tiene vectores isétropos, significa que la ecuacion cuadratica
[z, x) = a3 f(ug, uy) + 25 f (ug, uz) = 0
solo puede tener la solucion trivial, de lo cual obtenemos
flug,ur) #0A f(ug,ug) #0

y ademds

22 = _f(u2,u2)
f(uy,ur)

no debe tener solucion.
De este modo tenemos que la forma bilineal salvo escalar, debe poder escribirse de la forma

f(z,y) = 21y1 = d2212

donde 22 = 4 no tiene solucién.
Por esto es importante considerar el grupo de los cuadrado, que esta dado por

Ok = {a’ | a e K- {0}}

y de los no cuadrado
ZKzK—{a2 | aeK}
Por ejemplo en Zs, tenemos que el conjunto de los cuadrados es Oy = {1, 4} y el conjunto de

los no cuadrados es & 5 = {2, 3}.
Para cada 0 € @ g, se puede definir la funcién

f((@1,22), (Y1,92)) = 2122 — S92,
la cual es una funcién bilineal, simétrica y sin vectores isétropos en K x K.
Ejemplo 3.16 Sea K=7Z5 yV =75 x Zs y la forma bilineal simétrica sin vectores isotropos

f((@1,22), (Y1, 92)) = 2122 + 312 = 1122 = 24192
Determine sily = ((1, 1))+ (2,3) ylo={(x,y) eV | z =2y =1} son ortogonales.

Solucién: Sea (z,y) € Iy entonces

(z,y) = (1+2y,y) =y(2,1) + (1,0)
luego 15 : ((2, 1)) + (1,0), entonces

f((1,1),(2,1))=2+3=5=0 €Zs

por lo tanto Iy L ls. O
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3.3.2. Colineaciones del Plano Euclidiano

Sea (V, f) un plano Euclidiano y ¢ : V' — V una transformacion lineal invertible, hemos visto
que preservan incidencia, ahora veremos la ortogonalidad.
Se dice que g es una isometria si y sélo si

(Vo,w e V)(f(g(v),9(w)) = f(u,v))

Note que la ortogonalidad esta definida a partir de la forma bilineal, luego una isometria son
colineaciones. Claramente la identidad es una isometria
Se define el grupo ortogonal de (V] f) igual a

O(f)={g:V -V | g es una isometria }

Caso particular Sea (R?, f) con la formal usual tenemos que

f(2.y) = 2y + 2292 = [0 902]( é (1) )[ 3;; ]

Una forma de explicitar las isometrias es matricialmente, para ello consideramos una base la
base canonica C' y calculemos

flg(),g(w)) = f(u,v)

[g()]c[flelg(w)le = [Wls[flelvle
([glelvle) [ flelglelw]e = [ula[flelvle
[wlclglelflelglelwle = [ule[flelv]e

Es una igualdad para todo los vectores, por lo tanto
[9]c[flelgle = [fle
Si g es una isometria tal que A = [¢]c, reemplazando obtenemos que
AtA=1,
Grupo de las matrices ortogonales de 2 x 2
O(f)={AeGLy(R) | APA=1T}.
Para explicitar directamente este grupo. Sea
(00)
La ecuaciéon matricial A*A = I, nos entrega el sistema de ecuaciones

a?+c? =1
+d> =1
ab+cd = 0
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Ya que los puntos pertenecen al circunferencia unitaria, podemos parametrizar
a =cos(a); c=sen(a), b=cos(f); d=sen(f)

luego se cumple las dos primeras ecuaciones y la tercera
0 = cos(a)cos(B) + sen(a)sen(B) = cos(5 - «)

de lo cual obtenemos 5
ﬁ—&:g+2kﬂobienﬁ—a:7ﬁ+2kﬁ

Veamos la primera posibilidad y reemplacemos
T T
0= cos(a): c=sen(a), b=cos(% +a); d=sen( +a)

Utilizando identidades, finalmente obtenemos que

A:( cos(a) —sen(a) )

sen(a)  cos(a)

matriz de tienen determinante 1 y corresponde a rotaciones en un angulo .
En la otra posibilidad se obtiene

(cos(a) sen(a) )

sen(a) —cos(a)

matriz de tiene determinante -1.
Luego tenemos el grupo ortogonal esta formado por

O(f) = {( cos(a) —sen(«) )’( cos(a)  sen(a) ) lae [O,QW]}.

sen(a)  cos(«) sen(a) —cos(a)
Note que las matrices de determinante -1, dejan fijos todos los punto de la recta
< (cos(a) +1,sen(a)) >,

por lo anterior es una simetria entorno a la recta, ya que al cuadrado es la identidad.
Al multiplicar dos de esta simetrias obtenemos

( cos(a)  sen(a) )( cos(B) sen(3) ):( cos(a =) —sen(a-[3) )
sen(a) —cos(a) sen() —cos(3) sen(a— ) cos(a—[3)

una rotacién, que son las otras matrices del grupo ortogonal, los otros axiomas se obtiene en
forma similar.
Luego tenemos el grupo ortogonal de las rotaciones esta formado por:

O (f) = {( cos(a) —sen(a) ) lae [0,27?]}.

sen(a)  cos(a)
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3.3.3. Simetrias

Notemos que la recta fija anterior, no tiene una expresion facil de despejar a partir de el vector
director de la recta, por ello determinaremos en forma explicita la simetria respecto a la recta
lel .

Primer Caso: Cuando la Recta es Vectorial.

Sean [ = <7), 7 eV y R, simetrias de eje [.

Determinemos primero « € K tal que z — a@, sea ortogonal a [

f(?,?) —Oéf(—)

—_——— =
|
— O O

Luego tenemos

De este modo tenemos que la simetria estd dada por:

=\ _ = f(?7?)—>
R(7)= x+27f(?’?)

Segundo Caso: La recta no es vectorial.
Sean [ = (7) +, 7 €V y R simetrias de eje [.

L= . = - -
Si PZI entonces, existe a; € K tal que P =aq ¥ + w

Rl(()q?-i-w) = 0[174-@)
(RioTg)(nv) = Tg(au@)
(Tf}l ORl OTB)(OQ?) = 0417

luego, Ti} o Ry o T tiene orden 2 y fija a todos los puntos de la forma o, v, entonces:

T;loRlOTTJZId \Y T%10R10T32R<7>

w

Si Ti} oRjoT% = Id, despejando se tiene que R; = Id lo cual es una contradiccién, luego tenemos

TT}l oR;o Tﬁ = R(g)
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del cual se establece que:
Rl = TZ_U) o R(ﬁ) o Tf}l

De este modo tenemos que la simetria estd dada por:

—

Rl(?):—(?—@’)+2w-7+ﬂ}
S0, v)
Propiedad 3.17 Sea (V, f) plano métrico euclidiano y la recta | =< v > +W entonces
R:V -V
T ~ 2W-7 +2f(f”(’%—j,?)-7

Ejemplo 3.18 Sea (R2, f) plano Euclidiano con el producto usual

f((1,22), (Y1, 42)) = 2132 + 11y
Dada 1 :y =2z, Calcule R(z,y).

Solucién: Ya que [ : y = 2x, obtenemos [ = ((1,2))

Fa(oyy) = (o) + 20 G803 - (1,2)
Y

Ry(z,y) = (-z,-y)+2(5*) - (1,2)
Ry(ry) = (==, y)+(2“4y>4“”§8y)
Rir.y) = (S sy

5 0 5
En la base candnica C, tenemos que

A=[R]c :( ’43/55 gfg ) det(A) = -

a

Ejemplo 3.19 Sea (Z2, f) plano euclidiano y la forma bilineal simétrica sin vectores isdtropos.

J((21,22), (Y1, 42)) = £122 = Syays.

Sea | la recta tal que R;(2,1) = (1,6).
Determine Ry(x,y)

Solucion: Para determinar la recta
1=(7)+d

veamos los siguiente:
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lAB = <A—B)+B A(1,6) 1
b = ((LF)- G D)+ ET) X
lag = ((-1,5))+(2,1) BET)

Pero l4p L1, luego 3
f((z1,22),(-1,5)) = 0
—r1-25x5 = 0
Try = g
Entonces (1, x2) = (3x2,22) = 22(3, 1), por lo tanto [ = ((§ T)) + (¢, d) buscamos el punto medio
entre Ay B que esta dado por:
P, = ( T’ 1+6 )
(3-3, 3. 7)
(5,0)

3 5°
I

Luego [ = ((3,1)) + (5,0).
Finalmente podemos encontrar R;(z, y)

Ri(z,y) = (T(5 0) ©

I
= -~ ((5 f(z-5,9),31)) /5 T
- lep (5"9”’ )+ 2_ Dy G D)
I 3z-15-5
T (5 -a.my)+ =52 (1))
T, 5—z,—y) + (9z—1§y—45’ 3m_1§5_5y))

(5-z,-y)+ (x+3y+2,52+y+3))

Ri(z,y) = (3y+5,5z +3)

3.3.4. Traslaciones en el Plano Euclidiano

En el plano euclidiano real (V f),
Sean b:< U >+ yd:< T >+w.
Luego tenemos
(Ryo Ri)(T) = Ry(2wW -7 +2L-000.
f

)
T 4+20 - 20 + 2L 77)-7

f
- t2u 2w+2f<flzjgv E’( )

Notemos que
f(@)_ﬂ)a?) - — - - —
W-v,v):Qf(u—w,v)+2

v
Por ellos es un traslacion, en direcciéon de la recta ortogonal a <

f(2U -2 +2
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3.3.5. Rotaciones en el Plano Euclidiano

En el plano euclidiano real (V, f), sea o una rotacién de centro P.
Luego existen a,b € L tal que anb={P} y 0 =R, Ry.

SiP=0 y « es el angulo de rotacién, si S es el angulo entre a y b entonces

a=2-0

(2,y) = cosa —-sina)(x
Y = \sina  cosa y

Férmula para rotaciones de centro (0,0) y angulo «

Si P+ 6), entonces las rotaciones de centro P y dngulo « vienen dadas por la férmula:

cosa —sina _
o(z,y) = (Tﬁ ° ( ) ° Tﬁ’l) (z,y)

sina  cosa
Ejemplo 3.20 Sea (R2, f) plano Euclidiano con el producto usual

f((w1,22), (Y1,92)) = 2172 + Y192

Dadas las rectas Iy :y =5bx y ly:y = 2.
Determinar explicitamente la rotacion Ry, o Ry, (x,y) y el dngulo de rotacion .

Solucion: Ya que Iy : x =5y, v ls : y = 2z obtenemos

O'(l’,y) = RlloRZQ(fE,y)

z,y),(1,2
- R 202

— Rl1 ( —3w5+4y 7 4a:-é—3y )

= (T ) ¢ R (5.)

— _( —3z5+4y7 4zg3y) %3 —11J:5+23y (57 1)

_ (—16z+63y —-63z-16y
65 ) 65

Expresando en coordenadas de la base candnica, se tiene que

[o(z,y)]c = 6_15 (:ég —6136) (Zj)
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De lo cual tenemos que

63
arctan(—) ~ 75, 75°.
16
Ya que 0(1,0) = (2, 72) y 0(0,1) = (£, 22), el dngulo es

o~ =T75,75°.

Ejercicio 3.21 Sean (V, f) plano euclidiano, a,b € L tal que anb # ¢.
Determine la rotacion, de centro P y

c=R,o Ry

Ejercicio 3.22 Sean (V, f) plano euclidiano, a,b € L tal que anb# ¢ ya L.
Determine la simetria puntual, de centro P

c=R,o Ry

3.4. Plano Eliptico

Un plano eliptico IT = (£, P, Z, 1) es un plano métrico IT que satisface el axioma eliptico, es
decir,

1. Los axiomas afines
2. Los axiomas de ortogonalidad
3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma eliptico: Para toda [,m € L, entonces [ nm # &

3.4.1. Modelo de Plano Eliptico

Construyamos un modelo de un el Plano Eliptico, para ello consideremos la esfera unitaria y
centro en el origen, es decir,

S={(a,b,c) eR® | a®+b*+c* =1}.

i) Notemos que una recta vectorial intersecta a la esfera centrada en el origen en dos puntos.

Puntos del plano eliptico

P = {[($7yaz)7(_xa_y>_z)];(xyyyz) € S} a los pUIltOS
[(z,y,2),(-x,—y,-2)] se les llama puntos antipolares o
bipuntos.




CAPITULO 3. PLANO METRICO 109

ii) Un plano vectorial intersecta a la esfera en una circunferencia de radio maximo.

Rectas del plano eliptico

L = {circunferencia de radio méximo de S}, si [y,ly son

rectas, entonces en S tienen ecuaciones de la forma: 6‘
ll : a1x+bly+clz=O v
lo @ asx+byy+coz=0

iii) La incidencia PZI[ siy sélo si P cl

iv) La Ortogonalidad en L. Sean [; y [y en £, definida por:

Iy + ax+biy+ci2=0
lo  asx+byy+coz=0

note que podemos escribir las ecuaciones del siguiente modo

li (alablacl)(xayaz)zo
ly (a27b2ac2)('xay7z)zo

Los vectores (aq, by, c1), (az, be, c2) son perpendicular a los respectivos planos en el espacio.

Por ello se define, la ortogonalidad

I L1l SinélO siaj-as+by-bag+cy-c3=0

Propiedad 3.23 El plano 1= (L, P, Z, 1), es un Plano Eliptico.

Ejemplo 3.24 Consideremos las planos XY , X7 y Y Z donde las ecuaciones estin dadas por
l,:2=0,1,:y=0, [, : 2 =0 respectivamente.
Los rectas en el plano eliptico son perpendiculares ya que

l1l, < 0-040-1+1-0=0

l,1l, < 0-1+0-0+1-0=0
lytl, < 0-1+1-0+0-0=0
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Una visualizacion en el primer octante x,y,z > 0, de los planos asociado a los ejes estan dados
por

Z

Plano Y Z

Plano XY
Y

Plano XY

Definicién 3.25 Sean II plano métrico y a,b,c e L.
Se dice que a,b,c es un Tridngulo Polar si y sélo sia L b, blcycla.

Observacién: En el figura anterior, tenemos que z =0, y =0, x = 0 forman un triangulo polar
en el primer octante,con los bipuntos < (1,0,0) >,< (0,1,0) >,< (0,0,1) > y ademds la suma de
los dngulos interiores de este tridngulo son tres rectos.

Definicién 3.26 Sea I plano métrico, PeP yle L.
Se dice que P es polo de | si y solo si existen u,v € L distintas, tales que w L I, v L 1y
unv={P}.

Ejemplo 3.27 Comprobar que < (0,0,1) > es el polo de 1 =< (0,1,0),(1,0,0) >.

Solucién: En la figura anterior, tenemos que u =< (1,0,0),(0,0,1) >, v =< (0,1,0),(0,0,1) >
son recta ortogonales a [, ya que forman un triangulo polar.

Ejemplo 3.28 Sea Py(R?) plano eliptico.
Determinar la recta que une P =((2,3,-1)) y Q =((1,1,5))
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Solucion:
La recta que pasa por Py () es

lPQ = ((27 3, _1)a (17 L, 5))

y su ecuacion cartesiana esta dada por

Ty z
lpg:12 3 -1(=0
1 1 5
De lo cual se obtiene Ipg : 162 -~ 11y — 2 = 0.
Ademas note que las rectas
a: 2x+3y-z = 0
b: x+y+5z = 0

son perpendiculars [pg ya que

(2,3,-1)(16,-11,-1) = 0
(1,1,5)(16,-11,-1)

Il
@)

Ejemplo 3.29 Sean Py(R3) plano eliptico, 1:2x+3y—2=0 y 6 =((1,0,2)).
Determinar los lados y vertices del triangulo polar formado por el vértice § y lado .

Solucion: Teniendo presente el ejemplo anterior tenemos que la recta que une los puntos

Ty =z
lpg:|2 3 -1|=62-5y-32=0
10 2

Luego

20 +3y—-2=0
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3.5. Simetrias en el Plano Eliptico

Todo plano vectorial en R3 es el eje de una simetria

Los puntos P, P’ son simétricos respecto al plano.
Teniendo presente el producto interno usual en R3, obtenemos un resultado similar, esto es

— —
xr--n —
n

RW(?) = §>_2—>
n

—P'\ AP

=l

donde 7 es perpendicular al plano W.

3

_PV \P/

Si d(O,P)=d(0O,P") =d(0,-P) =d(O,-P’"), luego si uno de ello pertenece a la circunferencia
unitaria, todos pertenecen, por ello tenemos la definida la simetria en los puntos antipolares de
Plano Eliptico del siguiente modo

RW([Pa _P]) = [RW(P)aRW(_P)] = [Pla_P,]'
Propiedad 3.30 Sea Il el modelo de plano eliptico sobre la esfera, y la recta | : ax+by+cy =0,
entonces la simetria asociada a l esta dada por
—
-n

Rz([iP])=li(P—2_> ﬁm]

n .

o

donde 1 = (a,b,c).

Ejemplo 3.31 Sea P5(R?) plano eliptico.
Determinar la simetrias en el plano eliptico respecto a la recta

[:2x+3y—-2=0.
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Solucién: En R3, notemos que 7 = (2,3,-1), 7 - 7 = 14 y la simetria esta dada por

Rl(xayaz)

1
(fL’,y,Z) - 2ﬁ(2x + By_ Z)(2737_1)

1
—(3z -6y + 22,62 -2y + 32,22 + 3y + 62
7

aplicada a un punto antipolar o bipunto tenemos
3 -6 2 3 -6 2
R - =lz==],-l=z =z
l([ela 61]) [(77 7 a7)a (7a 7 77)]

Teorema 3.32 Sea II plano métrico y P polo de l, entonces PZI

u

Demostracion: Supongamos que PZI.

Por P pasan dos rectas perpendiculares a l, y estas

son u,v esto es una contradiccion, ya que por la recta

[ sélo pasa una recta perpendicular en P. [ P

Propiedad 3.33 Sea II plano métrico.
Si P es polo de l, entonces Ry(P) = P

Demostracién: Si P es un polo de [, luego existen u,v € £, con u # v, talesque uw L [, v L1y
unv={P}.
Por propiedad anterior tenemos que
Ri(u) =uy Ri(v)=v r
de este modo tenemos que )
Ri(u)nR(v) =unv={P}
es decir R;(P) = P.

Teorema 3.34 Sea II plano métrico.
St P es polo del ym L1, entonces PIm

Demostracién:
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Supongamos que [nm = {Q}, entonces R;(Q) = m

Q. Dada la recta [pg, pero Py () son fijos por

Ry, entonces R;(Ipg) = lpg por eso es perpendi- !
cular a la recta [.

Luego tenemos

lpg =m, ya que por () pasa una unica ortogonal a la recta [.

Teorema 3.35 Sea II un plano métrico, entonces cada recta tiene a lo mas un polo.

Demostracién: Supongamos que P, y P> son
polo de [, si P; es polo de [, entonces 3 u,v e L
distintas tales

ull A unv={P}

Pero w L 1l y v 1 [, por teorema anterior Po2Zu y P;Zv, si los puntos fueran distintos las recta
u, v serian iguales lo cual es imposible, por lo tanto P, = P, es decir

unv={P}={P}={P}

Teorema 3.36 Sea II plano métrico.
St P es polo de l y PIm, entonces | L m.

Demostracion: Sea QZm, tal que Q) # P y sea lg € L tal que QZlg A lg L1, por ello tenemos
que PZlg y ademas @), PZm, por ello

ZQ m
m l

=
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Teorema 3.37 Sea II plano métrico.
St P es polo de l, entonces todo punto tiene un recta polar y toda recta tiene un polo.

Demostraciéon: Sea II plano métrico y P es polo de [. Dado @ un punto en el plano métrico.

Primer caso QZI.
Sea lpg la recta que une P, (), ademds u recta ortogonal a Ipg en el punto P, por ello tenemos
que

lpg Lunl Lu

Ademas ambas contiene a Q.
Segundo caso QZI.

Sea lpg la recta que une P, @), de este modo tenemos lpg L [. Ademas sea u la recta tal que
u 1 lpg y contiene P, de este modo lpg es la recta polar de uni = {R} y @) pertenece a ella.
Aplicando el caso anterior, se construye la recta polar.

Para la otra parte.

Dado I" una recta, luego contiene un punto P y por lo anterior el tiene una recta polar [. Luego
tenemos [ L I'. Consideremos [p, la recta perpendicular a I’ en el punto P, por ello [p 1 [, de
este modo tenemos que [p Nl ={R} es el polo de I'. m
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Propiedad 3.38 Sea II plano eliptico.
Si P es polo de l, entonces P tiene solamente una recta polar.

Demostracién: Sea P polo de [y ['.

Toda recta ortogonal a [, pasa por P,y por ende
es ortogonal a [’ y toda recta ["” tal que PZl"”
tenemos que I"” Ll y " L.

Sea QZl n QIU', lg la recta ortogonal a I, luego
PZIlg, delo cual I L 1.

Es decir, [,I' son ortogonales a [g en el pun- l
to @, luego por unicidad de la recta ortogonal,
tenemos que [ =1[".

]
Teorema 3.39 Sea II plano métrico.
Si cada recta contiene un polo, entonces Il es un plano eliptico.
P
Demostracion: Sea [i,l, € £, por demostrar
que l;nly + @. s
Supongamos que P es el polo de [} y ) es polo l .

de ly, como ly,ly L Ipg, entonces [; y [y pasan
por el polo de lpg, por lo tanto

llﬁlgig

Teorema 3.40 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

~

. II es un plano eliptico.

2. Cada recta tiene un polo

3. Cada punto tiene una recta polar.
4. Fxiste un par polo-polar
5

. El plano 11 contiene un tridngulo polar.
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Demostracién:

1. Sea II un plano eliptico, por demostrar que cada recta tiene un polo.
Dada la recta [ y A, BZl distintas.
Sean u,v € L, tal que AZu, w L |y BZv, v L1,
de este modo tenemos unwv = {P}, de donde
P es el polo de [.

2. Si cada recta tiene un polo, por demostrar cada punto tiene una polar.

Sea P un punto, escogemos () otro punto,
luego la recta lpg tiene un polo R, trazamos
la recta [pgr y la recta ortogonal a [, ortogo-
nal a [pg, de la construccién obtenemos que
lr es la recta polar a P.

3. Si cada punto tiene una recta polar entonces existe un par polo-polar.

Este demostracion se deja para el lector, dado que es trivial.

4. Si existe un par polo-polar entonces el plano II contiene un triangulo polar.

Sea (P, ) par polo polar.
Sea m € L tal que m L u A PZm, entonces P
m L1

existe un triangulo polar.

5. Si existe un triangulo polar entonces II es un plano eliptico.

Sea (P,l) una par polar, por teorema 3.37 toda recta tiene un polo y aplicando teorema
3.39 II es eliptico. [

3.5.1. Colineaciones en el Plano Eliptico

Sean II plano eliptico y (P,1) par polo-polar.
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Si P es polo de [, entonces existen u,v € £ tales que u,v L1 A unwv={P}.
De lo cual obtenemos que R;(P) = P.

Observacién: Recordemos que una rotacion o de centro () en un plano métrico significa que
existen u,v € L tales que unv={Q} yo=R,oR,

Propiedad 3.41 Sea Il plano eliptico y o una rotacion de centro P, entonces existe | € L tal

que o(l) =1 n PZI.

Demostracion: Sea o es rotacién, entonces
(A,meLl)(oc=RoR, A mnl={P})

Sea t la recta polar de P, de donde se tiene que m Lt A [ Lt

entonces
o(t) = (RieRp)(t)
= Rl(Rm(t))
= Ri(t)
o(t) = t
l
De este modo se obtiene que t esta fija. P
o(t) =t " t

Propiedad 3.42 Sea Il plano eliptico y Hp una simetria puntual, entonces Hp fija tres puntos.

Demostracién: Como Hp es una simetria puntual, existen u,v € £ tales que unv = {P}Au L v
y HP = Ru o RU.
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Sea [ la recta polar de P, y los puntos de incidencia [nu = {Q} Alnwv ={R}. Por propiedad
anterior Hp(l) = 1.

Sabemos que QZ1,u, R,(Q)Zl, u, de lo cual tenemos R,(Q) = @Q y por ende tenemos Hp(Q) = Q
andlogamente Hp(R) = R. n

3.6. Plano Hiperbdlico

Un plano hiperbélico IT = (£, P, Z, 1) es un plano métrico IT que satisface el axioma hiperbdélico,
es decir,

1. Los axiomas afines
2. Los axiomas de ortogonalidad
3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma hiperbdlico: Si P € P y [ € L tal que PZIl entonces por P pasan infinitas
paralelas a la recta (.

3.6.1. Modelo de Klein

Construyamos el modelo de Klein de un Plano Hiperbdlico.
El conjunto de punto del plano, corresponde al interior del circulo unitario, es decir,

P:{(x,y)eR2|x2+y2<1}
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Las rectas del plano, corresponde a las cuerda en el circulo unitario, de otro modo son las recta
del plano cartesiano intersecta con el circulo, cuando estas es no vacias, [,m € L

L = { Las cuerdas de las circunferencia unitaria}

La incidencia corresponde a la pertenecia.

Relacion de Paralelismo Dos rectas son paralelas, si no tiene puntos en comun.
En la figura, las rectas paralelas a [ que pase por P, son cualquier recta que pase por Py se
encuentre situada entre las rectas l; y .

Observacién: En el caso Euclidiano, sélo se tiene que m || [.

Relacién de Ortogonalidad Dos rectas [,m € L son ortogonales, si cumple una de las
siguientes condiciones

a) Sil o m es un didmetro es la ortogonalidad Euclidiana:
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b) Sininguna de las cuerdas es un didmetro, trazamos las tangente a, b a la circunferencia, en
los puntos de interseccion de la prolongacién de m con la circunferencia, y prolongamos
la recta [, si la prolongacién pasa por el punto de interseccién de las tangente, decimos
que las recta m es ortogonal a la recta .

De otro modo, si m 1 [, entonces existen tangentes a la circunferencia en los puntos de
interseccion con las cuerdas, de modo que las extensiones de ambas pasan por los puntos
de interseccion de las tangentes.

3.6.2. Modelo de Poincaré

Construyamos el modelo de Poincaré, de un plano Hiperbdlico.
El conjunto de puntos del plano, son los puntos del semiplano superior del plano cartesiano, es
decir,

P={(z,y) eR* | y>0}
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]R+

El conjunto de las rectas, esta formado por dos tipos:

1. Semirecta Paralelas al eje Y; [ 1z = xq

2

Por dos puntos pasa un dnica recta.

1. Sixg=x1, lasrectaesl:z=uxg

2. Si g # 1 entonces, sea @) el punto medio del segmento que une los puntos A(xg, o),
B(z1,y1), tracemos la perpendicular, al segmento en @) y la interseccién con el eje X es
el centro de la semicircunferencia y el radio la distancia a uno de los puntos

B

\"

Ejemplo 3.43 Sean A=(1,2) y B=(3,5) en el plano de Poincare.
Determinar la ecuacion de la recta que une los puntos
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Solucién: El punto medio es M = (2, %), la pendiente de la recta es

_5-2_3

m=——=—.
3-1 2

Luego la ecuacién de la recta tangente esta dada por

9
=2y -9
V-5 3(:'3 )

Para y =0, zg = %, y las distancia tenemos

d(A,0) = D(B,0) =\/(1-29/4)2 +4 = %?

De lo cual tenemos

I ~(g;—§)2+ 2_ 089
AB* 1) 7Y "6

Ejemplo 3.44 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta | : 22 +y?> =1 y el punto P =(2,3).
Determine las rectas paralelas hiperbolicas a la recta | y que pasa por P.

Solucién: Grafiquemos la semicircunferencia unitaria de centro el origen y punto correspon-
diente.

-1 1 2

Notemos que existen posibles semicircunferencias y una semirecta paralela Por ello debe, tener
ecuacion
m:(x—mx)* +y? =12

y debe pasar por los puntos (2,3), (¢,0), t e R-] - 1,1[ y ¢ # 2 reemplazando obtenemos

(2-20)2+9 = r
(t-20)? = 1
sustituyendo obtenemos
(2-20)%2+9 = (t—mp)?
4-dxo+23+9 = t2-2twg+ 2k
13-¢t2 = (4-2t)xg
X _ 13-¢2
0 T a2
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De donde se concluye que

13 - 12 , (12 -4t+13)°
my o - +y’=———| , con [¢|>1
4 -2t

Ademéis

m:x =2

Relacion de Paralelismo: Dos rectas son paralelas, si no tiene puntos en comun:

Relacién de Ortogonalidad: El angulo entre un semirecta y una semicircunferencia corres-
ponde a la recta tangente a la semicircunferencia con la semirecta y para el caso de dos semi
circunferencia, es el angulo entre las tangente a las circunferencias en el punto de interseccion.
Las rectas [ y m son perpendiculares en los siguientes casos

1. Una semicircunferencia con la semirecta [ 1 m

2. Dos semi circunferencia [ 1 m
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Ejemplo 3.45 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta | : 22 +y?> =1 y el punto P = (2,3).

Determine las rectas ortogonales hiperbolicas a la recta | y que pasa por P.

125

Solucién: Grafiquemos la semicircunferencia unitaria de centro el origen y punto correspon-

diente.

-1

s
ffjgzzi:>ﬁu__
1

La recta ortogonal, solo puede ser del tipo semicircunferencia, para ello sea

Sea m: (x —x9)? + y? = r2, la recta solicitada.

Luego existe @ = (a,b) tal que PZm, QZm, QZI reemplazando tenemos:

(2-20)%+9
(a—x0)%+b?
a? + b2

= r
= r
= 1

2
2

Ademads deben ser perpendiculares, para ello calculemos la pendiente de la recta tangente en el

punto Q.
d(l
—() D 2x+2y-y = 0
d(x)
y o= =
Y
a
y,|(a,b) = _E
luego tenemos,
4 To~a
b b
—axg + a?
a? + b?
1

d(m)
: 2(r - 2y-y’
d(l’) (l’ 1'0)+ y-y
yl
y,|(a,b)
= -1
= -}Hh?
= axy

alxo

To— X

To—a
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Volvamos al sistema, igualando r? obtenemos la siguiente igualdad

(2-1‘0)24'9 = (a—x0)2+62

4—Adzo+23+9 = a®-2axo+a+b?
2axg —4xyg = -12 [+2
2x9g—axrg = 6
y reemplazando
200 —axyg = 6
2.%'0 -1 = 6
2[L‘0 = 7
T
g = 5

Reemplazamos en la primera ecuacién del sistema:

7 2
92_ _
( 2) +9

= r

§+9 = r?
15 )
- = 7r
4

Finalmente tenemos la ecuacion de la recta tangente a [ es

m'(:c—z)2+ 2
\"T2) YT

Ejercicio 3.46 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta l: 2? +y%> =1 y el punto P = (-5,8).
Determine las rectas ortogonales hiperbolicas a la recta | y que pasa por P.

Observacién: Notemos que el semiplano de Poincare, también se puede describir del siguiente
modo

P={zeC|Im (z)>0}

y las rectas estan dadas por
[:Re(z)=a v l:|lz—z0|=7, Im(x)=0

Donde Re(z) = a es la parte real de z y I'm(z) es la parte imaginaria de z.
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3.6.3. Simetrias en el Semiplano de Poincaré

Para determinar las simetrias de semiplano superior de Poincaré, considere
P={zeC|Im (2) >0}

y debemos tener presente que hay dos tipo de rectas en el Semiplano de Poincaré
Caso 1: Simetria de eje la semirecta k : Re(z) = xq
Recordemos la simetria respecto a la recta en el plano euclidiano

T =x0

P’ = (229 - x,y)

Ri(z,y) = (220 — x,y)

En nuestro caso tenemos
Ri(2) =2x9-%

Caso 2: Simetria respecto a la semicircunferencia,

1. Veamos primero simetria respecto a la recta [ : |z| = 1.

Ya que |z| = 1, luego tenemos que z-Z = 1, de lo cual tenemos

N
Il
I R

es decir, la funcién R(z) = = deja fijo los punto de la circunferencia unitaria.

I N
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a) R(z) = £z, luego si Im(z) > 0 entonces Im(R(z)) > 0, ya que sélo es amplificado

por un nimero positivo.
b) R(R(z)) = z, por ello se tiene que R? = I.
c¢) Es una colineacién.
Sike:x=a#0, entonces R(l) = {(z57: o52) | v 2 0}

Sean u = a2fy2, v = aﬁyQ, de lo cual obtenemos < =y, reemplazando tenemos
a

u = _—_—

a? + (av/u)?
u

L= 2 2

au? + av
av? -u+av® = 0

(-5) + - 4
uU—-— v —

2a 4q?
1

Es un circulo de centro (i, 0) y radio TR

Cuando a =0, la recta queda fija.
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d) Las semicircunferencia de centro a y radio r, tal que a? # r2.
Sea [ : (x —a)?+y? =12, luego tenemos

B y
R(l)—{(x2+y2,x2+y2) |y20}.

Notemos que

(i) ()
22 1y? a2 22 1 y?
(()(wy))( y )
o) ) \Ee
22(a? - 1r2)? + a?(2? + y?)? - 2za(a?® - r?) (22 + y?) + y%(a® — r?)?
(22 + y2)2(a2 — 12)2
(22 +y?)(a® —r?)? + a®(2? + y2)? - 2za(a® — r?) (2% + y?)
(22 +y2)2(a2 - 12)2
(a® =12 -2zxa)(a® - r?) + a®(x? + y?)
(2 P -1

Teniendo presente [ : 22 + y? = r2 — a? + 2ax, obtenemos que

(e w) (o) @
$2+y2 a2 — 72 $2+y2 _(a2—r2)2

Notemos que: Cuando a? = r2, la semicircunferencia es enviada en la semirecta [ :
=L

T =5

Las semicircunferencia de centro el origen y radio r, son enviados en semicircunfe-

rencia de centro el origen y radio 1/r.

Por el calculo anterior, se cumple la incidencia. Del mismo modo repasando cada
caso, tenemos que preserva ortogonalidad

e) Por todo lo anterior tenemos que R(z) = % es una simetria respecto al semicircunfe-
rencia unitaria, con centro en el origen.

2. Simetria respecto a la recta m: |z| =r

Consideremos las homotecia de centro (0,0) y de razén r > 0.

h,: C - C
z o~ h(z)=r-z

La cual respecta incidencia y ortogonalidad, es decir,

h-(1) = m;h, € Aut(II)
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Por propiedad 3.4 tenemos que o(a) = a’, entonces:

goR,o00 ' =R,.

En nuestro caso tenemos que h,.(I) = m, entonces:

h.oRjohl = R, chl=ha

»rr

(hTORZOh%)(Z) = R,(2)
hr(Rl(f)) = Rn(2)
he(f) = Bu(2)

T = Ru(2)

3. Consideremos el eje simetria ¢ : |z — x| = r
La traslacion en x( respecta incidencia y ortogonalidad

tyo: C - C

2z o~ e (2) =2+ 20

Analogamente entonces se tiene

Ry = tyo Ry oty
Rt(z) = ta, (Rm (Z—xo))
Ry(2)

|

~

8

<)
—
Q|

| 3,
8
o
N——

Ri(2)

|
+
8

=)
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Propiedad 3.47 Sea R, una simetria del plano de Poincaré y a € R, entonces tenemos que

1. Sil:Re(z)=a
Ri(2)=2a-%

2. 8il:|z—al=r.
2

+a

Ri(z) = -~

zZ—a

Ejemplo 3.48 Sea II semiplano de Poincaré y P =2+ 3i.
Determine un simétrica puntual Hp, respecto al punto P.

Solucidén: Sea Hp la simetria puntual, luego corresponde a una rotacién en 180°.
Para ello debe existir a,b € £ tales que

Hp=R,oRy; anb={P} A alb

Consideremos la semicircunferencia b de centro 2 y radio 3 y a la semirecta vertical en Re(z) = 2.
a:Re(z)=2; b:|z-2|=3
y satisface lo pedido

anb={2+3i}Aalb

Hp(z) = (RyoRa)(2)
Hp = Ry(4-%2)
Hp = 2?2+2

Ejemplo 3.49 Sea o una rotacion de centro i y <180° en el semiplano de Poincaré. Determine

o(z).

Solucién: Las rotaciones de centro (0,1), es compuesta de dos simetrias ortogonales que se
intersecta en el punto (0,1).

De otro modo:
(A,mel)(lLm A lnm={(0,1)})
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1. Si una es una semirecta m: Re(z) =0y [: 22 +y? =1 tenemos

o = RlORm
0(z) = Ri(Rm(2))
o(z) = R(0-%)=<1

Es una rotacion en 180°
1 -1
o(z)=——==-z
z

2. Si la dos recta son semicircunferencias:
lo: |Z—$0| =19, Ili: |Z—$1| =T

Deben pasar por (0,1) y perpendicular sera en 180°

2 _ .2
xg +1 = ’I“g
ri+1 = r]

Loy = -1

Realizando la compuesta obtenemos

r2x
o0(2) =Ry, o Ry (2) = —"———
( ) 11 lo( ) Z(l‘l _ xO)
Notemos que
rirg  rimory -1} -1

2(wy —m9)  2(2? —womy)  2(2?+1) =z

de este modo obtenemos la funcién anterior. O

Ejemplo 3.50 En el plano de Poincaré
Determinar el grupo de rotaciones de centro en 1.

Solucién: Consideremos que usando traslaciéon y homotecia siempre podemos considerar que
una de las rectas es una semicircunferencia de radio 1 y centro en el origen, por el ejemplo 3.49
anterior no consideramos el caso que la otra sea una semirecta.

L:z|=1Am:|z=a|="r

donde iZm es decir, 1+ a? =r2, luego R; o R, es una rotacién de centro 1.

r2+az - a? z-a zZ-a
Ri(Ro(2)) :Rl( . )

Z-a T r2+az-a2 l+az
La rotacién depende solo del valor de a # 0, y por el ejemplo anterior tenemos

- -1
SARLLIY Ooo(2) = —
2

aa(z) - 1+az
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Veamos la composicién de dos rotaciones

l+az

T 14+bE2 1+az+b(z-a) z(a+b)+(1-ab)

l+az

o)) =on () = Lo o2 ras) Aoy e )

1+az

Luego tenemos

O atb si ab#1,
O’b [e) O'a = 1-ab X
Ooo si ab=1

Ademas 000, =0,000 =0-1 O
a

3.7. Problemas Miscelaneos

Ejemplo 3.51 En Il =72, plano métrico con f((x1,y1), (x2,y2)) = T122 + 2y19>.
Sean A =(5,1), 1 la recta que une los puntos B = (3,2) y C = (1,4).
Determine la ecuacion de la recta m, tal que AZm y m 1 lgc

Solucién: La Recta [ :< 2,-2) > +(3,2), la recta ortogonal
f((27 _Q)a (CL, b)) =2a-4b=0

Luego una solucion es (a,b) = (2,1)
Por ello
m=<(2,1)>+(5,1)

a

Ejemplo 3.52 En II = Z2,, plano métrico con f((x1,y1),(x2,y2)) = x122 + d1ay2 y el punto
A=(51).
Determine la simetria puntual Ha(x,y).

Solucién: (a) Consideremos la recta a :< (1,0) > +(5,1) y b:< (0,1) > +(5, 1), rectas perpendi-
culares y pasan por A

HA(«T,y) RaoRb(xay)

= R2(5,1) ~ (2,9) + 2 (5y-5)(0,1)
= R,(10-z,y)

= 2(5,1)-(10-z,y) +2(5-x)(1,0)
= (z,2-y)+2(5b-x)(1,0)

= (10-=x,2-y)

(b) Dada la recta a :< (5,1) >, tenemos que f((5,1),(c,d)) = 5¢+5d =0, luego b :< (1,-1) >
+(5,1).
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Veamos las Simetrias

—(z,y) + %(Ew +5y)(5,1)

—(z,y) +4(z+y)(5,1)
= (8z+9y,4x +3y)

Ra(7,y)

Ri(e,y) = (10,2) = (5,9) + (e -5) ~5(y - 1) (1,-1)
(10 - 2,2 -y) +4(x - 5y)(1,-1)

(10 - 2,2 —y) + (4x + 2y)(1,-1)

= (10+ 3z +2y,2+7x +8y)

Luego tenemos que

HA('Iay) = RbORa(x,y)=Rb(8$+9y,4x+3y)
= (10+3(8x+9y) +2(4x +3y),2+7(8x+9y) +8(4x +3y)) = (10 - x,2 - y)

Ejemplo 3.53 En el plano métrico I1 = Z2,, donde f((x1,11), (22,Yy2)) = 2122 + 2y1Y>.
Sean A=(1,2), B=(3,1), C =(1,-1) puntos y la recta | : 3z + 2y = 1.

1. Determine la ecuacion cartesiana de la recta m que pasa por A y B.
2. Determine la ecuacion vectorial de la recta k que pasa por C' y es ortogonal a .

3. Calcular Ry o Ri(x,y).

. . _2-1 _ 1 _
Solucién: (a) La pendiente de la recta que pasa por A, B es m = = = = = 6.

y—1=6(x-3); Tr+y=0.
(b) La recta ortogonal a [ :< (-2,3) > +(1,-1) son paralela a < (3,1) > y si pasa por C esta

dada por k=< (3,1) > +(1,-1).
(c) La simetria esta definida por

f(x—w,v)v

R.(x)=2w-z+2 o)

donde a < v > +w.
Calcula cada uno por separado y componiendo

Ri(z,y) (10 -3z + 6y,12 - 10z + 3y)
Ri(z,y) = (5-10x-6y,12 -3z - 3y)
RioRi(x,y) = Rp(10-3z+6y,12-10x + 3y)

2-z,11-y)
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(¢') Dada k:<v>+w y [ :<u>+w tal que f(v,u) =0, entonces

f(X—w,v)U_ F(X —w,u)
f(v,v) f(u,u)

Veamos k< (3,1) > +(1,-1), 1:<(-2,3) + (1,-1) “solucién particular més homogénea”

RkORl(X):X—Q

flo,v) =11,  f(X-w,w)=3(x-1)+2(y+1)=3z+2y—1,
flu,u)=22, f(X-w,u)=-2(x-1)+6(y+1)=-2x+6y+38

Note que 1171 = 6.

Ry o Ri(z,y) (z,y) -12(3x+2y-1)(3,1) = 6(-2z + 6y + 8)(-2,3)
(z,y)+ Bx+2y-1)(3,1) + (- + 3y +4)(-2,3)

(2_17a1]-_y)

Ejemplo 3.54 En el plano Euclidiana Real usual R?.
Sean A=(1,4), B=(3,1), C = (1,-1) puntos y la recta | : 2z + 3y = 1

1. Determine si la recta que pasa por los puntos A y B es ortogonal a l.
2. Determine R;(C').

3. Determine la ecuacion cartesiana de la recta b, tal que Ry(B) =C.

Solucién: (a) La recta que pasa por A y B, tiene pendiente m = :%11 = —% y la recta [ tiene

pendiente —%, luego no son perpendiculares.
(b) La ecuacién vectorial de la recta [ :< (3,-2) > +(-1,1).

Ri(C)=(-2-1,2+1)+ %(1 +1,-1-1)-(3,-2) - (3,-2) = (~3,3) + 3—2(3,_2) - (%_1_13)

(¢) El punto medio entre B,C' es (2,0), y la pendiente de la recta que une B,C es m = 31 = 1.
De este modo la recta que buscamos es b:y = —x + 2.

Ejemplo 3.55 Sean I1 = (V, f) plano vectorial euclidiano, a € L, tal que R,(v) = w.
Demostrar que el punto medio entre v y w es un punto fijo de la Simetria R,

Solucién: Sea a:<u>+z € L, ademés R,(v) =w y v=R,(w).

Ro(v) = 2z-v+202y =y
Ry(w) = 2z—w+2f§f€;’2;‘)u:v
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Sumando tenemos que

Ra(%(erw)) = 22——(v+w)+2(f( (;;uwi)zu))u

2z——(v+w)+2(f( (v 2Z)u))u
)

f(uu)

= (42—(v+w))+2(1f(vfz&u;)zu)

BT YA A
= %[42—(v+w)+2(fj(f()f;;) fi}guz;t)) ]
= %[22 'U+2f(1(’“)‘)u+2z w+2f(lf“)“‘u]

= 3 [Ra(v) + Ra(w)]

= H(w+v).

135

a

Ejemplo 3.56 En el plano Métrico Eliptico . Sean el punto A =< (2,1,3) > yl:2x-y+2=0
Determine los vértices y las ecuaciones de los lados del tridngulo polar, de modo que | sea un

lado y A incide en otro lado.

Solucién: Ya que un ado la recta es [ : 2r—y+2z = 0, tenemos que el polo es vértices < (2,-1,1) >

Ty z
2 -1 1 |=-dz-4y+4z=0.
2 1 3

El segundo lado es ly: x+y -2 =0y su polo es < (1,1,-1) >
El tercer lado debe unir los polos

r Yy =z
l3:12 -1 1 |=3y+3z=0.
1 1 -1

Luego el ultimo vértice es < (0,1,1) >.
Los puntos son los polos de la recta correspondiente, luego es un triangulo polar.

<(2,-1,1) >, <(1,1,-1)>, <(0,1,1)>

y los lados son
[:20-y+2=0, lb:x+y—2=0, l3:y+2z=0.

Ejemplo 3.57 En el plano Eliptico Po(R3), sean P =< (-1,2,3) > y 1 :2x -4y -6z =0.

Determine los vértices y lados del triangulo polar que tiene como vértice al punto P y lado a la

recta .
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Solucién: El polo de [ : 2z -4y -6z =0 es P =< (2,-4,-6) >.
Luego consideremos punto de la recta B =< (3,0,1) >.

T Yy z x Yy
a:|{-1 2 3|=2x+10y-62=0. b:1 1 5 -3|=2lx+72=0
3 01 -1 2 3

De este modo tenemos que los lados son [: 22 -4y —62=0, a:x+5y—-32=0, b:3x+2=0
y son rectas perpendiculares, ya que

f(3,0,1),(1,5,-3)) =0, f(3,0,1),(2,-4,-6)) =0, f(2,-4,-6),(1,5,-3)) =0
Ademés, los vértices son: anl=<(3,0,1) > anb=<(-1,2,3) >, bnl=<(1,5-3) >, ]
Ejemplo 3.58 En el plano Eliptico Py(R3), sean A=< (1,1,1) > yl:x -2y -2z =0.
1. Determine el polo de la recta l.
2. Determine la ecuacion de la recta k ortogonal a l y que pasa por A.
3. Determine los vértices y lados del tridngulo polar que dos de sus lados son k y [.

Solucién: (a) El polo de la recta [ es < (1,-2,-2) >.
(b) La recta perpendicular a [, debe pasar por su polo < (1,-2,-2) >.

r Yy oz
k:11 1 1 |=3y-3z=0.
1 -2 -2

(c) El polo de la recta k es < (0,1,-1) >. Finalmente buscamos un recta que pase por ambos
polos.

xT Yy z
m:|1 -2 -2 |[=4x+y+2=0.
0 1 -1

Luego el triangulo polar tiene los vértices
<(1,-2,-2) >, <(0,1,-1)>, <(4,1,1)>
y los lados son
l:x-2y—-22=0, k:y—-2=0, m:4dex+y+2=0
O
Ejemplo 3.59 En el plano Métrico Eliptico £. Sean los bipuntos A = [+(-4,2,3)] y B =

[£(1,-1,2)] vértices de un triangulo polar.
Determine el otro vértice y las ecuaciones de los tres lados del tridngulo.
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Solucion: La recta que une los puntos es

x Yy =z
-4 2 3 |=Tx+1ly+22=0.
1 -1 2

El tercer punto debe ser C' = [+(7,11,2)]

r Yy z r Yy z
4 2 3|=-29(z-y+22)=0. 7 11 2 |=6(-4z +2y+32) =0.
7 11 2 1 -1 2

Los puntos son los polos de la recta correspondiente, luego es un triangulo polar.
[£(7,11,2)], [£(1,-1,2], [£(-4,2,3)]
y los lados son

[T+ 11ly+22=0, k:x—-y+22=0, m:-4x+2y+32=0.

Ejemplo 3.60 En el plano métrico eliptico I1 = Po(Z3), sean los puntos

K=<(4,1,1)>L=<(3,1,2) >, R=<(2,1,3) >, P =<(2,3,1) >, Y =< (4,3,0) >.

Determine si el punto R incide en las rectas lxr, y lpy.

Solucion:
x Yy z x Yy z
g4 1 1 ]|=2+2=0. lpy:|2 3 1 |=20+4y—-2=0.
31 2 4 3 0
Evaluando

RIlkp siysolosi2+3=5=0y RIlpy siysélosi4d+4-3=5=0.
Luego Ik nlpy = {R}.

Ejemplo 3.61 En el plano métrico eliptico 11 = Po(Z3,), sean los puntos

K =<(9,1,2) >, L =<(3,0,1) >, R=<(3,9,1) >, P =< (2,1,4) >.

Determine lgr nlgp.

137
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Solucién:
x oy z Yy z
lkr 19 1 2 |=2x-3y-32=0. lgp:|l 3 9 1 |=2x-10y+72=0.
3 01 2 1 4

El punto de interseccién se obtiene del despeje de la primer ecuacion x = 3y+3z y reemplazando
en la segunda ecuacion tenemos 6y + 6z — 10y + 7z = 0, simplificando tenemos —4y + 2z = 0 de
esto resulta que z = 2y, x = 9y, luego el punto esta dada por

(9y,y,2y) < (9,1,2) >, yeR
Luego lKL n lRP = {< (9, ]_,2) >}. O
Ejemplo 3.62 En el plano de Klein, sean la recta l:y=3/5y P=(3%,2).

Determine la recta m tal que PIm ym 11

Solucidn: Los extremos en la circunferencia unitaria de la cuerda y = 3/5 son (4/5,3/5), (-4/5,3/5)
luego las rectas perpendiculares o tangente a la circunfencia en los puntos extremos de la cuerda
son

y-3/5 = —4/3(x—4/5) y = —4/3z+5/3
y-3/5 = 4/3(z+4/5) y = 4/3x+5/3
El punto de interseccién de las tangentes es (0,5/3),
Luego tenemos 7 :< (55,-12) > +(0,2). Forma cartesiana 7 : 38z + 3y = 5.
m
Ejemplo 3.63 En el semiplano de Poincaré, 1 :|z - 3| = 4.
Determine Ri(1+1) y Ry(w)
Solucién: R;(w) = =% +3
Veamos el caso:
16 -32 + 162 -17+ 162 17 16
R 1 = 3 = 3 = e Jp— 1
1(1+14) —2—’i+ E + E gt gt
O

Ejemplo 3.64 En el semiplano de Poincaré, k:|z+2|=3 yl:]|z-3|=4
1. Determine knl.
2. Determine si k L1 1.

3. Calcular la forma binomial de Ry(1+ 21).
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Solucién: (a) Sea z =a+bi, luego (a+2)2+b2=9y (a-3)?>+b%=16
Restando obtenemos que

(2a-1)(-5)=(a-3)*-(a+2)*=7,

de lo cual a = —é, evaluando tenemos que b = %

De este modo tenemos que
{ 1 12 }
anb={-——+—1
)

bt

(b) Veamos las pendiente, m; = 7}%‘1’2 =3ymy= i%fg =-3

(b’) la distancia entre los centros d(-2,0),(3,0)) =5y 32 + 42 = 52, luego son ortogonales.

(C Rk(1+2i):ﬁ_2:%+%i

Ejemplo 3.65 En el semiplano de Poincaré, k:|z+3|=8 yl:|z—-10| = 12
Calcular la forma binomial de (Ry o R;)(4 + 6i).

Solucion:

(RkORl)(4+6i) Rk(Rl(4+6Z))

— + 10
4-61-10 )

-1-1
= Ry (12(~1+1) +10)
= Rp(-2+12i)
.64

~2,12i+3
112

4
= g—(1+1%)—3
1 768
-+ —i.

145 145

Ejemplo 3.66 En el semiplano de Poincaré, dado los puntos A=2+3t y B=-6+1.
Calcular la forma binomial de Rl(% +1), donde | =l4p.

Solucién: La recta no es vertical, luego es de la forma (x —a)? +y? = r2.
Considerando la correspondencia y reemplazando obtenemos

(2-a)?+3*=r* (-6-a)’+1%=1?



CAPITULO 3. PLANO METRICO 140
Igualado obtenemos
(2-a)*+3% = (-6-a)*+1°
4-4a+a*+9 = 36+12a+a*+1
-16a = 24
3
a = -—
2
de este modo tenemos que 72 = (2+3/2)2+9 = 8.
De este modo tenemos que [: |z + 2| = /%
85
e 3
R(L+:) = 4 =
49 - (=3
I
-1 2
8
= (4*5(2+Z)—§)
- (52 5i-1)= (74 H)
O

Ejemplo 3.67 Sean II plano métrico, a,be L distintas.
Demostrar que
alb siysolosi RyoR,=R,0R,

Solucidén: Consideremos que a 1 b siy s6lo si R,(b) =b.
Sean a,be Ly a L b, luego tenemos que R,(b) = b, ademds R;! = R,, de este modo tenemos que

R,oRyo R;l = RRa(b) = Ry.

despejando obtenemos

RbORa:RaORb

Supongamos ahora que
Rb ] Ra = Ra o Rb

despejando, y usando la propiedad tenemos
RRa(b) = Ra o Rb o Ra = Rb

luego R, (b) = b, de lo cual a 1 b.
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Ejemplo 3.68 En II plano métrico, sean a,b € L tal que a L b.

Demostrar que
R,(b) =0.

Solucién: Sea {P} = anb, luego tenemos que b es la nica recta ortogonal a a en P. Ademads
PZa entonces R,(P) = P.
Pero R,(P)ZR,(b) y R.(b) L R,(a), de lo cual tenemos que:

PZIR,(b) y R,(b) La

Por unicidad de b, se tiene que R,(b) =b O



