Capitulo 1

Plano Afin

1.1. Introduccién:
Definicién 1.1 Un triple 11 = (P,L,Z), se llama estructura de incidencia si y solo si

verifica P, L, T conjuntos no vacio, PNnL=¢ yIZ <P xL.

Notacién: En el conjunto P, sus elementos se llaman puntos y los designados con letra
mayuscula P,Q, R. En el conjunto £, sus elementos se laman rectas y los designados con letra
minuscula [,m,t y la relaciéon Z de incidencia entre puntos y rectas y denotamos por

(P,l)eZ, Pincide conl, PT1 (P,1)¢Z, Pnoincide conl, P Z 1

Observacién: Visualmente la incidencia se representa por

a) P Z I, P no incide con . b) P Z I, P incide con [.
Notacién: Dada [,m € L

mnl#¢siysélosi (IP € P)(PZm A PZLI)

o bien
mnl=¢siysélosi (VPeP)(PZmv PZI)

Definicién 1.2 Sean [,m € L.
Se dice que | es paralela a m y se denota porl || m, siy sélo si, mnl=¢ v [=m.
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1.2. Axioma del plano afin

Un estructura de incidencia IT = (P, £,Z), se dice que II es un plano afin si y sélo si cumple los
siguientes axiomas

1.- Sean A, BeP, A+ B entonces 3! [ € L tal que AZl y BTl

La tnica recta se denota por [4p.

2.- Sean PePyleL. Si PZl entonces 3!m € L tal que PZmy m || | (quinto postulado de
Euclides).

m
!

3.- Existen tres puntos no colineales (no existe una recta tal que contenga a estos tres puntos)
y cada recta inciden al menos dos puntos.

o C
o A

Observacién: Por axioma uno, dos rectas distintas inciden entre ellas en un punto o ninguno.
Si existe un punto P tal que P Z 'y P Z m denotamos por [ nm = {P} en caso contrario
Il Nnm=g

Teorema 1.3 Sea IT = (P,L,Z) un plano afin, entonces la relacion de paralelismo es una
relacion de equivalencia.

Demostracién:

1. || es refleja, es decir, (Vi e L)(I || 1), para ello tenemos que

[ =1, luego [ || I.
2. || es simétrica, es decir, (VI,m e L)(I|m =m || )
Consideremos dos rectas paralelas [ || m luego se tiene que
Inm=¢ vi=m

lo cual es equivalente a
mnl=¢ v m=1I,

es decir, m || I.
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3. || es transitiva, es decir, (VY I,m,t € L)(L || mAam|t =1] t).

Lo cual demostraremos por el absurdo. Sean [,t,m tres rectas tales que [ || m , m ||
tyl4t, comol4ftluego, [+t ylnt={P}, pero por P pasan dos rectas paralelas a m
contradiccién (unicidad del axioma dos). Por lo tanto la relacién de paralelismo es una
relacion de equivalencia.

Definicién 1.4 Plano afin minimal es aquel plano formado por el minimo nimero de puntos
que cumplen con los tres axiomas.

Propiedad 1.5 Todo plano afin al menos contiene cuatro puntos.

Demostracién: Por axioma tres sabemos que existen tres puntos no colineales A, B,C, del
cual por axioma uno, existen tres rectas que unen a estos tres puntos que los definiremos como

lag,lpc,lac respectivamente como se observa en la imagen.
Consideremos la recta [4p, por axioma dos tenemos que Isc

laD
existe una recta paralela a [4p que la designaremos por \/C D// N
l; y que pasa por el punto C, andlogamente se prueba la
existencia de una recta paralela a [ 4o que pasa por B que

llamaremos por Iy, como la recta oM lac # @ entonces A s
también lo hacen las rectas [ y Iy en el punto D y para 4 o /\
concluir determinaremos la existencia de la recta [4p que tac b2

pasa respectivamente por los puntos A, D.

Observacién: De lo anterior se concluye:

1. Todo II plano afin contiene al menos cuatro puntos de manera que tres cualquiera no son
colineales

2. Todo II plano afin contiene a lo menos seis rectas en las que hay dos paralelas

3. Dada dos rectas no paralelas, siempre existe un punto que no incide a ninguna de las
rectas
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Ejemplo 1.6 Sea P = Zo x Zo. Determine las ecuaciones de las rectas y si existe paralelismo
entre ellas.

Solucion: Las ecuaciones de las rectas de Zy x Zs estan dada por

ly:y=0 ly:x=0
lo:x=1 l5:y=2
ls:y=1 lg:y=x+1

(0,0 L 1,0

En consecuencia Iy I3, l2|ls v I5]lg (estas tltimas son paralelas porque no hay ningin punto en
comun). Zsy x Zy es un modelo del plano afin minimal en donde Zj x Z5 es el espacio vectorial
de dimensién dos. o

1.2.1. Plano Afin Vectorial

Teorema 1.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension dos

Si los puntos son las vectores, las rectas son las rectas afines y la incidencia es la pertenecia
entonces Il = (V,L,7), es un Plano Afin.

. s — — — . ., —
: Sean U, W con w efinamos la recta afines [ en direccién w
Demostracion: S Lw eV + 0, defi 1 ta afi [ d
— e
trasladada en v, por [ = {aw + v | a € K}

K il

=l

gl

Sea | = {aW + U | a € K} una recta afin, por comodidad se denotara por
1:{w)+ 7.

— —
La Incidencia esta definida por P Z [ es equivalente a P € (. De otro modo, existe « € K tal
—
que P=aw + v.
Verifiquemos los axiomas del plano afin.
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— — - - — —
1. Sea A, B €V con A # B. Debemos demostrar que existe me L tal que A Z my B Z m.

- = -
Para ello tenemos que A — B # 0 y definamos
mz{a(Z—§)+Z | OzEK},
— - - — — —
luego tenemos que A =0 (A - B) + A, entonces A €m, es decir, A Z m. Andlogamente

— — = — —
B :(—1)(A—B)+A, es decir, B T m.

wl
N
£%

)

oy
o
Unicidad: Supongamos que 3t € £ de modo que

t={aW+7 |aeK}

— —
tal que A Zty B Tt luego existe un aq, as € K distintos tales que

e B —
= oW+ U
=4 — —
B = mw+v
de lo cual N
— — = —
A-B = g -ayw+ U — U
— —
= W —ow
_
= (a1 —a)w
- - N
A-B = azw con ag # ()
N 1 - -
w = (az)” (A—B)

N - - —
Por lo tanto (w>:(A—B> y A etnm, luego t =m.

2) Sean Ae V., leLly A Z1. Por demostrar que existe una recta m € L tal que AT mam | L.
K

)

Seal: (I_J) + T la recta debe tener la misma

ﬁ
direccién y contener al vector A, entonces la %
recta m de define como: X

m: (W) + A
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Unicidad

e d v d . — —
Supongamos que It € L tal que AZt, AZm, el cual definiremos como t :=< ¥ > + 79,
%

m=<w >+A.
e — e — —> — e
Ya que Aetentoncest=(x)+A pero t || m, entonces(x):(w>luegom:<:c>+Aes

decir,

en consecuencia t = m.

3) Por demostrar que existe un tridngulo.

— — -
Sea B ={v1,v5} basede V,y 0 €V entonces tenemos
= = — . . . K
0, v1, v no son colineales, ya si [ contiene a los tres
—
elementos 0 €l
— - T
l: (w) +0
— —
pero vy, vy €1

— - — —
1=01wW , Vg =W

el
=

— — . .
luego w1, v3 son linealmente dependiente.

De este modo, existen tres puntos no colineales.
Por lo tanto IT = (V,£,7), es un Plano Afin |

Ejemplo 1.8 Sea P = Z3 x Z3. Determine las ecuaciones de las rectas y si existe paralelismo
entre ellas.

Solucion: Consideremos los puntos

li:y=0, ly:x=0, l7:y=ux, lig:y=2x+1,
ly:y=1, l5:x=1, lg:y=2x+3, l11 1y =2z,
l3:y=2, lg:x =2, lg:y=2+2, lis:y=2x+1.
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©,2) (1,2) (2,2)

(0,0) (1,0) ly (2,0

Las rectas paralelas entre ellas son:

Z1H52Hl3 ; l4Hl5Hl6 ; l7|\59”l12 y lsHllo”ln

a

Definicién 1.9 Dados los puntos Py, P, ..., P, se dice que los puntos son colineales si y solo
st existe | € L tal que PZl para todo i=1,2,...,n.

1.3. Haces de Paralelas

Ya que la relacion de paralelismo es una relacion de equivalencia en el plano afin, este se divide
en clases de equivalencias llamadas cada clase un haz de paralelas, definidas por:

[]={mel|m]|1) l

A

Ejemplo 1.10 El plano afin minimal contiene tres haces de paralelas.
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Solucion: Por propiedad 1.1 y el ejemplo 1.1, sa-
bemos que existen seis rectas las que definimos por
ly, la, I3, ly, 5y lg entonces veamos las rectas que
son paralelas.

En la figura tenemos que

Lillls —[L] = {l} = []
Ll — k] = {llL} = [i]
Is 1le —[ls] = {ls;l6} = [ls] h

a

o\

ly
]

NG}

Teorema 1.11 FEl plano afin contiene al menos tres haces de paralelas.

Demostracion: Por axioma tres existen A, B,C' € P
(tres puntos no colineales)

lacnNlpc+@ = [ZAC]#:[lgc]
chﬂlAB#:@ = [lBC]#:[lAB]
lacnlypro = [ZAC]:#UAB]

Por lo tanto [lac] # [las] # [lsc] # [lac], en conse-
cuencia existen al menos tres haces de paralelas.

Teorema 1.12 Sean II plano afin, l,m,t € L tales que I || m y mnt={P} entonces Int + 2.

Demostracién: Por el absurdo, supongamos
que l || my mnt + @Alnt = @, es decir,
Ll t, entonces I | m, I || tytnm = {P}, en
consecuencia por P pasan dos rectas paralelas " “r
a [, lo cual es una contradiccion por unicidad de

axioma dos.
]

Teorema 1.13 Sea Il plano afin, entonces cada recta contiene el mismo niumero de puntos que
mciden en ella.

Demostracién: Dada [,m € £, denotamos por P, = {P € P | PZl}, debemos probar que
#P1 = #Pn.

La demostracién se realizara en dos caso,



CAPITULO 1. PLANO AFIN 12

i) Supongamos que [ 4 m entonces I nm = {P}

Sea A € P, AZly AZm. Por axioma dos sea l; € £ tal que AZl; y 1 || [, de lo cual
linm = {x1}, nuevamente por axioma dos tenemos que 3! my € £ tal que AZmy y mq || m,
luego my Nl ={xy}.

Gracias a estos antecedentes podemos cons-

T2

truir la siguiente funcion: h
f: {anP} B {l'l,P} r 4 m1

T2 - T "
P — P m

Ahora veamos otros puntos. Sea Py Z [ tal que P, # Py P; # x;. Unimos P; con A a
través de la recta [4p,, entonces

luego tenemos l4p, 4 m, es decir, lap, Nm # ¢, luego, lap, nm = {P}}.

Por lo tanto
f : Pl — 7Dm
P1 e Pll
P — P

To —> I

De modo que f es una funcién biyectiva, entonces el #P; = #P,,

ii) Supongamos ahora que [ || m.

Sea t € L tal que tnl # @, por teorema anterior:
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Sabemos que t 4 [y t 4 m por la primera
" parte entonces

#Pe=4#Pry #Pe = 9P

del cual

#P1 =9 Pm.

Notacién: Dada l € L y P € P, denotamos por
P={QeP|QLl}y;  Lp={meL|PIm}.

Definicién 1.14 Se dice que el orden del plano 11 es n si y solo si cada recta contiene n puntos,
y lo denotamos por #1l =n

Ejemplo 1.15
1. Zo x 7o, es un plano afin de orden dos.
2. RxR es un plano afin de orden infinito.
Observacion: Los planos afines finitos, conocidos hasta ahora, son de la forma I, x [F;, donde
[F, es un cuerpo finito con ¢ elementos y ¢ potencia de un primo.
Teorema 1.16 En un plano afin, todos los haces de rectas paralelas tienen la misma cantidad

de rectas y esa cantidad es igual al orden del plano.

Demostracién: Sean [,m € L, con Inm # @ y [I] haz de rectas paralelas de direccién |.
Construimos la correspondencia de cada recta del haz, le asociamos la interseccion con m

Por lo tanto #[1] = #P,,. En consecuencia todas las haces de paralelas tienen la misma cantidad
de rectas ]

Teorema 1.17 Sea II un plano afin de orden n, entonces

i) Por un punto P pasan n+ 1 rectas, #Lp =n+ 1.
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ii) El plano afin contiene n+ 1 haces de paralelas.
i11) El numero de rectas en plano afin es n? +n = #L.

i) La cantidad de puntos en el plano afin es n? = #P.

Demostracién:

i) Sean PeP y leL tal que PZl en donde #I1 =n A #[l] =n.

Al unir cada punto de [ con el punto P obtenemos n-rectas y por axioma dos
(Ame L)Y (PImAam | 1)

por lo tanto por P pasan n + 1 rectas.

ii) Dada un recta entonces existe una paralela que pasa por P y considerando el resultado
anterior que por P pasan n + 1 rectas, entonces existen n + 1 haces de paralelas.

iii) Sea | € L, luego pertenece a unicos haz de
paralelas [1], cada haz tiene n rectas y por lo
anterior hay n + 1 haces de paralelas, por lo
tanto

#L=n(n+1)=n>+n.

i

iv) Sea [l] haz de paralelas, cada recta contiene n puntos y cada haz de paralelas contiene n
rectas, por lo tanto
#P=n-n=n’

Ejemplo 1.18 En el plano minimal tenemos que #1 = 2 entonces
HL=22+2=6y#P=22=4

Del cual se concluye que el plano minimal esta constituido de cuatro puntos y seis rectas.
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Plano de Moulton 1902

15

El Plano de Moulton (Forestra y Moulton, A simple non-Desarguesian plane geometry. Trans.
Am. Math.) Soc, 3:192-95 es un ejemplo de un Plano Afin no trivial.

Consideremos el conjunto de puntos del plano afin P = R?, los puntos del plano euclidianos.

Ahora veamos las rectas que constituye el conjunto £, son de cuatro tipos:

1. Las rectas de pendiente positiva (m > 0) en el plano R2.

0

2. Las rectas con pendiente igual a cero o infinita en el plano R2.

Y

(0,a)

l:y=a

(b,0)
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3. Y las rectas definida de la siguiente forma con (m < 0)

mx+b ; x>0
l:y=

m
—xz+b <0
2?[7 , X

Por 1ltimo la incidencia Z es la pertenecia.

Propiedad 1.19 Con las notaciones anteriores Il = (R?, £,T) es un plano afin, llamado plano
de Moulton.

Demostracion: Tenga presente los siguientes ejemplos para la demostracion.

Ejemplo 1.20 En el plano de Moulton.
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (5,1) y (7,4).

Solucion Determinemos la pendiente de la recta que une estos dos puntos:

_ Y-y _4-1 3

To — X7 —7—5_2

m

Por lo tanto m > 0 el cual implica que la recta es la habitual, es decir

y-1_3
r-5 2
Despejando obtenemos
_3,. 1B
Y79t

Ejercicio 1.21 En el plano de Moulton.
Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,0) y (0,1).

Ejemplo 1.22 En el plano de Moulton.
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-2,5) y (1,-2)
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Solucion Determinemos la pendiente de la recta que une estos dos puntos:

_yg—yl _ 5+2 B 7

m

To — 1 -2-1 3

Por lo tanto m < 0 el cual implica que debemos utilizar la definicién de pendiente negativa, es
decir,
mx+b ; x>0

l:y=
%awb <0

reemplazando los puntos (-2,5), (1,-2) tenemos que

5 = -m+b
-2 = m+b

7
Sumando tenemos que 3 = 2b, luego b = =, y restando tenemos que -7 = 2m, de lo cual m = -3

La recta pedida es:

l:y=
7.3
—grt5 ; T< 0
O
Ejemplo 1.23 En el plano de Moulton. Dada la recta
2z+1 ; 20
[:y=
-r+1 ; <0
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2,5) y es paralela l.
Solucion La recta paralela debe estar dada por:
=2rx+b ; x>0
l:y=
-r+b ; x<0
y pasa por (2,5), luego -4+ b =5, por ello b=9.
La recta pedida es:
-2z+9 ; 20
l:y=
-r+9 ; x<0
O

Ejercicio 1.24 En el plano de Moulton.
Determinar tres puntos en cuadrantes distintos que no sean colineales.
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Ejercicio 1.25 En el plano de Moulton considere los puntos
A=(1,0),B=(0,1),C=(-2,1),D=(1,-1).

Calcular lagnlcp

Ejercicio 1.26 En el plano de Moulton considere los puntos

A=(1,0),B=(-2,1),C=(1,-1).

Determinar l¢ tal que lo || lap

Ejercicio 1.27 En el plano de Moulton considere las rectas ly,ls

Determine condiciones que permitan decidir cuando 1y es paralela a ls.

1.4. Colineacién en el Plano Afin

Definicién 1.28 Sean II plano afin y f una funcion biyectiva. Se dice que f es colineacion
de I1, si se cumple:

i) f:L— Ly f:P—P son biyectiva.

ii) Preserva incidencia:
Para todo P,l se tiene que si PTl entonces f(P)Zf(l).
i11) Preserva paralelismo:
Para todo I, m se tiene que si l || m entonces f(1) || f(m).

Ejercicio 1.29 Sea I1:Zy x Zs.
Considere los movimientos rigidos del cuadrado, Determinar cual de ellas corresponde a coli-
neacion de II.

Ejercicio 1.30 Sea Il :Zy x Zs
Determine el numero de colineacion de 1I.

Ejemplo 1.31 Sea I1:7Z3 x Z3 y la funcion

f: P — P
(z,y) ~ flz,y)=(r+1,y+2)

que se extiende a la rectas afines del siguiente modo f(1) ={f(P) | PZl}.
Determine si f es una colineacion.
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(0,0) (1,0) ly (2,0

Solucién: Claramente f es biyectiva, f~(z,y) = (x -1,y - 2).
Veamos algunos ejemplos particulares primero:
Para ello sea

1 ={(0,0),(1,0),(2,0)};1> = {(0,1),(1,1),(2, 1) }; 15 = {(0,2),(1,2), (2,2)}.
Evaluando la funcion, tenemos
11={(0,0),(1,0),(2,0)} — f(l)={(1,2),(2,2),
13=1{(0,2),(1,2),(2,2)} — [f(s)={(1,1),(2,1),
ademas debe cumplir con:

ii) Dado el punto (0,0)Zl;, debe cumplir f(0,0)Zf(l;) lo cuales verdadero, ya que (1,2)Zl3

iii) Dado las rectas Iy, [3, se tiene que [y || I3, debe f(l1) || f(I3) lo cual también es verdadero,
ya que I3 || lo.

En general, tenemos que [ € £, I = {a(z1,22) + (y1,y2) | a € Zs}

i) Aplicando f a [ tenemos

f()

{fla(zy,z2) + (Y1, 2)) | a € Zs}
{flazy +y1,azy +12) | a € Zs}
{(azy +y1 + 1, aws +y2 +2) | a € Zs}
= {a(r,22)+ (1 + 1,92 +2) | a € Zs}
{a(x1,22) + f(y1,y2) | a € Zs}.
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ii) Sea PZI, luego tenemos que [ =< w > +P, por lo anterior tenemos que f(l) :<w > +f(P),
de lo cual f(P)Zf(1).

iii) Sea [ || ', luego tenemos que [ =< w > +u y I’ =< w > +v, por la primera parte tenemos
que f(I) <w>+f(u), f(I"):<w>+f(v), de lo cual f(1) | f(I").

De este modo f sea una colineacién. O
Definicién 1.32 Sea II un plano afin y f una colineacion de 11.

i) P es un punto fijo de f si y sélo si f(P) = P.

ii) [ es recta fija de f siy sélosi f(1) =1.
Propiedad 1.33 Sea f una colineacion del plano afin 11

1. St l,m son dos rectas no paralelas fijas por f entonces el punto interseccion entre ellas
es un punto fijo de f

2. Si f tiene fijo los puntos A y B entonces la recta lap esta fija por f.

Ejemplo 1.34 En el ejemplo anterior 11: Zs x Zs, y la colineacion

f: P — P
(r,y) ~ flx,y)=(r+1,y+2)

Determine los puntos y rectas fijas si existen.

Solucion: Tenemos que f esta dada por

fxy)=(x+1,y+2)

1. Puntos fijos

fly) = (zy)

(r+1,y+2) = (z,y)
r+1 = =z
y+2 = y

lo cual, tiene solucién vacia, ya que 1# 0y 2 # 0, por lo tanto, f no tiene puntos fijos.

2. Rectas fijas Las rectas fijas de f, entonces f(l) =1, pues consideremos la recta [ =
{(0,2),(1,1),(2,0)} tenemos que

l= {(675)’ (T’T)> (576)} Yy f(l) = {(T>T)> (576)’ (6’5)}
Por lo tanto la recta [ es una recta fija.

Note que = {(z,y) |ax+by=c}y f(I) ={(z,y) | ax+by = c+a+2b} luego debe tenerse
que a+2b =0, se deja de ejercicio, determinar que las tinicas rectas que cumple lo anterior
son las paralelas a ellas.
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Ejemplo 1.35 Sea IT = R? el plano vectorial afin y f una funcion definida como
f:R2 — R2
(z,y) ~ flzy)=Qr+3y-1Lo-2y+2)

Demuestre que f es colineacion de 11.

Demostracién
i) f es biyectiva.
a) Inyectiva
(V(a,b), (¢, d) eR*)(f(a,) = f(c,d) = (a,b) = (c,d))
(2a+3b-1,a-2b+2) = (2c+3d-1,c-2d+2)

2a+3b-1 = 2c+3d-1
a-2b+2 = ¢-2d+2

Multiplicando la segunda ecuacién por —2 y sumamos obtenemos que b = d, reem-
plazando en la primera ecuacién se obtiene que a = ¢, luego (a,b) = (¢, d).

b) Epiyectiva Si IT = R2, basta demostrar que R? ¢ Rec(f).
Dado un (¢, d) € R?, debe existir (a,b) € R? tal que f(a,b) = (c,d)

(2a+3b-1,a-2b+2) = (¢,d)

20+3b-1 = ¢
a-2b+2 = d

Resolviendo el sistema se establece que:
c—2d+5 2c+3d-4
= 7 a =
7 7
De este modo f es epiyectiva, entonces f es biyectiva.
i) f:L— L.

Sea [ :((a,b)) + (¢, d) recta, luego tenemos,

b

l
l

{a(a,b) + (¢,d) | a e R}
{(aca+c,ab+d) | a eR}

Evaluando se obtiene

f)={f(aa+c,ab+d) | aeR}
f()={Qaa+2c+3ab+3d-1,aa+c-2ab+2d+2) | a R}
f() ={a(2a+3b,a-2b)+ (2c¢+3d-1,c-2d+2) | a« e R}

Luego tenemos

f()=((2a+3b,a—2b))+ (2c+3d—-1,c-2d +2).
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iii) Si P Z [ entonces f(P) Z f(l)
Sea [ =((a,b)) + (¢,d), si P Z [ entonces P = ag(a,b) + (c,d)

f(P)=ay(2a+3b,a-2b)+(2c+3d-1,c-2d+2)

en donde este punto ag(2a + 3b,a —2b) + (2¢+3d - 1,¢—2d + 2) incide con f(1), por ello
F(P)Zf(1).

iv) Sil | m entonces f(I) || f(m)

l

m

((a,0)) +(c,d)
((a,b)) + (e, f)
f() = ((2a+3b,a—-2b))+(2c+3d-1,c-2d+2)
f(m) = ((2a+3b,a-2b))+ (2e+3f-1,e-2f+2)

Luego
S@) I f(m)

De este modo tenemos que f es colineacion de II O

Observacion: Sean [ = ((a,b)) + (¢,d) y m = {(x,y)) + (z,w).
[]| msiy sélosi{(a,b),(x,y)} son linealmente dependientes.

Propiedad 1.36 Sea V' un espacio vectorial de dimension 2 sobre K entonces son colineacion
del plano afin vectorial

1. Las traslacion f(x) =z +wv.

2. Las transformacion lineal invertible.

Notacién:
Aut(IT) :={f: T — 11 | f es colineacién } ¢ Biy(II).

Propiedad 1.37 Sea II un plano afin.
(Aut(II), o) es un grupo, llamado grupo de las colineaciones del plano afin T1.

1.5. Dilataciones del Plano Afin

Sean IT un plano afin y f € Aut(II).
Se dice que f es dilatacion de II si y sélo si para todos [ € L se tiene que

HOAN
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Ejemplo 1.38 Sean [1=ZyxZs y f:

=

® I3

ol

la ly

por ello f es dilatacion Zg x Zs

(7,y)

11

(z,y+1)
f(ll) = l37
f(l2) = l27
fs) =1,
fls) =Ly,
f(ls) =1,
f(lﬁ) = l57

Ejemplo 1.39 Sea f:R? - R? tal que f(z,y) = (3x,3y).
Demuestre que f es una dilatacion en el plano afin vectorial

Solucion: Sea [ =< v > +w € L, luego tenemos que

f()

Ademads tenemos que < v > +w ||< v > +3w, por ello f es una dilatacion.

Notacién: Sea II un plano afin.

{f(tv+w) | teR}
{3tv+3w | t e R}

<v>+3w

D) ={f:11 —II | f dilatacién }.

S() |l
F(2) || 1.
S(U3) |l 1s.
S () |l s
S(s) |l 1.
fe) |l L.

23

Teorema 1.40 Una dilatacion esta completamente determinada si se conoce la imagen de dos

puntos.

Demostracién: Sean II plano afin, y A, B € P tales que f(A) = A’, f(B) = B’, con f dilatacién.

.
w

SN

AP

Sea X € P de modo que X + ANX + B

o f(X)
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i) X Zlap
Primero unimos X con B a través de la recta gy, por B’ trazamos m; tal que my || lpx.

Después unimos X con A a través de la recta [4x, por A’ trazamos moy tal que my || lax.

De este modo tenemos que {f(X)} =mi nmy

i) XZiap

B/ B,/
VA X f(z2)=2z
A \ A \

Por el caso anterior, sabemos determinar la imagen de un punto que no es incidente a
una recta [ 45, donde se conoce la imagen de A y B.

Sea Z € P, Z Zlsp, como sabemos la imagen de A y B, luego sabemos la imagen de Z,
es decir, f(Z)=2'. Pero X Z laz, por lo tanto f(X) se puede determinar. n

Observacién: Al quedar completamente determinada la dilatacién a través de la imagen de
dos puntos, entonces al tener dos puntos fijos, se concluye que f es la identidad, es decir, f = Id.
De otro modo f # Id, entonces f tiene a lo mas un punto fijo.

Definicién 1.41 Sea f una dilatacion en el plano afin II.

Se dice que f es una Homotectia si y solo si, f tiene un punto fijo y este se llama centro
de la homotecia o f = Id.

Se dice que [ es una Traslacion si y solo si, f no tiene puntos fijos o f = 1Id.

Definicién 1.42 Sean le€ L y [ es una dilatacion en el plano afin.
Se dice que l es traza de f siy solo si (3P € P)(PZl = f(P)Zl).

l

(P
P

Teorema 1.43 Sean Il plano afin y [ dilatacion de II.

f() =1 siysdlo sil es traza de f.



CAPITULO 1. PLANO AFIN 25

Demostracién: Sea f una dilatacién, luego f € Aut(Il) y f(l) =1. Si P € P tal que P Z [ luego
f(P)Z f(l), de lo cual f(P) Z I.

Veamos el reciproco.

Sil es traza de f luego (3P eP)(PZ 1= f(P)ZI])

HO]
l

f(P)

Sea Q Z I, con @ # P, luego tenemos que f(Q) Z f(1)y f(P)Z f(1) es decir f(P)eln f(I)
Como f es dilatacion, entonces f(1) || I A In f(l) # @ en consecuencia f(I) =1, lo cual implica
que [ es traza de f. [ ]

Propiedad 1.44 Sea f una homotecia distinta de la identidad y P centro de la homotecia f,
entonces cada recta que pasa por P es una traza de f.

Demostracién: Sea Q) € P y lpg € L, luego tenemos f(lpg) || lpg, pero PLlpg y PZf(lpg),
luego las rectas son iguales. ]

Propiedad 1.45 Si f es una traslacion distinta de la identidad entonces no tiene puntos fijos
y el conjunto de todas las trazas es un haz de paralelas.

Demostracién: Sea P € P, luego la recta [py(py es una traza de f, es decir existen traza de f.
Sea [ otra traza de f, luego ambas estan fijas por f y si tiene un punto en comun este seria un
punto fijo lo que es una contradiccion. ]

En el plano afin vectorial: Toda recta fija es una traza de la dilatacién, ademas

1. La traza de la homotecia, son las rectas que pasan por el punto fijo, dado que la homotecia
tiene un punto fijo f(P) =P = (a,b).

Las trazas de la homotecia las podemos definir como:

{meK|y=m(z-a)+b}u{z=a}

P =f(P)
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2. Las traslaciones no tienen puntos fijos. Ademés dejan fijas todas las rectas que tiene
—_

vector director P f(P) y por ende el haz de paralelas formada por ellas.

Ejemplo 1.46 Consideremos la homotecia en el plano afin vectorial

f RZ — R2

(z,y) ~ (3z+2,3y-6)

Tiene un punto fijo (-1,3), las rectas fijas estdn dada por lo : v = -1 ya que f(lo) = loo ¥
L - ((1,m)) + (=1,3) que cumple con f(ly,) = ln. O
Ejemplo 1.47 Consideremos la traslacion en el plano afin vectorial
f: R — R?
(z,y) ~ (x+2,y+3)

R 2y =3z > 1= ((2,3))
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Tiene rectas fijas, pero dada las rectas 1 : ((2,3)) + (a,b) y f(1):((2,3)) + (a,b), ademds el haz
de recta [l], también esta fijo que f([1]) = [l].

a

Teorema 1.48 Una traslacion estd completamente determinada si se conoce la imagen de un
punto.

Demostracién: Sea A € P tal que f(A) = A’, como A, A’ son distintos existe [44 y X € P. tal
que XZlgq.

Definimos:

ly paralela a laa y X Z Il es una traza de f luego
esta fija por f.

Iy paralela a lax y A’ Z I, note que f(lax) =11 es
paralela y A’ incide en ella.

Por lo tanto, [y,ls no son paralela, luego Iy Ny =
[F(X)).

De este modo tenemos que f(A)=A"y f(X)=X',
dos imagen, por propiedad de dilatacién, define una
unica dilatacién.

Corolario 1.49 Sea T(II) = {f € D(II) | f traslacion } es un grupo, llamado grupo de las
traslaciones de 11

Demostracion: Es un subconjunto no vacio y la inversa es una traslacion, ahora veamos
la compuesta de dos traslaciones es una traslacién o una homotecia, si tenemos que es una
homotecia tendria un punto fijo despejando obtenemos que dos traslaciones tiene un punto en
comun luego son iguales y por ende es una traslacién. ]

Corolario 1.50 Sea Hp(I1) = {f € D(IT) | f homotecia tal que f(P)} es un grupo, llamado
grupo de las homotecias de Il que tienen centro en P.

Demostracion: Es un subconjunto no vacio y la inversa es una homotecia, ya que deja fija
un punto, y la compuesta de dos homotecias de centro P, el punto P esta fijo, luego es una
homotecia de cento P. ]

Observacion: Denotemos D(IT) = {f : I — TI | f ditalacién } en donde se tiene que (D(IT),0)
es un grupo, llamado grupo de las dilataciones de IT, ademés D(IT) < Aut(IT) y Hp(I1) < Aut(II).
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1 1
LT | [ (D)

1.6. Dilataciones en un Plano Afin Vectorial

Recordemos que V' un K espacio vectorial de dimensién dos y el plano afin esta formado por
P =V, L= rectas afines } y la incidencia es la pertenencia.

1. Traslaciones: f €T (V).

—_—
Sea ¥ = f(0), aplicando el Teorema 1.48 tenemos que, si Z linealmente independiente
con v, la imagen se obtiene de la interseccién de las rectas

— — — —
Lh<v>+x, la<ad >+0

: sz - > —> —  —> .,
cuya interseccién es 7 + v de esta forma tenemos que, f(7) = 7 + v una traslacién en
—_

UL
Luego en general las traslaciones son funciones de la forma:

fV—)V
—

T o~ f(T)=T+T

8l
.
&

Notacién: 7(V') = {t e D(II) | t es una traslacién}, es decir, si t € T(V'), entonces existe
ﬁ
un vector v, tal que (7 ) = @+ 0, incluimos el vector nulo 0 de las traslaciones posibles.

Propiedad 1.51 SeateT(V), tal que t(7) =7 + 7, entonces

(T =T -T
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Demostracién: Sea 7,y €V tal que:

7 o= (7)) [t
—>\ =
M) =z -
y+u = X [+ (=7)
— - =
y = T -7

Por lo tanto t (7)) =7 - v

., . . —>
También se puede designara a la traslacion de vector v como ¢

(@) =14 (7)

Composicion de traslaciones: Sea t-,t5 € T (V)

(t o tz)(7)

Propiedad 1.52 (7 (V),0) es un grupo abeliano, isomorfo a (V,+)

Ejercicio 1.53 Sea I1 un plano afin vectorial, t una traslacion y f € D(I1) Demostrar
que foto f~1 es una traslacién

2. Homotecias:
Sea f € D(II) una homotecia, luego existe w tal que f(w) = w.

Sea @ €V,yleL, tal que 7, w €l, sabemos que
FO Ly f(Z),Def(l)y @, wel

Por lo tanto {Z —w, f(Z) -} son linealmente
dependiente, entonces:

L z D
FR)-T = a(T-T
f(Z) = a@ -aw+w
- K

aZ +(1-a)w

F(T)

con 1+a=z0.

Al considerar el teorema 8, y sabiendo que conocemos la imagen de w, x , para determinar
. . — —
a imagen de otro punto no colineal con 7, w, tenemos trazar la recta [; paralela a [+
1 de ot t lineal LW, b t 1 ta [ lela a [+
- - .z . —
que pasa por f(7) y la recta ly = I+ y la interseccion es la imagen de =

Luego los vectores
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[Z-F /() - @) AT - B H(T) - f(@)}, {7 - F(F) - F()}, también son
linealmente dependiente, de lo cual se obtiene

o7 -w) = f(T)-f(W)
a(Z-7) = f(Z)-f(T)
(7 -w) = f(Z)-f(W)

Igualando obtenemos
a(?—ﬁ)+a1(7—?)—a2(7—ﬁ)) =0
reordenando tenemos

(a—a)) (@ -W)+ (a1 —a)(Z -w) =0

K

K

Como los puntos son no colineales luego los vectores son linealmente independiente (so-
lucién tnica)

Q=01 =09
El otro caso, es anédlogo.

. ’ . —_—
Por ello, existe un tnico a 'y . ]

Definicién 1.54 Sea f:V — V una homotecia, dada por
haﬂ;(?) = Oé? + (1 - Oz)l_U>

. , . — .
Se dice que, « es la razon de la homotecia y w es el centro de la homotecia.

Propiedad 1.55 Sea f:V — V una homotecia, tal que
f(Z)=a7 +(1-a)w.
entonces

FUT) = éz’ . (1 - é) i
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Demostracién: Sea f~1(2) = 7/, entonces:
—
Y

- @) Jos
fy) = 7@
ay+(l-a)w = 7 [+ (a-1)w)
07 = T+a-1T /é
e

Por ello tenemos

o« o s . —>
Composicion de homotecias de centro w:

. —
Sea f1, fo dos homotecias de centro w, entonces tenemos que:

A(T)
£(T)

(fiofo)(T) = ABT+(1-6)w)
= a7 +(1-Pw)+(1-a)w
= afT +aW -afW +W -aw

= af7T+(1-aB)w

aZ +(1-a)w
BT +(1-p)w

La composicién de homotecias del mismo centro es otra homotecia del mismo centro y
con razoén el producto de las razones respectivas de las homotecias.

Definimos: Sea

Hy={feD) | f(0)=0}
Hy ={feD) | f(W) =1},
en donde H es el conjunto de la homotecia de centro 6), incluida la identidad.

(HG” o) se denomina grupo de las homotecias de centro 0.

(Hﬁ’a o) = (K*a )

. s — — = - s — — : £
Observacién: Sean t( @) = 7 + w traslacién y ho( 2 ) = 2 una homotecia de razén «

y centro 0. luego
tohgot™(7T) toho (7 -W)
= t(a(T -0))

- W(F-T)+T

= a7 +(1-a)w

corresponde a una homotecia de centro w y razén «.
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Ejercicio 1.56 Sea Il el plano afin vectorial, entonces
Demostrar que

'H—dﬁ'Hl—g

3. Forma General de una dilataciéon en un Plano Afin Vectorial
Note que toda dilatacion es compuesta de traslaciones y homotecias.

Sea f € D(II), entonces existen a #0y v € V

fow(@)=aT+ 7 = f(T)

Observacion:

a) Si o =1 entonces f; - es una traslacion

b) Si a # 1 entonces f,  es una homotecia (que tiene un punto fijo), en particular:

foz (W) = @
— —

aw +v = w
- — —

aw —-—w = -0
(a-1D)w = -7

R

-«

En donde la funciones de la forma f - son transformaciones lineales invertibles con
a # 0, ademds notemos que:

(frzof,g)(@T)=aT +7 = f,5(7)
Propiedad 1.57 En el plano afin vectorial V.
D(V)=T(V)eHz(V)
Ejemplo 1.58 Sea
T : R - R2
(z,y) = (y,2)+(L,1)
Determine F € D(R?) tal que ToF =FoT

Solucidén: Sea F' una dilatacién luego existen « € R no nulo,(a,b) € R? tal que
F(z,y) = a(x,y) + (a,b), V(x,y) R’

Veamos la compuesta

(ToF)(x,y) = (FoT)(z,y)
T(ax +a,ay+b) Fly+1,z+1)
(ay+b+1l,ar+a+1) = (ay+a+a,ar+a+b)
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Igualando coordenada
b+1 = a+a
a+1l = a+b

del cual se obtiene a =by a =1, por lo tanto F' es una traslacién de la forma

F(z,y)=(x+a,y+a)

1.7. Colineaciones en un Plano Afin Vectorial

Recordemos que V' un K espacio vectorial de dimensién dos y el plano afin esta formado por
P =V, L= rectas afines } y la incidencia es la pertenencia.

El propésito de la seccién es demostrar el teorema: toda colineaciéon en el plano afin vectorial
es la composicion de una traslacién con un transformacién semi-lineal.

Definicién 1.59 Sea V' un espacio vectorial de dimension 2 sobre K. f : V - V es una
transformacion semi-lineal si y solo si

1. Para todo 7,9 enV, f(T +9)=f(T)+ f(¥)
2. Eriste 0 € Aut(K) tal que para todo @ enV, a € K se tiene que
f(a@) =0(a) f(T).

Ejercicio 1.60 Sea V=CxC y f:C? > C? tal que f(Z,7) = (3T,27)
Demostrar que f es semi-lineal.

Ejercicio 1.61 Sea f:K? —» K2 semi-lineal biyectiva,
Demostrar que f es una colineacion en el plano afin vectorial

Ejercicio 1.62 Sean f : K2 - K2 semi lineal biyectiva y g : K? — K2 transformacion lineal
biyectiva,
Demostrar que go f, fog son semi-lineal biyectiva.

Teorema 1.63 Sean K un cuerpo, {ay,as} base de K2, o, 3 € K* tales que I, =< ay — a; > +ay
— — —
y ly =< fas — aaj > +aay con ly # ls.

I ||l siy sélo sia=p.

K

(17
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Demostracién: Sea [y || [y luego los vectores directores son linealmente dependiente
P —
{az — a1, Bay - aar}

es decir existe § tal que

d(az-a1) = Paz-oal

(0-Baz+(a-d)ai = 0

solucion tnica, asi se tiene que « = 3 = 4.
En la otra direccién, supongamos que « = 3, I3 # Iy y I nly # ¢. Pero tenemos que

—  — — — — —
l1 =<ay—a1 >+a; Iy =<aay —«aaj > +aa;j.
Ya que el escalar es no nulo, tenemos
—  — —
lg =< a9 — a1 > +aas.
luego los vectores directores son iguales. Por lo tanto Iy || lo. ]

Propiedad 1.64 Sea K un cuerpo, {ay,as} base de K2, y o € Aut(K?)

1] Iy siy sélo sio(ly) | o(lz)

Demostracion: Sean [;,[, € L

o(ly) | o(l2) o(lil)no(ly) =¢vao(ly)=0(lz)
ol o(l)nao(ly))=¢Vvii=1
Wl =dviy =l

Lol

ORI

Corolario 1.65 Sea l € L recta vectorial y o € Aut(I1) tal que o(l) =1 entonces

o(l+T)=1+0(7)

Demostracién: Sea [ || [ + ¥, por teorema anterior tenemos que o(l) || o(l + U), es decir,
I o(I1+7). Ademés o(v) e 0(I+ 7 ), es paralela y pasa por el punto, ya que la recta es tnica,
se tiene

o(l+0)=1+0(7)
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Propiedad 1.66 Sean K un cuerpo, p € Aut(I1) entonces existe una traslacion, una trans-
formacion lineal biyectiva en el plano y una base {ai,as} de K2, tal que si 6 = f~Lotop,

5(0)=0, 6(a)=a;, 6(a3) =a.

Demostracién: Sea € Aut(V'), supongamos
u(0)=7.

— —
luego t_=(u(0))= 0. o L
Sea 0 =t_ oue Aut(V') y {ai, a3} base de K2, entonces {o(aj),o(az)} es una base de K2.
Ya que I . I 15 om V52 I 15 o> €8 decir
— — — —

<ayp>=<oa; > <ag>=<0a9 >.
Dadas las bases anteriores existe una tnica transformacién lineal, luego una colineacién, que
envia una base en la otra base, es decir,

f@@)=o(a) f(a3)=o(az)
De lo cual se obtiene
ai=(f"oo)ar) az=(f"o0)(az)
Por lo tanto d = f~! ot o yu es una colineacién que fija 6), ai, as. ]

Propiedad 1.67 Sean K un cuerpo, {ai,as} base de K2 y g € Aut(Il) tal que fija los puntos
6), a, @, entonces

g(aar + faz) = g(aar) + g(Baz)
ademads

g(aai) = naai, g(aa3) = naas.

s = - — .
Demostracién: Sean 0, a;, az, puntos fijos por g, luego tenemos
— — — —
g(<ai>)=<a;> y g(<ay>)=<az>

ya que fija dos puntos de cada recta.
Consideremos las rectas
li:<as>+aa; vly<ay >+pas

— — . , — —
las rectas [; ||< a3 > y I3 ||< a1 > y tiene un punto en comun aaj + Sas.
Por corolario anterior tenemos que

g(ly) =< @ > +g(aar) y g(lo) =< a7 > +9(Baz)

ademaés
glaay) e<ag > y g(Ba3) e<az >



CAPITULO 1. PLANO AFIN 36

luego la imagen del punto interseccién debe pertenecer a la interseccién de las imagenes.
g(aai + fa3) = g(aai) + g(faz)

- - — . — _ — .
Sea ly :< as —ay > +ay, la recta contiene a los puntos a; y a3, luego la recta esta fija por g.
. —  — — .
Consideremos la recta [ :< as — aj] > +«a; es paralela a l4. luego se tiene que

g(l) =< a3 —a; > +g(aay) =< as — ay > +na;
Analogamente

g(l) =< a3 - a1 > +g(aaz) =< a3 - a; > +£a;
de lo cual obtenemos que 1 = &.

Teorema 1.68 Sea K un cuerpo, 11 el plano afin vectorial entonces toda colineacion es la
composicion de una traslacion con una transformacion semilineal.

Demostracién: Sea ;€ Aut(IT), por propiedad 1.66 se tiene que existen una traslacién, una
transformacion lineal biyectiva en el plano y una base {a;,as} de K2, tal que si 6 = f~ ot o pu,

5(0)=0, &(a) =ai, §(a3) = a.

Por la propiedad 1.67 tenemos que
d(aa +Baz) = d(aar) +6(Baz), d(aai) =n(a)a, 6(Baz) >=n(a)a;

Definamos
n:K - K tal que n(a) cumple con 6(aay) = n(a)ay

note que n(1) =1y n(0) = 0.
Es inyectiva, ya que n(a) = n(f) entonces,

n(a) = n(B)
n(a)a; = n(f)al
6(aay) = 6(Bar)

aa; = fBa

a = f

Epiyectiva, sabemos la restriccién de § :< a; >>< a; > es una biyeccién luego dado 3 € K,
— — . — —
tenemos que faj €< aj >, luego existe a € K, tal que d(«way) = Saj.
Para el producto, sea
l5 < aa; +ay > —fas

luego tenemos
0(Is) =<n(a)ar +az > +n(-B) a3

pero Baa; € l5 de lo cual tenemos 6(SBaay) € 6(15)
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de este modo tenemos que
n(Ba)ar e<n(a)ai +az > +n(-B)a;
luego tenemos
n(Ba)ar = -n(a)n(-B)ai
por ello tenemos
n(Ba) = -n(a)n(-pH)
Ademas
n(=6) =n(=6-1) = -n(1)n(B) = -n(3)
de lo cual
n(Ba) = -n()n(=5) = n(a)n(B).
Finalmente para la aditiva n(a+ ) = n(«) + n(53).

- — -  —
l6 <oap —ag > +Ba1 + ao

luego tenemos
5(ls) =<n(a)ai - a3 > +n(B)ai + a3

pero (a+ B)a; € lg de lo cual tenemos 6((a + 3)ay) € 5(lg)
de este modo tenemos que

n(a+B)ar e<n(e)ar - az > +n(B)al + as

luego tenemos
n(e+B)ai = (n(a) +n(B))al
por ello tenemos
n(a+p)=n(B)+n(a)
De lo cual tenemos que § es semi lineal, y por ello f o es semilineal
1=ty © (f ©0)

Ejemplo 1.69 Sea C? el plano afin vectorial complejo, T identidad o conjugacion compleja
entonces
Para todo ay,by,c1,a9,b9,co € C tal que arbs —bias + 0 se tiene que

f:C*—C? f(z,w) = (a17(2) + by7(w) + c1, a97(2) + boT(w) + ¢3)

es una colineacion en plano afin vectorial complejo
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1.8. Teoremas Clasicos Plano Afin Vectorial

—
Definicién 1.70 En el plano afin vectorial K x K, se define la razén afin de @, b, tres

puntos colineales al escalar (@, _b), ) tal que cumple
2-7=(2,0,2)D-7)
Propiedad 1.71 En el plano afin vectorial KxK, dados tres puntos colineales A, B, C' entonces
1. (A,C,B) = obes

2. (B,C,A) = 55

A,B,C
8. (C,B,A) = ﬁ

Teorema 1.72 (de Menelao) Sean A,B,C puntos no colineales, P,Q, R puntos tales que
PILac, QTlgc, RIlap, ademds {A,B,C}n{P,Q, R} = ¢ entonces
P,Q, R son colineales si y sélo si (P,C,A)(Q,B,C)(R,A,B) =1

Demostracion: Traslademos el punto A al origen, y identifiquemos los puntos

A=0,B=1,C=7

—

N
como no son colineales, los vectores b, ¢ son linealmente independiente, de ello tenemos

P=a7, R:v_b), lBC=<_b>—c_>>+_b>,

es decir,
Q=8(b-)+b=(1+8)D -57C

Por lo anterior tenemos .
lpg=<(a+B)¢ -(1+8)b >+a¢

Si los puntos son colineales tenemos, R € Lpg, es decir,
Vb = aT+n((a+B)T-(1+8)D)
0 = —4b+aC+n((a+B)T-(1+8)D)
0 = ~(y+n+uB)b +(a+nf+a)?
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asl se obtiene
vy+n+nB=0, nla+p5)+a=0.

despejando
__r __ <«
= 1+ a+f
luego tenemos que
_a(l+p)
a4+ p

Ahora veamos la razones afines

(P,C,A) = (Q?7?76)) = l A
l-a a-1
ya que 0-a7T-= =2 (¢ -a’)
Para las otras razones procedemos de forma similar
1+
g

(@ B,C)=((1+B8) -2, 1, 7) =

luego tenemos

a 1+ v-1

a—-1 15} 5
o 1+8 “m5 -1

a-1 ) B ) a(1+8)

a+f

Q@ ‘1+ﬁ‘a(1+ﬁ)—&—ﬁ

(P,C,A)(Q,B,C)(R,A,B) =

a-1 a(l+p5)
o« ‘1+ﬁ‘ af -6 _1
Ca-1 B a(l+p)

Para la demostracion en el otro sentido note que

« _1+6.v—1:1 :oz(1+ﬂ)

a-1 y K a+f

lo que permite definir 77 y con ello, se obtiene que los puntos son colineales.

Teorema 1.73 (de Thales)

li || lg siy sélo si (A, B,C)=(A,D,FE)

39
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C E

"/ \

Demostracion: Traslademos el punto A al origen, y identifiquemos los puntos

A=0,B=1b,C=ab,D=d, E=8d

- —
con «,f no nulos y b, d linealmente independiente.
Calculemos las razones afines

(A,B,C)=a, (A,D,E)=5.
Ya que
(aT-T0=a(?-0), (8d-0=8(d-0).

Por teorema 1.63, se obtiene la equivalencia. ]

Definicién 1.74 Sean A, B,C, D cuatro puntos colineales, se llama la birazén a

_(C,B,A)

A,B,C,D) =
( ? 707 ) (D,B,A)

Propiedad 1.75 Sean A,B,C,D,I,J,S puntos en el plano afin vectorial sobre K, tales que
A,I,J colineales, A, B,C colineales AI = AB BS || IJ entonces (A,B,C,D) =(A,I1,J).

J
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Demostraciéon: Traslademos el punto A al origen, y identifiquemos los puntos

— — — — — — — —
A=0,I=4,J=ai, B=b,C=0b,D=yb, S=X1 +D
aplicando el teorema de Thales obtenemos
(C,5,J)=(C,B,A), (D,51)=(D,B,A)
De la primera obtenemos que (C,S,J) = (ﬁ—l;,)\_i> + —b>,047)), es decir,

ai -BY =(C,B,AYNT + b -5b)=(C,B,AYN7T +(1-5)D)

Como b, i son linealmente independiente, se tiene
« -0
—=(C,B,A)=——
A (C.B.A) 1-p5

- > - —

Anélogamente, (D,S,I)=(yb, i + b, i), de lo cual
- —
1+ b

7 -4 =(D,B, A)(\ 2 B)=(D,B,AYNT +(1-7)b)

- —
Como b, i son linealmente independiente, se tiene

1 —
—=(D,B,A)=——
A (D, B, 4) Y
De lo anterior tenemos que
(C,B,A)
A BC,D)=——""+-=
(4,B.C,D) (D,B,A) “

Por otro lado
— = —
(AL, J)=(0,1d,ai)
de lo cual tenemos
- — - —
ai —0=(AILJ)(i-0),
De lo cual (A,1,J) = a. n

Teorema 1.76 (de Ceva) Sean los vértices de un triangulo ABC', con divisiones en L, M, N
en las razones correspondiente A = (L, A,C), u=(P,N,C), a=(B,A,N) entonces las rectas
lan, lgr, lon son concurrentes si y solo si Apa = —1.

C
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Demostracién: Apliquemos el teorema de Menelao a los siguientes casos

C C
. M
P P
A N B A N B

Luego tenemos
(L, C,A)(P,N,C)(B,A,N) =1,  (M,C,B)(P,N,C)(A,B,N) =1

Teniendo presente la propiedad 1.71, y la hipdtesis se obtiene A = (L, A,C), p=(P,N,C), a=
(B,A,N), luego

1 1
(L,C,A) =3 (BaAaN) =7 (AaBaN) = L
A 1-« a-1
Reemplazando
1 1
S(P.ON)—=1, u(P,C,N)——=-1
A 1-« a-1
Concluimos despejando e igualando obtenemos
-1
(P.C.N) = A(1-a) = 221
op
Asi obtenemos )
aAp = Sl
-«
En la otra direcciéon, Suponemos aApu = -1y
lavnlpr =P  launlon=Q lprnlen = R.
Apliquemos el teorema de Menelao a los siguientes casos
C C
M
L
R Q
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(L,C,A)(R,N,C)(B,A,N) =1, (M,C,B)(Q,N,C)(A,B,N) =1

Teniendo presente la propiedad 1.71, y la hip6tesis se obtiene A = (L, A,C), u=(P,N,C), a=
(B,A,N), luego

(L,C,A)Zl, (BaAaN) :La (AaBaN) :L
A 1-a a-1

Reemplazando

1 1 @
“(R.C.N)— =1 C,N =1
)\( ) Y )1_& ’ M(Q’ ’ )a_
Despejando y reemplazando el p = ;—i\
(R,C,N)=X1-0a), (QC,N)-= =A(1-a)

Los puntos esta a una misma razén afin luego son iguales. [ ]

1.9. Ejemplos Miscelaneos

Ejemplo 1.77 Considere K={a+bd | a,b € Zy} =Z2(), es un cuerpo con 4 elementos, donde
02=0+1 yII es el plano afin vectorial, es decir,

P =K?, L={<w>+v|v,weK*w#0} y I:pertenecia

Graficar los puntos y las rectas en K2, identificando los haces paralelas.

Solucién: K ={0,1,0,1+d} = Z(5), cuerpo con 4 elementos
El nimero de: Puntos es 4% = 16, Rectas 20 = 16 + 4, Haces es 5 y cada haz contiene 4 rectas.

IR

[y=(0+1)x]

[v=0] [+=0)

O
Ejemplo 1.78 Considere la estructura de incidencia dada por los puntos P = {(z,y) e R? | y >

0} semiplano superior, la recta ¢, = {(z,y) € P | (x—a)?+y? =r?} una semicircunferencia con
centro eje x, el congunto de las rectas L ={c,, | a,r € R, >0} y la incidencia es la pertenecia.

Determine que axiomas de plano afin cumple 11 = (P, L,T).
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Solucion:

Primer axioma, dado los puntos distintos (a,b), (¢,d) € P deben pertenecer a una tnica recta.
(33' - h)2 + y2 = 7"2,

reemplazando tenemos (a - h)? +0? =r2 (c-h)?+d? = r2.
Restando las ecuaciones obtenemos que 2ah —2ch = d? + ¢? — b? — a?, cuando a = ¢, tenemos que
b+ d y positivos luego la ecuaciéon no tiene solucién, no cumple axioma 1.
Segundo axioma, dada la recta. (x — h)% +y? = r2, y el punto (a,b) que no pertenece a la
recta, entonces la recta

(z-h)?*+y*=(a-h)*+1?
es una recta paralela que pasa por el punto (a,b), no es tnica.

Tercer axioma, los puntos (1,1),(1,2),(-1,1), no son colineales, no existe recta que une los
puntos (1,1),(1,2) O

Ejemplo 1.79 En II Plano de Moulton, sea los puntos A =(-1,9), B=(2,-3) y C =(-2,5).
Determinar la ecuacion de la recta m, tal que m || lap y CZm.

Solucion: La recta [4p tiene pendiente negativa.

ar+b ; x>0
lap:y =
sr+b 5 <0

luego, reemplazamos A y B y se tiene que 9 = —a/2+ by =3 = 2a + b, de lo cual restando se
obtiene que a = —2—;.

De este modo, la recta m esta dada por:
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Reemplazando el punto C' obtenemos que 5 = 25—4 + ¢, de lo cual tenemos que ¢ = %
Por lo anterior tenemos

24 1
P I _0
5x+5 Do
m:y=
12 1
-——x+- ; <0
5 5

Ejemplo 1.80 En IT Plano de Moulton, sea T'(x,y) = (2z,2y — 2)

1. Determinar st T es una colineacion en 11.
2. Determinar si'T es una dilatacion en 11.

Solucién: La funcién T es biyectiva, ya que T'(x,y) = (2x,2y — 2), se tiene que F(z,y) =
(%x, %y +1) es la inversa

(FoT)(x,y) = F(2r,2y~2) = (r, 52y ~2) + 1) = (2.9)

(To F)(a9) = T(3e, 35+ 1) = (52035 + 1) =2) = (2,9)

Una es la inversa de la otra, luego 7" es biyectiva en puntos.
Veamos ahora los cuatro tipo de rectas: Rectas horizontal.

T({(c;y) | yeR}) {(2¢,2y-2) | yeR}
T({(c,y) | y e R}) {(2¢,2) | z e R}

es decir, la recta es horizontal preserva incidencia, paralelismo y la imagen es paralela.

T:l:z=c—1':2=2c.
Rectas vertical

T({(z,c) |z eR}) = {(22,2c-2) | zeR}
T({(z,c) |xeR}) = {(2,2¢-2)]|zeR}

es decir, la recta es vertical preserva incidencia, paralelismo y la imagen es paralela.
T:1l:y=c—1":y=2c-2.
Rectas pendiente positiva.

T({(z,mzx+b) | xeR}) = {(2z,2mz+20-2) | z R}
T({(x,mz+b) | e R}) {(z,mz+2b-2) | ze R}
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es decir, la recta de pendiente es positiva e igual pendiente preserva incidencia, paralelismo y
la imagen es paralela.
T:l:y=mx+b—1":y=mx+2b-2.

Rectas pendiente negativa.

T({(x,mx+b) | zeR*}u{(y,my/2+b) | yeR™})
{2z,2mx +2b-2) | e R* }u{(2y,2my/2+2b-2) | ye R}
= {(t,;mt+2b-2) | teR*}u{(k,mk/2+2b-2) | keR}

de otro modo la recta [ es enviada en [’.

mx+b ; x>0 mx+20-2 ; x>0
T:1l:y= — 'y =
Fr+b ; x<0 SFr+2b-2 ; x<0

Preserva incidencia, paralelismo y la imagen es paralela.

Luego T' es una dilatacion.

Ya que, las rectas por su tipo se mantiene, luego preserva incidencia, paralelismo y es paralela
a la imagen. O

Ejemplo 1.81 FEn el plano afin vectorial V = C? y f una colineacion definida por
fla+bi,c+di)=(a-bi,c—di).

Determinar los puntos y rectas fijas de f.

Solucion: Los Puntos Fijos
(a+bi,c+di) = f(a+bi,c+di)=(a-bi,c—di).

Luego tenemos que

Por ello tenemos que b=0, d=0.
{(a+bi,c+di)eC*|b=0, d=0} = R?

Las Rectas Fijas.
La rectas oblicuas l,, , = {(z,mz +w) | z € C}

fH{(z,mz+w) | zeC}) {Z,mz+w) | zeC}
f{(z,mz+b) | zeC}) {(z;mz+w) | ze C}
f(lm,w) = lﬁ,ﬁ
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Las rectas verticales, [, = {(w, z) | z € C}.

f{(w,2) [ 2¢C}) = {(w,z) [2¢C}
f{(w,2) | zeC}) = {(w,2) |z¢C}
f(lw) = Iy

luego las rectas fijas, preservan pendiente e intercepto. Y esta son

{lmws lw | myw e R}

Ejemplo 1.82 Sean f,g colineacion en plano afin.
Demostrar directamente que go f es una colineacion.

Solucidén: Sean f, g dos colineacién en plano afin.

De lo anterior tenemos que f,g:P — P son biyectiva, luego go f : P — P es biyectiva, ademés
f,9: L — L son biyectiva, por ello go f: L - L es biyectiva.

Preserva Incidencia

Sabemos que g, f preservan incidencia, sean PZ[, aplicando la funcién f tenemos que f(P)Zf(1)
y ahora aplicando ¢ tenemos que g(f(P))Zg(f(1)), es decir, (go f)(P)Z(go f)(1).

Preserva Paralelismo

Dado m, [ dos rectas paralelas distintas, tenemos f(m) || f(1), aplicando g se obtiene

g(f(m)) I g(f (1))

De este modo tenemos que go f es una colineacion. O

Ejemplo 1.83 Demostrar que todo plano afin, contiene al menos tres haces de rectas.

Solucion: Por el tercer axioma existe tres puntos no colineales A, B, C, por axioma 1 existen
las rectas lap,lac, o

Las rectas no pueden ser iguales, ya que significa que los puntos son colineales y ademas cada
una de ella con la otra tiene una interseccion.

lap Nlac ={A}, lpcnlap ={B}, lacnlpc ={C}

Luego no pueden ser paralela dos a dos
De esta manera cada una de las rectas pertenece a un haz distintos de rectas. O

Ejemplo 1.84 En II Plano de Moulton Real, sean A = (-4,7),B = (3,-3),C = (-2,1) y
D=(1,-7).
Determinar lagnlcp.
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Solucién: Consideremos las rectas

ar+b ; x>0 cx+d ; >0

lap:y = lep:y=
sx+b ;5 w<0 st+d ; x<0

luego, reemplazamos A y B se tiene que 7=-2a+by -3 =3a+b,

-2a+b 7
3a+b = -3

de lo cual a =-2, b=3y en la otra reemplazamos C'y D se tiene que 1 = —c+dy -7 =c+d,

—-c+d = 1
c+d -7

de lo cual ¢ = -4, d = -3. De este modo tenemos

2z+3 ; 20 —4r-3 ; x>0
lag:y= lep:y=
-r+3 ; x<0 -2r-3 ; x<0
Igualando tenemos

Caso x >0 ; Caso x <0
—2rxr+3=-4r-3 -r+3=-2x-3

20 =-6 r=-6

r=-32>0 r=-6<0

Luego obtenemos que

lAB n lCD = {(—6,9)}

Ejemplo 1.85 En Il Plano de Moulton Real, sean A =(-6,6),B =(4,-8) y C =(-2,5).
Determinar la ecuacion de la recta l, tal que l || lap y CZI.

Solucion: Consideremos las rectas

ar+b ; x>0
lap:y =
sr+b 5 <0

luego, reemplazamos A y B se tiene que 6 = -3a+by -8 = 4a + b,

-3a+b
da +b

6
-8

de lo cual a = -2, b=0. De este modo tenemos
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-2z ; 20
lap:y =
-xr ; x<0
La recta paralela
2rx+d ; x>0
ZC ‘Y=
-r+d ; x<0

reemplazamos C'y se tiene que 5=2+d y d =3,

2z+3 ; x>0

le:y=
-x+3 ; x<0
i
Ejemplo 1.86 Considere I1 = (P,L,T), plano afin vectorial complejo
P=C? L={<w>+v | v,weC*w=0} y I:pertenecia
y fo(21,22) = (71 + a2, 22)
1. Determinar si f, es una colineacion, con a € C.
2. Determinar si f, es una dilatacion, con a € C.
Solucién: Dada la Recta | = {(bwy + vy, bwy + v3) | a € C} =< w > +v, luego tenemos que
fol) = {f&’wl + Ulabw_2+ v2) |@_€(C}
= {(bwy + 71 + abws + avy, bws +T3) | a € C}
= < Wi+ aws,ws) > +(v7 + avy, V)
Por ello se concluye que ..... O

Ejemplo 1.87 Considere I1 = (P,L,T), plano afin vectorial complejo
P=C? L={<w>+v | v,weC*w=0} y I:pertenecia
y fla+bi,c+di)=(a-bi,c—di)
1. Determinar si f es una colineacion

2. Determinar si f es una dilatacion
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Solucién: Sabemos que Z+ W =Z+W; Z-W=2- WY 2 = 2.

Notemos que L
[(f(zw)) = [(Zw) = (z,0) = (2,0)

luego f es una funcién biyectiva a nivel de puntos.

En relacion a rectas

f(<(wi,w2) > +(v1,v2)) = {f(a(wy,wz) + (v1,v2)) | e C}

= {(awi; +v,qwy +v3) | a e C}

= {(ow, +v;,0w; +73) | a e C}
= {a(w,,wy) + (V1,72) | « € C}
= {B(wi,w2) + (v1,72) | BeC}

= < (@1,@2) > +(61,62)
envia recta en recta y de la misma manera se tiene que f es biyectiva a nivel de rectas.
(< (wi,w2) > +(v1,02))) =< (w1, w2) > +(v1, v2).

La incidencia de recta se cumple por el calculo anterior.
Sea [ y m dos rectas paralelas luego

[:<(wy,we) > +(v1,v2), m:<(wy,wy)>+(21,20)
luego tenemos que
(1) < (W, w2) > +(V1,02), [f(m) < (W1, w2) > +(Z1,%2)

de lo cual tenemos que f(1) || f(m)

Por todo lo anterior tenemos que f es una colineacion.

Sea [ :< (1,47) > tenemos que f(I):< (1,-i) > pero {(1,7),(1,-i)} es linealmente independiente,
luego f(I) 1. Y por ello f mo es una dilatacion. O

Ejemplo 1.88 Considere el plano afin de Moulton 11 = (P,L,I) y ho(x,y) = (ax,ay).

1. Determine si hs es una dilatacion

2. Determine si h_3 es una dilatacion

Solucién: Sea a € R*, tenemos que hq(hi/a(2,y)) = (2,y), luego tenemos que h, es biyectiva
de puntos.
Rectas horizontal en horizontal

ha({(c,y) | y € R})
ha({(c,y) | y € R})

{(ac,ay) | y e R}
{(ac,2) | zeR}
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Rectas vertical en vertical

he({(z,c) | z e R}
ho({(z,c) | z e R}

{(az,ac) | z e R}
{(z,ac) | zeR}

Rectas pendiente positiva en rectas de pendiente positiva

ho({(z,mz +0) | x e R}) {(ax,amx + ab) | x e R}
ho({(z,mz+b) |xeR}) = {(z,mz+ab)|zeR}

Rectas pendiente negativa en rectas de pendiente negativa

hs({(z,ma +0), (y,my/2+b) | xR,y e R"})
{(3x,3mx + 3b), (3y,3my/2+3b) | e R" )y e R™}
{(x,mz +3b),(y,my/2+3b) | e R*,y e R™}

Luego hsz es una colineacion.
Ya que, las rectas por su tipo se mantiene luego mantiene incidencia y paralelismo.
Rectas pendiente negativa no es enviada en una rectas

hs({(z,mz +0),(y,my/2+b) | xR,y e R"})
{(-3z,-3mzx - 3b), (y,-3my/2-3b) | re R*,y e R™}
{(:E,mx—Sb), (yamy/Q_b) | Z ER_ay € R+}

En particular note que los puntos {(1,-1),(0,0),(-1,0,5)} son colineales

y tenemos que
h73{(17 _1)7 (070)7 (_17075)} = {(_37 3)7 (070)7 (37 _175)}

Pero los puntos no son colineales, ya que la recta que une los dos primeros punto

pero el tercero no pertenece a la recta. O

Ejemplo 1.89 En el plano de Moulton, Sea A = (-3,5),B = (4,-2),C = (1,1) y D = (0,2).
Calcular lagnlcp
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Solucién: Sean A =(-3,5) y B =(4,-2)

-14 34
—x+— ; x>0
11 11
ly:y=
-7 34
—z+— ; x<0
11 11
Sean C'=(1,1) y D =(0,2).
-x+2 ; x>0
lglyZ _1
—x+2 ; <0
Para x < 0, tenemos
-7 34 -1
—r+— = —x+2
11 11
-7 1 34
—r+=xr = 2-—
11 2 11
-3 12
_l’ - [
22 11
r = 8<0
Para x > 0, tenemos
-14 34
—r+— = —x+2
11 11
-14 34
—r+T = 2-—
11 11
-3 12
—2x = —_
11 11
r = 4>0

Luego tenemos
ll N lg = {(4, —2)}
O

Ejemplo 1.90 Demostrar directamente que si [ es una colineacién en plano afin entonces f=
también es una colineacion.

Solucion: Sea II un plano afin, y f una colineacién de II.

De lo anterior tenemos que f : P — P es biyectiva, luego f~! : P - P es biyectiva, ademads
f L — L es biyectiva, por ello f~!1: L - L es biyectiva.

Sabemos que f mantiene incidencia, sean PZI, aplicando la funcién inversa tenemos f~1(P) es
un punto y f~1(1) es una recta, luego existe m recta tal que f~*(P)Zmy f~(l) || m, aplicando
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f tenemos que PZf(m) y | f(m). Por lo tanto f(m) =1, es decir m = f~1(1), de lo cual se
tiene que

P,
Dado m, [ dos rectas paralelas distintas, tenemos f~'(m) y f~1(l) son dos rectas distintas.
Supongamos que QZ f~1(m) y QZf~(l), aplicando f tenemos

F(Q)Im ~ f(Q)TI

lo cual es una contradiccién, ya que son paralelas y distintas, luego f~1(m) y f~1(I) no tiene
punto en comun, por lo tanto son paralelas. O

Ejemplo 1.91 Sea f una dilatacion en el plano vectorial real tal que f(0,0) =(2,1), f(0,4) =
(2,4).
Determine f(x,y)

Solucién: Ya que f es una dilatacién se tiene que f(X)=aX +Y.
Luego obtenemos el siguiente sistema

(2,1)
(2,4)

a(0,0)+Y
a(0,4)+Y

De la primera ecuacién tenemos que Y = (2, 1), reemplazando en la segunda (0,3) = «(0,4) por
ende a = %, de este modo

fp) = Ha) + @) = (o223 41).

a

Ejemplo 1.92 Sean II = Fy; x Fyy plano afin vectorial y f € D(IT), tal que f(6,9) = (3,3) y
f(10,1) = (4,1)

Determine el cardinalidad del conjunto de trazas de f

Solucién: Ya que f es una dilatacién se tiene que f(X)=aX +Y.
Luego obtenemos el siguiente sistema

(3,3)
(4,1)

Restando las ecuaciones se obtiene (1,-2) = «(4,-8) por ende o = 3. reemplazando en la
primera ecuacién tenemos que (3,3) =3(6,9) + Y, de lo cual Y = (-4,-2), de este modo

flx,y)=3(x,y) +(7,9) = Bz +7,3y+9).

El punto fijo es (2,1) y razén 3. Por ello es una homotecia.
El conjunto de recta fija esta dada por:

a(6,9)+Y
a(10,1) +Y

{l+(2,1) | I es una recta vectorial }

y el cardinal de todas las rectas fija es 12. (cantidad de pendiente +1). O
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Ejemplo 1.93 Sea T una traslacion en el plano afin vectorial V = Fs x Fs5 tal que T'(3,5) =
(-1,7) y o una homotecia de centro (8,7) y razén 2

1. Determine (T oo)(x,y)
2. Calcular (T~'oo o T)(x,y)

Solucién: Como T es una traslacién y T(3,5) = (-=1,7), tenemos que
T(z,y)=(z+1,y+2).
Por otro lado ¢ es una homotecia de razén 2 y centro (3,2), luego
o(z,y) =2(x,y) +4(3,2) = (22 + 2,2y + 3).
Evaluando obtenemos
(Too)(z,y)=T2x+2,2y+3) =(2x +3,2y)
Las inversas de 1"y ¢ son:
T Hz,y)=(x-1,y-2)=(x+4,y+3), o x,y)=0Br+4,3y+1)
(T oo oT)(z,y) = (Troo)(z+1,y+2)
TH3(x+1)+4,3(y+2)+1)
T3z +2,3y +2)
(3z +1,3y)

de este modo tenemos
(T oo oT)(z,y) =3z +1,3y+1)

Ejemplo 1.94 En un plano afin.
Demostrar que una traslacion esta completamente determinada si se conoce la imagen de un
punto.

Solucidén: Sea A € P tal que f(A) = A’, como A, A’ son distintos existe {44 y X € P. tal que
XZlgn.

Definimos:

ly paralela a laa y X T Iy es una traza de f luego
esta fija por f.

Iy paralela a lax y A" Z I, note que f(lax) =11 es
paralela y A’ incide en ella.

Por lo tanto, [1,ls no son paralela, luego Iy Ny =
[F(X)).

De este modo tenemos que f(A)=A"y f(X)=X',
dos imagen, por propiedad de dilatacién, define una
unica dilatacién.
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Ejemplo 1.95 En el plano afin vectorial real, dados cuatro puntos A, B,C,D € R? distintos,

tal que lap || lep
Demostrar que existe una dilatacion f tal que f(A)=C y f(B) =D

Solucién: La existencia de la dilatacion f(X) = aX + Y, depende que el siguiente sistema
tenga solucion

C = aA+Y
D = aB+Y

Restando las ecuaciones se obtiene C'— D = a(A - B), lo cual tiene solucién, ya que lap || lop,
y por ello los vectores directores son linealmente dependiente.

Sea [ la solucion de la ecuacién vectorial, luego Y =C' - A =D - 3B.

Por lo tanto existe la dilatacién y esta dada por:

f(X)=p(X-A)+C



