Capitulo 4

Numeros Complejos

4.1 Nociones Basicas

En este capitulo mostraremos los niimeros complejos, e introduciremos los principales representaciones
de ellos su forma cartesiana y su forma polar. Cada una de ellas nos permite resolver
problemas algebraicos de mejor manera.

Definiciéon 4.1.1 Sean (a,b), (¢,d) € R x R, se define la suma y multiplicaciéon como sigue

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + cb)

por ejemplo tenemos
(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (—1,0)

Notaciéon: Emplearemos la notacion
(a,b) =a+bi

llamada forma binomial de niimero complejo, ademés tenemos los acuerdos habituales,
es decir, si anteponemos un cero se omite la expresiéon y si no hay ntmero delante de la 7 se
subentiende que es un uno, como por ejemplo

i(L,1)=1+1li=1+1
i (0,1)=0+1i=1
iii (=1,0)=—-14+0i=—1
Reescribiendo el ejemplo anterior tenemos
(0,1)-(0,1) =(-1,0)

)
ivio=—1
2 =-1
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Proposicién 4.1.2 El conjunto R? con la suma y multiplicacion definida anteriormente es
un cuerpo, llamado el cuerpo de los nimeros complejos y se denota por C.
De otro modo, sean z,u,w € C, entonces se cumple

I Suma.
a (z4+u)+w=z+(u+w).
b 24+0=04+2=z.

¢ z+ (—2) =0, donde —z = (—a) + (=b)i, con z = a + bi.
dz+w=w+z.

Notacion: denotamos por
—(a+bi) =(—a)+ (=b)i=—a—bi
1T Multiplicacion.
a (zu)w = z(uw).
blz=21=z.
¢ St z=a+bi #0, entonces zw = 1, donde

a n -b .
1.
a? + b2 a?+ b

d zw=wz
Notacion: denotamos por

a n -b . 1
1 =
a?+0b2 a4 a? + b?

(a+bi) ™t =

11T Distributividad.
z(u+w) = zu + zw,

Observacion: Con las notaciones anteriores tenemos en particular que

a+ bi 1
— bi di) 1 = —
c+di (a+bi)(c + di) 2+ d?

(a+ bi)(c — di).

Definiciéon 4.1.3 La potencia multiplicativa esta definida por recurrencia, sean € N,z € C
entonces
2 = 1, conz#0
b =z
2l = g

ademas si z # (0 entonces 27" = (271" O
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Ejemplo 4.1.4 Simplificar (1 + 2i)(1 — 34)

(1+2i)(1 — 349)

Ejemplo 4.1.5 Simplificar (3 — 57)?

(3 — 5i)?

Ejemplo 4.1.6 Simplificar (a + bi)?

(a+ bi)?

Ejemplo 4.1.7 Calcular (1 —2¢)~!

(1—2i)~

Ejercicios

Comprobar que (3 — 57)3 = —198 — 10i

= 1(1 — 3d) + 2i(1 — 31)

1 —3i+ 2i — 6¢*
1-3t+21+6
= 7—1.

= 9—30i + 252
= 9—-300—25
= —16— 30

(a4 bi) (a + bi)

a® + abi + bai + bibi
a? + 2abi + b%i?

a? — b + 2abi

4.2 Ecuaciones lineales y Cuadraticas

El problema que se abordar en esta seccién es resolver las ecuaciones del siguiente tipo

A2+ Bz+C=0

en C, donde A, B,C € C.
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4.2.1 FEcuacion de Primer Grado

La ecuaciéon de primer grado con B € C*,C' € C tiene la siguiente forma

Bz =C
2z = B71C

Y en el conjunto de los nimeros complejos, siempre tiene solucién tnica.
Veamos los siguientes ejemplos
Ejemplo 4.2.1 Resolver:
2(z + 3i) +i(1 — 3z) = bi.

O
Solucién 1.
2(z+3i) +i(l —32) =5hi
22+ 61+ 11— 321 =M
22 —=3zi+6i+1 =50
(2—-3i)z =—2i
2 = (2-30)"" (=)
z = (—22')4(113 + 21)
c =13 13t
Ejemplo 4.2.2 Resolver:
(I1+4)(22+3i)+(2—14) (44 2) =5+ 2i.
O

Solucién 2.

(1440 (224+30)+2—-i)(d4+2) =5+2
22431+ 21z2—34+8+2z2—4i—1z =5+
4z —1+1iz+5 =5+

(4+i)z =31
__a:( 4 1 -
z _%Z(ﬁl;ﬁl)
z :1—7+1—7@

Observacion: Tenga presente que, resolver una ecuaciéon de primer grado, le permite
también resolver sistema de ecuaciones lineales como por ejemplo
Ejemplo 4.2.3 Resolver el siguiente sistema

22— 1w = 3
1z —2w = ¢

O

Solucién 3. Usaremos el método de sustituciéon. En la primera ecuacion tenemos que

1
z:§(3+iw)
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reemplazando en la segunda ecuacién tenemos

w )

it (3+iw) —2w =i
3.1, _
2¢ 23w gw =
2t T T

5

Reemplazando en la ecuacién que hemos despejado tenemos

z 21(3—1-2%2')

I\
|
[SIEN N

luego la solucion es

w=-1t , z=

5

Ejemplo 4.2.4 Resolver el siguiente sistema

1. 7
5

2+ z+(1-0)w = 9+1
(1+2)z+(—2—i)w = 4+42i

4

Solucién 4. Usaremos el método de sustituciéon. En la primera ecuacion tenemos que

2+i)z+(1—i)w =(9+1)
2+i)z =09+i)—(1—1)w
z :(g—%z) [(9+1i) — (1 —19)w]
=) (e
Reemplazando en la segunda ecuacion
(14+20)z+(—2—d)w =4+2i
(T+20) [(-I)+ (-t + &) w]+(-2—)w =442
2+ 38— Tw+ w4+ (—2—i)w =4+2
33431 — Tw+iw| +5 (-2 —i)w =54+ 2i)
(=17 —4i)w = (20 + 10z) — (33 + 314)
w = (=17 —4i)"" (=13 — 214)
w =141

Reemplazando en la ecuacién que hemos despejado tenemos

s = (B-L)+ (-4 d)w
2 =+(19-T7))+ +(—1+3i) (1 +14)
z =2 [(19 = 70) + (=1 + 3d) (1 + )]
z =:(15-5i)=3—1i

luego la solucion es
w=1+1, z2=3—1
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4.2.2 Ecuacién de Segundo Grado

El problema general, es resolver la siguiente ecuacion
AP+ Bz+C=0

en C, donde A, B,C € C con A # 0.
1" Etapa Veremos el caso B =0
Consideremos el siguiente ejemplo

22 =1+ 2i,
Sea z = a + bi, con a,b € R entonces reemplazando tenemos

(a+bi)? =1+2i
a® + 2abi + b%*> =1+ 2
a’> — b* + 2abi =1+ 2i.

Entonces a? — b%> = 1 A 2ab = 2.
Como ab # 0, luego a # 0 A b # 0, por tanto de la segunda igualdad obtenemos

a= -,
b

reemplazando en la primera igualdad se obtiene que 1 — b* = b2, que al reescribir se tiene

b* +b?> — 1 =0, y es una ecuacién de segundo grado en la variable b2, cuya solucién positiva

es
b2 _ _1 + \/g
2 )
de donde deducimos que
b=+4/ ﬂ’
2
por lo cual se obtiene que
2
a==+

Finalmente la soluciones son

_ /2 /V/5-1;
z == ﬁ—f— 3 1

s =4+ \/‘/‘?’;1—1—\/‘/52’12'
Caso General

La solucién de la ecuacion 22 = a + bi, con a,b € R, es

a2—|—b2+a / a2+b2
z =4+ 2
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donde sg(b) = % y se extiende o acepta que sg(0) = 1.

La formula anterior se obtiene de considerar (x + yi)> = a + bi, que al igualar se tiene

=y =a AN 22y=0b

Si b = 0, entonces depende del signo de a para finalizar, es decir, z = /a,a > 0 o bien

z = +/|ali,a < 0.

Si b # 0, entonces despejando y y reemplazando obtenemos
4a* — dax® —b* =0

cuyo discriminante es 16a? + 16b? siempre positivo, luego siempre tiene solucion la ecuacion
de segundo grado, de este modo se tiene que

s Aat4Va?+12 Vil + P +a
a 8 B 2

La otra soluciéon no es posible en los reales, por lo tanto

Vaz+b2+a

2

X

T ==+

reemplazando en el despeje de y se obtiene

\/m—a_ b \/m-a

2
Y \/4(\/a2 + 02+ a)

Ejemplo 4.2.5 Resolver
22 =3—4i

Solucion 1. Notemos que a =3 y b = —4, luegosg(b) = sg(—4) = —1

2 2 2 2
S \/\/(3) o \/\/(3) +oa's,

z ==
= j:[
24 Etapa

Consideremos la siguiente ecuacion

24224+ 1+i=0,

luego
2242241440 =0
22422 =—-1—14
2242241 =—-1—i+1
(z+1)* =—i

241 :i[\/g— %z’]
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Caso General
Consideremos la ecuacion

22+ (a+bi)z + (c+di) =0,

luego

(=4 (=8)" = ()" = (c+di)

(4 (=52))* = (52— o)+ (2 - )i
Haciendo el cambio de variables w = z + (“ngi) tenemos

w? = (“2;’2 c> + (%b — d) i

w? =u+vi
conu:#—cyvz%b—desdecir

VuZ+ v 4 u Vud + v —u
R A

2 2 2
Donde u? + v? = <“ - —c) + (2 —d)2

Asi tenemos la solucién dada por:

Ejemplo 4.2.6 Resolver la siguiente ecuacion

224 (1—2i)z— (24 4i) =0.

Soluciéon 2. Completando cuadrado tenemos

2+(1—-2))z2—(2+4) =0
(z+1(1-2))" =11 -2 —(2+4) =0
(4101 -2))° =3+3i

Realizando el cambio de variable

luego
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luego la ecuacion tiene la solucion

(2411 -2)° =3
z+3(1-20) ==+(3+4)
1
3 (
2

no=—11-20)4+E+1) V m=-101-2i)—(3+1)
21 =1+2¢ V 22:—2

De modo de facilitar la escritura podemos introducir las siguiente notacion
Definiciéon 4.2.7 Sea z = a + bi € C donde a,b € R

1 La parte real de a + b es el ntimero a, y lo denotamos por

Re(z) = Re(a + bi) = a.

2 La parte imaginaria de a + b: es el ntiimero b, el que denotamos por:

Im(z) = Im(a+ bi) = 0.

3 El conjugado de a + bi es el namero a — bi, y se denota por:

Z=a+bi=a—bi.

4 El modulo o norma de a + bi es el numero va? + 0%, y se denota por

|z| = Va2 + b2

La solucién de la ecuacion 22 = C, con C € C, es

Proposicion 4.2.8 Sean A, B,C' € C con A # 0, entonces la ecuacion de seqgundo grado

z ==

A2+ Bz+C=0

tiene solucion en C, para ello sea 6> = B2 — 4AC entonces las soluciones son

—B+9

2A
Ejemplo 4.2.9 Resolver la siguiente ecuacion

Z =

iz 4+ (2 —3i) 2+ (5i — 1) = 0.
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Solucion 3. Resolvamos directamente la ecuacién

iz +(2—3i) 2+ (5i — 1) = 0.

Sea
F=A=(2-3i)—4i(5i—1)=15—8i

es decir, )

5§ =+ \/\/erm _ \/\/m—mz}

2 2

5 — \/@+15 _ \/@—152-

5 — 4 /17;15 _ /1751521

§ =+[4—1

Asi tenemos que
—(2—=3i) = (4—1)
21

z =

0 bien
z2=24+ 3 z=1—1

Ejemplo 4.2.10 Resolver la siguiente ecuacion

224 (1—2i) 2+ (2 + 4i) = 0.

Soluciéon 4. Resolvamos directamente la ecuacién
224+ (1—2i) 2+ (2 +4i) = 0.

Sea
P=NA=(1-2)-42+4)=—11—-20i

es decir,

5 =+ \/*/121+4OO_11—\/‘/121+400+11i
= 2 2

_ V521—11 V521411 ;
y =4+ \/ 5 —\/ 2* z]

asi tenemos que

—(1—2)+ [\/—@—” - \/—@le}

2

Ahora veremos algunas propiedades, de los elementos definidos
Proposicion 4.2.11 Sean z,w € C, entonces:

z =
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5. z—zZ=2Im(z) -i.
6. z-z =z~

7. |z w| = 2| - |wl.

8. ‘i :%,conw#o.
9. |z +w| < |z| + |w|.

10. ||z] = fw]| < |z — wl.

Ejemplo 4.2.12 Simplificar

,_ (L=20) +]1-3i

(141)

Solucion 5.
_ (1—2i)+[1-3i
Z = (144)?
_ 1+2i+10
2
— 14 1+\/ﬁ>

=1— 1+\/EZ'>

4.3 Forma Polar de un Complejo

Ahora veremos un interpretacion del médulo, para ellos sea z = a + bi,

107

>Todo numero complejos z es el par ordenado (a, b), luego el moédulo de z es la distancia

desde el origen al punto (a,b).
Sea z = a + bi, luego tenemos el siguiente gréafico
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(e
Recordando que
__ cat ady
cos(ar) = TN .
Lo que es equivalente a decir:
cos(ar) =
__ cat op
sen(ar) = SR .
Lo que es equivalente a:
sen(a) =

La forma polar de un complejo z = a + bi esta dada por:

z = |z] cos(a) + (|z| sen(«))i = |z|[cos a + i sen a].

Notacion:

cos(a) + isen(a) = cis(a)

Ejemplo 4.3.1 Transformar a su forma polar

a z=1=li|cis(m/2) = cis(m/2).

b z = 3cis(n/4) = 3cos(n/4) + 3isen(rw/4)

Ejemplo 4.3.2 Calcular en forma polar

1. |cisa| = |cosa +isena| = v/cos2a + sen?a = 1.

2. (cisa)™! = cis(—a).

Propiedades:

Consideremos z = |z|cis(a), w = |w|cis(5) € C, entonces se cumple

1. z-w =z w|cis(a + B).

3vV2 | 32
R

108
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2. z:w= ‘%’cis(a—@), con w # 0.
3. 2" = |z|"cis(na), n € N.

Observacion:Recordemos alguna identidades trigonometrias basicas
1. cos(a & ) = cos avcos B F sen avsen f3.

(
2. sen(a %+ B) = sena cos 3 = sen 8 cos a.
3. cos(a) = cos(—a).
(-
os(
(

4. sen(—a) = —sen(a).

5. cos(a + 2km) = cos(a).
sen(a + 2km) = sen(a), k € Z

Demostracion. La multiplicaciéon compleja en forma binomial

(cisar) - (cisP) = (cos v+ isena)(cos B+ isen f3)
= cosacos B —cosasen 3 4 isenacos 5 — isen 3 sen o
= [cos awcos f — sen asen 3] + i[cos awsen 3 + sen a cos (]
= cos(a + ) + isen(a + f)
= cis(a + ).

Luego
z-w = |z|cis(a) - Jw|cis(B)
= |z[|w]eis(r)eis(B)
= |zw|cis(a + B)

Ademaés notemos que

cis(a) = cosa+ isen«
=coso —isen«
= cos(—a) + isen(—a)

a)
= cis(—a)

z+w =z |czs(a)
) Tl

:|z| ﬁczs(a)czs( B)

= || cis(a — B)

Ejemplo 4.3.3 Calcular (1 — ). O

Solucién 1. Reescribiendo en forma polar el nimero complejo tenemos

1 —i=2cis(—n/4),
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Aplicando la propiedad

(1—10)% = (v2)Pcis (=2)
= (2)%cis (=22)
= (2)%°cis (—(7/2 + 127))
= (2)®cis(n/2)
= (2;22[0 +- 4]

Ejemplo 4.3.4 Simplificar
(1+0)* (V3+i)"
(V3i+1)™

A=

Solucién 2. Transformando a la forma polar tenemos que

_ 0+9(v34) "
o (vBir)”

e \\20 /0 . )18
(Vi 3)) ()
(201’5(1))
21001'5(2(%”)21%01‘5(1%)
224cis 24777

— 94 (20m ) 18 24m
_2025(4—1—6 3)

= 2lcis (51 + 37 — 8m) = 2%cis (0) = 2%

N N N

Propiedades de la raiz n-ésima:
Sea w € C, n € N*, entonces:

2" =w = |wl|cis(a),
tiene n soluciones y son

o+ 2km

2K = A, |w|~ci3(

Ejemplo 4.3.5 Encontrar las soluciones de la ecuacion

). ked

2? =i = cis(r/2),

Solucién 3. Aplicando la propiedad tenemos

T4 ok
zk:ﬁcis(Q > 7T), ke (0,1},

de donde
Zo\/TCiS (#)
= cis(m/4)
=¥2 4492



CAPITULO 4. NUMEROS COMPLEJOS

Y
z1 = \/Tcis (@)
= cis(bm/4)
_V2 V2
2 2 -

De donde zg = —z;.
Ejercicios
Resolver

L =) (E3-0)"

4.4 Guia Ejercicios

1. Expresar los siguientes complejos en la forma cartesiana a + bi

141 " 1—1
1+20 1-2¢

i (1(—1 +i\/§))5

2
1 1
1+i+1—i
11—z
141

(1 B \/gi)M

111
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Vi—i\
EACTRNE

o (=1+4)"
L+r
— eR
P 2r + (r2 = 1)i’ conr

2. Resolver las siguientes ecuaciones

1
2

3. Resolver los siguientes sistema

a 2tz =3 — 1. Respuesta: z = —z — %z

b (1+1i)z =1+ 2i. Respuesta: z = % +
1 —14)(z+1) =2+ i. Respuesta: z =

a
2z 41w 3
12 + 2w 1
o — 1. T
Respuesta : w = —zi,2 = ¢
b
(2+414)z 4+ iw 4
(1—1)z+ 2w 1+4
Respuesta : z = % — gi,w = —% + %z
c
(14+)z+2—Hw = 1+
(2—i)z4+(2+3)w = 4+i
Respuesta : z = =5 + 21, w = —41
d
(1+i)z+ (20— 1w = —9+44i
243)z+(1-30)w = T+4
Respuesta : w =2+ 31,2 =1+ 2,
e
(1—-2i)z4+B3—-20)w = 7— 14
2—1)z+(1-3Hw = 3—14i
Respuesta : 2 =2 —1,w=3—1
4. Determinar todos los complejos tales que satisfacen
a 22 =3 —4i. Respuestason: 2y = —2+1i,20 =2 —1i

b 22 = —8 — 6i. Respuesta son : z; = =1 +3i,20 =1 — 3i

112
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¢ 22 = —2. Respuesta son : 2, = iv/2, 29 = —iV/2

d 22422+ 8 =0. Respuesta son : z; = —1—{—2'\/7,22: —1—i7

5. Hallar los conjugados de

1
a — + 1. Respuesta: 0
1

b |1 —i| +i. Respuesta: /2 — i

¢ ||1 4| 44| +i. Respuesta : /3 —i

d 1+i+14*+..+i*. Respuesta: 3 — 1i

e (142i)(2—14)(1+17). Respuesta: 1 — +T7i

6. Hallar los modulo en los siguientes casos:

a —1. Respuesta : 1
b —1 —i. Respuesta : v/2
¢ 1—+/2. Respuesta : V3

d 7. Respuesta : 1

9 _ i
2Z. Respuesta : 1

Z'_
2

1—iV2

-1 \/§

g — + —1t. Respuesta : 1

Respuesta : %\/g

2 2
L il —
h % Respuesta : 1

1
i 106 {5 (1 —i—z\/ﬁ)}. Respuesta : 1000 000

7. Expresar los siguientes complejos en la forma polar r cis(«)

a) —1

b) —1—1
c) V3 —i
d) 1% — 8
e) 4+ 5i

8. Completar las siguientes Afirmaciones

a z=(1+1)? entonces Re(z) =...ccecvvvevirrinann.

b 2= (2+3i)(1+1i) entonces Im(2) =....ccceevrrrrrrnrnn.

113
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1+41)2
Cz= ﬂ entonces Im(2) =.....cccooeeiinnnn
(il
1+ 2i)?
d z= % entonces Re(z) =.....cccoooiiiinnn
—1

e (3+41)z = (14 2i) entonces la forma binomial de z =

f (3414)z = (4 + i) entonces la forma binomial de z =

g 14 (3+1)z + 22% = 0 entonces las soluciones en forma binomial son

9. Resolver los siguientes sistemas

a
24+ 2+i)w = 1474
i+ (1420w = 1—i
b
z+3w = 1+
224+ (1-2)w = 1
c
(1+d)z+2iw = 1+2i
iz (1420w = 1—3i
d
1z4+2w = 241
i+ (1+ 2w = 1—i
e
o+ (2w = 1+i
iz+(14+0)w = 1—i
f

z+3w = 1+1
22+ (1-20)w = 1

10. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas:

22 —iz46=
22 —3242i2—6i=0

2 _4246iz—5—10i =0

)
)
c) 22—2—5iz—8+i=0
) z
) 622 =52+ 16iz —T7—6i =0

114
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f) (7+i)z2+(162'—3)z—7—6i20
11. Resolver la ecuacién 2" = w en cada caso

a w =1, n=4

b w=1+n7, n=

cw=14+3i, n =

dwzl—\/§z’, n=3~8

ew:\/g—i, n==06
141

V3 i’

12. Sea n un numero natural. Calcular

fw=

13. Determinar el conjunto soluciéon de la ecuacion

o AF)(V3+9)"

(=3 + 31)?
s (L+9)"(V3-9)®
AN R
14.
s (1=9)"(V3-0)®
B (3+ 3i)8
15.

(i — 1)'0(1 4 /30)"
(V3 — 1)

(z —i)* =

16. Hallar z € C (en formar polar) tal que
4(i — 2*)* = (1 +14)*

17. Hallar z € C (en formar polar) tal que

202+ (1—d)-i=1-(1+1)

18. Sean z,w € C. Demostrar que si z + w y zw son numeros reales entonces z y w son
nimeros reales
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