Capitulo 3

Espacios Métricos

3.1. Definiciones y Ejemplos

Definicién 3.1 Sea X un conjunto y d : X x X — Ry . Se dice que (X,d) es un espacio

métrico, si y solo si,
i) Para todo x,y € X, d(x,y) =0 & x=y.
ii) Para todo x,y € X, d(x,y) = d(y, x).
iii) Para todo x,y,z € X, d(x,y) + d(y,z) > d(x,z).
Si (X, d) es un espacio métrico , se dice que d es una métrica sobre X.

Ejemplo 3.1

1. Sean x,y € R™ tales que x = (X1,...,%n) €Y = (Y1,---,Yn)-

Las siguientes son métricas sobre R™:

a) d(x,y) = \/ S U (xi—yi)? (métrica usual).
b) d(xuy) = mé«X{ IXi —y1’ 1<i<n }

c) d(x,y) = Z?:l xi —Yil-

20
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2. Sea X un conjunto no vacio, la siguiente es una métrica sobre X:

Ox =y
Ix#y

d(x,y) =

3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces d’ es también una métrica sobre X

, _dxy)
d'(x,y) = m

4. Sea {(Xi, di)}i_, una familia finita de espacios métricos. Entonces d es una métrica

sobre Y, donde

Y=T]X. dxy =mix{dilayd}, o).

.....

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces d’ es un espacio métrico sobre X

d’'(x,y) = min{d(x,y), 1}.

Definicién 3.2 Sean (X, d) un espacio métrico, x € X y € > 0. Se define la bola de centro

x y radio €, denotada B(x, €), como sigue:
B(x, €) := { y € Xld(x,y) < e }

Cuando sea necesario anotaremos por B4(x, €) la bola de centro x y radio € con respecto a

la métrica d.
Teorema 3.1 Todo espacio métrico es topoldgico.

Demostracién Sea (X, d) un espacio métrico. En P(X) consideremos la siguiente coleccion
de subconjuntos:

BdZZ{ B(x,€)lx € X, € >0 }

Veamos que By es una base de una topologia de X.
1. Notar que para todo x € X, x € B(x,1) € By.

2. Sean x,y € X y €,5 > 0 tal que B(x, ) N B(y,d) # 0.
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Para todo z € B(x, €) N B(y, d) consideremos B(z,vy), donde

y:min{ € —d(z,x), 6 —d(z,y) }

Basta probar ahora que B(z,y) C B(x, €)NB(y,d). Seaw € B(z,v) entonces d(w, z) <
Y < € —d(z,x), luego

diw,x) <d(w,z) +d(z,x) < €,
del mismo modo d(w,y) < 8. Por lo tanto w € B(x, €) N B(y, 3).
Asi By es una base para una topologia sobre X. O
Definicién 3.3

1. La topologia generada por la base By se llama topologia inducida por la métrica d y se

anota Tq.

2. Se dice que un espacio topoldgico (X, T) es metrizable, si y sdlo si, existe una métrica

d sobre X de modo que T = Tg4.

3. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Se dice que A es un conjunto acotado, si y solo
si, existe M > 0 de modo que para todos x,y € A, d(x,y) < M. En este caso diremos

que M es una cota de A.

Observacién 3.1
1. S8i M es cota de A, entonces A C B(xo,2M) para algin xo € X.

2. La métrica del Ejemplo 3.1.2 induce la topologia discreta.
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3. La métrica del ejemplo 3.1.1.a en R%. Geométricamente la bola B4(x, €) corresponde

a:’

4. La métrica del ejemplo 3.1.1.c en R%. Geométricamente la bola B4(x, €) corresponde

a:’

Lema 3.2 Sean dy, dy dos métricas en X. Entonces, Ta, C Tq, st y solo si, para todo x € X

y € >0 existe 8 > 0 de modo que Bg,(x,8) C Bg,(x,€).

Demostracion Notemos que:
U, € Tq,, sty solo si, existen Bgq, (xi, €1) € Bq, tal que Uy = J; B(xy, €1).
U, € Tyq,, siy sélo si, existen Bg,(xj,8;) € Bg, tal que Uy = Uj B(x;, 5;).
=) Sean x € X, € > 0. Consideremos la bola Bg,(x,€) € Tq, C Tq,, entonces, existen
Ba, (xi,0:i) € Bg, de modo que Bg,(x,€) = |J; Bq, (xi,01), luego, existe iy tal que x €

Bq, (Xiy, 8i,). Por lo tanto
X e Bd1 (X7 6) g Bd1 (Xim 610) g de (X7 €)7
donde & := (&;, — di(xi,, X)) /2.

<) Silu= Uqu2 (x, €x) € Tq,, entonces
x€

X € Bq,(x,8,) CBa,(x,ex), U= | Ba,(x,8) € Ty,

xeu
por lo tanto Ty, C Tq,. U
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Ejercicio 3.2 1. Estudiar si d(A,B) = y/tr((A —B)t - (A — B)) define una distancia en
el espacio de matrices 2 X 2. Nota: recuérdese que tr = traza indica la suma de los

elementos de la diagonal principal.

2. Demostrar que d(x,y) = min(|x —y|, 1 —|x—yl) define una distancia en [0,1). s Cudles

son las funciones f:[0,1) — R continuas en este espacio?

3. Sea (X,d) un espacio métrico y f : X — X una aplicacion continua. Probar que el

conjunto de puntos que f deja fijos es un cerrado de X.

¢ Es cierto el resultado para un espacio topolégico arbitrario (X, T)?.
Teorema 3.3 Sea (X, d) un espacio métrico, entonces
1. X es hausdorff
2. X es normal.

Demostracién Dado x,y € X dos puntos distintos luego %d(x,y) = 0 > 0 asi se obtiene
que

x € B(x,8), y € B(y,9)

ademés z € B(x,8) N B(y,d).

d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) < 26 = (x,y).

De lo cual

x € B(x,8), y € B(y,d), B(x,8)NB(y,8) =
Sean A, B cerrados y disjuntos en X. Para todo a € A y todo b € B existen se define
€q = inf{d(a,b) | b € B}

si €q = 0, significa que (V& > 0)(B(a,8) N B # ¢), luego tenemos a € B = B, lo cual no es
posible ya que son disjuntos A, B. De este modo tenemos que €4 > 0
Luego de manera similar existe €, > 0, con b € B.

De la definicién anterior tenemos que

B(a, eq) C BS, B(b,ep) C AS,
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luego, basta considerar

U= | Bla,ea/2)€Ta, V=|JB(b eyp/2) €Ta.

acA beB

Claramente U NV = (), pues, si x € UNV entonces
d(a,b) < d(a,x)+d(b,x) < €4/2 4+ €p/2 < max{€eq, €p},

es decir, a € B(b,ep) C A0 b € B(a,eq) € B€ lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

X es normal. ]

3.2. Topologia Producto en RJ

Notemos que

[ R ={f € FU.R)I(vx € ])(f(x) € R)} =R/

x€]J
Luego RN es el conjunto de sucesiones reales.

Proposicién 3.1 Sean a = {an}, oy ¥ b = {bn} dos sucesiones de niumeros reales.

neN

Entonces

d(a,b) =sup {min{ la, — by, 1 }} ;

neN
es una métrica en RY

Demostracién Consideremos a,b € RY como antes y ¢ = {entnen

i) Tenemos lo siguiente:

d(a,b) =0 SUPpen iminpen{lan —anl, 1}} =0
mingey{lan —anl, 1} =0

la, —bn| =0, para todon € N
a, = b,, para todon € N

a=>

(I

ii) Como |a, —by| =|b,, — ay|, entonces:

d ((l, b) = SupneN {minnGN {’an - bn’v 1}}7
= SUPpeN {minnENﬂbn - an|> 1}}a

= d(b,a).
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iii) Como |a, —bn| < |an — cnl + lcn — by, entonces claramente
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b).

Por lo tanto (RN, d) es un espacio métrico.

Ejemplo 3.3 Calcular la distancia d(f,g) en cada caso:
a) Si f(n) =n, g(n) =2n € RY.
b) Sif(n)=(1)", g(n) = (3)" e RN

Observacion 3.2 En general, para cualquier conjunto ] # (). Se tiene que (R], p) es un

espacio métrico, con

o(f,g) = sup {min{ If(x) — g(x)], 1 }}, (f,geR)).

x€jJ

La métrica p es llamada métrica uniforme sobre R). La topologia inducida por p es

llamada topologia uniforme (R, T,) sobre RJ.

Definicién 3.4 Para cada x € ], consideremos Uy un abierto en R. Se define el siguiente

producto:

[Tuc={ reritmentxeu, }. (3.1)

x€jJ

Proposicién 3.2 La familia de productos en (3.1) tales que Uy # R para una cantidad

finita de elementos de ], es una base para una topologia de RJ.

Demostraciéon Denotemos por B la familia considerada anteriormente

i) Sea f € RJ, entonces f € []..;R € B, ya que U, = R para todo x € J.

xX€]J
ii) Sea f € [[,e;Ux NI ey Vx =11eyUx N Vi € B ya que
{Xe ]|uxmvx %R}:{XG ”ux %R}U{Xe ]|vx %R}

Por lo tanto B es una base para una topologia de RJ.
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O
La topologia generada por la familia de la Proposicion 3.2 es llamada topologia producto

(R’,T) sobre RJ.

Teorema 3.4 La topologia uniforme de R) es mds fina que la topologia producto en RJ.

Ademds son distintas cuando | es infinito.

Demostracion Sea f € er]uX € B, entonces, existen xi,...,X, € ] de modo que
Uy, # Ry f(x;) € Uy, paratodoi=1,...,n. Como U; es abierto en R, entonces para cada

1 existe €; > 0 tal que

]f(Xi) — €4, f(Xi) + €i[ - UX.I.
Sea € := min{ey,..., €n,1/2}, tenemos f € B,(f, e). Ahora probaremos que B,(f,e) C
erl U,. Sea g € B(f, €), claramente g(x) € U, = R para todo x € J\{x1,...,xn}, por otra
parte tenemos p(g, f) < € es decir,

Sul;{min{lg(x) —f(x), 1} <e

xX€e

entonces |g(x;) — f(x;)] < € < €, luego
g(x;) CI(x5) — €5, f(x5) + €[ C Uy,

es decir, g € [T ¢j Uy
Asi tenemos f € B,(f, e) C erl Uy, por Lema 3.2 se obtiene T C T,.
Si | es infinito, la bola B, (1, %) de centro la funcién constante igual a 1 y radio 1/2 no

contiene ningin elemento basal de la topologia producto

O

Teorema 3.5 La topologia que induce la siguiente métrica d en RY es igual a la topologia

producto.

I
d(x,y) :==sup {I min {|x; — ysil, 1}} ;X ={xi}iew; Y =1{Yilien-

ieN

Demostracion Utilicemos nuevamente el Lema 3.2.
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Sea € > 0, consideremos f € B4(g,€) € Tq y €' =€ —d(f,g) > 0, entonces B4(f,e’) C

Bal(g, €), ya que, si h € B4(f, €’) se tiene
d(f,h) < €', d(f,g)=e—¢€'>0,

luego d(g,h) < d(g,f)+d(f,h)=e—€e'+d(f, h)<e—€'+€' =€
Sea N € N tal que 1/N < €’ y para cada 1 € N se define el siguiente conjunto:
If(i)—e€e',f(i)+€'l ; i<N
R ;1> N

U.i =

Luego [];cy Ui es un elemento basal de la topologia producto, que ademds contiene a f,
pues f(i) € U; para todo 1 € N.
Sea h € J[;cn Ui- Sii< N tenemos [h(i) —f(i)| < €, luego

I . : r .., e’
{mln{|h(1) —f(i)],1} < {mln{e 1} < T

entonces

sup {% min{|h(i) — f(i)/, 1}} <sup{e’/i} < €.

i<N ieN
Ahora, si 1 > N, tenemos
I N1,
sup « —min{|lh(i) — f(i)], 1} p <sups - p < — < €'.
i>N L1 ien (1 N
Por lo tanto d(h, f) < €’, luego
fe Hui C Bal(f,€') C Balg; €).
ieN
Reciprocamente, sea [ [; .y Ui un elemento basal de la topologia producto, y f € [ [; <y Ui.
Sean 1ij,...,1, de modo que U, # R, sabemos que f(s) € U, entonces, para todo s €
{i1,...,1,} existe €, tal que

]f(S) - €57f(s) + €s[g us-

Definamos € > 0 como sigue:

1
e::¥min{eij|1 <j<r+1, e =172}, t=mdx{iy,..., 1}
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Seah € B4(f,€),sis €{iy,..., 1.}, entonces h(s) € R = Us. Por otra parte, si s € {iy,...,1

notemos que

1 1
Linin I#(s) — h(s)] 1} < sup {; min {If(1) — h(i)] 1}} _d(fh) <
ieN
y
t€<1 e<i s<t se<i<1
2’ 2t’ = S ot Y9

Luego, multiplicando por s en (3.2) obtenemos lo siguiente
, 1
min{[f(s) — h(s)], 1} < se < 2
ast |h(s) — f(s)| < se < (ses)/t < €5, por lo tanto

h(s) €U, heBa(fe) [

ieN

Esto demuestra que ambas topologias son iguales, note que es un ejemplo no trivial de

topologia metrizable.

O

Teorema 3.6 Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Una funcion f: X — Y es continua,

si y solo si, para todo x € X y todo € > 0, existe & > 0 de modo que para todoy € X se tiene

dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y)) <e.

Demostracion

=) Sea x € Xy € > 0. Consideremos By, (f(x), €) € Tq4,, como f es continua, entonces

x € T 1(Bqa,(f(x),€)) € Ta,. Luego, existe & > 0 tal que
y € B(x,8) C f(Bq,(f(x), €)),
lo cual equivale a tener, para todoy € X

dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y)) <e.

<) Sea B4, (z,€) € Tq,, si existe x € f1(Bg,(y, €)), entonces f(x) € Bq,(z, €), luego,

existe €’ > 0 de modo que

Ba, (f(x),€') C Ba,(z,€).
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Por hipoétesis, existe & > 0 tal que
dx(x,y) <8 = dv(f(x),f(y)) <€,
para todo y € X, es decir,
Bay(x,8) C f!(Bay(f(x),e") C ' (Bay(z,€)).

Asi tenemos que

f 1 (Bay(z,€)) = U Ba, (%, 0x) € Ta,,

XEFL(Bay (z,€))

por lo tanto f es continua. [l

3.3. Convergencia

Definicién 3.5 Sea X un espacio topologico y {Xnnen una sucesion de puntos en X. Se dice
que {Xnnen converge a x si y sélo si, para todo U, € V(x), existe N € N tal que para todo

neN, sin>N entonces x, € Uy.
Notacion 3.1 Si la sucesion {Xxn}nen converge a x se denotado por X, — X.

Ejemplo 3.4 Sea X ={a,b,c}, T={0,{a},{b, c}, X} y {Xnnen sucesién en X tal que x; = b
para todo i € N.
Consideremos X,{b,c} € V(b), para todo i € N, x; € U, por lo tanto, x, — b; note

ademds que xn — ¢ ya que X,{b,c} € V(c) para todo i € N y todo x; € U.
Proposicion 3.3 En un espacio topologico Hausdorff, el punto de convergencia es unico

Demostracién Sea {x}ney una sucesién convergente tal que x,, — a y x,, — b de modo
que a # b, como el espacio topoldgico es Hausdorff, existen abiertos U, Uy, disjuntos, ademas
la sucesion converge, luego existen N, M € N, tales que a partir de un instante los elementos
perteneces a U, v Uy respectivamente, escogiendo el maximo entre N, M obtenemos que los
elementos pertenecen a ambos conjuntos, es decir, los abiertos no son disjuntos.

De lo cual se obtiene que de existir la convergencia es tnica. U



CAPITULO 3. ESPACIOS METRICOS 61

Ejemplo 3.5 Considere N con la topologia cofinita, determine la convergencia o divergencia

de las siguientes sucesiones

1.
1 st mes par
f(n) = g
0 sz mn esimpar
2.
st M es par
g(n) = , ,
n st N esimpar
3. hin)=n

Solucion: La primera es divergente, la segunda converge a 0 solamente, y la tercera converge

a N, para todo N ntimero Natural

Lema 3.7 Sean X un espacio topoldgico, A C X y {Xntnen una sucesion de puntos en A.

Si xn — X, entonces, x € A.

Demostracién Sea U € V(x), como x,, — X, existe x,,, € A tal que x,, € U, luego
UNA #0, por lo tanto x € A. O

Veamos el reciproco:

Proposicion 3.4 Sean X un espacio métrico y A C X. Six € A entonces existe una sucesion

{xn nen de puntos en A, tal que X, — X.

Demostracién Supongamos que X es metrizable, como x € A sabemos que para todo
€ >0, B(x,e) N A # (), en particular para € € { 1/mnez* }, de este modo tenemos que

existe x,, € A tal que x,, € B(x,1/n), se tiene asi la siguiente sucesién

o0

{ B(x,1/n) } )

n=1
luego, por propiedad Arquimidiana, para todo € > 0 existe N € N tal que 0 < 1/N < €,
entonces xn € B(x,1/N) C B(x, €), es decir, siy € B(x,1/N) entonces d(x,y) < 1/N < 1/e,
asi xn11 € B(x,1/(N+1)) C B(x, €), por lo tanto x, — x. O
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Teorema 3.8 Sean (X, d) un espacio métrico e Y un espacio topoldgico.
Una funcion f: X — Y es continua, si y solo si, para toda sucesion convergente X, — X,

se tiene, f(xn) — f(x).

Demostracion
=) Supongamos que x, — x y sea f(x) € U € V(f(x)), como f es continua, entonces

x € f1(U) € Tq, luego, existe € > 0 tal que
x € Ba(x,e) C 1 (U).

Como x,, — x, existe N € N de modo que para todo 1 > N, x; € B4(x, €), es decir f(x;) € U.
Esto prueba que f(x,) — f(x).

<) Utilicemos el Teorema 2.3, sea A C X, probemos que f(A) C f(A). Sea x € A, como
(X, Tq) es métrizable por d, entonces, por Lema 3.7 existe una sucesién {x, nen C A tal que

Xn — X. Por hipétesis f(xn) — f(x), nuevamente por Lema 3.7 tenemos f(x) € f(A), por lo

tanto f(A) C f(A). Esto prueba que f es continua. O

Definicién 3.6 Sean X un conjunto, Y un espacio métrico y {fnlnen una sucesion de fun-
ciones de X en Y. Se dice que {fy}nen converge uniformemente a la funcion f : X =Y,
denotado por f, = f, si y solo si, para todo € > 0, existe N > 0 tal que para todo n > N y
todo x € X, se tiene d(f(x),f(x)) < €.

Ejemplo 3.6 Para cada n € N definimos la siguiente funcion

o0, 1] 5 R, fo(x) =

)

S

y anotamos 0 la funcion nula en [0, 1]. Veamos que f, = 0:
Sea € > 0, por propiedad Arquimidiana, existe N € N tal que 1/e < N, es decir, 1/N < €.

Seam e N, n>N yx e l[0,1], entonces

(e = o] -

Por lo tanto f,, % 0.

1
<— l=—=<
X N
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Teorema 3.9 Sea (X,T) un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico y {fnlnen una
sucesion de funciones de X en Y.

Si = f y fiy es continua para todo n € N, entonces, f es continua.

Demostracién Sea U € Tg4, para cada x € f1(U) existe € > 0 tal que B4(f(x),€) C U.

Ademéds, existe N € N de modo que para todomn > N se tiene d(f,, (y), f(y)) < €/2, para todo

y € X, entonces, para todo n > N, f,(x) € Ba(f(x), €/2), luego x € ;' (Ba(f(x),€/2)) € T.
Sea z € f;}(B(f(x), €/2)), entonces d(f,,(z), f(x)) < €/2, luego

d(f(z), f(x)) < d(f(z), ful(z)) + d(fn(z), f(x)) < €/2+ €/2 =€,
es decir z € f1(B4(f(x), €)). Por lo tanto
x € f,'(Ba(f(x),e/2)) C f!(Balf(x),€)) S (W), n>N
Asf se tiene que f es continua. [

Definicién 3.7 Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos y f: X — Y una funcion biyectiva.

Se dice que f es una isometria , si y solo si, para todo par de puntos x,y € X, se tiene
dx(x,y) = dv(f(x), f(y)).
Proposicién 3.5 Toda isometria es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.7 Determinemos todas las isometrias de R en R con la métrica usual, es decir
las funciones biyectivas f: R — R tal que [x —y| = [f(x) — f(y)].

Sean x,y € R, siy =0 entonces
[x =0l =[f(x) = f(0)] < [x[=[f(x)—f(0)]

& o x=1(x)—f(0
& f(x) =x+1(0

v —x=1(x)—f(0)

)
) v flx) =—x+f(0)

Ademds, si en el domino de la funcion existe valores x,y tales que
f(x) =x+f(0), f(y)=—y+f(0)

luego |x —y| = |f(x) — f(y)| = x + f(0) +y — f(0)| = [x +y|, es decir, x =0 oy =0
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Por otra parte las funciones
ta(x) =x+a, la(x) = —x+aq,
son isometrias, ya que
ta(¥) —ta(y)l=x+a—y—af=Kx—yl,
Ca(x) —La(yll =[—x+a+y—a=[=—x+yl=Kx—yl|
de este modo la unicas isometrias de R, con la métrica usual son tq,Lq.
Ejemplo 3.8 Las siguientes funciones son isometrias:

1. Consideramos la métrica sobre R? definida por:
d(x,y) = méx{jx; —yil, Ix2 — yal},

donde x = (x1,%X2) ey = (y1,Y2). Sea a € R?, definimos tq : R? — R? tal que
ta(x) :=x+ a, entonces

d(ta(x), ta(y)) = d(x,y).

Por lo tanto tq es una isometria en (R?, d).
2. Consideremos R? con d la métrica usual y definamos Rg : R? — R? como sigue:

cos(0) —sin(0) X1
Ro(x) := . X = (x1,%2).
sin(0)  cos(0) X2

No es dificil ver que d(Re(x),Re(y)) = d(x,y).

Por lo tanto Rg es una isometria.
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Observacién 3.3 Notemos que ||x +yl|* = ||x]|* + |lyl]* + 2 < x,y >, entonces

[yl =[xl = TylP?] -

N —

<X,y >=

Las isometrias lineales en un espacio vectorial pertenecen al grupo ortogonal. En efecto, si f

es una isometria lineal, se tiene:

(G +IIP = IFCI = IF(WID,
= <x,y>.

<f(x),fly) > = 3 (If6x) +FYI* = [IFCIN* = [F(W)II*)

Por lo tanto f pertenece al grupo ortogonal.

3.4. Ejercicios Propuestos

1. Sean (E, d) un espacio métrico demostrar que (E,T4) es un espacio de Hausdorff.

2. Sean (E, d) un espacio métrico demostrar que:

d
Sidi(x,y) = % entonces (E, d;) es un espacio métrico
X
Ayuda: Sea f: R — R f(x) =
yuda: Sea g — Ry f(x) ——

a) f es creciente
b) (Va,b € Ry)(f(a+b) —f(a) < f(b))

¢) Usando (i) y (ii) obtener que (Va,b,c € Rf)(c < a+b = f(c) < f(a) + f(b))
3. Sean (E, d) un espacio métrico f: RT — R, tal que

a) f(x) =0 <= x =0; para todo x € Ry
b) f(x +y) < f(x) + f(y)para todo x,y € R

c) f creciente entonces demostrar que

Si da(x,y) = f(d(x,y)) entonces (E, ds) es un espacio métrico

4. Sea
X+ 1yl  x#vy

0 X=y

d(x,y) =
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Demostrar que (R, d) un espacio métrico

5. Sea X un conjunto no vacio y sea
B(X,R)={f:X—=R : fesacotada}

se define f, g € B(X,R); d(f, g) = sup{|f(x) — g(x)[}.

xeX
Demostrar que (B(X,R), d) es un espacio métrico

6. Sea (M, d) un espacio métrico, X un conjunto no vacio y
BIX,M)={f:X—= M : fesacotada}
Demostrar que (B(X, M), d) es un espacio métrico, donde

d(f, g) = sup{d(f(x),g(x))}  f,g€B(X,M).

xeX

7. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — R una funcién continua. Demostrar que d’

es una meétrica sobre X y Tq = T4/, donde
d’'(x,y) = d(x,y) + If(x) — f(y)I.

8. Determinar si es que (C([0,1],R), d) es un espacio métrico, donde

C([0,1],R) = {f 15 — RIf es continua}

1

d(f,g) = J £(x) — glx)ldx.

9. Sean (Xj, di)ier una familia finita de espacio métricos y

xz<xxi):Hxi,

el
e iel

entonces pruebe que las siguientes funciones son métricas sobre X

a) di(x,y) = /_Zldi(xiayi)2a donde x = (Xi)ie, Y = (Yi)ier € X
1€
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b) da(x,y) = > di(xi,yi) donde x = (Xi)ier,y = (Yi)ier € X

iel

c) ds(x,y) = T?éfi{di(xi,yi)} donde x = (Xi)icr, Y = (Yi)ier € X

10. Se denota c(x) la distancia al entero mas cercano desde x, (por ejemplo, ¢(1/4) =1/4
y ¢(5/6) =1/6).

En X =1[0,1) x [0,1), se define
d((x1,Y1), (x2,Y2)) = c(x1 —%x2) + c(y1 —y2)

Demostrar que (X, d) es un espacio métrico.

11. Por R® denotamos el espacio de todas las sucesiones de numeros reales x = (x,).

Demuestre que (R®, d) es un espacio métrico,donde d : R® x R® — R dada por

|Xn _yn|
d(x,y) = x € R yeR®
) ; 28 {1+ [Xn — ynl) k
;,Cudl es la distancia entre las sucesiones x = (x,) = ((1—=2"™")"1) ey = (yn) = (1)

12. Sean £, el espacio de todas las sucesiones acotadas. Demostrar que (£, d) es un espacio

métrico,donde d : £, x £, — R dada por

d(x,y) = sup{lxn —ynl, neN}

13. Sean {5 el espacio de todas las sucesiones x = (x,,) tales que >, x% < co. Demostrar

que (€3, d) es un espacio métrico,donde y d : €, x {5 — R definida por

1/2
— <Z |Xn _ynyz)

Indicacién: si x = (x,,) € €y, y = (yn) € {o, entonces ) |[xnyn| converge y, ademads,

(2 Xnynl)? ZX Z‘J%\)

14. En R™ tenemos definida dos métricas

a) di(x,y) 2 (x , donde x = (x¢),y = (yi) € R™

i=1
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b) da(x,y) = max{lx; —yil} donde x = (xi),y = (y:) € R™
Demostrar que las topologias inducidas por las métricas son iguales
15. Dado d(x,y) = (x —y)% Muestre que (R, d) no es espacio métrico.
16. Sean (E, d) un espacio métrico f,g: E — R, funciones continuas entonces
a) f+g:E—=R, (f+g)(x)="f(x)+ g(x) es continua
b) f—g:E—=R, (f—g)(x)="F(x)—g(x) es continua
c) f-g:E—=R, (f-g)(x)="~f(x)-g(x) es continua
d) f+=g:E—=>R, (f+g)(x)="~f(x)=+ g(x) es continua, si (Vx € E) (g(x) # 0)
17. Sea (M, d) un espacio métrico, a € X,
B(X,M)={f:X—= M : fesacotada}

con la métrica dada por d(f, g) = sup{d(f(x), g(x))}.
xeX

Demostrar que

evq : B(X,M) — M, ev,(f) = f(a)
es continua.

18. Sean (X, d) un espacio métrico y o > 0.

Probar que d’(x,y) = min{«, d(x,y)} es una distancia que genera la misma topologia

que d.

19. Sea (X, d) un espacio métrico, X x X espacio topolégico inducido por la métrica de d.

Demostrar que d es continua
20. Sea (X, d) un espacio métrico, A C X. Se define

da : X = R,da(x) =d(x,A) = inf {d(x, a)}

acA

Demostrar que da es continua.
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21. Sean B(0,1) = {x € R™|||x]| < 1} la bola unitaria y
f: R — B(0,1)

X
1+ [x]

Demostrar que f es un homeomorfismo con las topologia usuales.

22. Sea R con la métrica usual
s:RxR—=R, s(x,y)=x+vy.

a) Demostrar que s es un funcién continua

b) Sean A,B C R abiertos
A+B={a+beR : aecA,beB}
Demostrar que A + B es abierto.
23. Sea R con la métrica usual
P:RxR—=R, px,y)=xy.

a) Demostrar que p es un funcién continua

b) Sean A,B C R abiertos
AB={abeR : a€A,beB}

Determine si AB es abierto.

24. Sean

n
R™ - R, con - (X) = X1X2...Xn = Hxi
i=1
n
+ : R" =R, con+ (x) =x1 + X9+ ... +Xp = in
i=1

a) Demostrar que +,- son funciones continuas

b) H={xeR™ : a;x;+..+ apx, =p}es cerrado.

69
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c) A={x €R™ : xiX9...Xn < P} es abierto
25. Sean (X, di), (Yi, d}) espacios métricos i = 1,2

fiZXi—>Yi

fi X fa: Xy X Xg = Yy X Yo, (fy X fa) (x1,%2) = (fy (x1), f2 (x2))

Demostrar que f; x fy es continua si y sélo si fq, fo son continuas.
26. Sean (X, d),(Y,d) y (Z,d”) espacios métricos a € X,b € Y y
f:XxY—=LZ,
se define

fo @ Y= Z, fo(y)="Ff(a,y)
f* . Y= 2Z f°(x)=1(x,b)

a) Pruebe que si f es continua entonces f, f® son continuas

b) Es valido el reciproco

27. Sean (X, d), (Y, d’) espacios métricos a € X

f,g: X =Y, continuas

Demostrar que:

a) Sif(a) # g(a) entonces existe una bola B de centro en a tal que f(B)Ng(B) = ¢

b) A={xeX : f(x)#g(x)}es abierto.
28. Sean (X, d), (Y, d') espacios métricos, a € X y

f,g: X =Y, continuas

Demostrar que, Si f(a) < g(a) entonces existe & > 0, para todo x,y € B(a, d) se tiene

que f(x) < g(y).
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29.

30.

31.

32.

33.

Sean (X, d), (Y, d’) espacios métricos a € X

f,g: X =Y, continuas

Demostrar que:

a) Sitoda bola de centro a tiene un punto x tal que f(x) = g(x) entonces f(a) = g(a).

b) A={xeX : f(x)=g(x)}es cerrado.
Sean f,g: R — R, continuas tal que f(x) = g(x) para todo x € Q entonces f = g
Sean (X, d), (Y, d’) espacios métricos
v:B(X,)Y) x X =Y, v(f x)="~f(x)
Demostrar que v es continua en (fg, Xg) si y sélo si fy es continua en xg.

Sea (X, d) espacio métrico

f,g: X =R,

se define

(fVg) : X=>R, (fVg)(x)=mix{f(x), g(x)}
(fAg) : X—=R, (fV g) (x) = min{f(x), g(x)}

Demostrar que si f, g son continuas en xq entonces f\ g, f/\ g son continuas en X;.

Sea f : [a,b] — R, una funcién continua tal que f(a) > 0 > f(b) y ¢ = sup{x €

[a,b] : f(x) > 0}. Demostrar que f(c) = 0.



