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Capitulo 1

Espacios Topologicos

1.1. Conceptos Basicos

Sea X un conjunto y T C P(X). Se dice que (X,T) es un espacio topoldgico, si y sélo si,

se cumplen las siguientes propiedades:
i) 0,XeT.

ii) Si U,V €T, entonces, UNV € T.

iii) Si{Ui};c; es una familia de elementos de T, entonces, Uic1U; € 7.
Si (X, T) es un espacio topoldgico, diremos que T es una topologia de X.
Definicién 1.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico.

1. Se dice que U es abierto en (X,T), siy sdlo si, U € T.
2. Se dice que U es cerrado en (X,T), si y solo si, U € T,
Ejemplo 1.1 Sea X un conjunto.
1. Sea T ={0,X}. El par (X,{0,X}) se llama espacio topoldgico trivial.

2. Sea T = P(X). El par (X, P(X)) se llama espacio topoldgico discreto.
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3. Sea p € X. Entonces el par (X, T) es un espacio topoldgico, con
T={UePX)U=X o p¢gU}.

i) XeTybeT, ya quep & 0.

ii) Sean U,V € T
St U =X. EntoncesUNV =V € 7.
St U # X. Entonces p ¢ U, luegop ¢ UNV, por lo tanto UNV € T.

iii) Sea Uy € T, para todo i € 1
Si existe ip € 1 tal que Uy, = X. Entonces X = Uy, C U;jeq Ui € X. Luego
Uier Ui =XeT.
Si para todo i € 1, U; # X. Entonces para todo i € I, p & Uy, luego p & Ui g Ui
Por lo tanto | J;e Ui € T

Caso particular, si X ={1,2,3} y p = 2. Entonces

7={ 0.X.01).03,01.3) |,
y los cerrados son: 0, X, {2}, {1, 2}.

4. S1 G esun grupo y T ={H/H < G}U{0}.

El par (G,T) no es un espacio topoldgico, pues la union de subgrupos no es un subgrupo.

5. Si T ={la,blla,b € R,a < b}U{R}U{0}.

El par (R, T) no es un espacio topoldgico.
6. Sea (X,T) un espacio topoldgico y p & X. Definamos
Y =XU{p}, T =TU{Y}.
Entonces (Y,T") es un espacio topoldgico.

i) Por definicionY € Ty e T C T
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it) Sean U,V € T’
Si U,V eT, entonces UNV €T C T’
SiUeTyV=Y, entonces UNV=UecTCT.
i11) Sea Uy € T', para todo i € 1

Si para todo 1 € 1, Uy € T, entonces | J;o; Uy € T C T,

iel
Si existe ig € I tal que Uy, =Y, entonces Jie; Uy =Y € T'.
Ejercicio 1.2
1. Sea X =R" y S C R[xq,...,xn], se define V(S) como sigue
V(S) :={z € R™f(z) =0, Vf € S},

y consideremos
T, ={R™\V(S)IS C R[xq,...,xJ}U{0}.
Compruebe que (X,T,) es un espacio topoldgico.

La coleccion T, es llamada Topologia de Zariski.

2. Sea X un conjunto. Comprobar que el par (X,T.) es un espacio topolégico

T. ={U C X|UC® es finito} U{0}.

La coleccion T es conocida como Topologia del Complemento Finito.

3. Sea (X, R) un conjunto totalmente ordenado. Comprobar que el par (X,T) es un espacio
topologico

T ={Uierlai, billlconjunto de indice, a;, by € X}.
donde Jai, bi[={x € X | a;Rx /A xRb;}.

La coleccion T es conocida como Topologia del Orden.

4. Sean X,Y dos espacios topoldgicos disjuntos. Comprobar que el par (XUY,Tx y) es un
espacio topoldgico

Txuy ={UUVIU € T,V € Ty}.

La coleccion Txy es conocida como Topologia Union disjunta.
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Observaciéon Dos conjuntos se pueden modificar de modo de poder obtener una union

disjunta, por ejemplo, dados X, Y, se tienen que X x {0}, Y x {1}, son disjuntos.
Observacién 1.1 Si (X, T) es un espacio topoldgico. Entonces
TCPX) y TeP(PX).

Ademds, como (P(P(X)),C) es un conjunto parcialmente ordenado. Luego el conjunto de
todas las topologias de X es un conjunto parcialmente ordenado. Su primer elemento es

{0, X} la topologia trivial y su dltimo elemento es P(X) la topologia discreta .
Definicion 1.2 Sean T,T’ dos topologias de X.
1. Se dice que T es mas fina que T, siy solo si, T C T,

2. Se dice que T es menos fina que T', si y solo si, T C T'.

1.2. Base de una Topologia

Sea X un conjunto y B C P(X). Se dice que B es una base de una topologia de X, si y

solo si, se cumplen las siguientes propiedades:
i) Para todo x € X, existe B € B tal que x € B.
ii) Para todo By, By € B y todo x € By N By, existe B € B tal que
x € BC B; N Bs.
Ejemplo 1.3
1. B ={la,blla,b € R, a < b} es una base para una topologia de R.

i) Six € R, entoncesx € Ix —1,x+ 1[ € B.

ii) Six €la,blN]c, dl, entonces
x €lf, g[Cla, b[N]c, d],

donde f = méx{a, c} y g = min{b, d}.
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2. B ={H C GIH < G} es una base para una topologia de G.

i) Para todo g € G, se tiene G < G € B.

it) SiH, K€ B yge HNK, se tiene HNK < G, luego HNK € B.

Ejercicio 1.4 Seax € R? y e € R", se define

B(x, €) = {y ERV(x1 —y1)2+ (xa —y2)? < e},

donde x = (x1,X2) ey = (Y1, Ya).

Demostrar que B es una base para una topologia de R2.
B:{ B(x,e)lx € R%, e € RT }
Proposicion 1.1 Sea X un conjunto y B una base de una topologia de X, se define
‘IB::{ UCX|(VxeU)(dB e B)(xeBCU) }U{ 0 }
Entonces (X, Tg) es un espacio topoldgico.
Demostraciéon
i) Tenemos () € T5.
ii) Sea x € X. Como B es una base, existe B € B tal que x € B C X € Tg.
iii) Sean U,V € T5. Six € Uy x € V, existen By, By € B tal que
x € By CU, xe€ By, CV.
Entonces x € B; N By. Como B es una base, existe B € B de modo que
xeBCB NB;CUNYV,
luego UNV € T3.

iv) Sea {U;};c; una familia de elementos de T3 y sea x € [J;o; Ui, entonces existe iy € 1

tal que x € U;, € Tg. Por lo tanto, existe B € B tal que

x €BC Uy, € JU; € Ts.

iel



CAPITULO 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS 10
Luego (X, T3) es un espacio topoldgico. O
Definiciéon 1.3 Se dice que Tg es la topologia generada por la base B.

Observaciéon 1.2 St B es una base de una topologia de X y U € Tg. Entonces, para todo

x € U, existe By € B tal que

x€BCU,  U=|]B,.

xeu

Notese que Tg es la topologia mas pequenia que contiene a B.

Ejemplo 1.5

1. La topologia (G,Tg) generada por la base en el Ejemplo 1.3.2 es llamada Topologia
de los Subgrupos, en la vecindad del neutro. En efecto U € Ty, si y solo si, para todo

x € U existe H < G de modo que x ¢ HC U C G.

En general,

B={gHC GH<G,g€ G}

es un base, que genera la topologia de grupo.

2. Sea X un conjunto. Entonces B ={A € P(X)||A| = 1} es una base de una topologia de
X.

i) Para todo x € X, x € {x} € B.

i1) Sean By,By € B y x € By N By, entonces
x € By =By = {x} = B; N Bs.
Notar que Tg = P(X) topologia discreta en X.
Ejercicio 1.6
1. Para todo p(x,y) € Rlx,yl, se define By (x,y) como sigue:
Bp(xy) i= {(a,b) € R?*p(a,b) # O}.
Demostrar que B es una base de una topologia de R? (Topologia de Zariski)

B = {Bp(x,y)h?(xay) € R[va]} .
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2. Demostrar que la siguiente coleccion es una base para una topologia de R (Topologia
de Débil o Sorgenfrey)
B ={[a, b[C Rla < b}

Proposicién 1.2 Sean X un conjunto y B, B’ bases de topologias de X. Entonces las si-

guientes proposiciones son equivalentes:
1) Tg: es mds fina que Tg.

2) Para todo x € X y B € B que contiene a x, eziste B’ € B’ tal que x € B’ C B.

Demostracion Sabemos que:
Ts ={U € P(X)|(Vx € U)(IB € B)(x € B C U)},

T ={U € P(X)|(Vx € U)(IB' € B')(x € B’ C U)}.

2) = 1) Sea U € Tg y x € U, luego existe By € B tal que x € By C U. Por 2) existe
B;, € B’ de modo que

X EB.LCB,CU,

luego
u= U B,/( € Tgpr.
xeu
Por lo tanto T C Tg:.
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1) = 2) Sea x € Xy B € B que contiene a x. Entonces B € Tg C T/, luego existe
B’ € B’ tal que
x € B’ C B.

Esto demuestra la proposicion.

Ejemplo 1.7 En R se tienen las siguientes bases:
B ={]a,b[C Rla < b}, B’ ={la,b[C Rla < b}.

Probaremos que Tg C Tg.

Sean a,b € R, a <b yx €]a,bl, entonces a < x <b. Luego tenemos:
x € [x,b[Cla,b[, [x,ble B’.

Por lo tanto Tg: es mas fina que Tg.

1.2.1. Sub-Base

Definicién 1.4 Sean X un conjunto y 8 C P(X). Se dice que 8§ es una sub-base para una

topologia de X, st y solo si,

Us=x

ses
Ejercicio 1.8

¢ Todas las bases son sub-bases?, ;Por qué?
2. Sea X ={a,b,c,d}. Comprobar que:
a) 8 ={{a,b},{c, d}} es base y sub-base de X.

b) 8§ ={{a,b},{a,c},{a, d}} es sub-base pero no base de X.

Proposicién 1.3 Si 8 es una sub-base para una topologia de X, entonces la siguiente colec-

cion, denotada por Bg, es una base para una topologia sobre X

Bs ZZ{ﬂSﬂSGN, 3168}.

i=1
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Demostracién

i) Sea x € X, como § es una sub-base, existe Ay € 8 tal que

x € Ag € Bs.
ii) Sean Bq,Bs € Bs y x € By N By. Sabemos que:
S1 S2
Bi=(1S, B=[)T, Su.Tes.
i=1 j=1
Entonces

XEBlmBQ:SlﬁSQH"'islﬁTlngm"'ﬁTSQEBS.

Por lo tanto Bg es una base de una topologia de X. U
Observacién 1.3 La topologia mas pequenia que contiene a 8 estd dada por:

7:{u <Fﬁs@)|si.es}.
iel \j=1 "’ )

Notemos ademds que 8§ C 7.

1.3. Topologia Producto

Sean (X, T7), (Y, T3) dos espacios topoldgicos. Se desea construir una topologia en X x Y.

Para esto consideremos la siguiente coleccion:
C:={UxVIUeT,VeT}.
i) Es claro que ,X x Y € C.

ii) Sean U; x Vi,Us x Va,..., U, x V;, € C. Tenemos
(ab)e N & (ab)elUix Vi Wi
& acely, Vi, y beV;, Wi,
& aeiriui, y b efjlvi, VA,
& (ab)e (iélui) % (151Vi> '

Por lo tanto
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iii) La unién arbitraria de elementos en € no necesariamente esta en €. Por ejemplo, sean
X =Y =R, ambos con la topologia usual, es facil ver que la unién de rectangulos no

es siempre un rectangulo

(11, 3[x]1,3) U (]2, 4[x]2,4]) € B.

En general € no es una topologia. La siguiente proposiciéon demuestra que € es una base

para una topologia de X x Y la cual llamaremos topologia producto.
Proposicién 1.4 € es una base para una topologia de X X Y.
Demostraciéon

i) Se tiene (x,y) € X x Y € C.

ii) Si(x,y) € (U x Vi) N (UyN'Vy), entonces

(x,y) € (UpNUz) x (ViNVy) C (U x Vi) N (U NVy),
con (U; NUs) x (ViNV,y) €C.

Por lo tanto, € es una base para una topologia de X x Y. Il

Definicién 1.5 La topologia generada por la base anterior se llama Topologia producto de

XxY.
Notacién 1.1 La topologia producto de (X,T7) con (Y,T3) se denota por
Tl X (.TQ.

Proposicion 1.5 Sean By, By bases para las topologias (X, T1), (Y, Te) respectivamente. En-

tonces B es una base para la topologia producto de X x Y
B :{Bl X B2|Bl € Bl, B,y € BQ}

Demostracion
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i) Sea (x,y) € Xx Y, luego a € X, b €Y, por lo tanto existe B; € By y By € By de modo
que:

XeBl, yEBQ, (X,y)€B1XB2.
ii) Sean B; x Dy,By x Dy € By (x,y) € (B; x D1) N (By x Dy), entonces
(x,y) € (B1NBy) x (D1 NDy) = (B; x D;) N (By x Dy),

luego x € B; N By y y € Dy N Dy, por lo tanto existen B € By y D € By de modo que
x€B QBlﬂBg ey eD ngng Tenemos:

(X,y) eBxDC (Bl mBg) X (Dlng)

iii) Sea U € T, V € Ty (u,v) € U x V, luego existen B, € By y D, € B, tal que

ueB, CUyveB, CV, es decir:

(u,v) eByxD, CUxYV, UxV= U By x D,. (1.1)

(u,v)euxv
Luego, si W es un abierto en la topologia producto, entonces
W= u Ui X Vi,
iel

donde U; € 7 y Vi € Ts.

Por (1.1) se tiene que:

W = U U (Bu,i X Dvi)

iel \ (u,v)elU;xV;

Esto prueba que todo abierto de la topologia producto pertenece a la topologia generada por

B. O
Ejercicio 1.9 Sean (X,T7) e (Y, T3) dos espacios topoldgicos, se define:
S :{X X V|V € ‘TQ}U{U X Y|U € ‘Tl}

Demostrar que 8 es una sub-base para la topologia producto de X X Y.
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Proposicion 1.6 Sean (X{,T1) e (Xo,Ty) dos espacios topoldgicos.

Si Fy es cerrado en Xi, entonces, F1 X Fa, es cerrado en X; X X.

Demostracién
Sea F; cerrado en Xj, luego tenemos que F{ es abierto en X;

Pero F{ x Xy UX; x F§ = (F; X F2)¢ es abierto, de lo cual F; x Fy es cerrado.

Observacién 1.4

1. Sea R con la topologia usual, fabricamos R? con la topologia producto. Un elemento

basal de R? representa grdficamente un cuadrado

2. Seax € R? y e > 0. Consideremos B(x, €) como en el Ejercicio 1.4. Un elemento de

esta forma representa graficamente una circunferencia de centro x y radio €

Ejercicio 1.10 Demostrar que:
1. El conjunto de elementos B(x, €) es una base para una topologia de R2.

2. Las dos topologias anteriores de R? son iguales.
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1.4. Topologia Reducida

Sea (X, T) un espacio topolégico, Y C X. Se desea definir una topologia en Y. Considere-

mos la siguiente coleccion de subconjuntos de Y
Ty = { unyueT } c PY).
Proposicion 1.7 (Y,Ty) es una espacio topoldgico.
Demostracién
i) Es facil ver que 0,Y € Ty ya que

D=0nY, Y=XNY.

ii) Sean A,B € Ty, luego existen U,V € T de modo que
A=UNY, B=VnNnY.
Por lo cual AN B € Jy ya que

ANB=UNYNVNY=(UNV)NY, unverd.

iii) Sea {Ai};c; una familia de elementos en Ty, entonces, existe {Ui};.; una familia de

elementos en T de modo que A; = U; NY para todo i € I. Sabemos que (J;.; Ui es un
abierto en X, luego
UAi = U(UlﬂY) = <UU1> ny € Jy.
iel iel iel
Por lo tanto (Y, Ty) es un espacio topoldgico. O

Definiciéon 1.6 Si Y tiene la topologia reducida con respecto a X, diremos que Y es un

subespacio de X.

Observacién 1.5 Consideremos (X,T) un espacio topoldgico. Para todo U € T, se tiene
U =UnNX, es decir, la topologia reducida con respecto al subespacio X es igual a la topologia

wnicial. Por lo tanto no hay confusion al denotar T por Tx como la topologia sobre el espacio

X.
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Proposicion 1.8 Sea (X,T) un espacio topoldgico e Y C X. Entonces, F es cerrado en'Y, si

y solo si, F=ANY, donde A es cerrado en X.

Demostracién
<) Sea A un cerrado en X y F = A NY, probemos que F es cerrado en Y. Sabemos que

A€ € T, entonces A°NY € Ty, veamos ahora que F¢ = A NY € Ty, tenemos que
(ANY)N(A°NY)=ANANY=0NY =0,

ademas, como Y C YUAC, AUY, entonces

(ANY)U(ASNY) = ((ANY)UAS)N((ANY)UY),
= ((AUAS)N(YUAS))N((AUY)N(YUY)),
= XN((YUAS) N (AUY))NY,
= XNY,

- v

Por lo tanto F¢ = A°NY € Jy, asi F es cerrado en Y.

=) Supongamos que F es cerrado en Y, es decir, F¢ € Ty, luego existe U € T de manera
que F¢ =UNY, consideremos A = U€ un cerrado en X y probemos que F=ANY

C) Seax € F C Y, basta probar que x € A. Como x € F = U°UY*, entonces x € U = A,
por lo tanto FC ANY.

D) Seax € ANY, luego x € A° = U, entonces x € UNY = F¢, por lo tanto x € F, esto
prueba que ANY C F.

Por lo tanto F=ANY. U

1.5. Topologia Cuociente o Final
Sea f: X — Y una funcién y (X, T) un espacio topoldgico.
Tr={UcYy : fi{WeT}

(Y, (T¢)) es un espacio topoldgico. Llamada Topologia Final o Cuociente
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Ejemplo 1.11 Sea B = {{0, 1},{1, 3},{2, 4}} una base de la topologia, del espacio topoldgico
(X,T) y el conjunto Zz ={0,1,2}

Sif: X = Zs, es la funcion modulo 3. Determine la topologia cuociente de Zs.
Ejemplo 1.12 Sea I =[0,1] x [0,1] y la relacion de equivalencia dada por

(x,y) = (z,w)
xy) ~ (z,w) & X=2z y=0w=1

X=2z y=1,w=0

Sea la proyeccion p : I = 1/ ~. Luego la proyeccion define la topologia cuociente en el

cilindro.
Definicién 1.7 Sea f: X — Y una funcion y (Y,T) un espacio topoldgico.
T o={fU) : UeT}

(X, (T1)) es un espacio topoldgico. Llamada Topologia Inicial

1.6. Conjuntos Notables
Definicién 1.8 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X
1. El interior de A, denotado R, se define como

A=UJu  1={uemuca}.

uelj

2. La adherencia de A, denotada por A, se define como

K::ﬂF, 3={FgX|AgF,FCe‘I}.
Fed

3. La frontera de A, denotada por FrA, se define como

FrA=A—A .

Ejemplo 1.13
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1. Sea X ={a,b,c,d} y T = { 0,{a},{a, b}, X }, el interior, la adherencia y la frontera
del conjunto A ={b, c} son:

A=0, A=Xn{al=Xn{b,c,d} ={b,c,d}, FrA ={b,c,d}.

2. Sea X = [1,2[U{3} C R con la topologia usual reducida. Determinemos el interior, la

adherencia y la frontera del conjunto A = {1, 3}.

Primero veamos que {1} no es abierto en X. Supongamos que {1} puede escribirse como
UNX donde U es un abierto con la topologia usual de R, sabemos que
U={Jlay, bil,
iel

luego,

UnX= (U]ai,bi[> nX=J0a:;,bilnX).

iel iel
Entonces, existe i, € I tal que 1 €]a;,, b [, ademds, como la;_ ,bi [ es un abierto en

R, existe 0 < € < 1 tal que
lell—e, 1+ €e[Clay,, byl
entonces [1,1+ e[C XNlai,, bi [, lo cual no puede ser, por lo tanto {1} no es abierto

en X.

Claramente {3} es abierto en X, basta considerar U =]3 — 1/2,3 + 1/2[ abierto en R,
entonces

3l=Xnu.
Del mismo modo que {1} probamos que {1, 3} no es abierto en X, luego R: {3}.

Veamos ahora que A es cerrado en X, sea U :=]1,2[ abierto en R, luego UN X € T,

se tiene ademds

{1,3} = (UnX)S,

por lo tanto A es cerrado en X, asi, A = A. Por ltimo

FrA ={1,3]\{3} ={1}.
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3. Sea Z con la topologia de los subgrupos y A ={1, 3}, entonces claramente

A=Ju=0, 1={uemuca}.

uelj

Como ejercicio verifique que

A=(F=(3-113, J={FCZACFFeT; }.
Fed

Proposicion 1.9 Sea (X, T) un espacio topologico y A C X. Entonces

A es abierto, si y solo si, A = A .

Demostracién =-) Sabemos que R: Uues U, pero A € J, luego A Q,g\, ademas para todo
U €7, UC A entonces ,?Kg A. Por lo tanto A :R.
<) Sabemos que J C T, luego A = Jy oy U € T. Por lo tanto A es abierto. O

Proposicién 1.10 Sea Y un subespacio de (X,T) y A C Y. Si A es la clausura de A en X,

entonces ANY es la clausura de A en Y.

Demostracién Sabemos que A = (g4 F es la clausura de A en X. Por demostrar que

AnY=[k=B ¢={KcvKeeT, AcK}.

Ked’

C) Sea x € ANY, entonces x € F para todo F € J. Probemos que x € B, sea K € J,

entonces existe U € T tal que K  =UNY € Ty, luego
ACK=U"UY".

Como A C Y entonces A C U° € J, por lo tanto x € U C U U Y® = K, para todo K € J’,

asi x € B, es decir ANY C B.
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D) Sea x € B, es decir, x € K C Y para todo K € J’. Basta probar que x € A, para ello

sea F € J, entonces F*NY € Ty, luego L=FNY € J’ entonces
x €L, x €Y,

por lo tanto x € F para todo F € J, luego x € A, asi BC ANY.
Esto prueba que ANY = B. 0

Teorema 1.1 Sea (X, Tx) un espacio topoldgico y A C X, entonces:
1. x €A, siysolosi, VUET)(xeU=UNA #0).
2. x €A, siysolosi,(VBEB)(x€B=BNA #0).
Demostracién Tenemos:
1. <) Supongamos que x € A, entonces existe F € J tal que x € F, pero A C F, luego

U:=F €7, ANFE =0, x € F°.

=) Supongamos que existe U € T de modo que x € Uy ANU = (), entonces tenemos
A C U°, x & U°.
Luego U° € g, entonces x € A, ya que A C A C U°C.
2. <) Supongamos que x € A, entonces existe F € J tal que x € F, pero A C F, luego
x € F¢ €T, ANF =0.

Como F€ es abierto, existe B € B de modo que x e BC F* y ANB = 0.

=) Supongamos que existe B € B de modo que x € By AN B = (), entonces tenemos
A C B€, x & BE.

Luego B¢ € g, entonces x € A, ya que A C A C BE.
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Definicién 1.9 Sea A C X y x € X. Se dice que x es un punto de acumulacion de A, si y
solo si,

VMUeT)(xelU = (UNAN\xX}#0).
Notacién 1.2 Denotemos por A’ el conjunto de todos los puntos de acumulacion de A.
Ejemplo 1.14 Sea X con la topologia discreta y A C X. Entonces A’ = ().

Ejemplo 1.15 Sea R con la topologia usual y A = {1/njn € N\{0}}. El unico punto de

acumulacion de A es 0.

Proposicién 1.11 Sea X un espacio topologico y A C X, entonces
A=AUA"

Demostracion

O) Sabemos que A C A. Veamos ahora que A’ C A,

xEA" & WVUeT)(xeUu = (UNAN\xX#0),
= WVUeT)(xeUu = UNA#D),

= x€EA.

Por lo tanto AUA’ C A.
C) Seax € A, si x € A entonces x € AUA’.
Ahora, si x € A, es decir, x € A \A, se tiene:

xEA\A & VUeT)(xelU = UNA#0D),
= WUeT)(xeU = (UnNnAN\X#0),

= xcA.

Por lo tantox e A’ CAUA’. O

1.7. Separacion entre Puntos

En esta seccién se abordara el problema de separar dos puntos por abiertos, los cual es

una necesidad a tratar mas adelante la convergencia
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Definicién 1.10 Sea X un espacio topologico y x € X. Se dice que U es una vecindad de x,

sty solo si, UeT yxel.
Si U es vecindad de x, es comun anotar U = U,.

Notacién 1.3 El conjunto de todas las vecindades de un punto x se anota por Vx(x) o
simplemente V(x), esto es:

V(X)Z{UG‘ﬂxeu}.

Observacién 1.6 Si (X, T) es un espacio topoldgico, entonces V € T, si y sélo si, para todo

x €V, existe U, € V(x) tal que x € U, C V.

Definicién 1.11 (Espacio Ty) Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es Ty (0 que tiene
la propiedad Ty) o espacio de Kolmogorov , si y sdlo si, para todos x,y € X distintos, eziste

una U vecindad tal que x € UAyYy €U o bienx ¢ UAy e U .

oX

Definicién 1.12 (Espacio T;) Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es Ty (o0 que tiene
la propiedad Ty) o espacio de Fréchet, si y solo si, para todos x,y € X distintos, existe una

vecindad de uno que no contiene al otro.

oX
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Definicién 1.13 (Espacio T, o Hausdorff ) Se dice que un espacio topoldgico X es de
Hausdorff o que tiene la propiedad Ty, si y solo si, para todos x,y € X distintos, existen

W, VeT talesquexeU,yeVyunVv=1{.

oX

Es decirUeV(x),VeVy) yunv=>0.

Ejemplo 1.16 1. Sea X ={a,b,c} y T ={db, X,{b},{b, c}, }, entonces (x,T) es un espacio
Ty, y no Ty

2. Sea (N, T.¢), topologia del complemento finita, entonces un espacio To, Ty y no Ty
Ejercicio 1.17 Determinar si los siguientes son espacios de Hausdorff

1. Z con la topologia de los subgrupos.

2. R con la topologia del complemento finito.

3. R? con la topologia de Zarisksi.

Teorema 1.2 Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces todo subconjunto finito de X, es

cerrado.
Demostracion Sea F un subconjunto finito de X, esto es:
F={ e ox f=fulUfalus U, (e,

Luego, basta probar que {x} es cerrado para x € F.

Si X = {x}, entonces {x} = (¢, luego {x} es cerrado.
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Si X # {x}, existe y € X\{x}. Como X es un espacio de Hausdorff, existen U € V(x) y
V € V(y) tal que V C X\{x}, por lo tanto {x}¢ es abierto. Luego {x} es cerrado.

Por lo tanto F es cerrado. 0
Corolario 1.1 Si X es finito y Hausdorff, entonces X tiene la topologia discreta.

Teorema 1.3 Sea X un espacio de Hausdorff y A C X. Entonces, x € A’, si y solo si, todo

abierto que contiene a x tiene infinitos puntos de A.

Demostracién

=) Sea x € A’ y U € V(x). Supongamos que U contiene finitos puntos de A, es decir:

AﬂU:{ X1,X2, ..., Xn }:: B.

Por Teorema 1.2, B\{x} es un conjunto cerrado en X, luego V := (B\{x})°, es un abierto en

X, ademas, U NV es también una vecindad de x, entonces
ANWNAV={ x,%,...,x0 OV

Luego A N (UNV)\{x} = 0. Por lo tanto x &€ A’, lo cual es una contradiccién.

<) Sea U € V(x), entonces A N U tiene infinitos puntos, por lo tanto
A NU\{x} # 0.
Luego x € A’. d
Corolario 1.2 Si (X,T) es un espacio de Hausdorff y A un conjunto finito entonces A’ = ().

Proposicion 1.12 Sea X,Y dos espacios Hausdorff, entonces XxY con la topologia producto

es un espacio de Hausdorff.

Demostracién Sean (x1,y1), (X2,Y2) € X X Y distintos, es decir x; # X3 0 Y; # Yo,

distingamos estos casos:

Caso 1: Six; # Xg, como X es de Hausdorff, existen U; € V(x1) y Uy € V(x2) disjuntos, ademas
(x1,y1) € Ur x Y, (x2,y2) € Uy X Y.

Si existiera (x,y) € (U; x Y) N (Uy x Y) entonces x € U; N Uy lo cual no puede ser.
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(X2,y2)§

U1><Y

UQXY

Caso 2: Siy; # Yys, como X es de Hausdorff, existen Vi € V(y1) y Vo € V(y2) disjuntos, ademas

(x1,Y1) € X x Vo,

(x2,Y2) € X X Vs

Si existiera (x,y) € (X x V1) N (X x V;) entonces y € Vi N Vs lo cual no puede ser.

Por lo tanto X X Y es un espacio de Hausdorff

Observacion 1.7 Txxy tiene como base la siguiente coleccion:

{UXVME%“VGW}-

Proposicién 1.13 Sea X un espacio de Hausdorff y A C X, entonces A es un espacio de

Hausdorff con la topologia relativa.

Demostracién Sean x,y € A C X, como X es un espacio de Hausdorff, existen U € V(x)

y V € V(y) disjuntos, ademaés,

xeUNA,

yeVnNnA.
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Veamos la interseccién

(UNA)N(VNA) = (UNV)NA,
= 0NA,

Por lo tanto (A, Ta) es un espacio de Hausdorff. O
Teorema 1.4 Un subespacio de un espacio de Ty y el producto de espacios de Ty, son también
espacios de Ty, coni1=10,1,2.

1.8. Axiomas de Separaciéon

Definicién 1.14 (Espacio T3 o Regular) Un espacio topolégico X es reqular si y solo si
es Ty y para cada punto x € X y cualquier cerrado F C X tal que x no pertenece a F. Entonces
existes entornos Uy y U tales que su interseccion es vacia. Es decir, podemos separar puntos

de cerrados.

eX :

Definicién 1.15 (Espacio T, o Normal) Un espacio topoldgico X es normal si y sdlo si
es Ty y para cada par de cerrados Fi,Fo C X con interseccion vacia existen unos entornos
que los contengan Ur, y Ur, tal que su interseccion sea vacia. Es decir, podemos separar

todos los cerrados del espacio. En particular los espacios métricos son normales.
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Definicién 1.16 (Espacio T5 ) Un espacio topolégico X es Ty si y solo si es Ty y para cada
par A, B C X tal que ANB = ¢ = ANB existen unos entornos que los contengan Ux y Ug

tal que su interseccion sea vacia.
Proposicién 1.14 Si X es un espacio topologico normal Ty, entonces es reqular Ts.

Teorema 1.5 Un subespacio de un espacio de Ts y el producto de espacios de T3, son también

espacios de Ts.

Demostracion Sean A C X, x € A,F C A cerrado, luego existe G cerrado en X, tal que
F=GNAyx¢G.

Como X es un espacio T3, existen U, y Vg abiertos y disjuntos, ademaés,
X € U, G - V]:.

es decir, x e UNA, F=GNA C VEnA. Veamos la interseccién

(UNA)N(VNA) = (UNV)NA,
= 0NA,
= 0.
Por lo tanto (A, Ta) es un espacio Ts.
Sean X, Y, dos espacios topoldgicos Ts, consideremos (x,y) € X x Y,F C X x Y cerrado,

tal que (x,y) & F. luego existe elemento basal U x V en la topologia producto tal que

(x,y) € Ux V C F€ es decir

(xy) €UxV) =U"xYUXx VS
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De lo cual, U€ es cerrado y no contiene a x, analogamente V¢ es cerrado y no contiene a y.
Entonces existen U,, V) abiertos disjuntos en X tales que x € U,,U¢ C Vi, ademas
existen Uy, V, abiertos disjuntos en Y tales que y € Uy, V¢ C V,.
De lo cual obtenemos (x,y) € Uy x Uy, F C Vi x YUX X V;, que son abiertos y disjuntos
en X X Y. U

Proposicién 1.15 Sea X un espacio topoldgico tal que todo singleton es cerrado. Entonces

1. X es reqular, si y solo si, para todo x € X y todo U, € V(X), existe V, € V(x) de modo

que x € V, CV, C U,.

2. X es normal, si y solo si, para todo F cerrado de X y U € T que contiene a F, existe

V €T de modo que FCV CVCU.

Demostracién Como {x} es cerrado para todo x € X y por Observacion 1.14, basta probar
solamente la segunda parte del lema:
<) Sean A, B cerrados disjuntos en X, como A€ es abierto y B C A€, entonces existe

Vg € T que contiene a B tal que B C Vg C A€, entonces A C V(,;, asi
AQVEG‘T, BC Vg eT, VBHV';:Q),

por lo tanto X es normal.
=) Sea F un cerrado y U un abierto tal que F C U, entonces FNU® = () y F, U° son

cerrados en X, pero X es normal, entonces, existen V, W € T tal que
FCV, uccw, VW =4.

NotemosqueFQVQWCQU,luegoFQVQWQWCQU

ademas W€ es cerrado, luego

FCWeCU,

esto concluye la demostracion. U
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1.9. Ejercicios Propuestos

1. Determinar todas las topologias de un conjunto de tres elementos
2. Sea X un conjunto y p € X
T={AeP(X) : p&AlU{X}
(X, T) es un espacio topoldgico?

3. Sea G un grupo
T={HeP(G) : H<LGIU{P}

(G, T) es un espacio topologico?
4. Sea X un conjunto y A C X. Demostrar que
T={BePX) : AcCB}luU{d}
es una topologia de X

5. Sea X un conjunto infinito

T={AeP(X) : A€ escontable}U{X}

A es contable si y sélo si A es finito o existe f: Ny — A biyectiva
(X, T) es un espacio topoldgico?
6. Sea X ={(x,y) € R%ly > 0}. Se define la bola de centro (x,y) € X y radio € > 0 como
B((x,y),€) = {(u,v) e Xllu—x)>+ (v—y)> < €*}.
Probar que la siguiente coleccién es una base para una topologia sobre X

B ={B((x,y), €)I0 < e <y}U{(x,0)}}x € R}.

7. Sea X = {(x,y) € R?ly > 0}. Probar que la siguiente coleccién es una base para una

topologia sobre X
B ={B((x,y),€e)l0 < e <ytU{BIlx € R, € > 0},

donde BX = {(u,v)|[(u—x)?+v* < € v> 0} U{(x,0)}.
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8.

10.

11.

12.

13.

Sea X = {(x,y) € R%[y > 0}. Probar que la siguiente coleccién es una base para una

topologia sobre X
B ={B((x,y),€)l0 < e <y}U {B((x,y),y)lx,y eER,y> 0} ,
donde B((x,y),y) = B((x,y),y) U{(x,0)}.
Determinar si (X, T) es un espacio topoldgico en los siguientes caso.
a) X=N,T={X,¢jU{J, =1{1,2,...,.m} : mneN}

b) X un conjunto S; C S C X, T ={, Sy, So, X}.

c) X=F(I0,1,R),T={A € P(X) : existe f continua tal que f € A}U{d}
Sea

T = {Hx : keRIU{R? ¢}

con Hy = {(x,y) eR?* : x>kAy>k}
Demostrar que (R?,T) es un espacio topolégico.
Sea

T = {H,s : 7,scRUR? P}

conH, s = {(x,y) eR® : x>rAy<s}
Determine si (R2?,7) es un espacio topolégico.
Sea f: X — Y una funcién y (X,T) un espacio topolégico
f(T)={f(U0) : UeTIu{Y}
(Y, f(T)) es un espacio topoldgico?
Sea f: X — Y una funcién y (Y, T) un espacio topoldgico

fHT) = {VCX : (FUuenN(V=FfWw}
ffU) = (xeX : f(x)elu

Determine si (X, f71(7T)) es un espacio topoldgico
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14. Sea

T = {Ac : keNJU{RK, )
con Ay = {p(x) eR[x] : deg(p(x)) >k}

Determinar si (R[x], T) es un espacio topoldgico.
15. Sea

B = {Ar,s oTnse NO} U {]R [X]}

con A,y = {p(x) eRlx] : r<deg(p(x))<s}
a) Determinar si B es un base de una topologia de R[x].
b) En caso afirmativo, Dado A = {x,x?} y B ={1,x}. Determinar A, A, 103, B.
16. Si x es un numero real y n un numero natural, se define

Bli={yeR|x—yl<l/n 6 y>n}h

Demostrar que

a) B={B}X | x € R,n € N} es base de una topologia de R.
b) Comparar ésta con la topologia usual.

c) Hallar la adherencia de los conjuntos A ={x e R:x > 2}y B={x € R:x < 0}.

17. Sea p un ntimero primo impar, Z; con la topologia dada por los subgrupos. Determinar

/5\, A par los siguientes conjunto

a) A={1,—1}

b) A ={1,2}

18. En R, con la topologia formada por los conjunto de complemento finito. Determinar

/5\, A par los siguientes conjunto

a) A =101
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

b) A=J,={seNy : s<n}

En R, con la topologia débil o Sorgenfrey.(generada por los intervalos del tipo [a, bl)

Determinar A, A para los siguientes conjuntos

a) A =]0,1]
b) A= ]1()0 = {S eENg : s< 100}

Sea Y un subespacio de X, entonces demostrar que:

un conjunto A es cerrado en Y si y s6lo si A =A;NY, con A; es cerrado en X

Sea Y un subespacio de X. Si A es cerrado en Y y Y es cerrado en X entonces A es

cerrado en X.

Sean A, B, A;, subconjunto del espacio topolégico X, para todo i € I. Demostrar que

b) UIE C 'UIAi)' Dar un ejemplo donde la igual no es valida.
S 1€

Sean A, B, A, subconjunto del espacio topolégico X, para todo 1 € I. Demostrar que

C ,ﬂli\i. Dar un ejemplo donde la igual no es valida.
1€

N———
[}

b) ( NA;
iel

Si la frontera de A
FrA =AnNAc.

Demostrar que
a) FrA =A— A
b) Si ANB=( entonces Fr(A UB) = Fr(A)U Fr(B).

Sean (X, T), (Y, o) dos espacios topoldgicosy A C X, B C Y. En (XxY,Tx0) demostrar

que
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[e]
—

B
X
os]
I
>0
oJo

X

a)
b) AxB=A xB

¢) Fr(A x B) = (A x Fr(B)) N (Fr(A) x B)

26. En R? con la topologia usual, se define los siguientes conjuntos

nn

Determinar el interior, la clausura, y la frontera de A U B

27. Sea (X,T) un espacio topolégico. Determine si las siguientes son verdadera o falsas

justifique

>o

a) (VA,B C X)(AUB =A U B)
b) (VA C X)(Fr(A) = 0)

c) Si B es una base de Ty U € T entonces B=BU {U} es una base para T

[¢]
[e] —_—

d) Si f: X — Y es continua, entonces f(A) =f(A)

28. Sea (X, T) un espacio topoldgico de Hausdorff y A C X no vacio tal que x € A.

Demostrar que

Al =(A—{})

29. Sea GL3(R) — R? x R2, con la topologia producto. Determinar el interior y la clausura

de GLy(R).

30. Sea SLy(R) — R? x R2, con la topologia producto. Determinar el interior y la clausura

de SLy(R).

31. Sea (X,TJ¢) con la topologia de complemento finito. Compare el espacio topoldgico

(X x X, T x T¢) con (X x X, TF)
32. Sea p : X — Y una funcién epiyectiva y (X, T) un espacio topoldgico.
T ={UecPY):f (U eT}

Demostrar que J’es una topologia en Y, llamada topologia cuociente.



CAPITULO 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS 36

33.

34.

35.

36.

37.

Sea (X, T) un espacio topoldgico y en X x X la topologia producto ademés proyeccién
P XX X=X,

por ejercicio anterior tenemos en X la topologia cuociente. Compare la topologia inicial

con la cuociente de X.

Sea p : Z — 7, una proyecciéon canoénica y Z un subespacio de R con la topologia

usual. Determinar la topologia cuociente de Z,,

Sea p : Z — 7, una proyecciéon canonica y Z un subespacio de R con la topologia

complemento finito. Determinar la topologia cuociente de Z,,

Dado I = [0, 1] con la topologia reducida de la usual de Ry la relacién de equivalencia

x} x¢{0,1} -

en [ tal que x = y Iel conjunto cuociente. Sea p : I — I la
{0,1} x€{0,1}

proyeccion candnica. Determinar la topologia cuociente del.

Dado I x I =[0,1] x [0, 1] con la topologia reducida de la usual de R?y la relacién de

equivalencia en I x I tal que

{(x,y)} x ¢{0,1}
(xy) =< {(0,y),(1,1—y)} x=0
{(071_9)7(179)} x=1

y Ix1el conjunto cuociente. Sea p: I x 1 — Ix1la proyeccion canoénica. Determinar

—~—

la topologia cuociente de I x 1.



Capitulo 2

Funciones Continuas

2.1. Definiciones y Propiedades

Sean (X, Tx) e (Y, Ty) dos espacios topolégicos y una funcién f : X — Y. Se dice que f es

continua, si y sélo si, para todo V € Ty, se tiene (V) € Tx, donde
V) ={xex|fx) eV }.
Ejemplo 2.1 Sea T la topologia usual y Tq la topologia débil en R. Entonces la funcion

identidad definida como sigue, no es continua
id: (R,7) — (R, Tq)
X > X
En efecto, si consideramos [1,2[€ Tq, tenemos id 1([1,2[) = [1,2[¢ T.

Por lo tanto id no es continua.

Ejemplo 2.2 Sean X1, Xz espacios topoldgicos y X1 X Xg con la topologia producto entonces

la funcion proyeccion es continua

Pi: X1XX2 — Xi
(x1,%2) = x4

En efecto, sean U; € Tx,, entonces tenemos
pfl(ul) = U1 X X2 yp;l(UQ) = X1 X UQ.
Por lo tanto p;i es continua.

37
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Lema 2.1 Sean f: X — Y y {Ui};c; una familia de subconjuntos de Y. Entonces

" Udey) = (2.1)
iel
Demostracion Consideremos x como sigue:
x € 1 ({Uiliey) & f(x) € Ui Ui,
& f(x) e Uy, (ip € 1),
s xef 1 (U), (e,

O

Proposicion 2.1 Sea f: (X, Tx) — (Y,Ty) una funcion y B una base de Ty. Entonces, f

es continua, si y sélo si, para todo B € B, f1(B) € Tx.

Demostracion
=) Sea B € B, como B € Ty y f es continua, entonces f1(B) € Tx.

<) Sea V € Ty, entonces

V=|JB:,  (BxeB).

xeV
Por Lema 2.1, se tiene f~1(V) = U,y T '(Bx) € Tx, ya que f(By) € Tx. Por lo tanto f

es continua. U
Ejercicio 2.3 Demostrar la proposicion anterior para una sub-base de Ty .

Ejemplo 2.4 Sean T4 la topologia débil y T la topologia usual en R. Entonces la funcion

identidad definida como sigue, es continua

id: (R,T74) — (R,7)

X — X

En efecto id~"(la, b[) =la, b= U,ejqp(lc, bl. Por lo tanto id es continua.
Lema 2.2 Sean A un conjunto y f una funcion, entonces:

(FH(A9)" =11(A). (22)
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Demostracion Consideremos x como sigue:

x € (fH(A)°

TENENE
<
haN
%

O

Teorema 2.3 Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y una funcion, entonces, las siguien-

tes proposiciones son equivalentes

1) f es continua.

2) Para todo A C X, f(A) C f(A).
3) SiB CY es cerrado, entonces f~1(B) es cerrado en X.

Demostracién

1) = 2). Sea A C Xy x € A, probaremos que f(x) € f(A). Sea U € V(f(x)), entonces
f~1(U) es abierto en X, ademés x € f~1(U). Luego

x € AnfiU) #0.

Como f1(U) € V(x), existe y € f1(U) N A # 0, entonces f(y) € UNf(A).

Por lo tanto f(x) € f(A).

2) = 3). Sea B C Y cerrado, anotemos A = f~!(B), entonces f(A) C B, luego

f(A) C B =B.

Por hipétesis, f(A) C f(A) C B, entonces A C f1(B) = A C A. Por lo tanto f'(B) es
cerrado.

3) = 1). Sea U € Ty, luego UC es cerrado. Por hipdtesis f~1(UC) es cerrado. Por Lema

2.2 se tiene
(F1(U9)" ='W,

es abierto. Por lo tanto f es continua. O
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Teorema 2.4 Sean X,Y,Z espacios topologicos, entonces:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Sea Yo € Y. La funcion constante cy, : X = Y tal que para todo x € X, cy,(x) = Yo,

es continua.

Sea A C X. La funcién inclusion VX : A < X tal que para todo a € A, X (a) := a, es

continua.

Sean f: X =Y y g:Y — Z funciones continuas. La funcion compuesta gof: X — Z

tal que para todo x € X, (go f)(x) := g(f(x)), es continua.

Sean A C X y f: X — Y continua. La funcion restriccion fla : A — Y tal que para

todo a € A, fla(a) :=f(a), es continua.

Sean B CY y f: X =Y continua de modo que Rec(f) C B. La funcion g : X — B tal

que para todo x € X, g(x) := f(x), es continua.

Sean f : X = Y continua e Y C Z. La funcion g : X — Z tal que para todo x € X,

g(x) :=f(x), es continua.

Demostracién

1)

Sea U € Ty. Si yo € U, entonces f~1(U) = X, ahora si yo & U, tenemos f~(U) = 0.

Como 0, X € Tx, entonces ¢y, es continua.
Sea U € Tx, entonces:
FW={ acAlX(@elU }=ANUET.
Por lo tanto X es continua.
Sea U € Tz, como g es continua, entonces g~ !(U) € Ty, luego
(g7 (W) = (Fog™) (W) =(gof)~' (W) € Tx,

ya que f es continua. Por lo tanto g o f es continua.
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4) Sea U € Ty, entonces

W ={ aeAlflala) =fl@ el } =F'(WNAETA.
Por lo tanto f|5o es continua.
5) Sea U € Ty, entonces
g (UNB) = {
= { x € X[f(x) eUnNB },
{ x € X|f(x) e U }7

= f1(U) e Tx,

ya que f es continua. Por lo tanto g es continua.

6) Sea U € Tz, entonces
g (W =fHUuny)eJx,

ya que UNY € TJy. Por lo tanto g es continua.

O

Proposicién 2.2 Sean X,Y espacios topologicos y {Ui};c; una familia de conjuntos abiertos

en X de modo que

quul

iel

Entonces, f: X =Y es continua, si y solo si, fly, es continua para todo i € 1.

Demostracién
=) Por Teorema 2.4.4, |y, es continua para todo i € L.

<) Sea U € Ty, entonces
flal={ xeuwlfxeu f=r'unu ey,

ya que fly, es continua para todo i € I. Por lo tanto f~!(U) € Tx.
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Proposicién 2.3 (Lema de Unién) Sea X = AUB espacio topolégico, con A, B cerrados
en X.
Sif:A =Y, g:B —Y son funciones continuas tales que, para todo x € AN B, se

tiene que f(x) = g(x), entonces

h:X — Y

f(x) si xe€A
x ~ h(x)=
g(x) si xeB

es un funcion continua.

Demostracion

Sea C cerrado en Y, luego tenemos que
h{(C)=f1(C)ug '(C)

Debido que f, g son continua f~1(C), g~!(C) son cerrado en la topologia relativa.

Luego existen Cy, Cy cerrado en X tales que
fﬁl(C):ClﬁA gil(C):CgﬁB

Cerrados en X, luego h es continua.

U

Proposicion 2.4 Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topoldgicos. Entonces, la funcion f: X =Y
es continua, st y solo si, para todo x € X y todo U € V(f(x)) existe V € V(x) de modo que
f(VvV) C U.

Demostracién

=) Supongamos que f es continua. Sean x € X y U € V(f(x)), tenemos
f1(U) € Tx, x € f1(U), f(f (W) C W

Luego, basta considerar V = f~!(U) € V(x).
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<) Sean U € Ty y x € f1(U) € P(X), entonces U € V(f(x)), por hipdtesis, existe
V, € V(x) tal que f(V,) C U, mas ain

x € Vo, Cf1(U).

Luego,
e | e,
xef-1(U)
esto es 1 (U) = Uyep1uy Vx € Tx. Por lo tanto f es continua. O

Definicién 2.1 (Continuidad en un Punto) Sea f: X — Y y xo € X. Se dice que f es

continua en Xq, sty solo si, para todo U € V(f(xq)) existe V € V(xq) de modo que (V) C U.

Proposicién 2.5 Sean X, Xq, Xy espacios topoldgicos y i : X — Xy funciones entonces.
La funcion T : (X, Tx) — (X; x Xg,Tx, x Tx,) tal que para todo x € X, T(x) =

(f1(x), fa(x)), es continua si y solo si fy es continua para todoi=1,2.

Demostracion
=) Sea U un elemento basal de Tx, x Tx,, es decir U = U; x Uy, donde U; € Tx, para

i1 =1,2. Tenemos lo siguiente:

x € TH(U) x € T-HU; x Uy),
(f1(x), f2(x)) € Uy x U,
fi(x) € Uy, fa(x) € Uy,

x € £ (Uy),x € £, 1 (Uy),

x € £ (Uy) Nyt (Uy).

T ¢ T

i

Como f; es continua para todo i =1,2 y T tiene como dominio a X, entonces
TH W) = (fH(Uy) Nyt (Up)) € Tx.

Por lo tanto T es continua.
<) Como T es continua y la proyeccién es continua p; ejemplo 2.2, entonces teorema
2.4.3 se tiene que

piOT:fi
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Proposicion 2.6 Sean X, Xy, Xo, Z espacios topologicos, i : X — Xy continua para i = 1,2
y H:X; x Xo = Z continua. Entonces la funcion F: X — Z tal que F(x) := H(f1(x), fa(x)),

es continua.

Demostracién Por Proposicién 2.5, sabemos que T : X — X; x Xy tal que T(x) =
(f1(x), f2(x)) es continua.
Basta notar que F = H o T, luego por Teorema 2.4.3, F es continua. U

El siguiente corolario es consecuencia directa de las Proposiciones 2.5 y 2.6.

Ejercicio 2.5 Sean X un espacio topologico y f,g: X — R continuas.

Pruebe que:

1) La funcion f+g: X — R es continua.

2) La funcion f —g: X — R es continua.

3) La funcion fg: X — R es continua.

4) La funcion f/g: A — R es continua, donde A := { x € X|g(x) #0 }

4) La funcion ./ :R" — R es continua.

2.2. Homeomorfismos
Definiciéon 2.2 Sean X,Y dos espacios topologicos y f: X — Y una funcion. Diremos que f
es un homeomorfismo , si y sélo si, T es biyectiva y f, 1 son continuas.

Observacién 2.1 Sea f: X — Y una funcion biyectiva. Entonces, =1 es continua, si y sdlo

si, para todo U € Tx, (f1)~1(U) = f(U) € Ty.

Definicién 2.3 Sea f: X — Y una funcién. Se dice que f es abierta (cerrada) o, si y solo

si, envia abierto (cerrado) en abierto (cerrado), es decir, para todo U € Tx, f(U) € Ty.
Ejemplo 2.6 Sea Dy 1 ={ x e R™|x| <1 |, y la funcidn

T: R — anl

X >

es un homeomorfismo.
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< 1.

)_ Ix]

i) Notemos que = T

X
1+ (|||

ii) Sean x,y € R™ de modo que:

X

45

Y

L+l 1T+l

Primero notemos los siguiente:

X

o |
LI 1l

Entonces

X Y
L+l 1+ yll

Por lo tanto f es inyectiva.

L4 [x]

oy H _
= = x| = |yl
‘ H1+H9H

X Y

L+ x4

i) Seay € R™ tal que ||y|| < 1, determinemos x € R™ de modo que T(x) =y. Notemos
primero que, si f(x) =y, entonces:
[l
lyll,
L+ [|x]]
Xl =yl [0 - fyll,
X lF = IxIl - Mlyll =yl
X[ =TI} =y,
[yl
x| T
1=yl
ademds,
- =Y
1+ [|x| ’ il
Y
= 1
= ()
_ vy
1— [yl
Por 4ltimo,
1 Lﬁ I L 1\1 I L 1\1 I Y
—lly —lly —lly
| R T =T(x),  x=o
el Lty 1+ fﬁﬂ” Iyl
No es dificil probar que T~ es definida como sigue:
-1 n —1 z
T xeRN <1 RN T =
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luego T es biyectiva.
La continuidad de T y T~1 se obtiene de Proposicion 2.6 y Ejercicio 2.5. Por lo tanto T

es un homeomorfismo.

Ejemplo 2.7 Reinteprete el cambio de coordenada en el lenguaje de homeomorfismo

1.
f: R x[0,2n] — R?
(r,0) ~ (rcos(0),rsen(0))

2.

f: Rt x[0,2n[xR — R3

(r,0,z) ~ (rcos(0),rsen(0),z)
3.
f: RY x[0,2n[x[-Z,5] — R3
(r,0) ~  (rcos(0) cos(a), Tsen(0) cos(e), rsen(x))

4. Sean a,b,c,d € R tales que ac —db # 0
f: R — R?
(x,y) ~ (ax+by,cx+ dy))

’ f: [0,1] — St={xy)eR?|x2+y>=1}
0  ~ (cos(270), sen(2710))
0.
f:1-1,1] - R
0 ~ tan(%e)

Ejemplo 2.8 Dado el conjunto S™ ={(x,t) € R* xR | >, x{+1? = 1}, entonces la funcion

La funcion
f: R* — S™ —{eni1}

2 Ix]|2—1
x o <1+ux||2"= 1+ [x]P2

es un homeomorfismo. Llamada funcion estereogrdfica

La inversa es
f=1: S"—{eni} — R©

(x,1) X
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Observacién Al trasladarla al conjunto X ={(x,t) e R* xR | > . x4+ (t—1)* =1}

Las ecuaciones se escriben del siguiente modo

f: R* — X —{2eni1}

4 2|2
x <4+ux|\2x’ ]2

La inversa es

1. X—{enH} — Rm"

(x, 1)~ F2x

€n+1

47

Ejemplo 2.9 Determine si{(x,y) € R?||x| +y| < 1} y D; = {(x,y) € R?x%2 +y? < 1} son

homeomorfos con las topologia reducidas

Ejemplo 2.10 Probar los siguientes homeomorfismos
1. XX Y=YxX
2. XxY)xZ~Xx (YxZ).

3. X x {pt} = X =~ {pt} x X.
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2.3. Ejercicios Propuestos

1. Sea el espacio topoldgico (X, T), donde
X={a,b,c,d} y T={db,{a},{b},{a,b},{b,c,d}, X}
Determine en que punto son continua las siguientes funciones
a) fla) =b,f(b) =4d,f(c) =c,f(d) =c
b) f(a) =a,f(b)=d,f(c) =b,f(d) =c
c) f(a) =b,f(b) =d,f(c) =b,f(d) =c

2. Sea f : (X;7) — (Y,0) una aplicacién abierta. Dado S C Y y A cerrado tal que
f~1(S) C A. Demostrar que existe un cerrado B, tal que SC By f}(B) C A

3. Sea f : (X;T) — (Y,0) una aplicacién cerrado. Dado S C Y y A abierto tal que
f~1(S) C A. Demostrar que existe un abierto B, tal que SC By f }(B) C A

4. Sean X,Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion

[e]
—

Probar que f es continua si y sélo si para todo A C X se tiene que f_l(/O\) cf~1(A)

5. Sea X = AUB donde A y B son cerrado en X. Ademés f: A — Yy g: B — Y funciones
continua tales que (Vx € (A N B))(f(x) = g(x)) entonces

h: X— Y

es continua

6. Sean (Xi,T:), (Yi, 01) cuatro espacios topolégicos y f; : X; — Y; dos funciones. Se

define la funcién producto

fixfa: Xy x Xy — Y: X Ys

(x1,%2) —  (f1(x1), fa(x2))

Demostrar en la topologia producto que
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a) f1 x fy es continua si sélo si f; y fa son continuas

b) f1 x fy es un homeomorfismo si sélo si i y fy son homeomorfismo

7. Sea A = (—00,0] U (2,400) y f: A — R dada por

N
o

—X si X

Demostrar que f es continua si A tiene la topologia del orden o la de subespacio, pero

que sélo es un homeomorfismo con la del orden.

8. Demostrar que cualquier intervalo (a,b) es homeomorfo al intervalo (0, 1), a la recta

R y al rayo (0, +o0).
9. Dado los espacios topolégicos A =] — 1,1[ y
B={(xy) eR* : (x—1*+y*=1U{(xy) eR* : (x+1)*+y* =1},
ambos con la topologia usual de subespacio.
Determinar si los espacios son homeomorfos

10. Sea f: (X,T7) — (Y, 7J5) una funcién continua y Iy = {(x, f(x))|x € X} € X x Y, con la
topologia de inducida por la topologia producto de X x Y.

Demostrar que X es homeomorfo a I



Capitulo 3

Espacios Métricos

3.1. Definiciones y Ejemplos

Definicién 3.1 Sea X un conjunto y d : X x X — Ry . Se dice que (X,d) es un espacio

métrico, si y solo si,
i) Para todo x,y € X, d(x,y) =0 & x=y.
ii) Para todo x,y € X, d(x,y) = d(y, x).
iii) Para todo x,y,z € X, d(x,y) + d(y,z) > d(x,z).
Si (X, d) es un espacio métrico , se dice que d es una métrica sobre X.

Ejemplo 3.1

1. Sean x,y € R™ tales que x = (X1,...,%n) €Y = (Y1,---,Yn)-

Las siguientes son métricas sobre R™:

a) d(x,y) = \/ S U (xi—yi)? (métrica usual).
b) d(xuy) = mé«X{ IXi —y1’ 1<i<n }

c) d(x,y) = Z?:l xi —Yil-

20
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2. Sea X un conjunto no vacio, la siguiente es una métrica sobre X:

Ox =y
Ix#y

d(x,y) =

3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces d’ es también una métrica sobre X

, _dxy)
d'(x,y) = m

4. Sea {(Xi, di)}i_, una familia finita de espacios métricos. Entonces d es una métrica

sobre Y, donde

Y=T]X. dxy =mix{dilayd}, o).

.....

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces d’ es un espacio métrico sobre X

d’'(x,y) = min{d(x,y), 1}.

Definicién 3.2 Sean (X, d) un espacio métrico, x € X y € > 0. Se define la bola de centro

x y radio €, denotada B(x, €), como sigue:
B(x, €) := { y € Xld(x,y) < e }

Cuando sea necesario anotaremos por B4(x, €) la bola de centro x y radio € con respecto a

la métrica d.
Teorema 3.1 Todo espacio métrico es topoldgico.

Demostracién Sea (X, d) un espacio métrico. En P(X) consideremos la siguiente coleccion
de subconjuntos:

BdZZ{ B(x,€)lx € X, € >0 }

Veamos que By es una base de una topologia de X.
1. Notar que para todo x € X, x € B(x,1) € By.

2. Sean x,y € X y €,5 > 0 tal que B(x, ) N B(y,d) # 0.
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Para todo z € B(x, €) N B(y, d) consideremos B(z,vy), donde

y:min{ € —d(z,x), 6 —d(z,y) }

Basta probar ahora que B(z,y) C B(x, €)NB(y,d). Seaw € B(z,v) entonces d(w, z) <
Y < € —d(z,x), luego

diw,x) <d(w,z) +d(z,x) < €,
del mismo modo d(w,y) < 8. Por lo tanto w € B(x, €) N B(y, 3).
Asi By es una base para una topologia sobre X. O
Definicién 3.3

1. La topologia generada por la base By se llama topologia inducida por la métrica d y se

anota Tq.

2. Se dice que un espacio topoldgico (X, T) es metrizable, si y sdlo si, existe una métrica

d sobre X de modo que T = Tg4.

3. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Se dice que A es un conjunto acotado, si y solo
si, existe M > 0 de modo que para todos x,y € A, d(x,y) < M. En este caso diremos

que M es una cota de A.

Observacién 3.1
1. S8i M es cota de A, entonces A C B(xo,2M) para algin xo € X.

2. La métrica del Ejemplo 3.1.2 induce la topologia discreta.
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3. La métrica del ejemplo 3.1.1.a en R%. Geométricamente la bola B4(x, €) corresponde

a:’

4. La métrica del ejemplo 3.1.1.c en R%. Geométricamente la bola B4(x, €) corresponde

a:’

Lema 3.2 Sean dy, dy dos métricas en X. Entonces, Ta, C Tq, st y solo si, para todo x € X

y € >0 existe 8 > 0 de modo que Bg,(x,8) C Bg,(x,€).

Demostracion Notemos que:
U, € Tq,, sty solo si, existen Bgq, (xi, €1) € Bq, tal que Uy = J; B(xy, €1).
U, € Tyq,, siy sélo si, existen Bg,(xj,8;) € Bg, tal que Uy = Uj B(x;, 5;).
=) Sean x € X, € > 0. Consideremos la bola Bg,(x,€) € Tq, C Tq,, entonces, existen
Ba, (xi,0:i) € Bg, de modo que Bg,(x,€) = |J; Bq, (xi,01), luego, existe iy tal que x €

Bq, (Xiy, 8i,). Por lo tanto
X e Bd1 (X7 6) g Bd1 (Xim 610) g de (X7 €)7
donde & := (&;, — di(xi,, X)) /2.

<) Silu= Uqu2 (x, €x) € Tq,, entonces
x€

X € Bq,(x,8,) CBa,(x,ex), U= | Ba,(x,8) € Ty,

xeu
por lo tanto Ty, C Tq,. U
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Ejercicio 3.2 1. Estudiar si d(A,B) = y/tr((A —B)t - (A — B)) define una distancia en
el espacio de matrices 2 X 2. Nota: recuérdese que tr = traza indica la suma de los

elementos de la diagonal principal.

2. Demostrar que d(x,y) = min(|x —y|, 1 —|x—yl) define una distancia en [0,1). s Cudles

son las funciones f:[0,1) — R continuas en este espacio?

3. Sea (X,d) un espacio métrico y f : X — X una aplicacion continua. Probar que el

conjunto de puntos que f deja fijos es un cerrado de X.

¢ Es cierto el resultado para un espacio topolégico arbitrario (X, T)?.
Teorema 3.3 Sea (X, d) un espacio métrico, entonces
1. X es hausdorff
2. X es normal.

Demostracién Dado x,y € X dos puntos distintos luego %d(x,y) = 0 > 0 asi se obtiene
que

x € B(x,8), y € B(y,9)

ademés z € B(x,8) N B(y,d).

d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) < 26 = (x,y).

De lo cual

x € B(x,8), y € B(y,d), B(x,8)NB(y,8) =
Sean A, B cerrados y disjuntos en X. Para todo a € A y todo b € B existen se define
€q = inf{d(a,b) | b € B}

si €q = 0, significa que (V& > 0)(B(a,8) N B # ¢), luego tenemos a € B = B, lo cual no es
posible ya que son disjuntos A, B. De este modo tenemos que €4 > 0
Luego de manera similar existe €, > 0, con b € B.

De la definicién anterior tenemos que

B(a, eq) C BS, B(b,ep) C AS,
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luego, basta considerar

U= | Bla,ea/2)€Ta, V=|JB(b eyp/2) €Ta.

acA beB

Claramente U NV = (), pues, si x € UNV entonces
d(a,b) < d(a,x)+d(b,x) < €4/2 4+ €p/2 < max{€eq, €p},

es decir, a € B(b,ep) C A0 b € B(a,eq) € B€ lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

X es normal. ]

3.2. Topologia Producto en RJ

Notemos que

[ R ={f € FU.R)I(vx € ])(f(x) € R)} =R/

x€]J
Luego RN es el conjunto de sucesiones reales.

Proposicién 3.1 Sean a = {an}, oy ¥ b = {bn} dos sucesiones de niumeros reales.

neN

Entonces

d(a,b) =sup {min{ la, — by, 1 }} ;

neN
es una métrica en RY

Demostracién Consideremos a,b € RY como antes y ¢ = {entnen

i) Tenemos lo siguiente:

d(a,b) =0 SUPpen iminpen{lan —anl, 1}} =0
mingey{lan —anl, 1} =0

la, —bn| =0, para todon € N
a, = b,, para todon € N

a=>

(I

ii) Como |a, —by| =|b,, — ay|, entonces:

d ((l, b) = SupneN {minnGN {’an - bn’v 1}}7
= SUPpeN {minnENﬂbn - an|> 1}}a

= d(b,a).
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iii) Como |a, —bn| < |an — cnl + lcn — by, entonces claramente
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b).

Por lo tanto (RN, d) es un espacio métrico.

Ejemplo 3.3 Calcular la distancia d(f,g) en cada caso:
a) Si f(n) =n, g(n) =2n € RY.
b) Sif(n)=(1)", g(n) = (3)" e RN

Observacion 3.2 En general, para cualquier conjunto ] # (). Se tiene que (R], p) es un

espacio métrico, con

o(f,g) = sup {min{ If(x) — g(x)], 1 }}, (f,geR)).

x€jJ

La métrica p es llamada métrica uniforme sobre R). La topologia inducida por p es

llamada topologia uniforme (R, T,) sobre RJ.

Definicién 3.4 Para cada x € ], consideremos Uy un abierto en R. Se define el siguiente

producto:

[Tuc={ reritmentxeu, }. (3.1)

x€jJ

Proposicién 3.2 La familia de productos en (3.1) tales que Uy # R para una cantidad

finita de elementos de ], es una base para una topologia de RJ.

Demostraciéon Denotemos por B la familia considerada anteriormente

i) Sea f € RJ, entonces f € []..;R € B, ya que U, = R para todo x € J.

xX€]J
ii) Sea f € [[,e;Ux NI ey Vx =11eyUx N Vi € B ya que
{Xe ]|uxmvx %R}:{XG ”ux %R}U{Xe ]|vx %R}

Por lo tanto B es una base para una topologia de RJ.
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O
La topologia generada por la familia de la Proposicion 3.2 es llamada topologia producto

(R’,T) sobre RJ.

Teorema 3.4 La topologia uniforme de R) es mds fina que la topologia producto en RJ.

Ademds son distintas cuando | es infinito.

Demostracion Sea f € er]uX € B, entonces, existen xi,...,X, € ] de modo que
Uy, # Ry f(x;) € Uy, paratodoi=1,...,n. Como U; es abierto en R, entonces para cada

1 existe €; > 0 tal que

]f(Xi) — €4, f(Xi) + €i[ - UX.I.
Sea € := min{ey,..., €n,1/2}, tenemos f € B,(f, e). Ahora probaremos que B,(f,e) C
erl U,. Sea g € B(f, €), claramente g(x) € U, = R para todo x € J\{x1,...,xn}, por otra
parte tenemos p(g, f) < € es decir,

Sul;{min{lg(x) —f(x), 1} <e

xX€e

entonces |g(x;) — f(x;)] < € < €, luego
g(x;) CI(x5) — €5, f(x5) + €[ C Uy,

es decir, g € [T ¢j Uy
Asi tenemos f € B,(f, e) C erl Uy, por Lema 3.2 se obtiene T C T,.
Si | es infinito, la bola B, (1, %) de centro la funcién constante igual a 1 y radio 1/2 no

contiene ningin elemento basal de la topologia producto

O

Teorema 3.5 La topologia que induce la siguiente métrica d en RY es igual a la topologia

producto.

I
d(x,y) :==sup {I min {|x; — ysil, 1}} ;X ={xi}iew; Y =1{Yilien-

ieN

Demostracion Utilicemos nuevamente el Lema 3.2.
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Sea € > 0, consideremos f € B4(g,€) € Tq y €' =€ —d(f,g) > 0, entonces B4(f,e’) C

Bal(g, €), ya que, si h € B4(f, €’) se tiene
d(f,h) < €', d(f,g)=e—¢€'>0,

luego d(g,h) < d(g,f)+d(f,h)=e—€e'+d(f, h)<e—€'+€' =€
Sea N € N tal que 1/N < €’ y para cada 1 € N se define el siguiente conjunto:
If(i)—e€e',f(i)+€'l ; i<N
R ;1> N

U.i =

Luego [];cy Ui es un elemento basal de la topologia producto, que ademds contiene a f,
pues f(i) € U; para todo 1 € N.
Sea h € J[;cn Ui- Sii< N tenemos [h(i) —f(i)| < €, luego

I . : r .., e’
{mln{|h(1) —f(i)],1} < {mln{e 1} < T

entonces

sup {% min{|h(i) — f(i)/, 1}} <sup{e’/i} < €.

i<N ieN
Ahora, si 1 > N, tenemos
I N1,
sup « —min{|lh(i) — f(i)], 1} p <sups - p < — < €'.
i>N L1 ien (1 N
Por lo tanto d(h, f) < €’, luego
fe Hui C Bal(f,€') C Balg; €).
ieN
Reciprocamente, sea [ [; .y Ui un elemento basal de la topologia producto, y f € [ [; <y Ui.
Sean 1ij,...,1, de modo que U, # R, sabemos que f(s) € U, entonces, para todo s €
{i1,...,1,} existe €, tal que

]f(S) - €57f(s) + €s[g us-

Definamos € > 0 como sigue:

1
e::¥min{eij|1 <j<r+1, e =172}, t=mdx{iy,..., 1}
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Seah € B4(f,€),sis €{iy,..., 1.}, entonces h(s) € R = Us. Por otra parte, si s € {iy,...,1

notemos que

1 1
Linin I#(s) — h(s)] 1} < sup {; min {If(1) — h(i)] 1}} _d(fh) <
ieN
y
t€<1 e<i s<t se<i<1
2’ 2t’ = S ot Y9

Luego, multiplicando por s en (3.2) obtenemos lo siguiente
, 1
min{[f(s) — h(s)], 1} < se < 2
ast |h(s) — f(s)| < se < (ses)/t < €5, por lo tanto

h(s) €U, heBa(fe) [

ieN

Esto demuestra que ambas topologias son iguales, note que es un ejemplo no trivial de

topologia metrizable.

O

Teorema 3.6 Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Una funcion f: X — Y es continua,

si y solo si, para todo x € X y todo € > 0, existe & > 0 de modo que para todoy € X se tiene

dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y)) <e.

Demostracion

=) Sea x € Xy € > 0. Consideremos By, (f(x), €) € Tq4,, como f es continua, entonces

x € T 1(Bqa,(f(x),€)) € Ta,. Luego, existe & > 0 tal que
y € B(x,8) C f(Bq,(f(x), €)),
lo cual equivale a tener, para todoy € X

dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y)) <e.

<) Sea B4, (z,€) € Tq,, si existe x € f1(Bg,(y, €)), entonces f(x) € Bq,(z, €), luego,

existe €’ > 0 de modo que

Ba, (f(x),€') C Ba,(z,€).
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Por hipoétesis, existe & > 0 tal que
dx(x,y) <8 = dv(f(x),f(y)) <€,
para todo y € X, es decir,
Bay(x,8) C f!(Bay(f(x),e") C ' (Bay(z,€)).

Asi tenemos que

f 1 (Bay(z,€)) = U Ba, (%, 0x) € Ta,,

XEFL(Bay (z,€))

por lo tanto f es continua. [l

3.3. Convergencia

Definicién 3.5 Sea X un espacio topologico y {Xnnen una sucesion de puntos en X. Se dice
que {Xnnen converge a x si y sélo si, para todo U, € V(x), existe N € N tal que para todo

neN, sin>N entonces x, € Uy.
Notacion 3.1 Si la sucesion {Xxn}nen converge a x se denotado por X, — X.

Ejemplo 3.4 Sea X ={a,b,c}, T={0,{a},{b, c}, X} y {Xnnen sucesién en X tal que x; = b
para todo i € N.
Consideremos X,{b,c} € V(b), para todo i € N, x; € U, por lo tanto, x, — b; note

ademds que xn — ¢ ya que X,{b,c} € V(c) para todo i € N y todo x; € U.
Proposicion 3.3 En un espacio topologico Hausdorff, el punto de convergencia es unico

Demostracién Sea {x}ney una sucesién convergente tal que x,, — a y x,, — b de modo
que a # b, como el espacio topoldgico es Hausdorff, existen abiertos U, Uy, disjuntos, ademas
la sucesion converge, luego existen N, M € N, tales que a partir de un instante los elementos
perteneces a U, v Uy respectivamente, escogiendo el maximo entre N, M obtenemos que los
elementos pertenecen a ambos conjuntos, es decir, los abiertos no son disjuntos.

De lo cual se obtiene que de existir la convergencia es tnica. U
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Ejemplo 3.5 Considere N con la topologia cofinita, determine la convergencia o divergencia

de las siguientes sucesiones

1.
1 st mes par
f(n) = g
0 sz mn esimpar
2.
st M es par
g(n) = , ,
n st N esimpar
3. hin)=n

Solucion: La primera es divergente, la segunda converge a 0 solamente, y la tercera converge

a N, para todo N ntimero Natural

Lema 3.7 Sean X un espacio topoldgico, A C X y {Xntnen una sucesion de puntos en A.

Si xn — X, entonces, x € A.

Demostracién Sea U € V(x), como x,, — X, existe x,,, € A tal que x,, € U, luego
UNA #0, por lo tanto x € A. O

Veamos el reciproco:

Proposicion 3.4 Sean X un espacio métrico y A C X. Six € A entonces existe una sucesion

{xn nen de puntos en A, tal que X, — X.

Demostracién Supongamos que X es metrizable, como x € A sabemos que para todo
€ >0, B(x,e) N A # (), en particular para € € { 1/mnez* }, de este modo tenemos que

existe x,, € A tal que x,, € B(x,1/n), se tiene asi la siguiente sucesién

o0

{ B(x,1/n) } )

n=1
luego, por propiedad Arquimidiana, para todo € > 0 existe N € N tal que 0 < 1/N < €,
entonces xn € B(x,1/N) C B(x, €), es decir, siy € B(x,1/N) entonces d(x,y) < 1/N < 1/e,
asi xn11 € B(x,1/(N+1)) C B(x, €), por lo tanto x, — x. O
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Teorema 3.8 Sean (X, d) un espacio métrico e Y un espacio topoldgico.
Una funcion f: X — Y es continua, si y solo si, para toda sucesion convergente X, — X,

se tiene, f(xn) — f(x).

Demostracion
=) Supongamos que x, — x y sea f(x) € U € V(f(x)), como f es continua, entonces

x € f1(U) € Tq, luego, existe € > 0 tal que
x € Ba(x,e) C 1 (U).

Como x,, — x, existe N € N de modo que para todo 1 > N, x; € B4(x, €), es decir f(x;) € U.
Esto prueba que f(x,) — f(x).

<) Utilicemos el Teorema 2.3, sea A C X, probemos que f(A) C f(A). Sea x € A, como
(X, Tq) es métrizable por d, entonces, por Lema 3.7 existe una sucesién {x, nen C A tal que

Xn — X. Por hipétesis f(xn) — f(x), nuevamente por Lema 3.7 tenemos f(x) € f(A), por lo

tanto f(A) C f(A). Esto prueba que f es continua. O

Definicién 3.6 Sean X un conjunto, Y un espacio métrico y {fnlnen una sucesion de fun-
ciones de X en Y. Se dice que {fy}nen converge uniformemente a la funcion f : X =Y,
denotado por f, = f, si y solo si, para todo € > 0, existe N > 0 tal que para todo n > N y
todo x € X, se tiene d(f(x),f(x)) < €.

Ejemplo 3.6 Para cada n € N definimos la siguiente funcion

o0, 1] 5 R, fo(x) =

)

S

y anotamos 0 la funcion nula en [0, 1]. Veamos que f, = 0:
Sea € > 0, por propiedad Arquimidiana, existe N € N tal que 1/e < N, es decir, 1/N < €.

Seam e N, n>N yx e l[0,1], entonces

(e = o] -

Por lo tanto f,, % 0.

1
<— l=—=<
X N
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Teorema 3.9 Sea (X,T) un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico y {fnlnen una
sucesion de funciones de X en Y.

Si = f y fiy es continua para todo n € N, entonces, f es continua.

Demostracién Sea U € Tg4, para cada x € f1(U) existe € > 0 tal que B4(f(x),€) C U.

Ademéds, existe N € N de modo que para todomn > N se tiene d(f,, (y), f(y)) < €/2, para todo

y € X, entonces, para todo n > N, f,(x) € Ba(f(x), €/2), luego x € ;' (Ba(f(x),€/2)) € T.
Sea z € f;}(B(f(x), €/2)), entonces d(f,,(z), f(x)) < €/2, luego

d(f(z), f(x)) < d(f(z), ful(z)) + d(fn(z), f(x)) < €/2+ €/2 =€,
es decir z € f1(B4(f(x), €)). Por lo tanto
x € f,'(Ba(f(x),e/2)) C f!(Balf(x),€)) S (W), n>N
Asf se tiene que f es continua. [

Definicién 3.7 Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos y f: X — Y una funcion biyectiva.

Se dice que f es una isometria , si y solo si, para todo par de puntos x,y € X, se tiene
dx(x,y) = dv(f(x), f(y)).
Proposicién 3.5 Toda isometria es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.7 Determinemos todas las isometrias de R en R con la métrica usual, es decir
las funciones biyectivas f: R — R tal que [x —y| = [f(x) — f(y)].

Sean x,y € R, siy =0 entonces
[x =0l =[f(x) = f(0)] < [x[=[f(x)—f(0)]

& o x=1(x)—f(0
& f(x) =x+1(0

v —x=1(x)—f(0)

)
) v flx) =—x+f(0)

Ademds, si en el domino de la funcion existe valores x,y tales que
f(x) =x+f(0), f(y)=—y+f(0)

luego |x —y| = |f(x) — f(y)| = x + f(0) +y — f(0)| = [x +y|, es decir, x =0 oy =0



CAPITULO 3. ESPACIOS METRICOS 64
Por otra parte las funciones
ta(x) =x+a, la(x) = —x+aq,
son isometrias, ya que
ta(¥) —ta(y)l=x+a—y—af=Kx—yl,
Ca(x) —La(yll =[—x+a+y—a=[=—x+yl=Kx—yl|
de este modo la unicas isometrias de R, con la métrica usual son tq,Lq.
Ejemplo 3.8 Las siguientes funciones son isometrias:

1. Consideramos la métrica sobre R? definida por:
d(x,y) = méx{jx; —yil, Ix2 — yal},

donde x = (x1,%X2) ey = (y1,Y2). Sea a € R?, definimos tq : R? — R? tal que
ta(x) :=x+ a, entonces

d(ta(x), ta(y)) = d(x,y).

Por lo tanto tq es una isometria en (R?, d).
2. Consideremos R? con d la métrica usual y definamos Rg : R? — R? como sigue:

cos(0) —sin(0) X1
Ro(x) := . X = (x1,%2).
sin(0)  cos(0) X2

No es dificil ver que d(Re(x),Re(y)) = d(x,y).

Por lo tanto Rg es una isometria.
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Observacién 3.3 Notemos que ||x +yl|* = ||x]|* + |lyl]* + 2 < x,y >, entonces

[yl =[xl = TylP?] -

N —

<X,y >=

Las isometrias lineales en un espacio vectorial pertenecen al grupo ortogonal. En efecto, si f

es una isometria lineal, se tiene:

(G +IIP = IFCI = IF(WID,
= <x,y>.

<f(x),fly) > = 3 (If6x) +FYI* = [IFCIN* = [F(W)II*)

Por lo tanto f pertenece al grupo ortogonal.

3.4. Ejercicios Propuestos

1. Sean (E, d) un espacio métrico demostrar que (E,T4) es un espacio de Hausdorff.

2. Sean (E, d) un espacio métrico demostrar que:

d
Sidi(x,y) = % entonces (E, d;) es un espacio métrico
X
Ayuda: Sea f: R — R f(x) =
yuda: Sea g — Ry f(x) ——

a) f es creciente
b) (Va,b € Ry)(f(a+b) —f(a) < f(b))

¢) Usando (i) y (ii) obtener que (Va,b,c € Rf)(c < a+b = f(c) < f(a) + f(b))
3. Sean (E, d) un espacio métrico f: RT — R, tal que

a) f(x) =0 <= x =0; para todo x € Ry
b) f(x +y) < f(x) + f(y)para todo x,y € R

c) f creciente entonces demostrar que

Si da(x,y) = f(d(x,y)) entonces (E, ds) es un espacio métrico

4. Sea
X+ 1yl  x#vy

0 X=y

d(x,y) =
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Demostrar que (R, d) un espacio métrico

5. Sea X un conjunto no vacio y sea
B(X,R)={f:X—=R : fesacotada}

se define f, g € B(X,R); d(f, g) = sup{|f(x) — g(x)[}.

xeX
Demostrar que (B(X,R), d) es un espacio métrico

6. Sea (M, d) un espacio métrico, X un conjunto no vacio y
BIX,M)={f:X—= M : fesacotada}
Demostrar que (B(X, M), d) es un espacio métrico, donde

d(f, g) = sup{d(f(x),g(x))}  f,g€B(X,M).

xeX

7. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — R una funcién continua. Demostrar que d’

es una meétrica sobre X y Tq = T4/, donde
d’'(x,y) = d(x,y) + If(x) — f(y)I.

8. Determinar si es que (C([0,1],R), d) es un espacio métrico, donde

C([0,1],R) = {f 15 — RIf es continua}

1

d(f,g) = J £(x) — glx)ldx.

9. Sean (Xj, di)ier una familia finita de espacio métricos y

xz<xxi):Hxi,

el
e iel

entonces pruebe que las siguientes funciones son métricas sobre X

a) di(x,y) = /_Zldi(xiayi)2a donde x = (Xi)ie, Y = (Yi)ier € X
1€
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b) da(x,y) = > di(xi,yi) donde x = (Xi)ier,y = (Yi)ier € X

iel

c) ds(x,y) = T?éfi{di(xi,yi)} donde x = (Xi)icr, Y = (Yi)ier € X

10. Se denota c(x) la distancia al entero mas cercano desde x, (por ejemplo, ¢(1/4) =1/4
y ¢(5/6) =1/6).

En X =1[0,1) x [0,1), se define
d((x1,Y1), (x2,Y2)) = c(x1 —%x2) + c(y1 —y2)

Demostrar que (X, d) es un espacio métrico.

11. Por R® denotamos el espacio de todas las sucesiones de numeros reales x = (x,).

Demuestre que (R®, d) es un espacio métrico,donde d : R® x R® — R dada por

|Xn _yn|
d(x,y) = x € R yeR®
) ; 28 {1+ [Xn — ynl) k
;,Cudl es la distancia entre las sucesiones x = (x,) = ((1—=2"™")"1) ey = (yn) = (1)

12. Sean £, el espacio de todas las sucesiones acotadas. Demostrar que (£, d) es un espacio

métrico,donde d : £, x £, — R dada por

d(x,y) = sup{lxn —ynl, neN}

13. Sean {5 el espacio de todas las sucesiones x = (x,,) tales que >, x% < co. Demostrar

que (€3, d) es un espacio métrico,donde y d : €, x {5 — R definida por

1/2
— <Z |Xn _ynyz)

Indicacién: si x = (x,,) € €y, y = (yn) € {o, entonces ) |[xnyn| converge y, ademads,

(2 Xnynl)? ZX Z‘J%\)

14. En R™ tenemos definida dos métricas

a) di(x,y) 2 (x , donde x = (x¢),y = (yi) € R™

i=1
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b) da(x,y) = max{lx; —yil} donde x = (xi),y = (y:) € R™
Demostrar que las topologias inducidas por las métricas son iguales
15. Dado d(x,y) = (x —y)% Muestre que (R, d) no es espacio métrico.
16. Sean (E, d) un espacio métrico f,g: E — R, funciones continuas entonces
a) f+g:E—=R, (f+g)(x)="f(x)+ g(x) es continua
b) f—g:E—=R, (f—g)(x)="F(x)—g(x) es continua
c) f-g:E—=R, (f-g)(x)="~f(x)-g(x) es continua
d) f+=g:E—=>R, (f+g)(x)="~f(x)=+ g(x) es continua, si (Vx € E) (g(x) # 0)
17. Sea (M, d) un espacio métrico, a € X,
B(X,M)={f:X—= M : fesacotada}

con la métrica dada por d(f, g) = sup{d(f(x), g(x))}.
xeX

Demostrar que

evq : B(X,M) — M, ev,(f) = f(a)
es continua.

18. Sean (X, d) un espacio métrico y o > 0.

Probar que d’(x,y) = min{«, d(x,y)} es una distancia que genera la misma topologia

que d.

19. Sea (X, d) un espacio métrico, X x X espacio topolégico inducido por la métrica de d.

Demostrar que d es continua
20. Sea (X, d) un espacio métrico, A C X. Se define

da : X = R,da(x) =d(x,A) = inf {d(x, a)}

acA

Demostrar que da es continua.
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21. Sean B(0,1) = {x € R™|||x]| < 1} la bola unitaria y
f: R — B(0,1)

X
1+ [x]

Demostrar que f es un homeomorfismo con las topologia usuales.

22. Sea R con la métrica usual
s:RxR—=R, s(x,y)=x+vy.

a) Demostrar que s es un funcién continua

b) Sean A,B C R abiertos
A+B={a+beR : aecA,beB}
Demostrar que A + B es abierto.
23. Sea R con la métrica usual
P:RxR—=R, px,y)=xy.

a) Demostrar que p es un funcién continua

b) Sean A,B C R abiertos
AB={abeR : a€A,beB}

Determine si AB es abierto.

24. Sean

n
R™ - R, con - (X) = X1X2...Xn = Hxi
i=1
n
+ : R" =R, con+ (x) =x1 + X9+ ... +Xp = in
i=1

a) Demostrar que +,- son funciones continuas

b) H={xeR™ : a;x;+..+ apx, =p}es cerrado.
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c) A={x €R™ : xiX9...Xn < P} es abierto
25. Sean (X, di), (Yi, d}) espacios métricos i = 1,2

fiZXi—>Yi

fi X fa: Xy X Xg = Yy X Yo, (fy X fa) (x1,%2) = (fy (x1), f2 (x2))

Demostrar que f; x fy es continua si y sélo si fq, fo son continuas.
26. Sean (X, d),(Y,d) y (Z,d”) espacios métricos a € X,b € Y y
f:XxY—=LZ,
se define

fo @ Y= Z, fo(y)="Ff(a,y)
f* . Y= 2Z f°(x)=1(x,b)

a) Pruebe que si f es continua entonces f, f® son continuas

b) Es valido el reciproco

27. Sean (X, d), (Y, d’) espacios métricos a € X

f,g: X =Y, continuas

Demostrar que:

a) Sif(a) # g(a) entonces existe una bola B de centro en a tal que f(B)Ng(B) = ¢

b) A={xeX : f(x)#g(x)}es abierto.
28. Sean (X, d), (Y, d') espacios métricos, a € X y

f,g: X =Y, continuas

Demostrar que, Si f(a) < g(a) entonces existe & > 0, para todo x,y € B(a, d) se tiene

que f(x) < g(y).
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29.

30.

31.

32.

33.

Sean (X, d), (Y, d’) espacios métricos a € X

f,g: X =Y, continuas

Demostrar que:

a) Sitoda bola de centro a tiene un punto x tal que f(x) = g(x) entonces f(a) = g(a).

b) A={xeX : f(x)=g(x)}es cerrado.
Sean f,g: R — R, continuas tal que f(x) = g(x) para todo x € Q entonces f = g
Sean (X, d), (Y, d’) espacios métricos
v:B(X,)Y) x X =Y, v(f x)="~f(x)
Demostrar que v es continua en (fg, Xg) si y sélo si fy es continua en xg.

Sea (X, d) espacio métrico

f,g: X =R,

se define

(fVg) : X=>R, (fVg)(x)=mix{f(x), g(x)}
(fAg) : X—=R, (fV g) (x) = min{f(x), g(x)}

Demostrar que si f, g son continuas en xq entonces f\ g, f/\ g son continuas en X;.

Sea f : [a,b] — R, una funcién continua tal que f(a) > 0 > f(b) y ¢ = sup{x €

[a,b] : f(x) > 0}. Demostrar que f(c) = 0.



Capitulo 4

Espacios Conexos o Compactos

4.1. Espacio Conexo

Una forma natural de construir nuevos espacios topoldgicos es pegando en forma disjunta,

es decir. Sean (X, Tx), (Y, Ty) dos espacios topoldgicos, luego definimos
Z=Xx{0jUY x {1}
llamada unién disjunta, y definimos
Tz ={Ux {0U € Tx}U{V x {1}]V € Ty}.

Es facil demostrar que (Z,77), es un espacio topolégico. El proceso ante senalado se
puede repetir indefinidamente. Por ello es de interés, identificar los espacios que no podemos

construir de esta forma.

Definicién 4.1 Sea (X,T) un espacio topoldgico. Se dice que X es separable, si y sélo si,

eristen U,V € T —{0} tal que
unv =790, X=UuV.
En este caso se dice que {U, V} es una separacion de X.

Definicion 4.2 Un espacio topoldgico X se dice conexo, si y solo si, no existe una separacion

de X.
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Ejemplo 4.1

1. R es conexo. Supongamos que existe una separacion {U, V} de R.
Sean x € U, y € V tal que x >y, entonces, existe ay, by € R tal que x €]ay, by [C U,

Sea I ={x € Ulx >y}, luego es acotado y abierto ya que
I = Uygerlay, byl, c=1infl

Sic € U, el cual es abierto, existe € > 0 tal que Jc — e€,c + €[C U lo cual es una

contradiccion ya que c es el infimo.

Sic €V, el cual es abierto, existe € > 0 tal que |c — €,c + €[C V lo cual es una

contradiccion ya que c es el infimo.

Por lo tanto R es conexo.
2. Demostrar que los unicos conjuntos conexos de R son los intervalos

3. Claramente R — {0} =] — 00, 0[U]0, oo[, por lo tanto R —{0} no es conezo.

Proposicion 4.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces, las siguientes proposiciones

son equivalentes:
1) X es conexo.

2) No ezisten dos conjuntos A, B ambos cerrados, no vacios de X tales que:

X =AUB, ANB=40.

3) Los tunicos conjuntos abiertos y cerrados en X son X y ().

4) No existen dos subconjuntos A, B ambos no vacios de X tales que:

X =AUB, (ANB)U(ANB)=0.

Demostracion
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1) = 2)

2) = 3)

3) = 4)

4) = 1)

Supongamos que existen A, B ambos cerrados en X tales que X = A U B, entonces
Ac=B €T, B¢ =A€7,
lo cual no puede ser, ya que X es conexo.

Sif#£A ; X es abierto y cerrado, entonces A€ es abierto y cerrado, entonces X =

A U AS con A y A€ cerrados en X lo cual no puede ser.

Supongamos que existen A, B no vacios tales que

X =AUB, (ANB)U(ANB) =10,
entonces
ANB=0 V ANB=0,

esto es,

ACACBS V BCBCA"-.

Por lo tanto ANB =0, A = A y B = B, lo cual es una contradiccién ya que A y B

son subconjuntos abiertos y cerrados de X.

Supongamos que X no es conexo, entonces, existen U,V € T disjuntos no vacio, tales

que X =U UV, entonces U y V son abiertos y cerrados. Luego,

UnViulUunV)=UnviuUunv)=unv=_0,

lo cual no puede ser.

Definicién 4.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico e Y C X.

Se dice que Y es conexo , siy solo si, Y es conexo con la topologia reducida.

Teorema 4.1 Sea (X,T) un espacio topolégico e Y C X.

S1'Y es conexo, entonces Y es conexo.
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Demostracién Supongamos que Y es conexo, pero Y no es conexo. Luego, existe {V;, Vo}

una separacién de Y, esto es
Y=ViUV,, VinVo=0, Vi, V,€eTy,
entonces, existen U, Uy € T tales que
Vi =U;,NY, Vy,=U,NY.
Definamos Wi :=U; NY y W5 := Uy NY, notemos lo siguiente:
WinW,=U1/NnYN,nYC UL NYNU,NY =0, Wi, W, e Ty,

ademas,
Y = YNnY,

= YN (V1UVy),

= (YnVi) U (YN V,),

= (YNnU;NnY)U(YNU,NY),

= (YnUyu(Ynuy),

= Wi UW,.

Ademis V; = U; NY, es no vacio, luego existe x € U; y x € Y, es decir Uy es una abierto

que contiene a x y esta en la clausura luego W; = U; NY # (), andlogamente el otro conjunto
es no vacio

Por lo tanto Y es disconexo, lo cual es una contradiccion. O

Corolario 4.1 Sean (X, T) un espacio topoldgico e Y C X conexo entonces

Para todo U,V € T disjuntos tales que Y CUUYV implicaY C U o bien Y CV

Corolario 4.2 Sean (X,T) un espacio topolégicoe Y CS CY C X.

Si'Y es conexo, entonces S también es conexo.

Demostracién Supongamos que S es disconexo, entonces, existen U,V abiertos disjuntos
talesque SCUUVeYCS.
Pero Y es conexo, luego podemos suponer que Y C U (de modo andlogo si Y C

V),
entonces YNV = (), por lo tanto VNY =}, lo cual es una contradiccién, pues ) #V C S C Y.
0
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Proposicion 4.2 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A, B C X conexos tales que ANB # ().

Entonces A UB es conezxo.

Demostracién Supongamos que AUB es disconexo, es decir, existe {Vi, Va} una separacion

de AUB y Uy, U, € T de modo que
AUB=V,UV,, V,=U;N(AUB), Vo=UyN(AUB).
Luego, tenemos
A=(AUB)NA=(VLUV,)NA=(ViNA)U(V,NA),

(VinA)N (VoNA)=(ViNnVy)NA =0,

y
VinA=UiN(AUB)NA=U;NA, i=1,2.
Entonces,
VlﬂA:(Z), \/ VQQA:@’
analogamente,

VinB=0, V V,NB=4(.

Claramente ViNA =0y ViNB = () para i = 1,2, no puede ser, por lo tanto supongamos
VinA =0y V;NB=0conij=1,2 distintos, entonces

ACV;, BCV ANBCViNV; =0,
lo cual es una contradiccién. O

Teorema 4.2 Sea (X, T) un espacio topologico y{Ui}icr una familia de subconjuntos conexos

de X, tales que Uy UU; es conexo para todo i,j € 1. Entonces | J;c; Ui es conexo.

Demostracién Sea Y = | J;.; U; € X y supongamos que {Bj, Bs} es una separacién de Y,

i€l
es decir

Y=B,UBys, B, NBy=0, By BycTy.
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Consideremos b; € By y by € By, entonces existen i,j € I tales que b; € U; y by € Uj,
ademads existen Aj, Ay € T de modo que B; = A;NY y By = Ay NY. Definamos en Tuiuuj

los siguientes conjuntos:
@%ClzzAlﬁ(UiUUj), @%CQZ:AQH(U;LUU]').
Notemos ahora lo siguiente:

CiNnCy=(A1NA)N(LUU) CAINANY=0NY=0,
CuC, = (AN (Uuly)) U (AN (Uyuly)),
(A1 UAy) N (U U Uy),
= (AtUA)N (YN (U uly)),
((AtUA2)NY)N (U uly),
= ((AiNY)U(A2NY)) N (Uyuly),
= YN (U uly),
= WUl
Lo cual es una contradiccion, pues U; U U;j es conexo. U
Teorema 4.3 Sea f: X — Y una funcién continua y X un espacio conexo, entonces f(X) es

COMEXO.

Demostracién Supongamos que f(X) no es conexo, entonces existe {U;, Us} una separacion

de f(X) C Y, luego, existen Vi, V, € Ty de modo que
u; =Vv; nf(X), Uy, = Vo N f(X).
Para i = 1,2 se tiene lo siguiente:
(W) = { x € X|[f(x) € Uy }7
x € XIf(x) € Vinf(X) }.
xeXifx) € Vi }n{ xeXif) efx) },

x € XIf(x) € Vi }NX.
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ademds, como U; # (), entonces existe y; € Vi N f(X), luego existe x; € X de modo que
f(xi) = yi, por lo tanto £~ (U;) # 0.

Six e f1(U;) Nt 1(Uy), entonces f(x) € U; NUy = @ pues {U;, Uy} es una separacién,
luego fH(U;) N1 (Uy) = (. Claramente f~1(U;) U~ (Usy) C X, ademds, si x € X, entonces
f(x) € f(X) = Uy U Uy, luego

flx)eu V f(x)evVv & xef HU) VvV xef iUy,

por lo tanto X = f~1(U;) U f(Uy). Ast {f1(U;), f(Us)} es una separacién de X, lo cual

es una contradiccién, pues X es conexo. O

Ejemplo 4.2 La funcién f: R — R, f(x) = x? es continua, luego Ry es conexo

7t

La funcién f: R — R, f(x) = arctg(x) es continua, luego ] — 7, 5[ es conezo.

Note que la funcién definida por parte

1—x s1 x<1
f(x) =
X st x =2

VoA

es continua, su recorrido es conexo, pero el dominio, que es la imagen inversa del recorrido

no es conexo.

Corolario 4.3 Sea f: X — Y una funcion continua y X un espacio conexo, entonces I'y =

{(x,f(x) € X x Y|x € X} es conexo en X X Y con la topologia producto.

Ejemplo 4.3 Por corolario anterior tenemos que

A ={(x,sen( )k € R7)

N T
A —1W 1

1
(0,sen(a)) = lim (————,sen(a + 2nmn))
n—oo @ + 2N7

es conexo en R2.

——

Ademas note que
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luego

B ={(x,sen(>))k € RU((0, y)ly € [-1,1) € A,

€S CoOnexo.

Note que el conjunto B es union disjunta de dos conjuntos conexo y el cual es conexo.

Ejemplo 4.4 Sea f:[0,1] — [0, 1] una funcion continua.

Demuestre que existe un punto fijo

Por el corolario anterior sabemos que 't = {(x, f(x) € [0, 1] x [0, 1]|x € [0, 1]} es conexo,
supongamos que no existe p tal que f(p) # p. Luego f(0) > 0y f(1) < 1, entonces se define

los conjuntos abiertos
H={(xy) eRx>y}) G={(xy)eRx<y}
y se tiene que
(0,(0)) e HNf([0,1]) # ;. (1,f(1)) € GNF([0,1]) # .

Ademas

Iy = (HN£([0,1])) U (G N £([0,1]))

por lo tanto I't no es conexo, lo que es una contradiccion.
Teorema 4.4 Sean X,Y dos espacios conexos, entonces X X Y también lo es.

Demostracién Sea (x,,Y,) € X X Y, definimos las siguientes funciones:

Ty, -

o

X — Xx{yofCXxY fol: Xx{yo} — X

I

X~ (X, Yo) (X,Yo) ~ x
Ya que fy, es continua por coordenada es continua, es decir, X X {y,} es conexo. Por otro

lado
Oxo: Y — {Xo}XYCXXY gil: {xo}xY — Y

y ~ (X0,Y) (X0, Yy) ~ Yy

También gy, es continua, luego, {x,} X Y es conexo.
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En forma directa veamos la continuidad
(U x V)N (Xx {yo}) =Ux Vm{yo}§ (Ux V)N ({xo} xY) ={xoJNUXV

ademds, si U x V = J;c; (Ui x V;), entonces

(Ux V)N (Xx{yo)) = (U (U x va) N (X % {yo))

iel

= [J U x vi) n (X x {yo})

iel

— | Ui x fyo)

iel

B (Uui) x{yo} =U" x {yo}

iel
Analogamente

(Ux V)N ({xo} x ) = {xo} x (UierVi) = {xo} x V".

Claramente f,'((x,Yo)) = x ¥ g5, ((Xo0,Y)) =y, luego, tenemos
fyo(u) = U x {yo}a f;ol(u X {yo}) =U, Ix, (V) = {Xo} X V, 9;01({7(0} X V) =V,

por lo tanto fy_, gy, son homeomorfismos. Asi, se tiene que X X {yo} y {Xo} x Y son espacios
CONExos.

Ademas X x {yo} N{xXo} X Y ={(X0,Yo)}, no vacio, luego Ay, y,) = X X {Yo} U{xo} x Y
es Conexo

Por otro lado A(qv) NA(c.qa) ={(a,d), (b, c)}. Es decir la unién es conexa, por Teorema
4.2

Finalmente

X XY =Urqb)exxyA(apb)

Es conexo.

Ejemplo 4.5 R =R x R™ es conexo, para todo n € N
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4.1.1. Componente Conexa

Se define la siguiente relacién en el espacio topologico X,

x~y < (JACX, conexo)(x,y € A), (4.1)

Note que es una relacion de equivalencia en X, ya que es refleja debido que los singleton
son conexo, es facil ver la simétrica y es transitiva por la propiedad 4.2

Si denotamos por Oy la clase de x € X entonces tenemos entonces

X:U Oy

xER

Observacién 4.1
1. Por Teorema 4.1, tenemos que Oy = Oy.
2. Six € A CX, con A conexo, entonces A C Oy.

3. S5i X es finito, entonces O es abierto y cerrado para todo x € X.

Definiciéon 4.4 Sea X un espacio topologico.

Una componente conexa en X es un subconjunto conero mazrimal de X.

Ejemplo 4.6
1. R tiene una sola componente conexa, R.

2. R\{0} tiene dos componentes conexas, Rt , R~.

4.2. Espacios Conexos por Caminos

Definicién 4.5 Sea X un espacio topoldogico y x,y € X.
Se dice que f : [0,1] — X es un camino de x ay, si y solo si, f es continua tal que
f(0) =x, f(1) =y.

Si f es un camino de x ay lo denotaremos por fy y
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Definiciéon 4.6 Sea X un espacio topologico.
Se dice que X es conexo por caminos, o arcoconexo si y solo si, existe un camino para

todo par de puntos en X.
Ejemplo 4.7
1. El espacio R™ es conexo por caminos, mediante:
fay 1 [0,1] = R™,  f, ,(t) = (1 —t)x +ty,
donde x,y e R™, 0 <t < 1.
2. La circunferencia S* := { x € RY|x|| =1 } es conexo por caminos, mediante:
fry 110,11 = S £y y(t) = (cos((1 —t)0; + t02),sen((1 —t)0; + t05)),
donde x = (cos(01),sen(01)) ey = (cos(0s),sen(0s)).
Proposicion 4.3 Todo espacio conexo por caminos es conexo

Demostracién Sea (X, T) un espacio conexo por camino, luego para todo x,y € X, existe
una funcién continua fy y : [0,1] = X tal que fy(0) =x,fx y(1) =y, como [0,1] es conexo

luego Recfy ,, es conexo, teorema 4.3, y como
X = UyexRecfy

es conexo por teorema 4.4, ya que es union de conexo con Recfy , N Recfy , # ¢.

Ejemplo 4.8 R™\{0} (m > 2), es conexo por camino, ya que si el segmento
fry(t) = (1 —1t)x+ ty,

pasa por cero buscamos otro vector, que no se encuentre en el segmento, de modo de cons-
truir una funcion continua que no pase por el origen, por ello R™\{0} tiene solamente una

componente conexa.
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Ejemplo 4.9 En ejemplo 4.3 concluimos que
1
B ={(x,sen(_))x € RTTU{(0,y)ly € [-1, 1]}

€S CONEX0, PETro No €S8 conexo por camino
1
277

existe f : [0, 1] — B continua tal que f(0) = (0,0), f(1) = (=%, 0).

273

Para ello, note que (0,0),(5=,0) € B, si suponemos que es conexo por camino, luego

Definamos

J={t €0,1[f(t) € {0} x [-1,1]} = f ({0} x [-1,1])

Notemos que Z = {0} x [—1, 1] es cerrado, luego ({0} x [~1,1]) = | es cerrado, adem4s
es no vacio, ya que el origen perteneces a J.

También | es abierto, sea t € |, luego f(t) € {0} x [—1,1]), consideremos V una bola de
centro el origen y radio menor que 1, tal que contenga a f(t), y de modo la intersecciéon de VNB
no es conexo, luego debe existir un intervalo U, que contiene a t tal que f(U) C {0} x [—1, 1].
lo cual implica que U C J.

De este modo ] es un abierto, cerrado y no vacié en un conexo [0, 1], luego | = [0, 1].

Teorema 4.5 Sea f : X — Y wuna funcion continua y X un espacio conero por camino,

entonces f(X) es conexo por camino.

Teorema 4.6 Sean X,Y dos espacios conexos por camino, entonces X X Y también lo es.

4.2.1. Componente Conexa por Camino
Si X es un espacio topoldgico, entonces se define en X la siguiente relacién
X~Y <  existe un camino de x a y. (4.2)

La relacion es de equivalencia, ya que, la funciones constante son continua luego es refleja,
simétrica al considera la funcién f: [0,1] — [0,1] dada por f(t) =1 —t, luego si fy es un
camino que une x con Yy, entonces fyy o f es un camino que une y con x. Finalmente es

transitiva ya que se define

£ (2t si
fry * fy2(t) = y(2Y
f

H‘
A\YARRV/AN
N—= N[

b2(2t—1) st
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€s un camino que une X con z.

Si denotamos por Of la clase mediante la relacién en (4.2), entonces

_ C
X =[] o5
Diremos que Of es la componente conexa por caminos del punto x.

Definiciéon 4.7 Sea X un espacio topologico.

Una componente conexa por camino en X es un subconjunto conexo por camino mazximal

de X.

Proposicion 4.4 Las componente conexa por camino estan contenida en alguna componente

conexa del espacio topologico

Ejemplo 4.10
1. R tiene una sola componente conexa por camino, R.
2. R\{0} tiene dos componentes conexas por camino, R R,

3. A ={a,b,c} y T{P,{a},{a,b},{a,c}, A} Determinar las componentes conexa por ca-
mino.

Considere las funciones

a st t<
f(t) =

NI N|—=

c s t>

4. A ={a,b,c} y T{P,{a},{c},{a,c}, A} Determinar las componentes conexa por camino.

a s t< %
fay*fy(t) = b s t=3
c s t> %

5. (N, Tcs). Determinar las componentes conexas por camino.
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4.3. Espacios Localmente Conexos

Definicién 4.8 Sea X un espacio topologico y x € X, entonces

1. Se dice que X es localmente conexo en x, si y sélo si, para todo U € V(x), existe V

abierto conexo, tal que, x € V C U.

2. Se dice que X es localmente conexo, si y solo si, para todo x € X, X es localmente

conexo en X.

3. Se dice que X es localmente conexo por caminos en X, si y solo si, para todo U € V(x),

existe V abierto conexo por caminos, tal que, x € V C U.

4. Se dice que X es localmente conexo por caminos, si y solo si, para todo x € X, X es

localmente conexo por caminos en X.

Ejemplo 4.11 X =R~ UR™ no es conexo, pero es localmente conezo.
Dado U abierto en X y x € U, luego existe € > 0, tal que ]x — €,x + €[*C U, escogemos

b= %, y definimos V =]x — 0, x + d[N]x — €,x + €[ es conexo y se tiene que x € V C U.
Teorema 4.7 Sea X un espacio topolégico, entonces

1) X es localmente conezo, si y sdlo si, para todo conjunto abierto de X, las componentes

conexas son abiertos.

2) X es localmente conexo por caminos, si y solo si, para todo conjunto abierto de X, las

componentes conexas por caminos son abiertos.

Demostracién Sea X un conjunto localmente conexo, luego Sea U un abierto en X. Por lo
tanto, para todo x € U existe Vy conexo tal que x € V, C U, sea C, la componente conexa
en U, que contiene a x, V, C Cy. Del mismo modo podemos repetir para todo elemento que
se encuentre en la componente, por maximalidad Vz € C,,z € V, C C, C U. De este modo
la componente es abierta.

Inversamente, Si dado x € U, abierto, luego x € Cy C U, es abierto en la topologia

relativa, como U es abierto se tiene que es abierto en X
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Teorema 4.8 Sea X un espacio topoldgico, entonces

1) Cada componente conexa por caminos de X, estd contenida en una componente conexa

de X.

2) Si X es localmente conexo por caminos, entonces, las componentes coneras y conexras

por caminos son las mismas.

Demostracion

1) Sea x € Xy Of su respectiva componente conexa por caminos. Sea y € Of, entonces,
existe fy, un camino de x a y, luego, por Teorema 4.3, fy ([0, 1]) es conexo en X.
Claramente x € Of = Uy€O§ fxy([0,1]), ademds, por Proposicién 4.2, Of es conexo

en X, por lo tanto Of C O.

2) Si X es localmente conexo por caminos, por Teorema 4.7, sabemos que OS es un con-
junto abierto, ademas Oy = Of U 0,\O¢. Supongamos que O,\Of # 0, entonces,

existe z € O, \Og, y existe OZ abierto, de modo que

o\os= |J o

ZGOX\Oi

por lo tanto O,\Of es abierto, luego {O%, O\O¢S} es una separacién de Oy lo cual es

una contradiccion, pues Oy es conexo, asi O,\O = (). Por lo tanto O, = O¢.

4.4. Espacios Compactos

Definicién 4.9 Sea X un conjunto, {Ui}ic1 una familia de conjuntos.
1. Se dice que {Ui}ier es un cubrimiento de X, si y solo si, X = [J;eq Us.

2. Se dice que {Ui}ier es un cubrimiento por abiertos de X, si y solo si, {Ui}ier es un

cubrimiento de X y para todo 1 € 1, Uy es abierto.
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Definicién 4.10 Se dice que X es compacto, si y solo si, todo cubrimiento por abiertos de
X tiene un subcubrimiento finito de X. Es decir, si X = J;e; Ui, entonces existe ] C 1 finito,
de modo que X = J;¢; Us.

Ademas Y C X es compacto, si y solo si, Y es compacto con la topologia relativa.

Lema 4.9 Un subconjunto Y C X es compacto, si y solo si, todo cubrimiento de Y por

abiertos de X, tiene un subcubrimiento finito.

Demostracién

=) Sea {U;}ic1 un cubrimiento de Y por abiertos de X, entonces {U; N Y} es un cubri-
miento por abiertos de Y, como Y es compacto, existen iy,...,1, € [ tal que Y = U};l U,
por lo tanto {U;; }]T‘:l es un cubrimiento finito de Y por abiertos de X.

<) Sea {Vi}ie1 un cubrimiento de Y, entonces, existen U; € Tx tal que V; = U; NY para
todo i € I, luego {Ui}ier es un cubrimiento de Y por abiertos de X, por lo tanto, existen

i,...,in€ltalque Y = U]lel U;;, luego

por lo tanto Y es compacto. O

En adelante nos referimos por cubrimiento a un cubrimiento por abiertos.

Teorema 4.10 Sea X un espacio topologico compacto e Y C X cerrado, entonces Y también

es compacto.

Demostracién Sea {U;}ie; un cubrimiento de Y, entonces

X=YUY®= (Uui> U YC.
iel

Como Y€ es abierto, entonces es un cubrimiento por abiertos de X. Pero X es compacto,

entonces existen iy,...,1,, N < 0o tal que
. n .
X=YUY®= < Uus, ) U Ys,
j=1

luego Y = U?Zl U, por lo tanto Y es compacto. O
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Ejemplo 4.12 El espacio real R no es compacto, en efecto, definamos el siguiente cubri-

miento

{ui}i€Z7 ui :]1_171+1[7 R: Uul
i€eZ

Si suponemos que R es compacto, existe I C 7Z finito, de modo que R = J;c; Ui, lo cual no

puede ser, ya que max I+ 2 & (J; o Us.
Ejemplo 4.13 Todo conjunto finito es compacto
Teorema 4.11 Todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Demostracion Sea X un espacio de Hausdorff e Y C X compacto.
Si Y = X, entonces Y¢ = () abierto, por lo tanto Y es cerrado.
SiY # X, existe x, € X\Y, ademas, X es Hausdorff, entonces, para todo y € Y existe
Uy € V(x,) y Vy € V(y) de modo que UyNVy = (. Luego Y C Uer y» bero Y es compacto,
entonces Y C [ i, Vy, (n < 00). Consideremos el conjunto abierto Uy, = ()i, Uy, y sea
Yo €{Y1,-..,Yn}, entonces

n n

Uy, NVy, = < ﬂuyi ) NVy, = ﬂ(uyi NVy,) = 0,
i=1 i=1

luego tenemos

Uy, N ( UV) U Uy, NVy,) =10,
i=1

entonces U,, NY = (), por lo tanto U,, C Y, con U, € V(x,), es decir, X\Y = Y€ es

abierto. Asi, obtenemos que Y es cerrado. O

Proposicion 4.5 Sean (X, T) un espacio de Hausdorff, Y un subconjunto compacto de X y

Xo € YC. Entonces, existen U,V € T disjuntos, tal que x, € U e Y C V.

Demostracién Como X es un espacio de Hausdorff, para todo y € Y existe V, € V(y)
¥ Vioy € V(xo) tal que Vy N Vi, y = 0, luego {Vylyey es un cubrimiento de Y, pero Y es

compacto, entonces existen yi,...,yn € Y tal que Y =Ji, Vy,. Luego, basta considerar

U= ﬁ Viow, V= O V.,
i=1 i=1

claramente U,V € Ty UNV = 0. O
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Teorema 4.12 Si X es compacto y f: X — Y es continua, entonces f(X) es compacto.

Demostracién Sea {U;}ic; un cubrimiento por abiertos de f(X), como f es continua,
entonces para todo i € I, £ 1(U;) es abierto en X, ademds, para todo x € X, f(x) € Uj,

entonces

XcJfru,
iel

pero X es compacto, entonces existe n < oo de modo que
n
X< [Jruy).
j=1
Por lo tanto
n
f(X) € Jus,
j=1
esto prueba que f(X) es compacto. O

Proposicion 4.6 Sean X compacto, Y un espacio de Hausdorff y £ : X — Y una funcion

continua y biyectiva. Entonces f es un homeomorfismo.

Demostracién Basta probar que f~!: Y — X es continua, para esto utilicemos el Teorema
2.3, demostrando que para todo A cerrado en X, entonces, (f~!)"!(A) es cerrado en Y. Sea
A un cerrado en X, como X es compacto, por Teorema 4.10, entonces A es compacto, luego,
por Teorema 4.12, f(A) es compacto en Y, pero Y es un espacio de Hausdorff, entonces por
Teorema 4.11 tenemos que (f~!)7!(A) = f(A) es cerrado en Y. Por lo tanto f~! es continua

y asi f es un homeomorfismo. U
Teorema 4.13 Sean X,Y dos espacio compactos, entonces X X Y es compacto.
Claramente, para todo a € X y b € Y, las siguientes funciones son homeomorfismos
fp : X = X x {b}, fu(x) := (x,b),

fa:Y—={a}xY, faly) = (a,y).

Sea {U;}ic1 un cubrimiento de X x Y, entonces

Xx{b}CXxYC|Ju,

iel
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pero X es compacto, entonces, existen i,...,1, € I de modo que
n
X x{b}C | JU; =1
j=1

Como U es abierto, para todo x € X, existen, Vi, € V(x) y Vi, € V(b) tal que
(Xab) € VX X Vx,b g u7 VX X vX,b € V((X,b)),

es decir, (Jyecx Vx es un cubrimiento de X, luego, existen xi,...,xm € X de manera que

X =L, Vi, va que es compacto. Ademds, b € (i, Vx, b = W, € Ty, por lo tanto

X x {b} C (UW) x Wy C UL
i=1

Luego, para todo b € Y existe Wy, € V(b), es decir, [,y Wo es un cubrimiento de Y, por
la compacticidad de Y existen by, ..., b, € Y tal que Y = J;._; Wy,

Asi, obtenemos lo siguiente:

XxY = XxUp_; W,
- UTl;:l (X X ka) 9
= UL:I (U;L:I uij) )

_ (rn)
= U(k,j):l U )-

Por lo tanto X x Y es compacto.

Definicién 4.11 Sea X un conjunto. Se dice que una familia de subconjuntos de X satisface
la condicion de interseccion finita, si y solo si, toda interseccion finita de elementos de la

familia es no vacia.

Teorema 4.14 Sea X un espacio topoldgico.
X es compacto, si y solo si, toda familia de cerrados en X que satisface la condicion de

interseccion finita tiene interseccion no vacia.

Demostracion
=) Sea € = {F;}ic1 una familia de cerrados en X de modo que € satisface la condicién de

interseccién finita, probaremos que (;c; Fi # 0. Sea D = {F{}ic1, sabemos que para todos
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i1,...,in € I con n < oo, se tiene 0?21 Fi, # 0, entonces
n
j=1

es decir, toda unién finita de elementos de D no cubre a X, luego, como X es compacto, D
no es un cubrimiento de X, entonces
UFe#Xx o (FR#0.
iel iel
<) Sea {U;}ic1 un cubrimiento de X, supongamos que no existe un subcubrimiento finito
de X, es decir, para todos iy,...,1, con n < oo se tiene que U?:l U;, # X, de otro modo,
ﬂ};l U‘{j # (). Entonces D = {U$}ic1 es una familia de cerrados que cumple la condicién de
interseccién finita, por lo tanto (;c; Uf # 0, entonces
U ui 7£ X7
iel
lo cual es una contradiccién, pues {U;}ic1 es un cubrimiento de X.

Esto demuestra el teorema. O
Teorema 4.15 Todo intervalo cerrado en R es compacto.

Demostracién Sean I¥ = [x,y] con x < y, un intervalo cerrado en Ry € = {Ui}ier un

cubrimiento de I¥. Definamos el siguiente conjunto:

C:= { t € TY|IL tiene un subcubrimiento finito de € } :
Tenemos que existe i, € I tal que x € Uy, luego C # ) ya que
xe CCIy, x,x] ={x} C U, €C.

Probemos ahora que sup C =y, supongamos que sup C =: s <y, como s € I¥ C [ J;; U,
existe j, € I tal que s € U;,, ademas, como U;, es abierto, existe € > 0 de modo que
Js —e,s+ €[C Uj,. Como s es el supremo y € > 0, existe t € M tal que s —e <t <s, es
decir, existe 6 > 0 tal que

d <€, t=s—06e& M.
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Luego, existen i, ...,1, € [ tal que [x,s — 8] C |J,_, Uy, por lo tanto

n+1

x,s+08] C[x,s—d]U[s—e€,s+¢€] C (U U1k> ul;, = Uuik,
k=1 k=1

donde i,,11 :=jo. Lo cual es una contradiccion, ya que s es el supremo.

Por lo tanto s =y, es decir I¥ es compacto. O
Teorema 4.16 Sea F C R. Entonces, F es compacto, si y solo si, F es cerrado y acotado.

Demostracién
=) Sabemos que R es un espacio métrico, luego Hausdorff. Ademads, por Teorema 4.11,
si F es compacto, entonces es cerrado, basta probar luego que F es acotado. Sabemos que
F C U,cr) — 7, 7L, pero F es compacto, por lo tanto, existen r1,...,7, € R con n < oo, de
n

manera que F = (J;_;] — i, 1il, llamemos R = {r{}[* ; y sea r = maxR, luego se tiene lo

siguiente:

por lo tanto F es acotado.
<) Sea F un conjunto cerrado y acotado, entonces, existe m € R* tal que para todo par

de puntos x,y € F, d(x,y) < m, luego para x, € F obtenemos:
FC [xo —m, %, + m] = K,
como F es un cerrado dentro de un compacto K, por Teorema 4.10, F es compacto. U

Teorema 4.17 Sean X un espacio topologico compacto y f: X — R una funcion continua.

Entonces, existen a,b € X tal que para todo x € X, f(a) < f(x) < f(b).

Demostracién Sea x € X, como X es compacto, entonces, por Teorema 4.12, f(X) es com-
pacto, luego, por Teorema 4.16, f(X) es cerrado y acotado. Supongamos que s = sup f(X) ¢
f(X), entonces s € f(X)¢ un abierto, luego, existe € > 0 tal que s €]s —€,s + €[ C f(X)°,
lo cual es una contradiccion ya que s — € es cota superior de f(X) y s es el supremo. Por lo

tanto s € f(X), luego, existe b € X de modo que f(b) = s, entonces para todo x € X, se tiene
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f(x) < f(b). Andlogamente probamos que existe a € X tal que f(a) =r =inf f(X) € f(X) y

asi
para todo x € X. 0

4.5. Espacios Localmente Compactos

Definicién 4.12 Sea X un espacio topologico y x € X

1. Se dice que X es localmente compacto en x, si y solo si, existen K compacto en X y
U e V(x) y tal que
xelUCKCX

2. Se dice que X es localmente compacto, si y solo si, X es localmente compacto en x, para

todo x € X.

Ejemplo 4.14 FEl espacio real R no es compacto, pero es localmente compacto, en efecto,

para todo x € R se tiene lo siguiente:
xE€lx—1,x+1[C[x—1,x+ 1], Ix—1,x+1[€V(x), X7 compacto.

En general, R™ no es compacto, ya que el cubrimiento por abiertos B(0, m) con m € N,

no tiene subcubrimiento finito, pero es locamente compacto.
X € H]Xi —1,x; + 1[C H[Xi —1,x; + 1]

Teorema 4.18 (Compactificacién por un Punto) Sea X un espacio topoldgico.
X es de Hausdorff y localmente compacto, si y solo si, existe un espacio topoldogico Y que

satisface con las siquientes condiciones:
i) XCY.
ii) Y\X contiene un solo punto.

iii) Y es compacto y Hausdorff.
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Ademds, si Y e Y’ son dos espacios similares entonces existe un homeomorfismoh:Y — Y’

que restringido a X es la identidad.

Demostracion

=) Sea Y = XU{p} para algun p ¢ X. Definamos una topologia sobre Y que cumpla con

las condiciones anteriores.
Ty = { U C YU e Tx, o existe C C X compacto, tal que U = Y\C } .

Claramente X C Y y #(Y\X) = #{p} = 1.

Veamos que (Y, Ty) es un espacio topoldgico:

i) Como 0 € Tx entonces @) € Ty, ademds, como ) es compacto en X, se tiene Y\) =Y &

Ty.
ii) Sean U,V € Ty, distingamos tres casos:
a) SiU,V € Tx. Entonces UNV € Tx C Ty.
b) SiU e TxyV=Y\C con C un compacto en X, entonces:

U\C=UNC*=UNYNC =UN(YNCY) =UNVeT,

c) SiU=Y\Cy; y V=Y\C; con Cy, Cy compactos en X. Claramente C; U Cy es un

compacto en X, luego:

Y\(CLUGC) =YNCENCS=(YNCHN(YNCS =UNV e Ty.

iii) Sea {U;i}ic; una familia de abiertos en Y. Distingamos tres casos:

a) Si Ui € Tx para todo i € I, entonces (J;.; Ui € Tx C Ty.

b) Si Uy = Y\C; con C; compacto en X para todo i € I. Sabemos que ();¢; Ci es

compacto en X, entonces:

Y\ (ﬂ&) =Y (ch) =Jvnc) = Jui e 7v.

iel iel iel iel
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c) Sil=] U K donde U; € Tx para todo j € J y Ux = Y\Cyx con Cy compacto en

X para todo k € K, entonces:

Uielui = (Uje]ui) U (UkeK(Y\Ck)) )
- (Ujel UJ') U (Y\ (mkeK Ck))
- (Uje]ui) U (Yﬁ (ﬂkeK Ck) ) )
- Ym((UjeIu)U(ﬂkeKCk)c)’
- ((UJeIu) N (Niex Cx)) € Tv.

Por lo tanto Ty es una topologia sobre Y.

Por tltimo resta probar que Y es compacto y Hausdorft:

Sea {Ui}ie1 un cubrimiento de Y, como p € Y # X, entonces existe i, € [ y C;, compacto
en X, tal que p € Ui, = Y\Cy,, ademas Y = Cj, U (Y\C4,). Recordemos que cada U; puede
ser de dos formas:

U; =U; € Jx, U; = (YNCY),
Luego interseccion con X

UiﬂXE‘Tx, UlﬁX:(YﬂCf)ﬂX:XﬂCfG‘TX,

es decir, abiertos en X. Luego

C,o| U wlnx c [Jwnx,
ie\{io} iel\{io}

como Cj, es compacto, existen i,...,1, € I tal que

Ci, € U Uy nX) c Lnj
j=1 j=1
Por lo tanto

Y =Cy, U (Y\Cy,) O -OZOuij,
j=1 j=0

esto demuestra que Y es compacto.
Sean x,y € Y, si x,y € X, como X es Hausdorff entonces existen Vi, V, € Tx C Ty tal
que x € Vi, y € Vy y Vi NVy =0, ahora si x € X e y = p entonces, como X es localmente

compacto, existen U € Tx C Ty y K compacto en X de modo que

xEUCKCX, y=peY\KeTy, UN(Y\K)=
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por lo tanto Y es un espacio de Hausdorff.

Claramente, si Y1, Yo son espacios similares tal que

Y, = XU {pi}, Yy = XU {pal, P, P2 € X,

entonces existe un homeomorfismo h : Y; — Y5 definido como sigue

x si xeX
h(x): y XEYl

P2 sl x=7p;

<) Sea Y = XU {p} con p € X un espacio topolédgico con las propiedades i), ii) y iii),
probemos que X es un espacio de Hausdorff localmente compacto:

Sean xi,X; € X C Y luego, existen Vi, V, € Ty tal que x; € Vi, xo € Vo y Vi NV, = (),
basta considerar x; € U; = XNV; € Tx parai= 1,2y claramente U; NU, = (), por lo tanto
X es de Hausdorff.

Sea x € X C Y, como Y es de Hausdorff, existen U,V € Ty tal que x € U, p € Vy
UNYV =0, entonces

x e U C Ve,

como V¢ es cerrado en Y entonces es compacto, ya que Y es compacto, luego X es localmente

compacto. O

Ejemplo 4.15 Sea p = oo, entonces:
1. Y=RU{oo} = S'.
2. Y =R"U{oco} =S".
Teorema 4.19 Sea X un espacio de Hausdorff.

X es localmente compacto, si y sélo si, para todo x € X y todo U, € V(x), existe V, € V(x)

de modo que Vy es compacto y ademds:

x eV, CU,.

Demostracién

<) Claramente, ya que x € Vy, C V.
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=) Sea x € Xy U, € V(x). Consideremos Y = X U {00} con la topologia de compactifica-
cién por un punto, entonces Y es compacto y Hausdorff, ademas U, € Ty, luego US = Y \Uy

es cerrado y por lo tanto compacto. Por Proposicion 4.5, existen V, W € Ty de modo que:
us Cv, x €W, VAW =,

entonces, x € W C V¢ C U,. Como V€ es cerrado e Y es compacto, entonces V¢ es compacto,

luego, basta considerar V, = V¢, asf obtenemos x € V, C U,. O

Corolario 4.4 Sean X un espacio topologico de Hausdorff y localmente compacto, y A C X.

Si1 A es abierto o cerrado, entonces A es localmente compacto.

Demostracién
Caso 1: Si A es cerrado, consideremos x € A C X. Como X es localmente compacto,

existen U € V(x) C Tx y K un compacto en X de modo que
xeUCKCX,

entonces x € UNA C KNA, pero K = KNA es cerrado en A y esta contenido en el compacto
K, entonces K’ es compacto, ademés, U’ = U N A es abierto en A, luego x € U’ C K’, por
lo tanto A es localmente compacto.

Caso 2: Si A es abierto, consideremos x € A, como A € Tx y X localmente compacto,

entonces, por Teorema 4.19, existe V, € V(x) compacto tal que
x €V, CA,
por lo tanto A es localmente compacto. O

Corolario 4.5 Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es homeomorfo a un subespacio

abierto de un espacio compacto y de Hausdorff, si y solo si, X es localmente compacto y

Hausdorff.

Demostracién
<) Supongamos que X es localmente compacto y de Hausdorff. Consideremos Y = XU{oo}
y el homeomorfismo inclusiéon t : X — Y, luego X es homeomorfo a ((X) = X € Tx C Ty,

donde Y es compacto y de Hausdorff (Teorema 4.18).
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=) Supongamos que X es homeomorfo mediante f a A un subespacio abierto de Y el cual
es compacto y de Hausdorff. Como Y es de Hausdorff entonces A lo es, asi X lo es.
Ademas, dado x € A C Y, como A es abierto e Y compacto, existen U € V(x) y K un

compacto, tal que

xcUCACY=K,

por lo tanto X es localmente compacto. [l
Recordemos: Sea (X, T) un espacio topoldgico, de modo que todo singleton en X es cerrado.

Se dice que:

1. X es un espacio regular, si y sélo si, para todo A cerrado de X y todo x € A€, existen

U,V € T de maneraquex e Uy A C V.

2. X es un espacio normal, si y sélo si, para todos A, B cerrados y disjuntos en X, existen

U,VeTtalesque ACUyBCYV.
Teorema 4.20 Si X es compacto y Hausdorff, entonces X es normal.

Demostraciéon Sean A, B cerrados y disjuntos en X, por Teorema 4.10, A, B son compactos.
Sea x € A, luego existen U, € V(x) y Wy € Tx) tal que U, N W, = (), proposicién 4.5, es
decir,

BCW,eT, U NW,=0, xcA,

entonces A C (J, .4 Ux, como A es compacto, existen xi,...,xn € X tal que A C U, Uy,
luego, basta considerar U = |J;_; Uy,, ademds definamos W =, W,..

Claramente se tiene que B C Wy A C U, ademas
unw = (U?:lum) N (m}lzlwxj) = U?:l(uxi N (m)nzlwxj)) =¢
Por lo tanto X es normal. O

Teorema 4.21 (Lema de Urysohn) Sea (X,T) un espacio topoldgico normal y A, B ce-

rrados disjuntos. Entonces, existe f: X — [0, 1] continua, tal que

f(A)={0},  f(B)={1}
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Demostracién Sea P = Q N [0, 1] un conjunto numerable y ordenado. Definamos una
sucesion {P; }g";l de la siguiente manera:

Como A N B = (), entonces
ACB =U, €T, P, :={1}.
Como X es normal, A es cerrado y U; abierto, entonces, existe Uy € T tal que
A C Uy C Uy C Uy, Py :={0, 1}
Donde s3 es el siguiente a 0 en P
ACU CUy C U, CUs C Uy, Py={0,85,1}.

De esta manera construimos U , donde s, es el siguiente a s, _; en P. Asi, el término
n-ésimo viene dado por P, = {0, 83,584, ..., Sn, 1} (los primeros n nimeros de la sucesién),
donde

ACUyCUyC---CU; CU, C---C U =B°.

Es una sucesion definida por recurrencia Us,, estdn definido para todo s; € P

El conjunto {U¢[t € P} es ordenado por inclusién, tal como los respectivos subindices en
la recta real, notemos ademas que P, U{sn;1} = Pny1 C [0, 1].

Luego, como sp+1 # 0 =min Py 1 y spyy1 # 1 = max P, 1, existen p, q € Pr,41 de modo

que p < Sn4+1 < . Usando la definicion U tenemos que

Sn+1

U, C Us,., C U, CU,. (4.3)

Asf afirmamos que (4.3) se cumple para todo p,q € P,,41 C P.
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Podemos también extender la definicién de U; a todo i € QQ como sigue:

de modo que (4.3) sigue siendo cierto.

Para cada x € X definamos Q(x) = {i € Q|x € Vi}, nétese que este conjunto no contiene
valores menores que cero, ya que V; = () para i < 0. Ademds, sii > 1, x € V; = X para todo
x € X, entonces QNJ1,00[C Q(x), por lo tanto Q(x) es acotado inferiormente y la mayor

de sus cotas inferiores esta en [0, 1], esto nos permite definir la siguiente funcién:
f: X —[0,1], f(x) =1inf (Q(x)) .

Notemos que, si x € A entonces f(x) =0 ya que A CVy C Vi, 1> 0, por otro lado, si x € B
se tiene x € V| = B¢ y asi x € V; para i > 1, luego f(x) = 1.
Veamos ahora que f es continua:

Para esto primero probemos que

xeV, = f(x)<r, x€V, = f(x)>r (4.4)

Ya que:

Si x € V,, entonces x € V; para todo s > T, por lo tanto |r,00[NQ C Q(x), luego
f(x) = mf(Q(x)) <
Si x € V,, entonces x ¢ Vs para todo s < 1, por lo tanto (] — oo, 7[NQ) N Q(x) = 0, luego
fx) = inf(Q(x)) > .

Sean ]a, b[ C [0, 1] abierto, x € f~!(Ja, b[), entonces a < f(x) < b, luego, existen p,q € Q
de modo que
a<p<f(x)<q<hb,
como p < ¢ entonces V,, C V.

Definimos V =V —Vp es un abierto, y el contrapositivo de (4.4) obtenemos lo siguiente

flx)>p = x¢&V,, flx) <q = xeV,.
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por lo tanto x € V.
Ademss, si y € (V) entonces existe z € V C X tal que f(z) =y, luego z € V4 C Vq

implica que f(z) < ¢, y z ¢ V, implica que f(z) > p, por lo tanto
f(z) € [p, q] Cla, bl f(V) Cla,bl.

Esto prueba que f~!(Ja, b[) € T, concluyendo la demostracion. d

4.6. Ejercicios Propuestos

1. Demostrar que los siguientes conjuntos son conexos:

[0, 1] x [0, 1], B((0,0), 1) U{(1,0)},{(x,y) € R*xy < 1}.
2. En R? con la topologia usual, se define los siguientes conjuntos

A = [_17 1] X [_17 1] _{(X7X)’ X € [_17 1] _{O}}

Determinar si A es conexo, es compacto

3. Sea (X, T) un espacio topolégico y B C X un subconjunto conexo, abierto y cerrado.

Probar que B es una componente conexa.

4. Sean (X, T) un espacio topoldgico conexo y A C X conexo. Si B es abierto y cerrado

de X — A, probar que A U B es conexo.

5. Demuestre que (X, T) es un espacio conexo si y sélo si para todo M C X no vacié y

distinto de X entonces Fr(M) # ¢
6. Demostrar que R™ — {0} es conexo
7. Demostrar que S? —{e;, —e;} es conexo
8. Demostrar que S? no es homeomorfo a S*.
9. ;Cuantas componentes conexas tiene R3 — §27?.

10. Sea (X, T) una espacio conexo y J; C T entonces. Demostrar que (X, T7) es conexo.



CAPITULO 4. ESPACIOS CONEXOS O COMPACTOS 102

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea (X, T) un espacio topoldgico, A C X conexo. jEs A conexo?.

Sea f: [0,1] — [0, 1] continua, entonces existe un punto de x € [0, 1], tal que f(x) = x.

Sea X C R? formado por la unién de las rectas y = %, n € Ny los ejes coordenados.

Muestre que X es conexo, pero no localmente conexo.

Sean C, X dos subconjuntos de un espacio métrico M. Si C es conexo y tiene un punto

en comun con X entonces C tiene un punto en comun con la frontera de X.
Sea U(a,b)={an+be€Z : neZNZ conabeZt.
B={U(a,b) : (a,b)=1,a,becZ"}

a) Demuestre que B es una base, sea T esta topologia.
b) Para todo p primo, el conjunto {kp : k&€ Z*} es cerrado en T
c) Si P es el conjunto de primo, P= ¢.

d) (Z*,7) es conexo.

Sea (X, T) un espacio topolégico. Probar que: (X, T) es conexo < para cualquier sub-

conjunto A no vacio tal que A # X se tiene que Fr(A) # ¢.

Sea X un espacio conexo por camino y sea f : X — Y continua entonces f(X) es conexo

por camino.
Demostrar que si X es conexo por camino entonces X es conexo.

Sea X un conjunto infinito con la topologia de complemento finito. Demostrar que X

€S conexo.

Usando la definicién, estudiar si los siguientes conjuntos son compactos en los espacios

que se indican

a) {(=1)"+ = : n € N\ {0}} C R con la topologia usual.

1
n

b) Q C R con la topologia usual.
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c) [0,1] x {3} € R? con el orden lexicogréfico.

21. Determinar si

Ul(x,y) € 0,11 x[0,1] : (x=0Vy=0)}

es compacto.
22. Demostrar que la union finita de compacto es compacto.
23. Sean:

X; = S'U(R x{0}) U ({0} x R)
Xy = (Rx{0,1})U({0,1} x R)
Xs = (Rx{0})U{(x,y) e R’ [x=y}U{(x,y) ER* |y =—x+2}

Demostrar que ninguno es homeomorfo a cualquier otro.

24. Pruebe que los espacios siguientes son dos a dos homeomorfos

a) X={(x,y,z) €eR® : x24+y?=1}

b) Y={(x,y,z2) €eR® : x*+y?=2%2>0}
c) Z=TR*—-{(0,0)}

d) W={xy,z) eR* : 1<x*+y?<2}

e) T:{(vaaz)eRg : X2+92+Z2:1}_{(07071)7(0707_1)}
25. Determine si los espacios siguientes son o no homeomorfos dos a dos

a) S'={(x,y) €R? : xX2+y>=1}
b R
¢) ?={(xy,2) eR® : X2H+yYy2+z22=1}

d) 10,1]

26. Demostrar que R™ no es homeomorfo a R, con n > 1
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Decir cudles son los subconjuntos compactos en R con la topologia cofinita, con la

topologia de los complementos numerables y, finalmente, con la topologia discreta.

Determine si las siguientes son verdadera o falsas justifique

a) Un conjunto compacto siempre es cerrado
b) Todo subconjunto de R con la topoldgica cofinita es compacto

c) Sean X,Y,Z espacios topoldgicos Si f : X — Y y g: Y — Z no son continua

entonces gof: X — Z no es continua.
d) Sea A ={x € R?1 < d(0,x) < 2} es un conjunto conexo (con la topologia usual)
e) la interseccién de dos conexos con un punto en comun es conexo
f) Sif:X — S! continua y epiyectiva entonces X es compacto.

g) SiY no es conexo, f: X — Y continua y epiyectiva entonces X es no conexo.

Sea X un espacio de Hausdorff y sean K, Ky C X dos compactos disjuntos. Probar que

existen abiertos disjuntos U;, Uy con Ky C Uy v Ko C Us.

Sean A, B compactos con la topologia relativa de X e Y respectivamente entonces A x B

es compacto con la topologia relativa de X x Y
Demostrar que si Y es compacto entonces 71; : X X Y — X es cerrada.

Sea X un espacio compacto, Y un espacio de Hausdorff y f: X — Y continua.

Demostrar que f es cerrada.

Sea X un espacio topologico e Y un espacio de Hausdorff compacto y f: X — Y.

Probar que f es continua si y sélo si la grafica de f, I't, es cerrada en X x Y.

Si X, Y son espacio de Hausdorff compacto. Demostrar

f: X — Y es continua si y s6lo si 't es compacta en X x Y.
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35. Sea X un espacio compacto y f: X — R continua.

Demostrar que existen ¢, d € X tal que

(vx € X) (f(c) < f(x) < f(d))

36. Se dice X es un espacio métrico es completo si y sélo si toda sucesion de Cauchy es

convergente.

Demostrar que todo espacio métrico compacto es completo
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