Apéndice A

EJERCICIOS

A.1. Ejercicios Propuestos

A.1.1. Numeros Enteros

Ejercicio 1
Ejercicio 2
Ejercicio 3
Ejercicio 4
Ejercicio 5
Ejercicio 6
Ejercicio 7

Ejercicio 8

Demostrar que Vn € N = 6|(n(n+1)(n* +n +1)).

Demostrar que Vn € N:  30|(n® — n).

Demostrar que Yn € Z . 4 no dwvide a n* — n.

Demostrar que el producto de dos niumeros enteros impares da un entero impar.
Siblc y (a,c) =1 entonces (a,b) = 1.

Sean z,y,r € 7 tales que (r,11) = 1, r|(2x —y), r|(z + by). Demuestre que r|x
Sin e Z*. Calcular (n,n+1), [n,n+1]

Encontrar el mdzimo comin divisor MCD en los siguientes caso:

1) (232,548)

1) (54,138,1104)

Ejercicio 9

Determinar la solucion general de cada ecuacion diofdntica lineal.

1) 598 - x + 767 -y = 26

1n)3-x2+9-y+13-z2=1

181
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A.1.2. Numeros Enteros Modulo m

Ejercicio 10 Calcular el orden de:
1) 3 € (Zgy, +)
1) 5 € U(Zs),)
) 7€ (U(Zsy),)
Ejercicio 11 Hacer la tabla del grupo:
1) (Zs,+)
1) U(Zy),)
Ejercicio 12 Hacer la tabla y determinar los generadores de U(Zyp)

Ejercicio 13 Calcular el nimero y las raices primitivas o los generadores:

Ejercicio 14 Determinar generadores y subgrupos de:
1) Cis={7 | TeU(Zys)}
1) Cy ={7° | TeU(Zs)}
Ejercicio 15 Calcular el reticulado de los subgrupos de (Zyg,+)

Ejercicio 16 Sea G =< g > grupo ciclico tal que |G| = 12. Calcular el reticulado de los
subgrupos de G.

Ejercicio 17 Determine si (U(Za3),-) es un grupo ciclico, en caso afirmativo encuentre un
generador.
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Ejercicio 18 Determinar el resto al dividir:
1) 7272 por 31
1) 2190 4 320 4 789 por 19

111) 473% por 5
Ejercicio 19 ;Cudl es el digito de las unidades en la representacion decimal de 3% ?

Ejercicio 20 Encontrar el menor entero positivo que deja restos 2,3,2 cuando es divido por
3,5, 7 respectivamente.

Ejercicio 21 Calcular los elementos, generadores y hacer la tabla de:
1) Oy
11) Ooy
Ejercicio 22 Determine el nimero de soluciones en cada caso
1) 22 = 5(mod 73)
11) 22 = 226(mod 563)
111) 23 = 8(mod 719)
1v) x? = 150(mod 1009)
v) z* = 9(mod 4003)
vi) 2% = 1(mod 19)
Ejercicio 23 Resolver las siguientes ecuaciones
1) 22 = 5(mod 29)
11) 22 = 2(mod 97)
1) 2% + 22 — 1 = 0(mod 953)
1v) 2% = 8(mod 31)
v) 2%+ 22% + 3 = O(mod 23)
vi) 21 — 2% + 4z — 3 = O(mod 7)
vil) 28+ 22 =0(mod 7) 0 <z < 30

vii) 2% — 2° = 0(mod 43)
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Ejercicio 24 Resolver en Zo;:

T+ 73 =068
Ejercicio 25 Determinar todos los T € Zy tal que

2.7 +7+6=0
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Ejercicio 26 Demostrar que para todo entero a,n tales que son primo relativos con 31

entonces 31|n3° — a3°

Ejercicio 27 Determinar todos los p primos impares tal que (g) =-—1

Ejercicio 28 Resolver:

3t+2y = 1(mod 7) b r+12y = 9(mod 13)
2c+5y = 2(mod 7) " 3x+1ly = 8(mod 13)
r+y+z = 2(mod7) r+2y+4z = 5(mod 13)
c. 4+2y+3z = 3(mod7) d. br+y+8z = T(mod 13)
2e+y+4z = 1(mod 7) 6r+8y+72 = 1(mod 13)
r = T(mod 9) x = 1(mod 4)
e. x = 10(mod 4) f x = O0(mod 3)
r = 1(mod 7) x = 5(mod 7)
3z = 1(mod 5) r—y = b(mod 47)
g. 4xr = 6(mod 14) h. xy _ 6(mod 47)
5z = 11(mod 3) y =
. 224+ 9y?* = 1(mod 13)
v ry = 2(mod 13)
Ejercicio 29 Determinar los o € Zyy tal que
r—y =
z-y = 1

el sistema no tenga solucion.

Ejercicio 30 Sip = 3(mod 4). Determine si existen x,y € Z tal que x*> + y*> = p

Ejercicio 31 Sea p primo impar. Demostrar: Y. _,. T~ ' = 0(mod, p)
p
Ejercicio 32 Sea p primo impar. Calcular ermpf

Ejercicio 33 Calcular 3 .o T
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Ejercicio 34 Determinar todos los x,y € Z que cumplan con: v,y € Z*, v +y = 100 y

(z,y) =5

Ejercicio 35 Probar que si x,y son impares entonces x> + y* es par pero no divisible por
cuatro.

Ejercicio 36 Sean a,b € Z entonces demuestre que:
Sia? = 2-b* entonces a y b son pares.

Ejercicio 37 Sean a,b € Z entonces demuestre que:
Si (a,4) =2, (b,4) =2 entonces (a+b,4) =4

A.1.3. Numeros Complejos

Ejercicio 38 Determinar z € C tal que:
1) Z+2z2=4+1
1) Z+4 52+ 6 = 22

) 22+ |z =0

Ejercicio 39 Demostrar:
)2 =75
1) |21 + 2)% + |21 — 22|? = 2|21 |% + 2202
Ejercicio 40 Determinar el lugar geométrico de:
1) A={ze€C | 4<|z—-1]+|2+1] <8}
n) A={zeC | L1<z|<1}
) A={zeC | |z—1+1i =4}
) A={z€C | |z=2|=|1-2z|}
V) A={z€C | Re(z—1i)=2}
vi) A={z€C | 0<Im(z) <2}
vil)) A={ze€C | 0< Re(z) <2}
vil) A={ze€C | |z—4i]+|z+4i] =10}

1X) Sean a,c e R,b € C fijos A={2€C | a-z-Z+ Re(b-Z)+c=0}
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Ejercicio 41 Sean A={z€C | |2|=3}, B={z€C | |z—1]=|z2—1|}.
Calcular AN B

Ejercicio 42 Si |z| =1 y w,z € C, demuestre que |z + w| = [Zw + 1|

Ejercicio 43 Encontrar el Arg(z) cuando:
1) z=-2+ 2v/3i

) z=—

2

1+v/3i

Ejercicio 44 FEscriba en forma polar:
) —V2-V2i

) z=—

2
1+v/3i
Ejercicio 45 Encuentre el valor de:

(f\fz
I) (—144)*

. (HT\/?)M
) (I+4)"+ (1 —14)"
Ejercicio 46 Determinar todos los z € C tal que: (%)3 =1
Ejercicio 47 FEncuentre en cada caso, las siguientes raices n-esima de:
1) —i n=3
1) —1 n=4
m) 2—-2v3i n=2
v) —? + 3i n=3
Ejercicio 48 Determine si 2 + 3i divide 4 + 8i en Z[i] Justifique.
Ejercicio 49 Determine si 7+ 5i es primo en Z[i] Justifique
Ejercicio 50 Determine si 7 es primo en Z[i|? Justifique

Ejercicio 51 Sea p(z) = z* + ax® 4+ bx + 5. Determinar a,b si 1 y —2 son raices de p(x).
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A.1.4. Polinomios

Ejercicio 52 Determinar todas las raices de x® + x* + 1

Ejercicio 53 Sea p(z) = 323+ 22% + cx — k. Determinar ¢,k € R tal que al dividir p(z) por
x + 2 el resto es 37 y al dividir p(x) por x — 1 el resto es —2.

Ejercicio 54 Sea p(z) = 223 + bx? + cx + d. Determinar los valores de b,c,€ R de modo
que se cumplan. El resto al dividir p(z) por x es 2+ b, el resto al dividir p(x) por x + 1 es
b+d, 1 es raiz de p(x)

Ejercicio 55 Sea p(x) € Rx]. Al dividir p(z) por x—3 el resto es 2. Al dividir p(z) por x—4
es resto es 0y 2 es raiz de p(x) Calcular el resto al dividir p(x) por (v —2)-(x—3)- (z —4).

Ejercicio 56 Determinar a,b € R para que —1 sea raiz doble (o de multiplicidad dos) de
p(z) =z* + ax® + (a — b)a* + br + 1

Ejercicio 57 Sea p(x) = 623 + tz? + kx — 3t encontrar los valores de t,k € R tal que al
dividir p(x) por x — 2 el resto es 21 y 1 es raiz de p(x).

Ejercicio 58 Sea p(x) = 22 + ax® + 282% + bx + 6. Determine los valores de a,b € R para
que 1 y % sean raices de p(x).

Ejercicio 59 Sea p(x) € Rlz|. Al dividir p(x) por x + 1 el resto es 2. Al dividir p(z) por
x —1 es resto es 3. Calcular el resto al dividir p(x) por (z+ 1) - (x —1).

Ejercicio 60 Sea p(z) = 2% — 1. Descomponer en factores irreducibles el polinomio p(x) en

Qlz], Rlz], C[x]

Ejercicio 61 Sea p(x) = 22" + ax® + 282% + bx + 6. Determinar los valores de a,b € R para

que 1 y % sean raices de p(x) y factoricé p(x) como producto de polinomios irreducibles en
R[x].

Ejercicio 62 Sea p(x) = 2% — 2° — 5z* + 523 — 3622 + 367
1) Determine las raices racionales de p(x)
11) Factorize p(x) como producto de polinomios irreducibles en R|x]

111) Factorize p(x) como producto de polinomios irreducibles en Clx]
Ejercicio 63 Descomponer 2% + x* + 1 € Z;[z] en factores irreducibles.
Ejercicio 64 Ezprese z* + 4 € Zs[z] como el producto de polinomios irreducibles.

Ejercicio 65 Sea p(z) = 2z + 23 + 22 + x + 1 € Zs[z]. Descomponer p(z) en factores
irreducibles.
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Ejercicio 66 Dadas las raices a,b,c de x> +x*+x+1 = 0, construya un polinomio de grado
3 cuyas raices son a*, b, c?

Ejercicio 67 Dadas las raices a,b,c de x* + 22? + 3z + 1 = 0, construya un polinomio de
grado 3 cuyas raices son a®,b?, c?

3

Ejercicio 68 Si a,b, c son las raices del polinomio x® — x* — 1. Determine el polinomio de

grado 3 cuyas raices son a +b,a+c,b+c
Ejercicio 69 Ezprese 2® + 4 € Zs[z] como el producto de polinomios irreducibles.

Ejercicio 70 Hacer la tabla de suma y multiplicacion del siguiente anillo Zs[z]) < 2> —1 >

= _1
Ejercicio 71 Sea el cuerpo For = Z3[z]/ < 23+2x+1 >. Sea 2* + 1 € For. Calcule x* + 1
Ejercicio 72 Sea Fo5 = Zs[z]/ < 2+ + 1 >. Calcule [z7 4+ 2° + 2* 4+ 4]
Ejercicio 73 F}; = U(Zy[z]/ < 2* + x4+ 1 >) es ciclico?

Ejercicio 74 Sea Fg = Zs[x]/ < 2* + 1 >. En el grupo (F},-). Determine el orden de cada
elemento.

Ejercicio 75 Ziglx]/ < 2> — 8 > es un cuerpo?
Ejercicio 76 Hacer la tabla del grupo de los cuadrados de Fy

Ejercicio 77 Determine o para que Zz[z]/ < x* — a > no sea un cuerpo.

A.2. Respuesta Ejercicios Propuestos

A.2.1. Numeros Enteros

Solucion 1. La demostracion se realizar usando el principio de induccién.

Sea p(n) : 6ln(n+1)(n* +n+1)

Primer paso: p(0) : 6|0, es verdadero.

Segundo paso: Supongamos p(n) : 30|(n(n+ 1)(n* 4+ n + 1) es verdadero, y demostremos
que p(n + 1) es verdadero

Para ello notemos primero que

6l(n+Dn+2)(n+1)+m+D)+1) e m+Dn+2)(n*+3n+3)=6-¢; q€Z
de otro modo tenemos

(n+1)(n+2)(n*+ 3n +3)
= nn+1)n*+3n+3)+2(n+1)(n*+3n+3)
= nn+1)n*+n+1)+2n+Dnn+1) +2(n+1)(n?) +6(n+1)2
= nn+1D)(n*+n+1)+2(n+1)(1n*+n+n?) +6(n+1)>
= nn+ DM +n+1)+2(n+1Dn2n+1) +6(n+1)°



APENDICE A. EJERCICIOS 189

Por hipétesis de induccién el primer sumando es miltiplo de 6, el segundo es 12 veces la
suma de los primeros naturales al cuadrado, y el tercero es multiplo de 6, luego p(n + 1) es
verdadero y por el principio de induccion se tiene que:

VneN: 6|(n(n+1)(n®+n+1)).

Solucion 2. La demostracion se realizar usando el principio de induccién.

Sea p(n) : 30|(n® —n)

Primer paso: p(0) : 30|0, es verdadero.

Segundo paso: Supongamos p(n) : 30|(n® — n) es verdadero, y demostremos que p(n + 1)
es verdadero.

Para ello notemos primero que

30[(n+1)°—(n+1)e n+1)°—-(n+1)=30-q¢; q€Z
Desarrollando el binomio obtenemos

n+1°—-m+1) = P°+5-n* +10-n* +10-n*+5-n+1—-n—1
= n"—n+5-(n"+2-72°+2-n*+n)

Aplicando hip6tesis de induccién tenemos
(n+1°—=m+1)=30-k+5-(n*+2-n°+2-n?+n)
Para poder concluir necesitamos que
VneN: 6|(n*+2-n*+2-n*+n)enn+1)n’*+n+1)=6-r, re€Z,
lo cudl esta demostrado en el ejercicio anterior, por ello obtenemos

n+1°—-m+1) = 30-k+5-6-r
= 30-k+30-r
= 30-(k+r)

De este modo obtenemos que p(n+ 1) es verdadero y por el principio de induccién se obtiene
que
vneN: 30|(n°—n).

Solucion 3. La demostracion se realizara por el método del absurdo.
Para ello supongamos que existe n € Z tal que 4|(n> +2) & n*+2=4.q; q€Z.
Notemos que al dividir un nimero por 2 se obtiene 2 posibles resto 0, 1, lo cual significa
que

Z={2k|keZ}U{2-k+1|keZ}
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Recordemos que alb A a|c entonces a|(bx + cy)
Caso Supongamos n = 2 - k de lo cual obtenemos n? = 4 - k2, reemplazando obtenemos

41(4-K* +2) = 4)2.

lo que es una contradiccion.

Por lo tanto 4 no divide a n? +2, con n = 2 - k.

Caso Supongamos n = 2-k+ 1 de lo cual n? = (2-k+1)? = 4k* + 4k + 1, reemplazando
obtenemos

A4 K +4k+1+2) =43

lo que es una contradiccion.
Por lo tanto 4 no divide an?+2conn=2-k+1
Por ello se tiene que Vn € Z : 4 no divide a n? + 2. v

Solucion 4. Sean m,n nimeros impares, luegom =2-k+1; ke€Z n=2-q+1; q€Z

m-n = (2-k+1)-(2-¢+1)
4-k-q+2-q+2-q+1
= 2-(2-q-k+tq+k)+1
= 2-r+1;, conr=2-q-k+q+k

Por lo tanto, el producto de dos ntimeros enteros impares es un entero impar. v

Solucién 5. Supongamos que blcy (a,c¢) =1, como blc < ¢ =b-r; r € Z, ademés existen
r,y € Ztalesque l =a-x+c-y.

1 = a-z+4+c-y
e ax_l_b/ry
= a-xz+b-yo; yo=r1"y,

es decir, existen xg,yo € Z, tales que a -z +b-yo = 1, por ende, se tiene que (a,b) = 1. QO

Solucién 6. Sean z,y,r € Z tales que (r,11) = 1, r|(2z — y), r|(z + by). Por demostrar
|z
Como

r|2z —y) A rl(z+5y)
Luego existen ¢q, q2 € 7Z, tale que
20 —y=r-q; THOIY=7"q
Ademas (r,11) = 1, por lo cual, existen a,b € Z tal que ra + 11b = 1. Es decir,

1 = ra+11b
2r—y = r-q
T+OY = 1r-Q
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Amplificando por 5, la segunda ecuacion y sumando a la tercera obtenemos
He=r-bgp+q)=r-k; k=5q¢+q
Ahora amplificando por x la primera ecuaciéon y reemplazando 11z

= raxr + 11zb
= rax+rkb=r-(ax + kb)

Por lo tanto r|z @

Solucién 7. Dado n € Z*. Calcular (n,n + 1), [n,n + 1].
Para ello notemos que
n+1)- () 4+n-(-1)=1

Por lo tanto (n,n+1) =1

pott] = T
Por lo tanto [n,n+ 1] =n-(n+1). Q
Solucién 8.
1) Calcular (232,548), para ello
548 — 232 - 2 + 84; 932 — 84- 2 + 64: 84 = 64 -1 + 20;
64 =203+ 4; 20=4-5+0.
Por lo tanto (232,548) = 4
11) Calcular (54, 138,1104), para ello
138 = 54 - 2 4 30; 04 =30-1+ 24; 30 =24-1+6;
24 =6-4; 1104 =6 - 184.

Por lo tanto (54,138,1104) = ((54,138),1104) = (6,1104) = 6

Solucion 9.

1) Resolver 598 -z + 767 - y = 26

767 = 598 - 1 + 169; 598 = 169 - 3 + 91; 169 =91 -1+ 78;
91 =78 -1+ 13; 78 =13-6.

Por lo tanto (598,767) = 13, determines una solucién
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13 = 91—-78-1=91—-1-(169—-91-1)

= 91-169-14+91-1=91-2-169-1

= 2-(598 —-169-3)—169-1=1598-2—169-6 — 169 - 1

= 598-2—-169-7=598-2—7- (767 —598-1)

= 598-2—767-7+598-7=598-(9)+ 767 (—7)
Luego amplificando por 2 obtenemos

26 = 598 - (18) 4+ 767 - (—14)

Por lo tanto, una solucién particular es xqg = 18, yo = —14

Solucion general:

767 598
=184 — - = 14— . Y/
T=18+4 -1 y TR
z=18+59 -t y=—-14—46-t teZ

11) Resolver 3-2+9-y+13-2=1.
Notemos que (3,9) = 3, luego la ecuacién
3-2+9-y=3-ti<=zx+3-y=t tel,
siempre tiene solucion.
Primero resolvemos: 3-t+13-2 =1
13=3-441; 3=1-3+0.
Por lo tanto (3,13) = 1.
1=3-(—-4)+13-(1),
luego una solucion particular es tg = —4, 2o = 1.
Veamos la solucion general de la primera parte
t=—-4+13-s z2=1-3-5 seL.
Ahora veremos la solucién del problema original x 4+ 3 -y = —4 4+ 13 - 5. Pero
1 = 1-(-2)+3-(1) /-—4+13-5s
—4+4+13-s = 1-(8—=26-5)+3-(—4+13-5)
Por lo tanto xg =8 —26-s,yo = -4+ 13- s
Solucion general es:
r=8—265s+3r, y=—-4+4+13s—r, z=1—3s, conr,seZ

o bien
S={(8—-26s+3r,—4+13s—r,1—-3s) | r,s € Z}



APENDICE A. EJERCICIOS 193

A.2.2. Numeros Enteros Modulo m

Solucioén 10.

1) 3 € (Zgy,+), el orden aditivo de un elemento esta dado por |T| = Ty Veamos el
maximo comun divisor

69=3-23+0; (69,3)=3
Luego

13| = =

=23
(69,3)

69 69
3

Por lo tanto, el orden de 3 es 23.

11) 5 € (U(Zs31),-) Veamos el subgrupo generador por el elemento

<5> = {5251}

Por lo tanto el orden multiplicativo de 5 es 3

1) 7€ U(Zay),-)

Por lo tanto el orden de 7 es 7

Solucion 11.

+s |01 |2[3]4[5]|6]|7 | 123141516 7]8]9]10
0 [0]1]2[3[4|5|6]|7 1123 |4]5[6|7|8]9]10
1 |1|2(3[4]5[6]7]0 202141681013 |5|7]9
2 [213]4]5]6|7|0|1 31369147102 |5]8
3 (3/4]5[6(7|0|1|2 4148|159 [2[6 (1037
4 [4]5]6[7[0|1|2|3 51510419382 |7 |1]6
5 (516|7[0[1|2|3|4 6|61 [712[8[3[9|4|10]5
6 [6]7]0[1[2|3|4|5 T 7131006295 |1|8]4
7T17]0]1[2(3|4|5]|6 8|85 |2|10]7[4]1|9]|6]3

919 |7 |5 |3|1[10[/8|6|4]2

10/10{ 9|8 |7 |6 |5[4]3 2|1

Q©

Solucién 12. Ya que 10 = 2 -5, por lo tanto U(Zo) es un grupo ciclico, luego [U(Z0)| =
$(10) = 4.

Z/l(Zlo) = {6 - ZIO | (6, 10) = 1} = {T,g, 7, g}
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11131719
1113719
313(9]1]7
7711193
9197131

Como U(Zy) es ciclico, las raices primitivas es lo mismo que los generadores.

o(0(10) = o0) = o(2) = 2+ (1 3 ) =2+ =2

Por lo tanto U(Z1g) tiene dos raices primitivas. Ahora buscamos el primer generador de
U(Zlo) .

<3>=1{3,9,7,1}

Por otro lado necesitamos determinar los primos relativos con ¢(10), lo cuales son: 1,3
Por lo tanto las raices primitivas de U(Zyo) son, 3 = 3, 37

Q©

Solucion 13.

1) Veremos el niimero de generadores de (Zy4, +), para ello 24 = 23 - 3

Y T T I U B S
$(24) = 2 3(1 2) (1 3)_2 35 5="8

Por lo tanto (Zy4, +) tiene 8 generadores, que van a hacer los primos relativos con 24.

Luego, los generadores de (Za4, +) son:

1,5,7,11,13,17,19, 23.

11) Veremos el nimero de generadores de (Zsg,+), para ello 30 =2-3-5

1 1 1 1 2 4
¢(30):2~3-5~<1—§).<1_§).<1_5):2.3.5.5.5.328

Por lo tanto (Zsg, +) tiene 8 generadores, que van a hacer los primos relativos con 30.

Los generadores de (Zsg, +) son:

1,7,11,13,17,19, 23, 29.

111) Veremos el ntimero de generadores de (Zsg, +), para ello 300 = 22 - 3 - 52

1 1 1 1 2 4
300)=2%-3-52(1—-=)-(1—-2)-(1—-=)=2%3.52.2.2. 250
7E00) ( 2) ( 3) ( 5) 2 .35

Por lo tanto (Zsno, +) tiene 80 generadores.
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1v) Veremos el nimero de generadores de (Zsggg, +), para ello 890 = 2 -5 -89

1 1 1 1 4 88
=92.5. 1—=)-(1==2) - (1=—==)=23.5%3.2.2. — =352
$(890) o 89( 2) ( 5) ( 89) 5 5 5 %9 35

Por lo tanto (Zsgo, +) tiene 352 generadores.

V) Veremos los generadores de (U(Zi1),-), como 11 es primo es ciclico. ¢(11) = 10 y
¢(10) = 4, luego tiene cuatro generadores

<2> = {2,1,3,5,10,9,7,3,6,1}

Los primos relativos con 10 son 1,3,7,9, por lo tanto los generadores son

32227282 =7 2"=56

Por lo tanto generadores de (U(Z11),-) son 2,6,7, 8. Q

V1) Veremos los generadores de (U(Zi2),-), las unidades de Zjs, son los primos relativos
con el 12.

<5>={51}; <7>={71}; <11 >={11,1}.
Por lo tanto (U(Z12), ) no tiene generadores.

vil) Veremos los generadores de (U(Zig), ), las unidades de Z;g, son lo primos relativos
con el 18. ademds 18 = 2 - 3% luego es ciclico. ¢(18) = 6 y ¢(6) = 2, luego tiene dos
generadores

Por lo tanto (U4(Zig),-) tiene dos generadores 5,11

VIIT) U(Zas), como 25 = 5%, Tuego U (Zas) es ciclico, y el numero de elementos esta dado por:

car=o(r-(1-1) (7§ -»

y estos son

El ntimero de generados
1 1
$(20) = ¢(22-5)=22.5. <1_§) . <1_§) =922.5.
Por lo tanto Zss; tiene 8 raices primitivas.

Buscamos el primer generador de U(Zas).

<2> = {2,4,8,16,7,14,3,6,12,24,23,21,17,9,18,11,22,19,13, 1}
Luego, buscamos los primos relativos con ¢(25) = 20 que son: 1,3,7,9,11, 13,17, 19.
Por lo tanto las raices primitivas modulo 25 son:

2'=3, 2°=8, 2°=3, 22=T12, 2"'=23 32° =17, 2" =22, 2" =1
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1X) U(Z43), como 43 es primo entonces U(Zy3) es ciclico.

... ,24,75,26,27,28,29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 12}

Veremos la cantidad de generadores, ara ello calculemos ¢(43) =42 =2-3-7

¢(p(43)) = 2~3-7-<1—%)-<1_%).<1—%):12

Por lo tanto Z4s tiene 12 raices primitivas. Buscamos el primer generador de U(Zys).

16,5, 15,2, 6, 18, 11, 33, 13,39, 31, 7, 21, 20, 17,8, 24,29, 1}

Luego, buscamos los primos relativos con ¢(43) = 42 que son: 1,5,11,13,17, 19, 23, 25,
29, 31,37, 41.

Por lo tanto las raices primitivas modulo 43 son:

Solucion 14.

1) Ci3 = {7 | 7 € U(Zy3)}. Como 13 es primo luego U(Zi3) es ciclico, ademds 13 =

1(mod 3), luego |C13] = 31 = 4, ¢(4) = 2 por lo tanto tiene dos generadores

Veremos los generados

<8>={8,12,5,1}; <12>={12,1}; <5 >={512,8 1}.

ool

Por lo tanto los generadores de C;3 son 8,5

orden subgrupo
1 <1>
2 <12>
4 <8>,<b5>




APENDICE A. EJERCICIOS 197

1 Cy ={7° | T¢€ L{(Zgl)} Como 31 es primo luego U(Zs) es ciclico, ademas 31 =

1(mod 3), luego [Cs1| = 22 = 10,¢(10) = 4 por lo tanto tiene cuatro generadores

Cs, = {1,8,27,2,30,16,29,23,4, 15}

Veremos los generados

<4>= {416281} <15 >= {1582723016234291}
<30 >={30,1}; <1>={1}.

Por lo tanto los generadores de Cs; son 15,23, 27,2

orden subgrupo

1 <1>

2 <30 >

5 <2>,<4><8>,<16 >
10 [ <15>,<23>,<27>,<29 >

Q©

Solucién 15.
H <G = (Z,+) < |H]| |16 luego |H| € {1,2,4,8,16}, ademds existe s6lo un subgrupo
de orden un divisor de 16 y es ciclico.

Zys = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

El orden de 2 es 16/(16,2) = 8, el orden 4 es 16/(16,4) = 4 y el orden 8 es 16/(16,8) = 2
Resumiendo tenemos

orden subgrupo

1 <0>

2 <8>

4 <4><12>

8 <2>,<6><10>,<14 >

16 | <1>,<3>,<5>,<7><9><13>,<15>

<0>C<8>C<4>C<2>C<1>

Reticulado:
<0>=2<8>—23<d>>23<2>3<1>
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Solucién 16.
H < G, luego |H] |12 es decir |H| € {1,2,3,4,6,12}. ademds existe un solo subgrupo de
orden un divisor de 12 y es ciclico.

G={9.9"9"99".9°9".9% 9" 9", 9" e}

Calculemos directamente los subgrupos

<g> = {9.9%.9%9.9°6°9".9°9°, 9", 9", €}
<g*> = {99 ¢° 9% g" ¢}
<g’> = {9°¢° ¢ ¢}
<g'> = {4'. 4% ¢}
<g"> = {9",9".9%6%9.9° 9" ", 9", 9% ¢ ¢}
<¢°> = {¢°¢}
<g'> = {99999, 9°9.9° 99" ¢ €}
<g*> = {¢%g' ¢}
<g9’> = {9".¢° ¢ ¢}
<g"”> = {94 ¢ g9 ¢}
< gll P {gll,glo,99,98,97,96,95,94,93,92,91,6}
<e> {e}
orden subgrupo
1 <e>
2 < g% >
3 <gt><g®>
4 <@ ><qg’>
6 <g?*> <qg¥>
12 | <g>,<g°><g > <g'l>

<e> C <g¢g°> C <¢’> C <g>
<e> C <g'> C <¢*> C <g>
<e> C <¢°> Cc <g¢*> C <g>

Reticulado:

g >
AN

g° >

N

< g?

V
A

/

g° >

/
>

< g

AN
<

\Y
AN

go

Solucion: 17 Ya que 23 es un ntimero primo entonces el grupo es ciclico.
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U(Zys) ={1,2,3,1,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22}

<1> = {1}

<2> = {2,4,8,16,9,18,13,3,6,12,1}
<3> = {3,9,4,12,13,16,2,6,18,8,1}
<4> = {4,16,18,3,12,2,8,9,13,6,1}

<5> = {5,2,10,4,20,8,17,16,11,9,22,18,21, 13,19, 3, 15,6, 7,12, 14, 1}

Por lo tanto U(Zy3) =< 5 >, es decir, (U(Z3),-) es ciclico y esta generado por 5 es un
generador. V)

Solucién: 18

1) 7272 por 31, como (7,31) = 1, luego 7Y = 1(mod 31). Se tiene que ¢(31) = 30 y
ademas 2702 = 30 - 90 + 2

7H02 = 70902 = (730)9072 = 49 = 18(mod 31)

Por lo tanto el resto al dividir 7272 por 31 es 18

1) 210 4+ 320 4 789 por 19, como (2,19) = 1, luego 219 = 2 = 1(mod 19), ademés
100 = 18 - 5 4 10.

2100 = 218-5+10 = (218)5210 = 210(mod 19)
2% = (32)? = 13* = 169 = 17(mod 19)

De modo similar tenemos que (3,19) = 1, es decir, 3'®* = 1(mod 19), ademds 20 =
18- 142

320 = 3'83% = 9(mod 19)

También tenemos (7,19) = 1, luego 7** = 1(mod 19), ademds 89 = 18 -4 + 17, es decir,
necesitamos calcular 77, para ello veremos

<7>={711,1},
de lo cual obtenemos 89 = 3 - 29 + 2

7 = 792 =72 = 11(mod 19)

Reemplazando los valores obtenidos

2100 4 320 4 799 17+ 9+ 11(mod 19)
2100 4 320 4 78 = 37 = 18(mod 19)

Por lo tanto el resto al dividir 21%° 4 320 + 789 por 19 es 18.
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111) 473 por 5, notemos que 473 = 3(mod 5), luego

473% = 3% = 34972 = 32 = 9 = 4(mod 5)

Por lo tanto el resto al dividir 473 por 5 es 4

Solucién 19. ;Cudl es el digito de las unidades en la representacién decimal de 31907
Ya que (3,10) =1,y

1 1 1 4
$(10) = 2-5-(1—5)(1—5):2-5-5-524

luego 3210 = 3% = 1(mod 10)
3100 = (31)1%0 = 1(mod 10)
Por lo tanto, el tltimo digito de 3% es 1.

Solucion 20.

r = 2(mod 3)
r = 3(mod 5)
r = 2(mod 7)

Primero verifiquemos que los médulo, son primos dos a dos
3,7=1, (5,7)=1, (3,5 =1
Los coeficientes del teorema Chino de los Restos
a=2,a0=3,a3=2, m =3, me=5m3=7, m=mq-mo-mg= 105,

ahora calculemos los coeficientes b;,

aeebp = I(mod my) by = I(mod mg) by = 1(mod my)
35-by = 1(mod3) 21-by = 1(modb) 15-b3 = 1(mod 7)
2b; = 1(mod 3) by = 1(mod ) b3 = 3(mod 7)
2b; = 4(mod 3)
by = 2(mod 3)
Luego una solucién particular es
Lo = al-b1~ﬁ+a2-b2~ﬁ+a3-b3~ﬁ
mq mo ms

ro = 2-2-354+3-1-214+2-1-15=2331

r =z = 233 = 23(mod 105)

El menor entero positivo es 23.

200
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Solucién 21.
I) |:|17 = {52 | T € U(Zl7)}

U(Zy) = 1{1,2,3.4,5,6,7.8,9,10,11, 12,13, 14,15, 16)

|:|17 - {1, 4, 9, 16, 8, 2, 15,@}

|O017] = 8 y ¢(8) = 4. Por lo tanto hay 4 generadores de [J;;. Buscamos el primer
generador:

1> = {1}
<4> = {4,16,13,1}
5o - GTBTEIELoT

{0,13,15,16,8,4,2, T}

Ahora necesitamos los primos relativos a 8, que son: 1,3,5,7

oo

N1

Generadores del grupo de los Jy;son: 9' =9, 0 =15, 9 =8, 9 =2

1121489131516
1124 |8]|9[13|15]|16
2124816 1]9 13|15
41481615219 |13

8|8 |16[15[13|4[2]1]9
91912 ]4|13[15]16] 8
B[13|9 |12 ]15|16] 8 | 4
515|139 |1 ]16| 8| 4|2
16[16|15|13] 9 | 8 [ 4] 2 |13

11) Ya que 22 = 2- 11 se tiene que U(Zoy) es ciclico, luego [y = {7? | T € U(Za)} es
ciclico.

U(Zyn) = {1,3,5,7,9,13,15,17, 19,21}

|:|22 = {179737571_5}

|Oaa| =5y ¢(5) = 4. Por lo tanto hay 4 generadores de g, es decir son todo salvo el
neutro.

Generadores del grupo de los [y son 3,5,9,15, v la tabla de multiplicar

o —| woll 5 ol el
o el cof = 5| S

ol 5~ el ol ol

=1 ol 5 o cof eo

S o ol wolf =) =

—_
S o o wol = -
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Solucion 22. Determine el nimero de soluciones en cada caso

(%) . (?) — (D, 73 = 3(mod 5)

()-() -

1) 2% = 5(mod 73)

Pero,

Ademés

Por lo tanto, (%) = —1, luego %) = —1, de lo cual obtenemos 5 ¢ [Jr3, es decir, la

ecuacién x? = 5(mod 73) no tiene solucién.

11) 2% = 226(mod 563), sabemos que 226 = 2 - 113, donde 2 y 113 son primos

() - () ()

56321 563—1 113—1 563
= (—)F (=) < ) . 563 = 111(mod 113)

i
- oo (1)

= (—D)(-1)z = (113); 113 = 2(mod 111)

111
- o)

De lo cual obtenemos

26N _
563

Por lo tanto 226 ¢ [sg3, es decir, la ecuacién z? = 5(mod 73) no tiene solucién.
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111)

v)

23 = 8(mod 719), notemos que 719 es un niimero primo

3 = 8(mod 719)

2® —8 = 0(mod 719)

2 —2% = 0(mod 719)
(x—2)-(z*+22+4) = 0(mod 719)

Luego z — 2 = O0(mod 719) 0 2% + 22 + 4 = 0(mod 719).

de la primera ecuaciéon obtenemos

x —2 = 0(mod 719) <= x = 2(mod 719)

Para la otro ecuacién 2 + 2z + 4 = 0(mod 719), debemos calcular su discriminante
A=2—-4-14=4-16=-12=-1-2"-3

Ahora veremos si el discriminante es un cuadrado, para ello veremos los factores

También tenemos

Nos falta ver el dltimo factor

s 1
(%) — (—1)”921'%(7—39); 719 = 2(mod 3)

Luego (5) =1

719
_ _ 2
R IR (et DY S T (- S R B D R
719 719 719 719
Por lo tanto —12 ¢ [y, es decir, la ecuacién 22 + 2x + 4 = 0(mod 719) no tiene
solucion.

De lo cual, se obtiene que z* = 8(mod 719) tiene exactamente una solucién.

2? = 150(mod 1009), notemos que 1009 es primo,y que 150 = 2 - 3 - 5% analizaremos los
factores
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VI)

() = () () (o)

100921 1009—1 3—1 1009
S R € e

Por lo tanto 150 € [yggg, es decir, la ecuacién z? = 150(mod 1009) tiene dos soluciones
modulo 1009.

2% = 9(mod 4003), notemos que 4003 es un ntimero primo.

' = 9(mod 4003)
z*—9 = 0(mod 4003)
(#2 —3)- (2> +3) = 0(mod 4003)

Luego tenemos que

(2° — 3) = 0(mod 4003) V (2°+ 3) = 0(mod 4003)
2% = 3(mod 4003) V 2* = —3(mod 4003)

Debemos determinar si 3 o —3 son cuadrado.

3 4003-1 3-1 4003
— = (-1 ' | —]: 4 = 1(mod
(4003) (=)= ( 3 ) 4003 = 1(mod 3)

1
- 1. (=) =-1
(3)
Para el otro valor

() - () ()0

Por lo tanto 3 & Oyge3 v —3 € Uygos, es decir, la ecuacién ! = 9(mod 4003) tiene dos
soluciones.

2% = 1(mod 19)

2% = 1(mod 19

(
=1 = 0(mod 19
(2 —1)- (2 +1) = 0O(mod 19
(x+1)- (2> —x+1)-(x—1)- (2> +2+1) = 0O(mod 19

— Nt N
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Debemos resolver los cuatro factores, par los lineales tenemos

x+1=0(mod 19) r — 1= 0(mod 19)
r = —1(mod 19) x = 1(mod 19)
x = 18(mod 19) z = 1(mod 19)

Ahora las cuadraticas 2 — z + 1 = 0(mod 19) y su discriminante es

Determine si es un cuadrado, analizando los factores
(%) - (%))
19 19 19
= (=) ()T (?) . 19 = 1(mod 3)
1
— (0 (5) =1
-3

Asi tenemos que ( 19) =1, luego —3 € Uy, es decir, la ecuacién z*> —x+1 = 0(mod 19)
tiene dos soluciones y son distintas a las anteriores

Ahora la cuadrética 22 + 2 + 1 = O(mod 19) tiene el mismo discriminante A = —3, por
tanto tiene dos soluciones distintas, es facil notar que las soluciones de una cuadratica
son distintas a la de la otra (basta restar las ecuaciones). Por lo tanto 2% = 1(mod 19)

tiene 6 soluciones.

©

Solucion 23.

1) 2% = 5(mod 29), notemos que 29 es primo

(25_9) _ (_1)%-%(2_59); 29 = 22(mod 5)
G- (-

Por lo tanto 5 € [y, es decir, la ecuacién z? = 5(mod 29) tiene dos soluciones.

Determinemos las soluciones

2> = 5(mod 29); 5= 121(mod 29)
v = 121(mod 29)
r? — 121 0(mod 29)
2 — 117 0(mod 29)
(x —11)- (x+11) = O0(mod 29)
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Luego tenemos

x — 11 = 0(mod 29)
x = 11(mod 29)

x + 11 = 0(mod 29)
r = —11 = 18(mod 29)

Por lo tanto las soluciones de x? = 5(mod 29) son:

x = 11(mod 29),

r = 18(mod 29)

11) z? = 2(mod 97), Notemos que 97 es primo.

2 9721
— = (1) & =1
() - 0%
Por lo tanto 2 € Oy, es decir, la ecuacién z? = 2(mod 97) tiene dos soluciones.
2?2 = 2(mod 97); 2= 196(mod 97)
v = 196(mod 97)
2z —196 = 0(mod 97)
v — 14> = 0(mod 97)
(x—14)- (z+14) = O0(mod 97)

De lo cual,

x — 14 = 0(mod 97)
x = 14(mod 97)

x + 14 = 0(mod 97)
r = —14 = 83(mod 97)

Por lo tanto las soluciones de x? = 2(mod 397) son:

x = 14(mod 97),

xr = 83(mod 97)

206

11) 2% 4+ 22 — 1 = 0(mod 953). Notemos que 953 es un primo y que cero no es solucién.

953

T
2954
2242 —1
El discriminante es
A=22—4.1.

Falta determinar si 2 es un cuadrado

(%) -

= x(mod 953)
= 2%(mod 953)
= 0(mod 953)

/-

—1=4+4=8=2%.2

(B) () () -
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Por lo tanto 8 € [gss, es decir, la ecuaciéon 2% + 2z — 1 = 0(mod 953) tiene dos
soluciones.

Para determinar las soluciones sea z = 2ax + b = 2x + 2, luego

2> = A(mod 953)

22 = 8(mod 953) 8 = 961(mod 953)
22 = 961(mod 953)

22— 961 = 0(mod 953)

22— 31> = 0(mod 953)

(z—31)-(2+31) = 0(mod 953)
De lo cual obtenemos,

z — 31 = 0(mod 953) z + 31 = 0(mod 953)
z = 31(mod 953) z = —31(mod 953)
2.2+ 2= 31(mod 953) 2.2+ 2= —31(mod 953)
2 - x = 29(mod 953) 2. x = —33(mod 953)
) 2z = 920(mod 953)
) x = 460(mod 953)

982
491

mod 953
mod 953

= 982(
x = 491(
Por lo tanto las soluciones de %% + 22 — 1 = 0(mod 953) son:

x =491(mod 953), =z = 460(mod 953)

1v) z® = 8(mod 31), notemos que 31 es primo,

2® = 8(mod 31)

2® —8 = 0(mod 31)
* —2° = 0(mod 31)
( )

(x—2)- (2% + 22+ 4) ; 0(mod 31
De lo cual obtenemos
(r—2)=0(mod 31) Vv 2+ 2x+4 = 0(mod 31)
De la ecuacion lineal obtenemos
r —2 = 0(mod 31) <= x = 2(mod 31)

Ahora veremos la ecuacién cuadratica x? + 2z + 4 = O(mod 31), para ello, calculemos
el discriminate

A=22—4.14=4—-16=-12=-1-2%2.3
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Veremos si es un cuadrado

) - GGG

= (=) (1) ()R (_) ;31 = 1(mod 3)

- e (3) =1

Por lo tanto —12 € sy, es decir, la ecuacién x® + 2z + 4 = 0(mod 31) tiene dos
soluciones.

Usando el cambio de Variable z = 2ax + b = 22 + 2 Obtenemos

22 = —12(mod 31) — 12 = 81(mod 31)
2> = 81(mod 31)
22 —81 = 0(mod 31)

(z—9)-(2+9) = 0(mod 31)
De este modo obtenemos,

( ) 249 = 0(mod 31)

( ) 224 2=-9(mod 31)
2.2z = 7(mod 31) 2.2 =—11(mod 31)

( ) 2.2 = 20(mod 31)

( ) z = 10(mod 31)

Por lo tanto las soluciones de 2 = 8(mod 31) son:

r =2(mod 31), z =10(mod 31), z = 19(mod 31)

V) 2%+ 223 + 3 = 0(mod 23), realicemos el siguiente cambio de variable
u = 2°
W o= 4P
u?* +2u+3 = 0O(mod 23)
El discriminante de la ecuacién cuadratica es

A=22_-4.3=4—-12=-8=-1-22.2

Veremos si los factores son cuadrados
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Por 1ultimo tenemos
—8 —1 22 2
(z) - (3) (&) (H) -1
Por lo tanto, —8 & a3, es decir u? + 2u + 3 = 0(mod 23) no tiene solucién, de lo cual

obtenemos z° + 22% + 3 = 0(mod 23) no tiene solucién.

vi) 2 — 219 + 42 — 3 = 0(mod 7), como 7 es primo y cero no es solucién de la ecuacién
tenemos que % = 1(mod 7).

De lo cual obtenemos que
2" = 2*(mod 7); 2" = 7*(mod 7)
Luego la ecuacién es equivalente a
2* — 2* + 42 — 3 = 0(mod 7)

El desarrollo de este ejercicio sera por evaluacion,

2 = 0 : 0°—0'44.0-3 = —3=4%0(mod7)

r = 1 : 1¥-1"+4-1-3 = 1%#0(mod 7)

r = 2 22-2444.2-3 = —-3=4#0(mod 7)

r = 3 3 —-31+4-3-3 = —-45=4#0(mod 7)

r = 4 43 -4 +4.4-3 = —179 =3 0(mod 7)

r = 5 : 5 —-5"+4.5-3 = —483 = 0(mod 7) v
r = 6 : 6—6'+4-6-3 = —1059=5% O(mod 7)

Por lo tanto la solucién de !> — 2% + 42 — 3 = O(mod 7) es

x = 5(mod 7)

vil) 28 + 22 = 0(mod 7) 0 < 2 < 30, notemos que z” = x(mod 7)

2% +2° = 0O(mod 7)
7> +2° = 0O(mod 7)
22 = 0(mod 7)

> = 0(mod 7)

x = 0(mod 7)

Por lo tanto = € {0,7,14, 21,28}

vIil) x® — 23 = 0(mod 43), recuerde que 43 es primo

2° — 2 = 0(mod 43)
0(mod 43)
2® (x—1)-(x+1) = 0(mod 43)

8
w
—
8
)
|
—_
N
Il
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O(mod 43) 2 —1=0(mod 43) 2+ 1 = 0(mod 43)
O(mod 43) 2 =1(mod 43) 2 = —1(mod 43)
O(mod 43)  z = 1(mod 43)  x = 42(mod 43)

1,3
T
a

Por lo tanto las soluciones de z° — 2* = 0(mod 43) son:

O(mod 43), =z = 1(mod 43), =z = 42(mod 43)

Xz

Solucién 24. Resolver T + 73 = 68 en Zo;

T4+ 73 68
T 68 — 73
T -5, —5+21=16
T 16
v
Solucién 25. Resolver 2 - 7% +T + 6 = 0 en Zy, recordemos que Z; = {0,1,2,3,4,5,6}
T 0 : 2.004+0+6 640
T = 1 : 2.T°41+6 = 9=2+#0
T = 2 : 2.42+6 = 16=2+#0
T = 3 : 2:343+6 = 21=6+#0
T = 4 : 2.°4+44+46 = 12=0 v
T = 5 : 2.54+4546 = 61=5+#0
T 6 : 2.6+64+6 81=0 v
Por lo tanto todos los T € Z; tal que 2 - 7> +T+6=0sonz=4,T =6 Q

Soluciéon 26. Demostrar que Va,n € 7Z tal que a,n son primo relativos con 31 entonces
31|n% — @, para ello tenemos que

n?GY = 1(mod 31) a®®Y = 1(mod 31)

Luego
n* = 1(mod 31) a* = 1(mod 31)

Restando obtenemos
n —a*® = 1—1=0(mod 31)
De lo cual obtenemos 31[(n?° — a3%) V)

Solucion: 27 Sea p un nimero primo impar
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i) p = 1(mod 5), luego
(2) = (3) =1, lo que es una contradiccién
ii) p = 2(mod 5)
®)= @) = ()% =1
iii) p = 3(mod 5), luego (2) = (£). Calculemos

Por lo tanto (%) = —1.
iv) p = 4(mod 5)
4

P\ _ (4 _ .
(5 = (5) =1, lo que es una contradiccion

De este modo todos los primos impares p, tal que (%) = —1 son

p = 2(mod 5) V p = 3(mod 5)

Solucion 28.

1) 3z +2y
2z + by

1(mod 7)

2(mod 7)

Note que 7 es un numero primo, todos lo nimeros salvo los miltiplo de 7 son invertibles.
Amplificamos las ecuaciones

3r+2y = 1l(mod7) /-2
2 +5y = 2mod7) /-—3
6r+4y =  1(mod 7)
—6x — 15y = —6(mod 7)
Sumando las ecuaciones, se obtiene
—1ly = —4(mod 7)
3y = 3(mod 7)

y = 1(mod 7)
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Reemplazando en 2z = 2 — 5y(mod 7)

2r = 2 —5(mod 7)
2z —3 = 4(mod 7)
r = 2(mod 7)

S={(r,y)| 2 =2(mod 7) y = 1(mod 7)}

T+ 12y
3z + 11y

9(mod 13)
8(mod 13)

De manera analoga tenemos que 13 es primo.

I1)

r+12y = 9(mod 13) /- -3
3z+1ly = 8(mod 13)
—3r —36y = —27(mod 13)
3z+1ly = 8(mod 13)
sumando obtenemos
—25y = —19(mod 13)
y = T(mod 13)

Reemplazando en z = 9 — 12y(mod 13)

= 912 7(mod 13)
= —75= 3(mod 13)

S={(z,y) | x =3(mod 13) y = 7(mod 13)}
r+y+z = 2(mod?7)
mnm) z+2y+3z = 3(mod7)
2e+y+4z = 1(mod 7)

Despejando obtenemos x = 3 — 2y — 3z(mod 7) y reemplazando en

2r+y+4z = 1(mod 7)
2-3—-2y—32)+y+4z 1(mod 7)
—3y —5+ 22z(mod 7)
4y 2+42z(mod 7) /-2
y = 4+ 4z(mod 7)
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En la ecuacién original

3 —2y — 3z(mod 7)
3—2-(4+44z) — 3z(mod 7)
—5 — 11z(mod 7)

2 4 3z(mod 7)

8 8 8 8

Reemplazando en la primera ecuacion

r4+y+z = 2(mod 7)
(2432)+(44+42)+2z = 2(mod 7)
z = 3(mod 7)
Reemplazando el valor de z
x =2+ 3z(mod 7) y=4+4z(mod 7)
r=2+3-3(mod 7) y=4+4-3(mod 7)
x = 11(mod 7) y = 16(mod 7)
x = 4(mod 7) y = 2(mod 7)
La solucién del sistema es:
r=4(mod 7) A y=2(mod7) A z=3(mod7)
o bien
S={(z,y,2) | r=4(mod 7) y=2(mod7) 2z =3(mod7)}
r+2y+4z = 5(mod 13)
1v) br+y+8z = T(mod 13)
6r+8y+72 = 1(mod 13)

Despejando obtenemos x = 5 — 2y — 4z(mod 13) y reemplazando en

5T +y +
5b—2y—4z)+y+

8z
8z

_9y

En la ecuacién original

4y
Yy

7(mod 13)

7(mod 13)

—18 4 12z(mod 13)
8 + 12z(mod 13)

2 + 3z(mod 13)

5 — 2y — 4z(mod 13)
5—2-(2+4 3z) — 4z(mod 13)
1+ 3z(mod 13)
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Reemplazando en la tercera ecuacién

6xr+8y+72 = 1(mod 13)
6-(1+32)+8-(2+32)+ 7z 1(mod 13)
10z 5(mod 13)

40z 20(mod 13)
z = T(mod 13)

/-4

Reemplazando el valor de z en

x =1+ 3z(mod 13) y =2+ 3z(mod 13)
=143 7(mod 13) y=243-7(mod 13)
x = 22(mod 13) y = 23(mod 13) 23 —13 =10
x = 9(mod 13) y = 10(mod 13)

La solucién del sistema es:

=9(mod 13) A y=10(mod 13) A 2z = T7(mod 13)

o bien
S={(r,y,2) | t =9(mod 13) y =10(mod 13) 2z = 7(mod 13)}
xr = T(mod9)
x = 10(mod 4)
r = 1(mod 7)

Como (9,4) =1, (9,7)=1, (4,7)=1, luego tenemos
CL1:7,CL2:10,CL3:1, m1:9,m2:4,m3:7, m:m1~m2-m3:252

calculemos los coeficiente de la solucion particular
m

m
. by = 1(mod my) by = 1(mod my) . bs = 1(mod m3)

28 -0y =1(mod 9) 63-by =1(mod 4) 36-b3 = 1(mod 7)
by =1(mod 9) —1-by=1(mod 4) b3 = 1(mod 7)
by = 3(mod 4)
Luego la solucién particular
o = al-b1~ﬁ+a2-b2~ﬁ+a3~b3~ﬁ
mq mo ms
xg = 7-1-28410-3-63+1-1-36=2122

y la solucién general

xo(mod m)
2122 = 106(mod 252)
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VI) 1(mod 4)
0(mod 3)
5(

mod 7)
Como (3,7)=1, (4,7)=1, (3,4)=1, luego tenemos

8 8 8

CL1:1,CL2:0,CL3:5, m1:4,m2:3,m3:7, m:m1~m2-m3:84

Los coeficiente de para obtener la solucién particular

m

mq ms

21-by =1(mod 4) 28-by =1(mod 3) 12-b3 = 1(mod 7)
b1 = 1(mod 4) by = 1(mod 3) 5-b3 = 15(mod 7)

— - by = 1(mod my) by = 1(mod my) e by = 1(mod m3)

bz = 3(mod 7)
Luego la solucion particular
m m m
o = al-b1~—+a2-b2~—+a3-bg~—
mi ma ms

zg = 1-1-214+0-1-28+5-3-12 =201
y la solucién general

zo(mod m)
= 201 = 33(mod 84)

vil) 3z = 1(mod 5)
4r = 6(mod 14)
5r = 11(mod 3)
Simplifiquemos

3z = 1(mod 5) 2z =3(mod 7) 5z = 11(mod 3)
3z = 6(mod 5) 2x = 10(mod 7) 2z = 2(mod 3)

r=2(mod5) x=5mod7) x=I1(mod 3)

Por lo tanto hay que resolver:

2(mod 5)
5(mod 7)
1(mod 3)

Como (5,14) =1, (3,5) =1, (14,3) =1, luego tenemos

a1:2,a2:5,a3:1, m1:5,m2:7,m3:3, m:m1~m2-m3:105

215
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Los coeficiente de para obtener la solucién particular

m

mq ms

21-b; = 1(mod 5) 15-by = 1(mod 7) 35-b3 = 1(mod 3)
by = 1(mod 5) by = 1(mod 7) 2b3 = 1(mod 3

b3 = 2(mod 3)
Luego debemos determinar la soluciéon particular
m m m
o = al-b1~—+a2-b2~—+a3-b3~—
myq meo ms

xg = 2-1-21415-1-15+1-2-35 =187
y la solucién general

= xo(mod m)
= 187 = 82(mod 105)

VII) x—y
Ty

5(mod 47)
6(mod 47)

— by = 1(mod my) - by = 1(mod my) . by = 1(mod mg)

216

Notemos que 47 es un numero primo y amplifiquemos por —y la primera ecuacién y

sumando obtenemos
y* 4 5y — 6 = 0(mod 47)
El discriminante es
A=52—-4.1.6=25—-24=1=12

luego debemos resolver

( ) 2y 4+ 5 = —1(mod 47)
2y = —4(mod 47) 2y = —6(mod 47)

( ) y = —3(mod 47)

(mod 47) y = 44(mod 47)

Reemplazando en la ecuacion lineal obtenemos que la solucién del sistema es

(x = 3(mod 47) Ay = 45(mod 47)) V (z = 2(mod 47) A y = 44(mod 47))

1X) 224+y? = 1(mod 13)
ry = 2(mod 13)
Eliminemos una variable del sistema
2+y?> = 1(mod 13) /- —2?
ry = 2(mod 13) /()?

Recuerde que el paso anterior, no es una equivalencia, pero si una implicacién
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R I

$2y2

—2%(mod 13)
4(mod 13)

Luego
o' — 2% + 4 = 0(mod 13)

Cuyo discriminante es
A=1-16=-15=-2=(-1)-2

Para determinar si —2 es un cuadrado, veremos

Por lo tanto —2 & [y3, es decir, z®+y? = 1(mod 13) |no tiene solucién.
ry = 2(mod 13)
@
Solucién 29.
Determinar los o € Zy; tal que
rT—y = «
r-y = 1

-y = a-x
r-y = 1

Sumando las ecuaciones tenemos

?—a-r—1=0

El valor del discriminante es
A:a2—|—4§ZD41U{O}

Ademaés los cuadrado son

On = {1,4,9,16,25,36,8,23,40, 18,39, 21, 5, 32, 20, 10, 2, 37, 33, 31}

Ahora veremos
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Por lo tanto

a € {3,5,7,8,9,10, 15, 16, 17, 20, 21, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 36, 33}
V)

Solucién 30. Sea p = 3(mod 4) y supongamos que existen z,y € Z tal que x? + y*> = p.
Note que si uno de ellos es multiplo de p entonces el otro también, clo cual nos conduce a
una contradiccién.

?+yt = p
22 +y* = 0(mod p)
#? = —y’(modp) y#0
2
x
— = —1(mod p
(5) = e
—1
) -
p
(D)7 =1
p—1
— = 2t tel
9 c
p—1 = 4-¢
p = 1(mod 4)
Pero p = 3(mod 4). Por lo tanto no existen z,y € Z tal que 2> + y?> = p v

Solucién 31. Sea p primo impar, luego p # 2, y ademdas p — 1 es par, por lo tanto p — 1 =
2-k; kel
Sea T € U(Z,) luego existe un tinico T~ € U(Z,)

DERED O

zEL, YEL:

o o -1 2kp
Yot = 1+2+---+p—1zp(p2 ) _ 2p -

De lo obtenemos

Z 7! = 0(mod p)

TELE

Solucion: 32 Veamos unos ejemplos primero



APENDICE A. EJERCICIOS 219

Oy = {1} T=1
zels
O — {1,3): R
zels
O — {1,1,2}: F—T1.1.3-8=1
zTelr

Note que [, es un subgrupo multiplicativo y en este producto esta el inverso de cada
elemento, ademds los tnicos elementos que son su propio inverso son 1, —1 por lo tanto, el
resultado depende solamente si —1 es un cuadrado

Conclusién:

Sip=4-t—1 t€Zentonces [[;.n T=1
Sip=4-t+1 teZentoncesHEGDpE:p—l v
Solucion 33.
zels
0= {1} Y w1
zels
Os = {1,4}; T=1+4=5=0
zels
O, = {1,4,2}; T=1+4+2=7=0
zelr

Sea p un primo mayor que 3, y 6 un no cuadrado distinto de —1, luego 40, es el conjunto
de los no cuadrado y recordemos el ejemplo 102

0= 7=> G+ Y %
ZEL yel, zeod,

Simplificando

0= ) 7+5> 7

yelp yely
0 = (1+6)) 7
yelp

De lo cual obtenemos la siguiente conclusion:
Sip=203entonces } .o T=

Si p # 2 y 3 entonces Zfemp T =

el
<3

Solucién: 34 Sean x,y € Z* tales que (x,y) = 5, luego 5|z y 5y
Comoblrsx=5-q¢; q€Zyblyecy=5-k k€EZ, conk,q primos relativos.
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Ademids = + y = 100, luego reemplazando obtenemos 5(¢ + k) = 100 y simplificando
obtenemos q + k = 20

k| ] yl(zy)|z+y
19 5]95 50 100
1811090 10| 100
17 (15| 85 50 100
16 (2080 20| 100
1525|755 25| 100
143070 10| 100
1313565 50 100|v
1214060 20| 100
11 [45 |55 50 100
10[10]50 (50| 50| 100

Por lo tanto hay 8 soluciones que estan dadas por:

S ={ (5,95), (15,85), (35, 65), (45, 55), (55, 45), (65, 35), (85, 15), (95,5) } C Z x Z

CO| | O U = | W| N M

Ne}

Q©

Solucion 35.
Sean x,y numeros impares luego y = 2-k+1;, ke Z, x=2-q+1;, q € Z,
reemplazando y simplificando obtenemos
?+y" = (2-k+1)P2+(2-¢+1)?
= 4- K +4-k+1+4-¢*+4-q+1
= 2.2 k242 k+2-¢°+2-q+1)
= 2.1, r=2-k+2-k+2-¢+2-q+1
Por lo tanto 22 + 2 es par.
Ahora supongamos que 4|(x*+y?) luego 22 +4* = 4-a con a € Z, volviendo a la identidad
anterior tenemos
4y = 4-a
4.k +4-k+14+4->*+4-q+1 = 4-a
4-(K+k+¢+q—a) = -2

Por lo tanto 4/2, lo que es una contradiccién, lo que implica que 4 no divide a x? + y?

Q©

Solucién 36. Sean a,b € Z tales que a® = 2-b%, luego 2|a? lo que implica que 2|a, por tanto
a es par. Reemplazando a = 2k, obtenemos

a? = 2.1
(2k)*> = 2.0
4k = 22

2k = V?
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De igual manera 2[b* por ende 2|b, lo cual determina que b es par. v

Solucién 37. Sean a,b € Z tales que (a,4) =2, (b,4) = 2, luego a divisible por 2 y no
por 4, de igual manera b
Por lo anterior tenemos a = 2 - ky y b = 2 - ko, donde kq, ko son impares es decir,

ki=2-q1+1, k=2-@+1, q,peZ
Reemplazando tenemos
a+b = 2k +2k =22 +1)+22¢+1) =41 + ¢+ 1)

Por lo tanto 4|a + b, luego (a + b,4) = 4. V)

A.2.3. Numeros Complejos

Solucion: 38

1) Z+2z=4+1
Sea z=a-+bi, Z=a—0b,luego Z+ 2z =a — bi + 2a + 2bi.

Reemplazando se tiene
3a+bi = 441

Luego

Por lo tanto z = %+i
) Z+ 52 +6 = 22

Sea z = a + bi, con a,b € R luego Z = a — bi, 2% = a® — b* + 2abi, reemplazando

Z4+5246 = 22
a—bi+5a+5bi+6 = a®—b*+ 2abi

de lo cual tenemos
6a+6 = a®>—"b?

4b = 2ab
De la segunda ecuacion

2ab — 4b =

b2a—4) = 0

luego
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Si b = 0 entonces

a?—b —6a = 6
a?—6a—6 = 0

. 6++/36+4-6
a 2

. 6 + /60
- 2

a = Si\/ﬁ

Si a = 2 entonces
a>—b*—6a = 6
4-0*-12 = 6
vo= —14
Imposible, ya que b es real. Por lo tanto 21 = 34+ V15 4+ 0i, 2, =3 — 15+ 0i
) 22+ 2| =0
Sea z =a+bi, 2?=a*+2abi—b* |z|=+Va2+1h?
24zl = 0
a® +2abi — b +Va2+b = 0
a’> = b + Va2 + b + 2abi =
De lo cual, obtenemos

PR VETRE = 0
2ab =0

De la segunda ecuacién obtenemos

Sia=0
—b*+b = 0
b-(1-0) =
b= vV b=1
Sib=0
a?+a = 0
a-(1—a) = 0
a= VvV oa=-1

Por lo tanto z € {i,—1,0}
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w) |81 - 3

z—81i

Sea z=a-+ b

|z — 12| 5
|z — 8 3
3.]z—12] = 5]z — 8
3-la+bi—12| = 5-|a+ bi— 8i
3-la—12+0bi] = 5-|a+ (b—28)i
3-V(a—122+40 = 5-\a?+ (-8 /()

9-(a® —24a + 144 +b*) = 25 (a* +b* — 16b + 64)
9a* — 216a + 1296 4+ 9* = 25a* + 256 — 400b + 1600
16a* + 216a + 160> —400b+304 = 0 /=16

2
a2+;a+b2—25b = —19

Para determinar cuales son estos puntos, completemos cuadrado
27\* (27 25 25 °
— ) —(— b—— ) — ([ — = -1
(5 -5+ (-3)-(3) - v
7 25 729 625
il _ = - 1 27, 222
( 4) (b 2 ) ot 16 + 4
27 ? 25 2925
a+ — b— — = —
2 16
2
b 25 5-4/117
2 4

representa una circunferencia en el plano cartesiano.

[\

Solucion 39.

1)z % =72 %2

Sean z; = a+bi, 2o=c+di

722 = (a+bi)-(c+di)
Z1 - 22 ac + adi + bei — bd
Z1 22 = ac—bd+ (ad+ be)i
ac — bd — adi — bci
(a —bi) - (c— di)

2129 = Z1-%Z2

VARRV)

21 22

223
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) |21 + 222 + |21 — 22| = 2|21 | + 2| 2|?

Sean z1 = a+bi, 2zo=c+di

224

21+ 2of* + |21 — 20|
21+ 2of* + |21 — 20|
21+ 2of* + |21 — 20|
21+ 2of* + |21 — 2|
|21 + 22|* + |21 — 22|
|21 + 22|* + |21 — 22|

|21 4 22 + |21 — 22|

la +bi + ¢+ di|* + |a + bi — ¢ — di|?
|a—|—c+(b+d)'|2+|a—c+(b d)'|2
V@t +b+d)? +/la—c2+
(a+c)*+ (b+d)?+(a—c)+ (b—d)
2(a* +b*) + 2(* + &%)
WET R + A+

2|21 % + 2| 22|

b—de2

Solucion 40.

) A={zcC | 4<|z=1|+|z+1 <8}
Sea z = a + bi
la+bi—1|+|a+bi+1 < 8
la—1+bi|+]a+1+bi] < 8
Vie—12+2+/(a+1)2+02 < 8
(a—12+8 < 8=(a+12+8 /()* ()
a2 —20+1+0 < 64—16\/(a+ 1240 +a>+2a+1+b
16y/(a+1)2+0* < 64+4a /4
4/ (a+12+b < 16+a /()
16a* + 32a + 16 + 166> < 256 + 32a + a
15a® + 166> < 240 / + 240
a’> b
G S 1

Tenga presente que falta analizar una restriccion (x), luego 0 < 8 —
decir (a + 1)? 4+ b* < 82, es un disco de radio 8 y centro (—1,0

contenida en el disco.

veamos la otra condicion

4
—V(a+1)2+0?
16 — 8v/(a+1)2 + b2+ a® + 2a + 1 + b*

16 + 4a

VAN VAR VAN VAN VAN VAN

(a+1)2+0b2 es
), donde la elipse esta

la+bi — 1|+ |a + bi + 1

la — 1+ bi] + |a+ 1+ bi
(@a—1)24+024++/(a+1)2+1?
(a—1)2+0? (+)

a® —2a+ 1+ b

SV P+ 7 /52

/0?
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I1)

I11)

V)

4b*
b2

EJERCICIOS
44a <
16 4+ 8a +a®> <
12 < 3a®>+
2
a
1 < 4=
< ot

Falta analizar (*), en este caso ha dos posibilidades, si 4% <

3

225

2v/(a+1)2+62 /()°

4a® + 8a + 4 + 4b*

/=12

(a + 1)2 4 b?, cumple

todo los valores y si es interior al disco 42 > (a +1)? +b? se tiene que 1 < & + %, pero
la elipse esta contenida en el disco, luego los valores que obtenemos son los exteriores

a la elipse.

De este modo obtenemos.

Por lo tanto A = {a + bi € C* | 1§‘1—2+% A
A={zeC | <2/ <1}
Sea z = a + bi
1
§§ |2| <1
1 :
§§ la+bi] <1
1
§§ vaz+bv <1
lg a2+ <1
4
Por lo tanto A={a+bi€C | 1<a®*+0b* <1}
A={zeC | |z—1+1] =4}
Sea z = a + bi
|z —1+1i| =
la+bi -1+ =
la—14+(b+1)i| =
Va1 O+ 1) =
(a—1+(b+1)7° =

Por lo tanto A = {a +bi € C |
en R?.

A={zeC | |z—2/=|1—22]}

= e

/0)?
42

(a—1)2+4 (b+1)* = 16}, A es una circunferencia
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Sea z=a-+bi, Z=a—0bi

(a—2)24+1?

a® —4a + 4 + b
3

1

226

|1 — 27|
|1 — 2a + 2bi|
|1 — 2a + 20bi|

V(L= 2a)2 +4b /()?
1 —4a + 4a® + 4b?
3a*+3b° /+3
a>+ v

Por lo tanto A = {a+bi € C | a*+b* =1}, A es una circunferencia en R?.

V) A={2€C | Re(z—1i)=2}

Sea z=a-+bi, Z=a—0bi

Re(z — 1)

Re(a—bi—1i) = 2

a =

Por lo tanto A= {a+bi € C | a =2}, A es una recta en R?.

vi) A={2€C | 0<Im(z) <2}
Sea z = a+ bi

0<

Im(z) <2

0< Im(a+bi) <2

0<

b <2

Por lo tanto A= {a+biec C | 0<0b<2}, Aeslainterseccién de dos semi planos

en R2.

vil) A={2€C | 0< Re(z) <2}
Sea z = a + bi

0<

Re(z) <2

0< Rela+bi) <2

0<

a <2

Por lo tanto A = {a+bi € C | 0<a <2}, Aeslainterseccion de dos semiplanos

en R2.

vi) A={ze€C | |z—4i|+|z+4i] =10}
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Sea z = a+ bi
|z — 4i| + |z + 4
la + bi — 4i| + |a + bi + 44|
Va2 + (b—4)2 +\/a2 + (b+4)?
+ (b—4)?
a2+b2—86+16

201/a% + (b + 4)2

227

10
10

10

10— va2+(b+4)2 /() (%)

100 — 20v/a? + (b + 4)2 + a® + b* + 8b + 16

100+ 16b /=4

5va?+ (b+4)? 25 +4b /()
25a2 + 25b% + 200b + 400 625 + 200b + 16bH°
25a” + 9b 225 /225
a? b
— 4+ =1
9 a5

Tenga presente, que falta analizar una restriccién (x), debe ser interior a la circunfe-
rencia de radio 1 y centro (0, —4), lo cual esta considerada en la conclusiéon

Por lo tanto A= {a+bic C | %2 + % = 1}, A es representa una elipse en R?.

1X) Sean a,c € R,b € C fijos
a-z-Z+Re(b-Z)+c=0

Seaz=x+vyi, zZ=x—yi, b=d+ei

a-z-Z+Re(b-Z)+c = 0

a-(r+yi) (x—yi)+ Re((d+e€i)- (x—yi))+c = 0
a- (B +y*)+ad+ye+c = 0 /=a

xd ye c
a:+y+ = —=
a
+d 2 d2+< +e)2 62 c
r+—] —— —) - = ——
2a 4a? y 2a 4a? a

? e\ 2 c 1 2t e

T+ + y+2—a> = —a+4—a2'( —|-6)

(
2 e\ 2 1 c :
Hlrg) - < @"b'“a)

Condicién:

=
o
|
|
AV
o

b > 4ac
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Por lo tanto. Si |b|? > 4ac entonces el lugar geométrico es una circunferencia. Si |b|? =
4ac entonces el lugar geométrico es un punto. Y en los otros caso es vacio. @

Solucién 41. Sean A={2€C | |2|=3}, B={2€C | |2—1|=]|z—i|}, denotemos
z = a+ bi.
Como z € A, luego

|z = Va?+ b?

3 = Va2+2 /()?

3 = a4+

Ademas z € B, luego

lz—=1] = [z—1]
la+bi—1] = |a+bi—i
la—1+0bi] = |a+(b—1)i
(a—1)24+0 = a2+ (b-12 /()?

> —2a4+1+0* = >+ —-2b+1
a = b

Por lo tanto

ANB = {a+bieC | a®>+b*=3*Na=0b}
ANB = {a+bieC | 2 =3*ANa=0b}

ANB = {a—i—biE(C | b::t%/\a:b}
3 3

3 3
ANB = 15,3, 3 3,
{ 5 V2R ﬁz}

Solucién 42. Sea |z| =1y w,z€C,siz=a+bi, Z=a—bi, w=c+di

Zw+1] = |(a—0bi)- (c+di)+ 1]

Zw+1| = |ac+ adi — cbi+ bd + 1|

Zw+1] = |(ac+bd+ 1)+ (ad — be)i|

Zw+ 1] = +/(ac+bd+1)2+ (ad — bc)?

|Zw+ 1] = Va2 + b2d2 + 1 + 2abed + 2bd + 2ac + a2d? — 2abed + c2d?
Zw+1] = Va2 (E+d?)+b2- (2 +d2) + 2ac + 2bd + 1

Zw+1] = (@ +0?)-(2+d?) +2ac+2bd+1; |2|=1

Zw+ 1] = Ve +d? + 2ac + 2bd + a® + b2

Zw+1] = (a+c)?2+ (b+d)?

Zw+1] = |z +w|
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Solucién 43. Encontrar el Arg(z)

1) z=—2+42V/3i

Arg(z) = =—-60
Arg(z) = —g—Fﬂ'I%ﬂ
1) 2
z=—
1++/3i
2 1—+/3i
z = — .
1+V3i 1—+/3i
L T2+2V8i
- 1+3
1 1B
T T
V3
Arg(z) = tg_1<2{> =tg~'(—V3)
T2
Arg(z) = —60
Arg(z) = —g+7r:2§
Solucion 44.
) —V2—V2i A _ et (22) et
) = w2 ) =
Arg(z) = 45
Arg(z) = g W:%
2] = V2+2=2
. [om
z = 2-as <Z)




APENDICE A. EJERCICIOS 230

) z=— 2
14 +/3i
2 1—+/3i
L= )
143 1—+/3i
. 242V
N 143
1 1V3i
zZ —§+ 2
1/3
Arg(z) = tg‘1<2{ =tg ' (—V3)
-3
Arg(z) = —60
T 2T
A . _er
rg(z) 3—|—7r 3
Bl = 3o =
= \Jiti=

Solucion: 45

I) (—v2—/2i)16
(=1+41)%

Sean z; = —V2 — V2i, 2z =—1+1

o - 10 (22) i
Arg(z) = 45
™ o1
Arg(z) = 1 +7= T
|Zl| = V2+2=
7 = 2-as (%T)
a1 -1
Arglz) = t Qj)zm (1)
Arg(z) = —45
s 3T
Arg(z) = 7 += T
22| = V2
1 . 57’(‘
Zo = 22 -¢18 (Z)
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216 (2-cz’s(%’f))16 216 . cis (£527)
- = 1= 4 n
29 (2% Cc18 (%)) 22 - cis %)
416
L= 2" cis(20m — 3m)
<2
2 14 :
z_§ = 2% (cos(17m) +isen(177))
416
o= 2M (=14 06)
%
Z_%ﬁ — _214
%
\ 40
) (L)
_ 14+3i
Sea z = 1%
o 1+VBi 1+
o 1—i 1+
1+i4+V3i—3
z =
2
1-v3  1+43
z = +1
2 2
1+v3
Arg(z) = tg! 1_2\/3
2
Arg(z) = =75
o T
Arg(z) = —§+7T=§
o = QY3 (4 VEP
B 4 4
2] = V2

Luego, se tiene que

()
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40 -
A0 = 2% s < 01277T) = 2% ¢is <70?7T>
A0 — 920, <COS <70T7T) -+ sen <70?7T>)
L0 920 _1_@
2 2
S0 919 (14 /3i)

ur) (I44)"+ (1 —14)"
Sea z; = 1 +1,

n n _
2tz =

n n
Zl +22 -

cos(—z) =

sen(—z) =

n n _
zZy t2zy =

n n _
zy tz9 =

Zgzl—i

Arg(n) = tg! G)
Arg(z) =

232

45
Argle) =
2] = VI2+12=V2
z1 = 2%~cz’s<

Arg(z) = tg! (—il)
Arg(z) = —45
Arg(z) = _Tﬁ
|2’2| - \/§
Zy = 22 - cis (%)

- (25 e 5 o (22) 4 (2))
B
23
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Solucion 46.

Las raices cubica de uno son:

e k=0: vcis(0)=1

2—2z =
- (1+V3i) =

2 (1 —V/30)

- =1
Z+1
11—z = z+1

2 = 1—1

11

z = 5 22

1

_i_l—?i /-Q(Z—l-’i)
(z+¢)-(—14—v§Q
—i—z—\/g—i—zx/gi
2+V3+i

(2+V3+1i)- (14 v3i)™"

_ —%—%?i J 2z +14)

= (z+i)~<—1—\/§i)

= —i—24+V3—2V3i

= 2—V3+i

= (2—V3+i)-(1—V3i)!

233
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4 4
29 4 4 4

I R N N CAY
22 2 2

Por lo tanto 2z € {

Solucion 47.

a) Las raices cubicas de —i. Si z = —i, entonces la forma polar es:
37
Arg(z) = B}

2] = VI

234

Las raices cubicas son

e k=0 l-cz's(g):i

o k=1 l-cis(%)zl-(—%—Lz):_@_li

— o (11w V3 L.\ _ V3 _ 1.
.k—2 ICZS(T)_l(ﬁ_E,l)_T_EZ
b) Las raices cudarticas de —1. Si z = —1, entonces la forma polar:
Arg(z) T
2 = Vi
z = leis(m)

w

e k=1 1l-cis(¥)=1-

4

4

(
o k=2 1-02'3(5”):1.(_
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s _ 1 1 .
e k=3 1CZS(T)—1 (\f \[) %—EZ
c¢) Las raices cuadradas de 2 — 2v/3i, si z = 2 — 24/34, entonces la forma polar
—2
Arg(z) = tg! <72\/§>
Arg(z) = —60
—m om
A = — 4=
rg(z) 3 + 2 3
2| = V4+4-3=2
om
— 9cs [ 22
z cis ( 3
5
5+ 2k
5 =2 cis <377T> k=01
2
o k=0 2-cis (%) :2~(—§+§¢) — 3+
e k=1 2- 025(11”) =2- (\/_—%Z) = V3 —i
d) Las raices cubicas de —i + 2@, siz= @ + %z entonces la forma polar es:
1
_ il 2
2
Arg(z) = -30
T om
A = —— -
rg(z) 5 +7 5
3 1
pum— —_ Eiip— 1
|| Vit
1 5%
Lo s (2T
|z|® cis ( 5 )
Luego
T+ 2k
2 =1-cis (%) k=012
e k=0 1-cs (l—g)
e k=1 1-cis(F)
o k=2 1-cis(%F) Q©
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Solucion 48.
Supongamos que 2 + 3¢ divide 4 + 8i, entonces existen a, b € Z tal que:

A48 = (2430)- (a+bi)

Calculando norma tenemos
80 =13t
Lo cual es una contradiccién
Por lo tanto 2 + 3i no divide a 4 + 8 € Z[i]. Q

Solucion: 49 Supongamos que 7-+5%, no es primo, luego existen z; = a1 +b14, 29 = as+bst,
no invertibles en Z[i] tales que

2oz = T+50 /||

Izl - lz2ll =7 + 5l
[zl - [lz2ll = 74
[zl - [lz2ll = 2-37

Una posible solucién es:

[zl =2 Az =37
lz2f = ai+0f=2
22| = a3+b5=37

De la cual se obtiene
T+5i=(1—1)-(1+6i)
Por lo tanto 7 + 5i no es primo en Z]i]

Solucién: 50 Supongamos que 7, no es primo, luego existen z; = a; + byi, 2o = as + by,
no invertibles en Z[i] tales que

2oz = 7 [
21l - llz2l] = (7]
[z1] - f|22]] = 7

Izl =7 Azl =7

Veremos si es posible que un elemento tenga norma 7, primero notemos que ay, b1, no pueden
ser multiplo de 7.

laall = @t + 07 = 7

a?+b7 = 0(mod 7)
ai = —bi(mod 7) /b2 b #0
a?-b;? = —1(mod 7)
(ay-b7')? = —1(mod 7)

() - o=

Por lo tanto —1 [1;, de lo cual se obtiene que 7 es primo en Z[i]. v
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A.2.4. Polinomios

Solucién 51. Si p(z) = z*+az?+br+5, como 1 es raiz de p(z), luego p(1) = 0, andlogamente
p(=2) =0.

p(1)=0 & l1+a+b+5=0
p(—2)=0 <& 16+4a—2b+5=0
Luego tenemos el sistema
a+b = —6
da—2b = 21

Amplificando por 2 y sumando obtenemos

6a = 9
9 3
a = —_ = —
6 2
Reemplazando
3 15
¢ 2~ 2
Luego tenemos que p(z) == z* + 322 — Lz + 5. @
Solucién 52. Determinar todas las raices de 2% + 2* + 1. Sea u = z*, luego u? = 2°

reemplazando obtenemos

w4u+l = 0

—1+v/1-4 —-1+3i

u =
2 2
A —1++3i
@©r = —
2
Sea z = —% + ?i, su forma polar
V3
Arg(z) = tg™! ( 2 1) = —60
T2
T 2m
A = —— —
rg(z) 3 +7 3
1 3
pum— —_ Eip— 1
|| Viti

Por lo tanto

e k=0 zozcis(%):—?’jt%z'

o k=1 zlzcis(%”):—%+£i



APENDICE A. EJERCICIOS 238

-

o k=2 zm=cis(T)=-L 1

ot

™

e k=3 23207:8(?): V3

2

N[

— ii, su forma polar

1
22 —V3
Arg(w) = tg™'| -2 > = 60

w

Ahora sea w = —

_Vi

2

4

Arg(w) = g—Fﬂ'IEﬂ-
1 3

Luego
47
dn 4 of,
wIl”“<i_ZJ3; k=0,1,2,3

e k=0 z=cis(f)=3+%
o k=1 zlzcis(%):—73+%z
o k=2 22:&'5(4{):—%—?32'

Lov3, V3 11 w3 v3 1.v3 1.1 V3 v3 1.1 V3
2 272 27 2 2 72 27 2 27 2 272 272 2
@
Solucién 53. Sea p(x) = 323 + 222 + cx — k.
p(=2) = 37| —24+8—2c—k = 37
p(1) = —2f 3+2+4c—k = —2
2c+k = —53
c—k = —7
Sumando obtenemos
3c=—60; ¢=—20.
k=c+7 k=-20+7=-13.
por lo tanto, Sea p(x) = 323 + 222 — 20x + 13. Q

Solucién 54. Sea p(x) = 223 + bx® + cx + d, tal que
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e El resto al dividir p(x) por = es 2+ b, es decir, p(0) =2+ b
e El resto al dividir p(x) por = + 1 es b+ d, de otro modo, p(—1) =b+d

e 1 es raiz de p(x), por lo tanto p(1) =0

24b= p(0) =d —b+d = 2
b+d= p(—1) =-2+b—c+d}| simplificando c = =2
0= p0) =2+b+c+d b+d = 0

De lo cual

b=—-1 c=-2 d=1
Por lo tanto p(z) = 22® — 2% — 2z + 1. Vi

Solucién 55. Como se tiene que gr((z — 2)(z — 3)(z — 4)) = 3, luego el resto debe ser
r(x) = ax? + bz + ¢, sea p(z) tal que,

p(x) = @) (r—3)+2
p(x) = qz) (z—-2)+0 .
p(r) = gs(z)- (z—4)+6 ’
p(xz) = q(x) (x—3) (x—2) - (r—4)+ar’ +bx +c
Evaluando en 3,2 4, obtenemos
2= pB3) =9%+2b+c 9a+2b+c = 2
0= p(2) =4a+2b+c | simplificando da+2b+c = 0}
6= p(4) =16a+4b+c 16a+4b+c = 6

Despejemos ¢ de la primera ecuacién, ¢ = 2 — 3b — 9a y lo reemplazamos en la segunda
ecuacion

da+2b4+2—-3b—9a = 0
b = —ba+2
Reemplazando en el valor de b obtenemos

= 2-3-(-5a+2)—9a
= 6a—14

de este modo tenemos b = —ba + 2; ¢ = 6a — 4, reemplacemos en la tercera ecuacion del
sistema

16a+4-(-ba+2)+6a—4 = 6
16a — 20a + 8 + 6a — 7

a

I
T
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b = —-ba+2=-5+2=-3
c = 6a—4=6—-4=2

Por lo tanto r(x) = 2* — 3z + 2. Vi

Solucién 56. Apliquemos divisién sintética en p(z) = 2% + az® + (a — b)z? + bxr + 1

[ —1]1] a [ a—b | b | 1]
-1 —a+1 —1+b 1-2b
—1{1]a-1 1-b —1+2b 2—-2b=0
-1 2—a —34+a+b
lla—2|3—a—-b|—44+a+3b=0

De lo cual obtenemos el siguientes sistema

2—2b
—4+a+3b = 0

I
o

Resolviendo el sistema obtenemos

Luego p(z) = a* + 2 + x + 1. Vi
Solucién 57. Sea p(z) = 6z +tx? + kx — 3t, el enunciados se traduce en el siguiente sistema

— 921
p(l) = 0

Reemplazando obtenemos

A8+ 4t + 2k — 3t =

2 t+2k = =27
6+t+k—-3t = 0

1 L
; Simplificando o4k — —6

Amplificando por 2 y sumando las ecuaciones

5k = —60; k=—12
t= 92792 t=-27T+2=-3

Por lo tanto k = =12 y t = =3 y p(x) = 62° — 32? — 122 + 9. Q
Solucién 58. Sea p(x) = 2z + ax® + 2822 + bx + 6, tal que

p(})

- 0; Evaluando 2+a+28+b+6 = 0
p(3) = 0

1 a b _
lyayp74546 = 0

Simplificando
a+b = —36|
—a—4b = 105 7
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Sumando obtenemos

—3b=69; b=-23
a=—36—10 a=—36+23 =-13

Luego Sea p(z) = 2z* — 1323 + 282% — 232 + 6. Vi

Solucién 59. Ya que el gr((x +1) - (x — 1)) = 2, luego el resto debe ser r(z) = ax + b. Sea
p(z) € Rlz] tal que

px) = q)- (z+1)+2

p(x) = @) (z—-1)+3 :

ple) = qx) - (x+1)-(x—1)+ar+b

Evaluando y simplificando obtenemos

3 = a+b |
2 = —a+bf
Luego
5
=2b; b=—
5 ; 5
5 1
a——b+3, &—3—5—5
Por lo tanto r(z) = 3z + 2. Q
Solucion 60. La factorizacién esta dada por
a) En Q[z]:
—1=@-1) - @BP+1)=—-1) - (+z+1)-(z+1) - (2 -2 +1)
b) En R[z]:
P—1=(@x-1)-(@*+z+1)-(z+1) - (@*—z+1)
c) En Clz:
—1 ' —1 -3 1 31 1—+v3
ot 25 (2 ) (1)

©

Solucién 61. Sea p(x) = 2z + ax® + 28z2 + bx + 6, apliquemos divisién sintética

(1]2] o [ 28 | b | 6 |
2 2+a 30 +a 30+a-+b
2l2[2+a]30+a] 30+a+b [36+a+b=0
1 3ta 63134
63—%—3(1 183+7a—ﬁ4b —
2|13+a 5 7l =0
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a+b = —36 /-—4] . —da—4b = 144 |
Ta+4b = —183 ;  Amplificando Ta+4b = —183]

Sumando obtenemos

3a = —39; a=—13
b=-36—a; b=-36+13=-23

Luego el polinomio es p(z) = 2z* + —13x3 4 282 — 232 +6, y se factoriza p(z) = (z —1)(z —
2)(22% — 10z + 12). Veamos ahora el factor cuadratico 2z% — 10z 4 12, cuyo discriminante es
A =10%—4-2-12 = 4, luego las raices son

10 42

_ C10-2
4 ’ B B

T T 2

€

Luego el polinomio es

p(x)zQ-(x—l)-(a?—%)-(1’—2)-(1’—3)

Solucién 62. Sea p(r) = 2% — 2° — 5zt + 523 — 3622 + 362

a) Determine las raices racionales de p(x)
p(z) =z (2° — 2* — 52 + 5a? — 362 + 36)

(L] 1[-1[-5[5[-36] 36 |
1] 0] 5] 0 ]-3
1] 05| 0] —36] 0

pz) = z-(x—1) (z* — 52 — 36)
v-(z—1)- (2 —9) - (2* +4)
piz) = z-(x—1)-(x+3)-(x—3)-(2*+4)

=
5
|

Raices racionales 0,1, £3

b) La factorizacién de p(x) como producto de polinomios irreducibles en R[z] es

pl)=z-(x—1)-(x+3)-(x—3)-(2* +4)

c¢) La factorizacién de p(z) como producto de polinomios irreducibles en C[z]

px)=z-(x—1) - (z+3) - (x—3) (v +27) - (x — 2i)
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Solucién 63. Para factorizar z° + z* + 1 € Z;[z], note que 0 no es raiz de p(z), ademds

" = z(mod7) /-x
8 = 2*(mod 7)
Luego
'+t +1=0

Realizando el cambio de variable u = 2%, u? = 2 tenemos

wtu+1 =
w4u—6 =
(u+3)-(u=2) =
(22 +3) - (2* — =
(2* —4) - (2 —

(x=2)-(z+2) - (z+3)-

1= —6(mod 7)

N
|

3= —4(mod 7), —2=—9(mod 7)

W QO] N D
— N
1
o oo o o o

(x

Por lo tanto

Q©
Solucién 64. Factorizar z* + 4 € Zs|[z].
7' +4 = 2*~1 4= —-1(mod 5
'+ 4 (22 —T1)-(2* +1) 1= —4(mod 5)
44 = (1) (z+1)- (2% —4)
' +4 = (2-1)-(z+1) - (z+2) (- 2)
©
Solucién 65 Descomponer p(z) = x* + 2® + 22 + 2 + 1 € Zs[x] en factores irreducibles.
(L[]t ] 1 L | 1 ]
1 2 3 4
111 2 3 4 5=10
1 3 6
111 3 6 10=20
1 4
1]1 4 10=20
5=0
Por lo tanto z* +2® + 2 + v + 1 = (z — 1)* Vi

Solucién 66. Dado el polinomio 2> + 2> +z+ 1= (z —a) - (x —b) - (x — ¢

P’ tr+l = P +2% (—a—b—c)+x-(ab+ b+ ac) — abe
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de lo cual obtenemos el siguiente sistema

—a—b—c =1
ab+bc+ac = 1
—abe = 1

Ademas, se tiene que
(x—a*) - (z -0 - (z—A) =2+ 2 (—a* = b* — &) + 2 - (a® + b’ + d*?) — a*b*c?

Luego debemos calcular el valor de a?b*c?, (a®V* + b*c® + a*c?), (—a® — b* — ¢?), veamos el
primer valor, de la tercera ecuaciéon tenemos

—abc = 1 /()
a?b’d =1 /-1
—a*h’? = -1

De la segunda ecuacion tenemos

—a—b—c = 1 /()?
a4+ b+ A+ 2ab+ 2bc+2ac = 1
a?+ b0+ +2 - (ab+bctac) = 1

Reemplazando el valor de la segunda ecuacién
A+ +c+2 = 1
A+ +F = —1

El dltimo coeficiente lo obtenemos de

ab+bc+ac = 1 /()
a’b? + b*c? + a®>c? + 2aabe + 2babe + 2cabe =
a’b* + b’ + a*c? + 2abc- (a+b+c) = 1

Reemplazando tenemos
a’b® + b’ + a*c? = —1

Por lo tanto el polinomio pedido es 23 + 2?2 —2 — 1= (x —a?®) - (x = V?) - (x — ?). Q
Solucién 67. De forma similar obtenemos
2?4+ 20" +3r+1=2+2> (—a—b—c)+x - (ab+ be + ac) — abe,
igualando coeficiente obtenemos

—a—b—c = 2
ab+bc+ac = 3
—abc

I
—_
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Por otro lado necesitamos los valores de
(x—a®) - (-0 - (r—c*) = 2°+2° (—a® = b — ) + 2 (a®b* + 0> + a’c?) — a®b*c?
—a*b’c? = (abe)? = —1
El segundo se obtiene de
A+ +ct=(—a—b—c)* =2 (ab+bc+ac) = -2
Y el tercero
a’b® + b’ + a*c? = (ab + be + ac)®* — 2abe - (a+b+c) =5

Por lo tanto el polinomio pedido es z* + 22> + 5z — 1 = (z — a?) - (z — b?) - (x — *). ©

Solucién: 68 Sea z° —2?> — 1= (x —a) - (x —b) - (x — ¢), luego
2? -2 -1 = 22 =2 (a+b+c)+x-(ab+ bc+ ac) — abe

De lo cual se obtiene

a+b+c = 1
ab+bc+ac = 0
abe = 1

Por otro lado

(x —(a+0b))-(z—(a+¢) (x—(b+c))

= (*—(a+c)x—(a+bz+(a+b) (a+c)):(z—(b+c))

(®—2(2a+b+c)+ (a+b) - (a+c)) - (x— (b+¢))

= 2% —2*(2a+b+c)+a(a+b)(a+c)—
22(b4c)+x(2a+b+c)(b+c) — (a+b)(a+c)(b+c)

= 2° —2%(2a + 2b+ 2¢) + x(a® + b* + ¢ + 3ab + 3bc + 3ac) —
(a®b + a®c + b*c + b%a + ac® + bc® + 2abe)

Los coeficientes buscados

20 4+2b+2c = 2(a+b+c)=2
a? + b+ +3ab+3bc+3ac = (a+b+c)+ (ab+bc+ac) =1

Ademés

a’b + a’c + b?c + bPa + ac® + be? + 2abe
= (a+b+c)(ac+ab+bc) —abc = —1

Por lo tanto el polinomio pedido es 23 — 22% 4+ = + 1. @
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Solucién 69. Factorizar z® + 4 € Zs|z]

P +4 = 25-1 4= —1(mod 5)

PB+4d = (' -1)-(2*+1) 1= —4(mod 5)

44 = (P -1)- (2 +1) (2* - 4)

?+d = (-1 (z+1)-(2*=4)- (2> =2)  (2* +2)
44 = (-0 (z+D)-(z-2) - (x+2)- (2> -2)- (2 +2)

8

|

Do
—~

8

[6)

Q.

ot

— S~— —r

Por lo tanto 2 € Zs, es decir, 2° — 2 es irreducible en Zs|x]

22 +2 = 0(mod 5)
7> = —2(mod 5)

Veamos si —2 es un cuadrado, para ello calculemos

(‘%) _ (%1) . (%) — (_1)551(—1)5251 —1--1=-1

Por lo tanto —2 & Zs, es decir, 2 + 2 es irreducible en Zs[z], de este modo tenemos que

P+d=z-1)-(z+1)-(z2-2)-(z+2)-(2*=2) - (2* +2)

Solucién 70. El anillo

Zslr)) <a*—1> = {ax+b|ab€Zyna?—1=0}
Zslx]) <2*—1> = {0,1,2,7,2z,0 + 1,0+ 2,2z + 1,2z + 2}

La aditiva
+ 0 1 2 z 2x r+1 | o+2 |[20+1| 22 +2
0 0 1 2 z 2x r+1 | 2+2 |20+1 |22+ +2
1 1 2 0 x+1 |[20+1] v+2 T 2r +2 2x
2 2 0 1 r+2 | 2042 T r+1 2z 2r + 1
T T r+1 | 2+2 2z 0 20+ 1|22+ 2 1 2
2z 20 |2z +1|2x+2 0 T 1 2 x+1 T+ 2
r+1 | z+1 | 2+2 T 2x + 1 1 20 +2 | 2z 2 0
r+2 | x+2 T r+1 | 22+2 2 2¢ |2z +1 0 1
20+1 |22 +1 |22 +2| 22 1 x+1 2 0 T+ 2 T
20 +2 | 20+ 2 20 |2z +1 2 T+ 2 0 1 T x+1
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Ahora la multiplicativa

- 1 2 T 2 r+1 | 24+2 (20 +1 |22 +2
1 1 2 T 2r r+1 | 24+2 |20 +1 |22 +2
2 2 1 2x T 20 +2 |20 +1 | 2 +2 | x+1
T T 2z 1 2 x+1 (2241 242 |2v+1
2x 2x T 2 T 20+2 | x+2 [20+1| x+1

r+1 | z2+1 | 2242 | z+1 |22+2 |20+ 2 0 0 r+1
r+2 | 2+2 [20+1|20+1] x+2 0 r+2 |2z +1 0
20 +1 |22 +1| 242 | x4+2 |20+ 1 0 20+1| x4+ 2 0
20+2 (20 +2 | x+1 |20+1] 2+1 | o+1 0 0 2r + 2

Solucion 71. Dado el cuerpo
For = Zs[z]/ < 2* + 20 +1>={az® +bx +c | a,bc€ZsAad+22+1=0}
Ya que,

=201, 2*=2+2; 2*=2 422 2*+1=2"+22+1

Ahora busquemos el inverso de x4 + 1

= (2* 422+ 1) (az® +bx + )

= ax' + b2’ + ca® + 2ax® + 202 + 2cx + ax® + bx + ¢

az* + (b+2a)-2* +(a+c+2b) -2+ (b+2c) -z +c

= a-(2®+22) +(b+2a)- (x+2)+(a+c+20)-22+ (b+2c) -z +c
= 2°-(2a+2b+c)+x - (da+2b+2c) + da+2b+c

= = =
Il

De lo cual tenemos, el siguiente sistema

20+2b+c¢c = 0
a+2b+2¢c =
a+2b+c = 1

Ahora resolveremos el sistema, los coeficiente esta modulo 3. Despejando de la primera
ecuacion obtenemos ¢ = —2a — 2b = a + b, reemplazando el la segunda ecuacion obtenemos
b =0, de lo cual ¢ = a reemplazando en la tercera ecuacién a+2b+c = 1, obtenemos 2a = 1,
y finalmente a = 2. Por lo tanto

Solucioén 72.

Fos = {ax+b | CL,bEZ5/\$2+JI+1:6}
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Busquemos un representante de 27 + 2% + 2* + 4, para ello

et A= a4+ )@ -ttt =224+ 1)+ (2 +3)

De este modo obtenemos 7 + 2° + 2% +4 = x + 3 en Fys.
Ahora busquemos el inverso

(x+3)-(ax+b) = 1
(2a+0)-z—a+3b = 0-2+1
de lo cual tenemos el siguiente sistema

2a+b = 0
—a+3b = 1

Amplificando por 2, y sumando las ecuaciones tenemos

=2, b=1
2a = —b; a=2

Por lo tanto [z7 4+ 2° + z* + 4] 7' = 2z + 1]

Solucién 73.

Fs = {a?+bx+c¢ | abeceZoAz®+2z+1=0}

F; = {17,222+ L2+ L2+ 2,22 + o+ 1}

Veremos el generado por T

<z> = {Z2t v+ 1,22+, 22+ o+ 1,22+ 1,1}
Por lo tanto [§ es ciclico, pues T es un generador.

Solucion 74. Los elementos invertibles son;

Fy = {ax+b | a,b€ZsNa?+1=0}
Fy = {1,2,7,2z,x+ 1,z + 2,2z + 1,22 + 2}

Ahora veremos los ordenes, recuerde que debe ser un divisor de 9 — 1 = 8

<1> = {1}
<2> = {2,1}

<zT> = {7,2,22,1}
<2x> = {22,2,7,1}

<z+1> = {z+1,22,2v +1,2,20x + 2,7, + 2,1}

<r+2> {z +2,7,20+2,2,2x + 1,2z, 2 + 1,1}
<2z+1> 22+ 1,7, 0+ 1,2,x + 2,22, 22 + 2,1}
<2z +2> {22 +2,2v,0 + 2,2, + 1,7, 22 + 1,1}

248
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z+1|x+2|2z+1 | 2x+2

[l
ol
8|
Y

elemento

orden 11214 4 8 8 8 8

Q©

Solucién 75. Necesitamos saber si 22 — 8 es irreducible en Zg, lo cual depende si 8 es un

cuadrado
2 2,
3 - () () -
19 19 19

Por lo tanto, 8 € [y, es decir, z? — 8 es irreducible, luego Zo[z]/ < 2> — 8 > es un cuerpo.
v
Solucién 76. El polinomio x? + 1 irreducible en Zs, luego
Fy = { | CLbEZg/\.T2 1_0}
= {1, § T, 2x,x + 1,x +2,2x + 1,2z + 2}

Fo
T=7 =1
—.Tz—l’z = §
M+ 2 =241 = P42 +1=—1+%+1=9z

Ll =2+2 = PA4dr+d=—I1z+1=7

Luego los cuadrados son

11217 |22
1112 |72
21211 |22 7
T |z 2] 2|1
2|2z z |12

©

Solucién 77. Para que no se un cuerpo es necesario que x? — o sea reducible, luego la
ecuacion
r* —a = 0(mod 7)
7> = a(mod 7)

Debe tener solucion, luego a =0V a € [y

Pero
0, = {1,4,2}
Por lo tanto « € {0,1,2,4}. Q



