Capitulo 3

Formas 7-lineal

La necesidad de estudiar las formas multilineal esta intimamente relacionado con calculo
vectorial, una de las funciones multilineal con la cual primero nos relacionamos es el deter-
minante.

En este capitulo enfatizaremos en las bi-lineales y las sesqui-lineales

3.1. Formas Bilineales

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K, tal que 2 #0y f : V x W — K una
funcion.

Se dice que f es una forma bilineal siy solo si:

1. flv+ av,w) = f(v,w)+ af(v,w), paratodov,v' € V,we W, aekK.

2. flv,w+ aw') = f(v,w)+ af(v,w), paratodove Viw,w eWyaekK
Ejemplo 18 Sea f : R? x R? — R tal que

f((z1,22), (Y1, 42)) = 2191 + 212

Demostrar que f es una forma bilineal

Solucién: Sean z,y € R? y a € R?, luego tenemos
i)
fla+ad,y) = f((z1,22) + a2, 23), (y1,92))

= f((x1 + axl, xe + axy), (y1,92))
= (21 + ax))yr + (22 + axy)ys
= xy1 + aziyr + T2y2 + axhys
= 21y1 + Tay + a(Tiy + 25Ys)
= f((z1,22), (y1,92)) + af (2, 23), (Y1, 92))
= f(z,y) + af (@', y)
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ii)

flx.y+ay’) = f((z1,22), (Y1, v2) + alyy, v3))
= f((z1,22), (y1 + vy, Y2 + ays))
= T1y1 + ar1y) + Toys + Aoy,
= 1y1 + Tay2 + a(x1y) + T2y5)
= f(z,y) +af(z.y)

Por lo tanto f es una forma bilineal.
Ejemplo 19 Sea f : R? x R? — R tal que

f((z1,22), (Y1, y2)) = T1y2 — 2201

Demostrar que f es una forma bilineal.

Solucién: Sean z,y € R? y a € R?, luego tenemos
i)
fla+ad,y) = f((z1,22) + a2, 23), (y1,92))

= f((z1 + axl, xe + axy), (y1,92))
= (21 + az))ys — (T2 + axs)y
= T1Ys + QT Ys — Tay1 — axhi
= 21y — Tay1 + (Tyy2 — Thy)
= f((z1,22), (y1,92)) + af (21, 23), (Y1, 92))
= f(z,y) + af (@', y)

ii)
fl,y+ay') = f((w1,22), (y1,y2) + alyy, v3))
= f((x1,22), (y1 + ¥}, y2 + o))
= T1Yo + om;1y§ — oY1 — Oél’zyi

= T1Y2 — Tay1 + a(T1Y5 — T2y))
= f(z,y) +af(z,y)

Por lo tanto f es una forma bilineal.

Ejercicio 20 Demuestre que f : R" x R® — R, tal que
flz,y) = szyz
i=1

es una forma bilineal.
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Definicién 16 Sea V' un K-espacio vectorial, se denota por
V*=LV,K)={f:V — K| f es lineal }.
el Espacio Dual.

Ejercicio 21 Sean f,g e V* y
fxg: VXV

Demuestre que f X g es una forma bilineal.

Ejercicio 22 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, f € V*, g € W*, entonces
fxg: VxW — K
(v,w)  — f(v)-g(w)
Demuestre que f X g es una forma bilineal.

Ejemplo 23 Un caso particular, del ejercicio anterior lo tenemos con, dada las transfor-

maciones lineales
f:R* — R, tal que f(x) = 3z, + 229,

g: R?® —s R, tal que g(y) = Tys + yo + Syi.

Luego
fxg: R2xR?® — R
(z,9) > (321 + 229)(Tys + y2 + 5y1)

es bilineal.
Notacion: Sean V' y W dos K-espacios vectoriales,
Bil(V x WK)={f:V xW — K | f es una forma bilineal }

Propiedad 44 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, f € Bil(V x W,K), vy € V,wy € W

entonces
f(v(), ): W — K

—  f(vo, w)

w
f( wp) - V — K
v L f(vv ’LU(])

son transformaciones lineales

Demostracion: es inmediata. O
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Corolario 45 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales, f € Bil(V x W,K), vy, v,
entonces

f'Ul,UQ,---"UT: W _— Kr
wo (f('Ul,’lU),f(’Uz,UJ),',f(vr,'w))

es una transformacion lineal.

Propiedad 46 Sean V,W dos espacio vectorial sobre K.

Bil(V x W,K) es un K — espacio vectorial.

es decir,
Bil(V x W,K) < F(V x W,K)

Definicién 17 Sea f € Bil(V x V,K).
Se dice que f es una forma bilineal simétrica siy solo si

(Vo,w € V)(f(v,w) = f(w,v)).
Se dice que f es una forma bilineal antisimétrica si y solo si
Vo, w e V)(f(v,w) = —f(w,v)).
Ejemplo 24
1. Sea f:R" x R" — R, tal que

.f(xay) = szyw

luego
[l y) = Zf’fz’yi = Zyﬂ?i = f(y,x).

Por lo tanto f es una forma bilineal simétrica.
2. Sea f € (R™)*, entonces

F=fxf: RRxR" — R
(z,y)  — f(2)- f(y)

f x f es una forma bilineal simétrica.

3. Sea f:R? x R? — R, tal que f(x,y) = T1Y2 — T2y1,
Dado z,y € R?, se tiene que

f(?/#f) = Y1T2 — Y2T1 = T2Y1 — T1Y2 = —(iflyz - Izyl) = —f(:)s,y)

f es una forma bilineal antisimétrica.

o6

"'UTGV



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL o7

4. Sea f,g € (R")*, entonces

G: RRxR* — R
(z,y) — f(x)-g(y) — f(y) - g(z)

G es una forma bilineal antisimétrica.

Notacion: Sean V un K-espacios vectoriales,
Bil,(Vx V,K)={f:V xV — K| f es una forma bilineal simétrica }.
Bil,(V x V,K) ={f:V xV — K| f es una forma bilineal antisimétrica }.

Propiedad 47 Sea V un K-espacio vectorial.

Bil,(V x V,K) < Bil(V x V,K)

Bil,(V x V,K) < Bil(V x V,K)
Propiedad 48 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K tal que 2 # 0.
Bil,(V x V,K) @ Bil,(V x V,K) = Bil(V x V,K)
Demostracion: Sea f: V x V — K, una forma bilineal, entonces tenemos que

f.: VxV — K
(z,y) +— flz,y)+ f(y,x)

es una forma bilineal simétrica, ademas

fo: VXV — K

es una forma bilineal antisimétrica.
Luego tenemos que

fs(@,y) + falz,y) = 2f (2, y)
Ademas si f es una forma simétrica y antisimétrica, tenemos que

f(y,x) = f(x,y) = —f(y,:c)

luego la funcion es nula. O
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3.1.1. Matriz Asociada

Sea f € L(V,R), y B = {v;}ics, una base de V, entonces dado v € V existe escalares
tales que v = Y a;v; luego

Gy
f(v)zf(Zozivi) :Zaif(vi):(ozl,...,ozr)- :

f(o,)

Ahora consideremos f € Bil(V x W,K), y podemos realizar algo similar, para ello sean
B = {v,...,v.} base de V. y C = {wy,...,ws} base de W. Luego dado v € V,w € W
tenemos que existen los escalares tales que

T S
v=> au; w=Y B,

de donde se sigue que

flo,w)=f (Zaz’%w> = Zaz’f(vi>w)-

Luego

Flon,w) ;@f@l, w;)

[f(v,w)] = (a,...,q;) - : — [U]E . Zﬁjf(.vmwj)
f(vr, w) o
Zﬁjf(vrawj)

flon,wy)  flog,we) - f(vr,ws) b1

forw) Fonws) - f(vws) 8,
= [U]tB : [f(% wj)]Bxc : [w]c

Lo anterior, nos permite definir lo siguiente con la respectiva propiedad

Definicién 18 Sean f € Bil(V x W,K), B una base ordenada de V' y C una base ordenada
de W.
Se define la matriz asociada a la forma bilineal por
[f]BXC = [(f(viij))ij]rxsa
donde dim(V') =r y dim(W) = s.
Si f € Bil(V x V,K) y C una base ordenada de V', entonces denotamos simplemente.

[fle = [flexe
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Propiedad 49 Sea f € Bil(V x W,K), entonces
[f (v, w)] = [v]5 - [flBxc - [wle-
Ejemplo 25 Dada la forma bilineal

f: RZxR? — R
(z,y) = (21— 22) (%1 + 1)

Determina la matriz asociada en la base candnica C.

Solucién: Veamos los valores en

f(€1,61> = 1
f(€1,62> = 1
f(62,61> = -1
flea,e2) = —1

Por lo tanto

ademas tenemos que
f(e1,e2) = —f(e2, €1),

y ademas

(#1 —22) (1 +12) = [11 2] - { _} _1 } {z; }

Ejemplo 26 Dada la forma bilineal

- R2xR? — R
f
(z,y) > Z1Y1 + X2Y2

Determina la matriz asociada en la base candnica C.

Solucidén: En este caso tenemos que luego

fle=1flese = o 1 |

y finalmente se tiene

10
T1y1 + TaYo = (21 $2]'{0 1]{52}

Propiedad 50 Sean f € Bil(V x V,K) y B una base ordenada de V', entonces
1. [ es simétrica si y sélo si [f]g es simétrica

2. f es antisimétrica si y solo si [f|g es antisimétrica

99
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Demostracién: Sea B = {v;, vy, -+ ,v,} una base ordenada de V'

1. Si f es simétrica,luego f(v;,v;) = f(vj,v;), por lo tanto la matriz es simétrica,

En el otro sentido, si [f]p es simétrica, luego f(v;,v;) = f(v;,v;), sean x,y € V

fley) = f (invnzyﬂj) = @iy f(vi,v;)
= > wyif(vj,v) = f (Z ijj,Za:iv,)

= [fly,z)
2. Si f es antisimétrica,luego f(v;,v;) = —f(v;, v;), por lo tanto la matriz es antisimétrica,
En el otro sentido, si [f]p es antisimétrica, luego f(v;,v;) = —f(v;,v;), sean z,y € V

flay) = f (Z xivi,Zijj) = wiyif(vi,vy)
= — inyjf(vj,vi) =—f (Z Yiv;, Zxﬂ)l)
= —f(y.»)
0

Propiedad 51 Sean f € Bil(V x W,K), las bases ordenadas B,B' de V y C,C" bases orde-
nadas de W, entonces:

[flaxer = (Hd)Z)" - [flsxe - [1d].
En particular se tiene f € Bil(V x V,K), C, B bases ordenadas de V', entonces:

[fls = ()" - [fle - [Id]3.

Demostracién:
flo,w) = ([v]s)" - [flxc - [wle,
pero
[wle = [dlg, - [wler,  [v]s = [Id]g - [v]s,
luego

f(o,w) = [l - (Hd)5)" - [flaxe - (TG - [wle
con lo cual obtenemos
[fprxer = (L) - [flaxe - [Td]G.

O
Observacién: Note que la segunda parte de la propiedad anterior define una relacion de
equivalencia en M, (K)

A~B<<= 3P €GL,(K)) (B=P'-A-P)

Definicién 19 Sea f € Bil(V x V,K), tal que la dimension de V es finita
Se dice que f es no degenerada siy sdlo si det([f|g) # 0, donde B es una base de V.
En caso contrario se dice que f es degenerada o bien f es una forma degenerada.
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Ejemplo 27 Sea f : R? x R? — R, tal que

f(z,y) = 2191 — 129,
Demostrar que f es una forma bilineal simétrica no degenerada
Demostracién: Sean z,y € R?, luego se tiene que:

1. f es simétrica pues

f(yv I) = Y11 — Y222
= T1Y1 — T2Y2

= f(z,9)
2. f es bilineal, basta probar un sola linealidad, ya que es simétrica.

flz+aa' y) = f((z1,22) + a2}, 23), (y1,72))
= f((z1 + aay, 22 + o)), (Y1, 42))
= (21 + azh)y1 — (22 + axy)ys
=Ty + om:llyl — T2Y2 — Oél’/gyz
= T1y1 — Doy + (TyY1 — ToYo)
= f((xlv x2>7 (yla y2)) + Oéf((SL’/l, I;), (yla y2))
= f(z,y) + af(2',y)

3. f es no degenerada, para ello sea C = {ej, €2}, luego
1 0
fe={o 1] detttser=-120

Ejercicio 28 Sea f : R? x R? — R, tal que

f(z,y) = 21y1 + Doy1 + T1Y2 + T2y
Demuestre que

1. f es bilineal
2. f es simétrica
3. f es degenerada.
Propiedad 52 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales, f € Bil(V x W,K), D base de W

y B ={v1,vy,-- 0.} base de V entonces la matriz asociada a

forvapwy s W — K"
w [ (f(’Ul,'lU),f('Ug,UJ),',f(Ur,'lU))
en la base D es

[fv1,v27~~~,vr-]g - [f]BXD

Ademds si f es no degenerada entonces fy, vy v, €S UN isomorfismo

(o
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Definicién 20 (Ortogonal) Sean f € Bil,(V x V.K) y S CV, no vacio.
Se define el ortogonal S del siguiente modo:

St={veV|MueS) (f(uv)=0)}
Note que la definicion incluye el caso que S < V.

Observacién: la definicion se puede ampliar a una bilineal arbitraria, en cuyo caso el orto-

gonal debe diferenciarse entre el ortogonal izquierdo del ortogonal derecho.
Sean f € Bil(V x V,K) y S C V, no vacio.
Se define el ortogonal a izquierda de S del siguiente modo:

Sf;q ={veV]|MueS)(f(v,u)=0)}.
Se define el ortogonal a derecha de S del siguiente modo:
S, ={veV|VucS)(f(uv)=0)}
Propiedad 53 Sea f € Bil,(V x V,K), U <V y B es una base de U entonces
Ut=B*+<V

Demostracién: Veremos que, si v € UL, luego se tiene que (Vu € U)(f(u,v) = 0), en
particular para un subconjunto, luego (Vu € B)(f(u,v) = 0), por lo tanto v € B+,
La otra contencién se tiene que, dado v € B* luego, (Vu € B)(f(u,v) = 0).

Si x € U, se tiene que
xr = Z ;U

donde u; € By «a; € K, ya que B es base de U.

flz,v) = f(Za,-u,-,v) = Zaif(ui,v) =0
por lo tanto v € U™, O
Ejemplo 29 Sea f : R? x R? — R, tal que

f(z,y) = x1ph + T1y2 + T2y1 + oY,

y U = {((1,—1)). Determinar el espacio ortogonal a U.

Solucion:
Ut={veV | f(v,(1,-1)) =0}
={veV|0=0}
= R2.
Asi

((1,-1))* =R
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Ejemplo 30 Sea f : R? x R? — R, tal que
f(z,y) = 2191 — 129>
y U = {((1,1)). Determine U~.
Solucién: Sea x € U, luego
flz,(L,1) =21 —20 =0 & 21 = 29,

luego
reUt e r=a(ll),

por tanto U+ = ((1,1)) = U.

Teorema 54 Sea U <V, tal que dim(V') < oo.
Si f € Bily(V x V,K) simétrica y no degenerada, entonces

dim(V) = dim(U) + dim(U*).
Demostracién: Sea B’ = {uy,...,u,} base de U, por propiedad anterior
ve Ut < (Yue B)(f(u,v) =0

Al extender la base B’ de U a la base B de V, tenemos la matriz asociada correspondiente
[f]B, con ello podemos volver a reescribir la condicién que v € U, del siguiente modo

f(uiyv) = [wilp - [f]p - [v]p =0
Lo cual corresponde a sistema de ecuaciones, cuyas filas de la matriz del sistema son:
[wils - (]

Como son filas de una matriz invertible, luego el rango de la matriz del sistema es maximo.
De otro modo las filas son independiente, lo cual también se puede demostrar directa-
mente, del siguiente modo

Por lo tanto dim(U+) =n —r = dim(V') — dim(U), de donde obtenemos
dim(V) = dim(U) + dim(U™).
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Ejemplo 31 Sea f : R® x R> — R, una forma bilineal tal que

12 -1 31

21 23 2

fle=1] -1 2 1 31
33 312

12 121

Dado el subespacio vectorial

LL’1+2LL’2+3LL’3 =0
U=<{zeR T4 — Ts =
To + X5 = 0

)

Determinar U+ respecto a la forma bilineal f.
Solucion: Es facil obtener que
U= <(_3> Oa ]-7 Oa 0)7 (2a _1a 07 1a ]-)>

luego
B =1{(-3,0,1,0,0),(2,—1,0,1,1)}

es una base de U, entonces
UJ_ = {Zl’f €R5 | f(xaul) :O/\f(l',UQ) :O}
Determine las ecuaciones, para el primer vector

0= f(z,uq)

= —4.]71 — 4:172 + 4LU3 - 6LU4 - 25(75.
En el otro vector de la base

0= f(z,us)

I
=
QH
=
Q
— = O N
I
=
QH
W O O O

= 41’1 + 81’2 + 61’4 + 31’5.
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Luego debemos resolver el sistema

—4x1 — dxg + 4dx3 — 624 — 2205 = O
42151 + 81’2 + 61’4 + 31’5 =0

Para ello vemos la escalonada del sistema

48063|_)48063'_)
-4 -4 4 —6 -2 04401

W 2 -8 6 1}H([1 0 —2 3/2 1/4}
0

4 0 1 0 1 1 0 1/4
luego
1
ry = —213 — §$4 — = Ts,
2 4
Y 1
T9 = —T3 — 11’5

Por lo tanto

U+ ={((2,-1,1,0,0),(—3/2,0,0,1,0), (—1/4,—-1/4,0,0,1)).

3.1.2. Diagonalizacion Formas Bilineales

Definicién 21 Sea x € V' no nulo y f € Bil(V x V,K).

Se dice que x es un vector isétopro siy solo si f(x,z) = 0.

En caso contrario se dice que el vector es anisétropo, es decir f(x,x) # 0.

Un espacio es totalmente isotropo si dados dos vectores en el espacio estos son orto-
gonales.

Ejemplo 32 Sea f:R? x R? — R, tal que f(x,y) = 2191 — ToYo.
Determinaremos los vectores 1sotropos.

Solucién: Sea x # 0 tal que

flz,2) =0

2 2 _

entonces
T =To V T3 = —Xs9.

Luego el conjunto de vectores isétropos es:

{a(1,1),8(1,-1) | a, B € R*}.
Ejemplo 33 Sea f : R? x R? — R tal que

f(z,y) = 11y1 — T2y2 + 23Y3.

Determinaremos los vectores 1sotropos.
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Dado z € R?

de donde x? 4+ x2 = 2. Por lo tanto el conjunto de vectores isétropos es:
{(z1, 29, 23) € R®* — {0} | 22 + 22 = 23},
Propiedad 55 Sea f € Bil,(V x V,K) no nula entonces f tiene un vector anisétropo.
Demostracion: Supongamos que todos los vectores son isétropos, es decir
(Ve e V)(f(x,z) =0).

Sean x,y € V, entonces

0=flzr+y,z+vy)
0=fl@+yz)+ f(z+yy)
0= f(z.2)+ fly,x) + flz,y) + [y, 9)
0=2f(z,y)
luego
fz,y) =0,
y esto es una contradiccion. O

Corolario 56 Sea f € Bil,(V x V,K) y B = {vy,va,---v,} base del espacio vectorial V.
Si f es no nula entonces existen i, j tales que v; 0 v; +v; es un vector anisotropo.

Demostracién: Si v; y v; + v; son vector isétropo, entonces f(v;,v;) = 0, luego la matriz
es nula en esta base B, y por ende f es nula O

Teorema 57 (Diagonalizacién método Ortogonal) Sea V' un espacio de dimensidn fi-
nita, f € Bily(V x V,K) y xo vector anisdtropo entonces tenemos que

1. dim < g >*=dimV — 1.
2.V =<xy>®<x0 >".
Demostracién: Sea U = (), luego
Ut ={ye V| fly z0) = 0},
pero notemos lo siguientes
fean) :V—K [ oy) = fy,z0)

f( =) €s una transformacién lineal no nula ya que 7'(x¢) = f(xo, zo) # 0, luego Imf( .,y =K
y por lo tanto dimker f( ,,) = dimV — 1 de donde

dim(U™) = dim(V) — 1.
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ya que U+ = ker JC 20)-
Adem4s tenemos que v € U N U™, luego v = tzg y 0 = f(v,v) = t2f(xg,70) con lo cual
obtenemos que t = 0 y por lo tanto v = 0.
Asi
V=UasU".

Observacion: Sea f € Bil,(V x V,K), no nula dim V' < oo, por propiedad 55 tenemos que
existe z; vector anisétropo. Luego por propiedad 57 tenemos que V =< x; > @ < 27 >+
sea B’ una base de U™, entonces B = {z;} U B’ es una base de V, luego

a‘O e 0

/15

donde f: U+ x Ut es bilineal y simétrica, a = f(x1,z1).

1 3 1
Ejemplo 34 Sea A= |3 2 -1
1 -1 2

Determinar P € GL3(R) tal que P'AP sea diagonall.

Solucioén: Apliquemos el teorema anterior, para diagonalizar.
Primer Paso: Bisqueda de un vector anisétropo y su ortogonal

flz,y) = [z]e - A [yle,

y f(ei,e1) = 1.
Tomemos a = = e;.

(e1)" ={v eR’| f(e1,v) = 0}

como v € R?, entonces v = vie; + vyes + v3es, luego
leale - A+ [vle = 0,

donde
1
[1 3 1] (%) :U1+3U2+’03:0.
U3
Por lo tanto
(e))t = (3e1 — ey, —€1 +e3).

Segundo Paso Biisqueda de otro vector anisétropo en {(e;)* y su espacio ortogonal.

1 3 1 —1
Como f(—ey+e3 —eg+e3)=[—-1 0 1]|3 2 -1 0| =1,
1 -1 2 1

es decir, el vector —e; + e3, es anisotropo.
Su espacio ortogonal es:
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(—e1+es)t ={ve (et | flv,—e1+e3) =0,

luego
<€1, —e1 + €3>J' = {’U - Rs ‘ f(’U, 61) =0A f(’U, —ey + 63) = 0}
donde
flv,e1) =v1 +3v +uvs y f(v,—er+e3) = —4vy +v3
por tanto vt 222 i zg _ 0 de donde v3 = 4vq, v; = —Tv, luego
—4U 3 =

<—61 -+ €3>J' = <—761 + e9 + 4€3>

Ahora B ={(1,0,0),(-1,0,1),(=7,1,4)}, de donde obtenemos que

1 -1 =7
P=10 0 1|=[d%
0 1 4
Por dltimo

[ 1.0 0 1 3 1 1 -1 —7
pPPAP=| -1 01 |-|3 2 —=11]-10 0 1
-7 1 4 1 -1 2 0 1 4

(1 0 0

=101 0

0 0 —23

01 2
Ejemplo 35 Sea A= |1 0 1
210

Determinar P € Gl3(R), tal que P'AP sea diagonal

Solucién: Apliquemos el teorema anterior, para diagonalizar.
Primer Paso: Bisqueda de un vector anisétropo y su ortogonal

flz,y) = [z]e - A [yle,

y fle1+ ez, e1 +ez) =2,
Tomemos a £ = e + es.

(e1+e)t ={veR’| fler+e,v) =0}
como v € R3, entonces v = vie; + vyes + vses, luego

[61 + 62]2 . A . [U]C = 0,
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donde

U1
[1 1 3] (%) :U1+U2—|—3’l}3:0.
U3
Por lo tanto
<61>J' = <61 — 62,361 — 63>.
Segundo Paso Bisqueda de otro vector anisétropo en {(e; + e5)® y su espacio ortogonal.
-1
Como f(e; —eg,e9 —eg)=[1 —1 0] 1| =-2
1
es decir, el vector e; — es, es anisétropo.
Su espacio ortogonal es:

leg —e) T ={ve e | flv,er —er) =0,

luego

(e1, €1 —€2>l ={v eR’ | f(v,e1) =0A f(v,e1 —ez) =0}
donde

flv,er) =vi+v2+3vs vy f(v,e1—e3) = —vy +v2 +v3
por tanto vi ot 3ug =0 de donde v, = —2w3, v = —w3, luego

—U1+Ug—|—'U3 =0

(e1 — 62)l = (—e; — 2ey + e3)

Ahora B = {(1,0,0),(1,-1,0),(—1,—-2,1)}, de donde obtenemos que

1 1 =1
P=|1 -1 =2 |=[ld}
0 0 1
Por ultimo
1 1 0] 01 2 1 1 -1
PIAP = 1 =1 0 101 ]-]1 -1 =2
| -1 -2 1 210 0 0 1
(2 0 0]
=10 -2 0
0 0 —4

Teorema 58 (Diagonalizacién Mediante Operaciones Elementales) Si A € M, (K)
simétrica, entonces existe una matriz invertible P tal que P'AP es diagonal.

Demostracion: Sea A una matriz simétrica
Primer Caso: Supongamos que aq; # 0, aplicando las operaciones elementales filas

F;'l <_ai1> ,\V/'iZQ,...,n,
11
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y luego las correspondientes operaciones elementales columnas

le(_%?,W:ﬂw”,n

ai

Luego
ai ‘ 0 --- 0

Hcﬂ( a“)] -
painy a1 : Ay
0

Segundo Caso: Supongamos a;; = 0, pero existe ¢ tal que a;; # 0, luego aplicamos

Fli'A'Cli

A

f[ Fi (_a“)
1=2

ai

es una matriz, que en la posicién (1,1) el coeficiente a; # 0. Luego aplicamos el Primer
Caso.
Tercer Caso: Supongamos que todos los a; = 0, sean a;; # 0. Luego aplicamos

F;(1)-A-Cy(1)

Es una matriz que en la posicién (4,4) tiene por coeficiente a 2a;; # 0. Aplicando el Segundo
Caso.
En cada caso se reduce a una matriz del tipo :

ay, 0
0 B
Y por induccién se obtiene que A es diagonalizable. O

Observaciéon: Note que el método inductivo, a concluir la posicién (1, 1) antes de continuar
a la otra posicién.

1 3 1
Ejemplo 36 Sea A= |3 2 -1
1 -1 2

Diagonalizar usando operaciones elementales

Solucién: Luego

1 3 1/1 00 1 3 1] 100
3 2 -11010 0 -7 —-4(-3 10
1 =1 2]0 0 1 |Fm(3 |0 =4 1]-1 0 1/[cu(3
T 0 0 Py |10 0 1)
0 1 0 0 1 0

0 0 1 | 0 0 1 ]

(1 0 0] 10 0] (1 0 0] 1 0 0]
0 -7 —-4(-3 10 0 =7 —4[-3 10
0 -4 1]-1 01 |r(zH 0 0 2) 2 = 1| caE)
1 -3 -1 1 -3 -1
0 1 0 0 1 0

0 0 1 | 0 0 1 |
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1 0 0] 1 00
0O -7 0(-3 10
23 5 —4
0 0 i 1
1 -3 B
0 1 =
0 0 1 ]
Luego
1 00 1 31 1 -3 2 1 0 0
-3 10 3 21 0 1 2 |=]0-7 0
! 1 -1 2 0 0 1 0o o0 2%
01 2
Ejemplo 37 Sea A= | 1 0 1 |. Diagonalizar usando operaciones elementales
210

Solucion: Solo marcaremos las operaciones filas

012(100] L 13jt10],

1otjotrol] ¥ 10101 o]

(2 1 0/0 0 1] (2 1 0[0 01

(2 1 3]1 1 0] T2 1 3/ 1 10

1o 1lo1 ol ™S o o111 | G2

Fou(~3 it 8| 3 3 (-3
131 0/00 1] ™CD o I 83 3| @2
2 0 o0 1 10} o [2 0 0 1 10
0 -1 -1 1o Y 1 1 g1 1y
0 -1 9|2 21| @D 1o 0 -4]-1 -21
Luego

1 10 01 2 1 -1 2 0 0

1 1

-3 30 101 1 I 1 =10 -1 o
-1 -2 1 210 0 0 1 0 0 —4

Observacion: Consideremos ahora la base canénica, C = {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)}, enton-
ces la forma bilineal que tenemos es

B(x,y) = [zl - A [yle

01 2 Y1
:[1’1 i) 1’3:|' 1 01 Y2
210 Y3

luego
B(z,y) = x1y2 + 221y3 + T2y1 + 2y3 + 2x3y1 + 3o



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 72

En cambio, si consideramos la base B = {(1,1,0),(—3,%,0),(—1,—-2,1)}, entonces la
forma bilineal que obtenemos es

x/ /

1 Y
Sea [zx]p=| 25 | elylp= | v, | vy ademds

/ /

x3 Y3

[vle = [1d]5 - [v]s
se sigue

B(x,y) = [zl - A [yle
= (U} - [2]p) - A-[1d)% - [y]s
= [z] - (Ld)%) - A - [1d)G - [y]5

Aqui tenemos B, la forma bilineal, escrita en la base B. Tomando el ejemplo anterior

2 0 0 ! 2y

[SL’/ ! } . 0 1 0 . y} _ [ 7 } . _%1/
1 Xo I3 2 Yo | = 1 L2 I3 5Y2

0 0 —4 vh —4yys

1
= 22\y) — §x’2yé — 4xyys.

3.1.3. [Ejercicios
1. Sea B : C?xC*— C definido por B(z,w) = 321w, + 325w

Demostrar que B es una forma bilineal

2. Sea V = R3[z] y dada la funcién f : V' x V — R, definida por

f(pg) = / p(2)q(z)dz

a) Demostrar que f es una forma bilineal simétrica
b) ;Es f una forma no degenerada?

c¢) ;Existen un vectores isétropos?
3. Sea V el R-espacio vectorial generado por {1,sinx,cosx} y la funcién
f:VxV —R,
definida por

/2
fprq) = / p(2)q(z)dz

a) Demostrar que f es una forma bilineal simétrica
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b) ;Es f una forma no degenerada?

¢) Determinar (cosz)"

4. Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R3, tal que

[f]c:

N — O

1
0
3

S W N

donde C es la base candnica de R3.
Hallar una base B de R?, tal que [f], sea diagonal y los coeficiente de la matriz sean
0olo-1.

5. Sea V = R3|z] y dada la funcién f: V x V — R, definida por

4

fp.q) =Y _p?(0)¢"(0)

=0

a) Demostrar que f es una forma bilineal simétrica

b) ;Es f una forma no degenerada?

6. Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R?, tal que

[f]c:

N~ O
— W o
O W N
O =

donde C es la base candnica de R?.

a) Determinar una base de < e; + eg, e + 2e3 + ¢4 >+

b) Hallar una base B de R*, tal que [f], sea diagonal.
7. Sea B : R? x R?* — R una forma bilineal simétrica definida por
L1 Y1
3 2 Y2
23 Ys

B((w1,2,73), (Y1,Y2,Y3)) = [ Ty T2 I3 }

—_ = =

y el espacio vectorial
U={(z,y,2)eR® | 20+y—2=0}

Determinar una base de U+.
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8. Sea B : R? x R?* — R una forma bilineal simétrica definida

10.

11.

12.

13.

14.

por
1 11 Y1
B((x17x27x3)7(y17y27y3)) = |: T1 T2 I3 :| L2 2 Y2
1 2 5 Y3

y el espacio vectorial
U= {(z,y,2) eR® | a+y—2=0}
Determinar una base de Ut.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R* tal que

2

— O
N = O =
— N

donde C es la base canénica de R* vy U =< e; + e4, e; — e3 > . Determinar U+

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre Rs[x] =< B >; con B = {1, z, 22, 2%} tal
que

= O N
N = O =
— N =

a) Hallar <1+ 2,1 — 2% >+

b) Hallar una base B’ de Rs[z] tal que [f], es diagonal.

Sean V' y W espacio vectorial sobre K de dimension n y m respectivamente.
Bil(VxW,K)={f:VxW =K | fesuna forma bilineal}.
Demostrar Bil(V x W, K) es un espacio vectorial y calcular su dimensién

Demostrar que dada una forma bilineal simétrica no degenerada, siempre existe un
vector no isétropo.

Sea g una forma bilineal sobre R3, cuya matriz asociada con respecto a la base canénica
1 2 3

deR3,es | -1 1 1
1 01

En la base {(1,1,0),(0,1,0),(1,1,1)}, encuentre de dos maneras diferentes la matriz
asociada a g.

Sea V =< sin(t), cos(t) >, h una forma bilineal definida por h(f,g) = [7_f(t)g(t)dt.
Hallar la matriz de h, con respecto a la base {sin(t), cos(t)}.
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15. Sea V. = M(n,C). Demostrar que f(A,B) = n - tr(AB) — tr(A)tr(B) es una forma
bilineal simétrica sobre V|

a) (f tiene vectores is6tropos?
b) (Existe un espacio isétropo para f7

c¢) {Existe un espacio totalmente isétropos para f?

16. Sea f una forma bilineal sobre un espacio de dimensién finita entonces
f es antisimétrica si y sélo si la matriz asociada a esta forma es antisimétrica

17. Sea B : R? x R? — R una funcién definida por
B((Sﬁa $2)7 (y1, y2)) = 211 + 271Y2 + 22211

a) Demostrar que B es una forma bilineal
b) (B es una forma simétrica?
¢) Gréficas el conjunto {(z,y) € R* | B((z,y),(z,y)) =0}

18. Sea B : R? x R? — R una funcién definida por

B((SL’1,$2), (y1, y2)) = T1Y1 — T1Y2 — TaY1 + T2y

a) Demostrar que B es una forma bilineal
b) (B es una forma simétrica?
¢) Gréficas el conjunto {(z,y) € R* | B((z,y),(z,y)) =0}

19. Sea f: R* x R* — R una forma bilineal simétrica tal que

0 1 2 3
1 0 -1 -2
He=19 4 o 4
3 -2 -1 0

a) if es degenerada?
b) i f es positiva definida?

¢) Determinar una base B de R*, tal que [f], sea diagonal y los elementos de ella
sean 0,1, —1.
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3.1.4. Problemas Propuestos

Problema 30.

Sea f : R3[x] x Rs[z] — R una forma bilineal simétrica definida por

1 11 1 a’

flaz® + b2 + cx + d,d'2® + V2 +do+d)=[a b ¢ d] s b=l 4
’ 1 1 3 1 d

1 -1 1 d

1. Determinar una base de V =< {1 — 2,3 + 2 — 22°} >+ .

2. Determinar la matriz asociada a f en la base {1 — x,z, 1+ z + 2% 2° — 2%}

Problema 31.

Sea f : R? x R? — R una forma bilineal simétrica definida por

1117w
(@1, 20, 23), (Y1, y2,y3) = [ @1 @2 a3 | | 1 3 2 Y2
1 2 3 Ys

Determinar la matriz asociada a f en la base {(1,1,0),(0,1,0),(1,1,1)}

Problema 32.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R3[z] =< B >; con B = {z3, 2% x,1} tal
que

1 2 1 -1

2 4 3 1

[f]zs 1 3 1 -1
-1 1 -1 0

Hallar <1 -2+ 22,1 —2%,2 -2 >+

Problema 33.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R, tal que

0121 2
10311
fle=123 010
1110 2
21020

donde C es la base canénica de R?. Determinar una base de < e; + es, €3 + 2e5 + e4 >+
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Problema 34.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R* tal que

1 21 -1
2 4 0 1
[f]c - 1 01 2
-1 1 2 1

donde C es la base canénica de R* y U = {(z,y,z,w) € R* | z+y=2A3z—2y+2=w}.
Determinar U+

Problema 35.
Sea V = My1(R),y f: V xV — R definida por f(A, B) = det(C'), donde C es la matriz
cuya primera columna es A y la segunda columna es B.

1. Demostrar que f es una forma bilineal.
2. Determinar si f es simétrica o antisimétrica (f(A, B) = —f(B, A))

3. Determinar el conjunto vectores isétropos.

Problema 36.
Sean U, W <V, talesque V =U®, Wy f € Bil(U xU,K), g € Bil(W x W,K), se define
la funcién dada por h(uj + wq, us + we) = f(ug, uz) + g(wy, ws), con uy, ug € U, wy, ws € W

1. Demostrar que h € Bil(V x V,K)

2. Si f, g es simétrica entonces h es simétrica

Problema 37.
Sea V. = My(R),y f:V xV — R definida por f(A, B) = 2tr(AB) — tr(A)tr(B)

1. Demostrar que es una forma bilineal simétrica
2. Determinar la matriz asociada en la base {F11, E12, Ea1, Fas}

3. Determinar la matriz asociada en la base {F11, Eo1, E12, Fao}

Problema 38.

Para cada una de las siguientes funciones. Determine si es una forma bilineal (y en caso
afirmativo es) simétrica

1. V=MR),y f:V xV — R definida por f(A, B) = det(AB) — det(A) det(B)

2. V=R3y f:V xV — R definida por f(z,y) = 11y2 + T2y1 + T3Y3
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3.2. Formas Cuadraticas

Definicién 22 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K.
Una forma cuadrdtica () sobre V' es una funcion @ : V — K tal que

1. (vt e K)(Vo € V)(Q(t- v) = £2Q(v))

2. B(z,y) = 1[Q(z +y) — Q(z) — Q(y)] es una forma bilineal simétrica asociada a Q.

Propiedad 59 Sea B € Bil,(V x V,K) entonces la funcion

f: VvV — K
r +— f(x)=B(z, )

es una forma cuadrdtica
Demostracion: Verifiquemos que f es una forma cuadratica, sean z,y € V, t € K
f(tz) = B(tz,tx)

= t’B(x,7)
= ?f(x).

flx+y) = fx) = fly) = Blx+y,z+y)— Blx,r)— B(y,y)
= B(r,x+y)+ B(y,z+y) — B(z,z) — B(y,y)

B(x,z) + B(z,y) + B(y, ) + ( y) — B(z,x) — B(y,y)
= 2B(z,y)

luego f es una forma cuadratica.
Ejemplo 38 Dada la forma bilineal simétrica tenemos la forma cuadrdtica asociada
1. Sean z,y € R?, B(x,y) = 11y1 + T2y, luego
Q(z) = B(x,z) = 2% + 23.

2. Sean x,y € R3, B(x,y) = 221y — %[L’gyg — 4x3ys, luego

1
Q(z) = 227 — 53:3 — 4a3.

3. Sean x,y € R?, B(x,y) = 11y2 + T2y1, luego
Q(z) = 2z,
Propiedad 60 Sea V un K espacio vectorial.
QV)={q:V =K | ¢ esuna forma cuadrdtica}.

Entonces Q(V') es un K- espacio vectorial
Ademds si'V' tiene dimension finita entonces Q(V') también tiene dimension finita

78
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Observacién: Si B es una forma bilineal, entonces tenemos que
Q(z) = B(z,z) = [z]¢ - [Ble - [#]e,

si [Blc es diagonal tenemos

a1 Z1

(99T i x

Q)=lae- | 27 | =Y aue?, dondefale=|
: i=1

Note que algunos a;; podrian ser ceros.
Propiedad 61 Sea ) : V — K una forma cuadrdtica, entonces existe B base de V' tal que

€

Qx) = Z&'Ia [z]p =

Tn

donde \; € K — {0}

Observacién: Note que por cambio de base el rango de la matriz no cambia, ya que
Bl = ([Id)5)" - [Ble - [1d],

como [Id]% y ([Id]$)! son matrices invertibles, es decir, se estdn realizando operaciones
elementales filas y columnas y a través de ellas el rango se mantiene. Asi tenemos

Rg([B]p) = Rg([B]c) =r < n.

Por lo tanto, en cualquier base el rango de la matriz es el mismo, es decir. Si D y F son
dos bases ordenadas tal que la matriz asociada a B es diagonal entonces

B(U,’U) = i aia? = iﬁlb?
i=1 =1

donde [o;] y [8;] son las coordenadas de v respecto a las bases D, E respectivamente.

Definiciéon 23 Se dice que dos formas cuadrdticas Q1,2 son equivalentes si y solo si
existe Y € Aut(V') tal que
Q1(v) = Qa(¥(v)), YveV

Ademas note que
Bilo,w) = 5[Qi(0 +w) = Qule) - Qu(w)
= SO0+ w) ~ Qu((0)) — Qo( ()

= 1@ ((0) + () ~ Qo((v)) ~ Qulw(w))]

= By (¢Y(v),¥(w)), Yv,weV.
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Matricialmente:

[BQ] - Pt[Bl]P,
y con respecto a la base

B = [¥]5[B1][W]5.

Teorema 62 Toda forma cuadrdtica sobre C de rango r es equivalente a:
Qz) =]+ a3+ + a2

Demostracién: Por la propiedad 61, tenemos que existe B = {vy,...,v,} base de V tal
que
T

Q(x) = ZO&#E?’ [z]p =

Ty,
Ademaés a; = B(UZ', Ui) = Q(’UJ
Sea \; € C tal que \? = q;, reemplazando

)\22 = Q(Ui)a

luego

donde \; =1, cont=r—+1,---  n.
Dado xz € V, tenemos que

T = 10+ T, = > vy
— v . Un e Vi
= )\1[[’1 N + + )\nllfn o Z )\Z[L'Z Y
con lo cual tenemos
/
)\11’1 X

AT, T

luego
T T T

Qz) = Zaz’l‘? =Y (X))

i=1 =1 i=1

I
~—~
g
2
<
[\
I
7
@H\
N
[\
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Teorema 63 Sea ) una forma cuadrdatica sobre R, entonces () es equivalente a una de la

forma:
Q(:L’):fo—z:xf 0<s<r
i=1

i=s+1
donde s es un numero que solo depende de ().

Demostracién: Por la propiedad 61, tenemos que existe B = {vy,...,v,} base de V tal
que
x1

Q) =3 Qe laln =

Tn

Reordenando la base de modo que, los primeros s elementos cumplen con Q(v]) son positivos
y los ultimos Q(v}) son negativos, definimos los escalares del siguiente modo

Qu) >0, Vi<s, \=+vQ), A =Q(v),

y ademas
Q(’UZ) < O, s <1< r, )\Z = v/ —Q(Ui), _)\Z2 = Q(Uz>
Reemplazando
Q) = ()’ = > (i)
i=1 i=s+1
= (@)= > (@)
i=1 i=s+1
donde
T
[zl =]
Ty,
ademés B’ = {j’\—i,...,f\—:,...,f\—z .

Veamos la unicidad de s. Supongamos que existen dos bases ortogonales tal que

Qe) = wi= 3 =i

1=s+1
s’ r
_ 2 2
= E Y — E Y;
i=1 i=s'+1
donde
Zy
. ! 1 1
[z = : , B'={d],. .0}

Tn
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Y1

"

[ZL’]B/: , B :{wl,...

Yn

Definamos los espacios

W= (f,...,v)), U= (W, ....00); W' = (wy, ...

r n

Sea x € W N U’ supongamos que = # 0, entonces

Como z € W, x = > x;u;, con z;, # 0, luego
i=1

Qz) = ZS::CZQ > 0.
i=1

Por otro lado tenemos z € U'; x = > y;w;, con y;, # 0, luego

i=s'+1

i=s'4+1

aw8’>a

U/ - <'UJ8/+1,...

>wn>

por lo tanto es una contradiccién, luego W N U’ = {0}. Andlogamente W' NU = {0}.

Ahora calculemos las dimensiones de los subespacios

dim(W+U)=s+n—s<n

dim(W' +U)=s+n—s<n

De lo cual obtenemos

s—s <0 AN §—5<0,

es decir, s = 5.

82

U

Definicién 24 Sea @) : V — R una forma cuadrdtica de rango r entonces se define la
signatura de Q igual a (s,r — s), donde s esta definida en el teorema anterior.

Ejemplo 39 Determinar la signatura de la forma cuadrdtica

Q(z) = x1(x1 + 3w2 + 23) + 22(321 + 209 — 23) + 23(77 — X9 + 23).

donde x € R3.
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Solucion: Notemos que
Q(z) = 23 + 61129 + 27123 + 225 — 2973 + 2x§.

Luego la matriz asociada en la base candnica es

1 3 1
[fol=13 2 -1
1 -1 2

Determinemos la base y la signatura

13 1100] . 1 3 1 1007
3 2 -1010] 5 Jo -7 -4 -310|2Y
1 -1 200 1] ™Y Jo -4 1 -101]>
1 0 0 100] L1 00 1 007,04
1 (%)
0 -7 -4 -310]| 5 o7 0-3 10| 4
0 —4 1 -1 01| %62 |0 o2 12 _47]|%H
100 1 007] L [L 00 1 0 0
0 -1 0 -Z% % 0 Aj? 0 -1 0 —= = 0
VT
0 002 L _ia] @ o 01 K i oL

Luego tenemos que la signatura es (2,1) y la base correspondiente es

12 4 T 3 1
o {(1’0’0)’ <¢16—1"¢ﬁ m) | (__7’_7’0)}

3.2.1. Método de Gauss

Observacién: Cada vez que hemos completamos un cuadrado, para obtener centro o un
vértice de una cénica, hemos usado este método, de otro modo, al buscar el centro de

2?2424y +3y—7=0
3 9
(:c+1)2—1+(y+§)2—§—720

El método de Gauss consiste en escribir la expresion como suma de cuadrado, de modo en
cada etapa, la variable escogida no figure en el resto de la expresion, para ello desarrollemos
el siguiente ejemplo

Dada la forma cuadratica

q(z,y, 2) = 2* + oy + v + vz + 22
Iniciaremos en la variable x

q(z,y,z) =2 +ay+y° +az+2°
=2 +a(y+2)+y° +2°

2 2
() () e
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A continuacién reordenemos el resto de la expresion y continuamos con la variable y

( ) LI 2+3 2_2,) 132
e — — —_ — PR —Z
q(z,y, v+ 5yt g2 2\ guE )ty

1 1\* 3 1\ 1,
=|lx+zy+s2) ++ y—gz —§z

27 " 2 4
L 2+3 1 2+22
pr— —_ — —_ __Z —
et TaT) TV 37

Realizando el cambio de variable correspondiente, tenemos que

3 2
q(v) = a7 + 1353 + gfcga
donde
T T+ 3y + 32 144 T
Ty | = y—%z =101 —% Y
T3 z 0 0 1 z

Notemos que podemos encontrar, una base B que cumpla lo anterior, ya que la matriz es
invertible.

1 % % 1 00
Ble=1]3 1 0|, Bls=|0 2 0
% 01 0 0 %
tal que
[Ble = [P)'[B]s[P],
o de otro modo
[B]s = ([P]™Y)![Ble[P]™,
Si
1 L 1
2% B
P=101 —3 = [Id]¢ [v]p = P[v]e
00 1
o bien
1 =L _2
1 23 B 1
P7=10 1 3 = [Id]; [v]le = P [v]s
0 0 1
Luego
1 21
B:{vl—(l,0,0) 1)2—(—5,1,0),213:( 3,§,1)}
Ademas
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En Resumen, al considerar la forma cuadratica, utilizamos el método de la eliminacion

de Gauss, de este modo se obtiene la matriz cambio base, y a partir de ella la base corres-
pondiente.
Observacién: El caso anterior se puede realizar siempre que una de las variables este al
cuadrado, lo cual no siempre es cierto, (cuando la matriz asociada tiene la diagonal nula). En
el caso que que no hay una variable al cuadrado se realiza algo similar, paras ello debemos
tener presente lo siguiente

g(w,y) =y
- i[”xwy]

1
= 1[($2 + 2zy + y°) — (27 — 23y + y°)]

= e+~ @~y

Teorema 64 (Gauss) Sea ) una forma cuadrdatica en K* (K = R o C), entonces existe
una base tal que

Qz) = i)xluf
i=1

Demostracién: Sea () una forma cuadratica
Primer Caso: Supongamos que en () existe un elemento del tipo 27, es decir a;; # 0 entonces
reordenando tenemos

Q(z) = \x? + i R(xy, ..., Thy o, 1) + Q' (w1, .., Ty, .. 2p)

Donde R(zy,...,Z;, ..., %,) es una expresion lineal que no contiene z; y Q' (1, ..., Z;, ... Tp)
es una forma cuadratica en las otras variables

1 . ? -
2)\'R(l’1,...,l’i,...,.§l]n)> +Q/(LU1,...,LUZ‘,...,LU”>

R*(xq,...,%5,...,1,)

1
4N

Recordemos que el producto de dos forma lineal es una forma cuadratica, y suma de cuadrati-
ca es cuadratica, luego tenemos el siguiente cambio de base

uy = x; + R(zy, ..., %5y ..., Tp)

2\

U; = I

u; = 2y, VJG{Q,,’R}—{Z}

Como R es una expresion lineal, luego es un cambio de variables lineal biunivoco.
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Reemplazando obtenemos

Q(z) = \ui + Q" (uy, . .., uy)

Luego obtenemos la forma cuadratica en una variable menos.
Segundo Caso: Suponemos que en @ no hay elementos del tipo 7, es decir a; = 0 para
todoty A=as #0 .

Q) = Mvywy + 11 R(w3, ..., 1) + 225 (x3, ... ) + Q' (w3, ..., )

Donde R(z3,...,x,),S(xs,...,x,) son expresién lineal y @Q'((z3,...,z,) es una forma cua-

dratica.
S R\ SR
Q(l’)—)\(m’1+x) <SL’2+X> _T_'_Q

S+ R\? S —R\?
Ty + 29+ ——— — |21 — 22+ ——

) ) T

A

4

Asi tenemos el cambio de base z;

S+ R
u1:x1+I2+T
Uy = T1 — +7S_R
2 = T1 — X2 b\

U; = Ty, VZG{?),,’N,}

Como R, S son expresion lineal, luego es un cambio de variables lineal biunivoco.
Reemplazando obtenemos

Q) = Nu? — Nui + Q" (us, ..., up).
Inductivamente se concluye la demostracion. U

Ejemplo 40 Por el método de Gauss, diagonalizar la siguiente forma cuadrdtica (primer
caso)
9(z,y, z,w) = 2* + zy + 2w + 2% + 2w + W’

Solucion:

g(xayazaw)=$2+:€y+xw+z2+zw+w2
=2+ 2(y+ 2) + 2° + 2w + w?

( 1
= :(;‘—'—

2
1
(y+w)) — —(y+w)®+ 2* + 2w + w?

2 4
(Y E)Q_l i E)Q_w: :
—<x+2+2 4(y+w) R CR LT
—(rs Y ﬂ)ll 1 ( E)z 302
<x+2+2 4(y+w)+z—|—2 +qw
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luego
y=ytuw
v
2 =z+ 5
w = w
de donde / ) )
L leiod! |y
Yy Yy
[U]B_ ! = 0 0 1 1 P :[[d]g[’u]c
2
w’ 0 00 1 w
Asi . ,
a(v) = (@7 = 3 + () + 5 (w)?

Ejemplo 41 Por el método de Gauss, diagonalizar la siguiente forma cuadrdtica (primer
caso).

g(x,y, z,w) = vy + vz + 2% + 2y + W + 2w
Solucion:

g(z,y,z,w) = 2y + 22+ 2° + 2y + W + 2w
=2+ z2(z+y+w)+ay+w

2 2
_ <+w> _ (m) oyt

2 2
:(z+“y’2+w) — 2l 4 9)? + 2+ ] 2y +w?
=< x+g;+w)2_i( 2+2:cy+y)—%(x+y)w+%w2+xy
S ) g e (v )
:( x+z+w)2+g(w_%(I+y))2_1_12(x+y>2_ix2+%xy_iy2
AR O e
:<z+x+g+w)2+g(w—%(xjty))z—%(xz—xy)—%yz
:<z+z+g+w>2+g(w—%(m+y))2—%(x—%y)2+%y2_%y2
:<z+x+z+w)2+z(w—%(xﬂty))z—%(x—%yy_iyg
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88
luego
L, t Y v
vTETRTe TS
Y=g
2
w =y
de donde / . . .
g I A I
Yy _ | 73 T3 Yol _ B
[U]B - o - 1 _% 0 0 P - [[d]C[U]C
w’ 0 100 w
Ast 3 ] ]
_on2 2% on2  toone Lo o
o) = (@ + 2~ () ()
Ejemplo 42 Diagonalizar la siguiente forma cuadrdtica (sequndo caso).
q(z,y, z,w) =2y + yz + yw + vz + 2w
Solucién:

q(z,y, z,w) =2y + yz + yw + 2z + 2w
=xy+arz+ylw+z)+ 2w
=(x+z4+w)(y+z2) —z(z+w)+ zw
=(@+z+w)(y+z) —2°

1
= Z[(I+y+22+w)2—(:)§+w—y)2] — 2
luego

r=z+y+2z+w

/
y=x—ytw
Z =z

/

w =w

el vector w’ se escoge con precaucion ya que la matriz obtenida debe ser invertible.

Luego tenemos de donde

~

T 1 121
| 1 -1 001
Ps=121=10 010
w’ 0 00 1

Asi
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Definicién 25 Sea B : V x V. — R wuna forma bilineal. Se dice que B es positiva
definida si y solo si

(Vo e V—{0})(B(v,v) > 0).
ademas si B es simétrica, decimos que es un producto interno real.

Observacién:

1. En el cuerpo de los ntimeros complejo.

Sea f:V x V — C bilineal, se tiene

—f(l),’U) = f(i'Ua Z"U) = (i2)f(v,v),

luego
f(v,v) >0« f(iw,iv) <0, para todov € V

Por lo tanto es imposible en el caso complejo, que un forma bilineal sea positiva definida.

2. Es relativamente facil obtener una condicion, para que una forma cuadratica sea posi-
tiva, cuando la dimensién del espacio real es 2.

Sean B = {v;, v} una base de V, tal que

fle=| 5 0| < mew.

Apliquemos el método de Gauss

q(z,y) = f((z,9), (z,y))

= az? 4 2bzy + cy?

b
2+ —zy) + cy2

< |
calen ) o) v
(

) ca—b* ,
=alx+— Y
a

- >+(“;¥)ww

La forma cuadratica es positiva si y sélo si a > 0, ca — b* > 0.

3.2.2. Ejercicios

1. Sea V un K espacio vectorial de dimensién n .
QV)={q:V =K | ¢ esuna forma cuadrética}.

Demostrar (V') es un espacio vectorial y calcular su dimensién
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2. Sea (Q una forma cuadrética tal que la matriz asociada en la base canénica de R? es
0 3 2
3 0 4 |. Determine una base ortogonal por el método del suplemento ortogonal
240

3. Encontrar el tipo (signatura) de la forma cuadraticas y determine una base ortogonal,
en cada caso

) a(z,y,2) = 2y +yz
) q(z,y,2) = 2xy — 2% + 2% + 4wz + 2y2
¢) qlz,y,2) = x>+ 22+ 22
d) q(z,y,2) = 22?4+ 3y* + 42 — 2zy + 42 + 3y=
e) q(x,y,z,w) = 2% + 2y — 22w + wx + 3zy — yw — 6w?

4. Dada la forma cuadrética Q(x, vy, z) = 2 + 2axy — (a® + a — B)y* + 2B%yz + 2% , con
B,a eR

a) Determinar condiciones para «, § tal que ) sea positiva definida

b) Determinar condiciones para «, 5 tal que @ sea del tipo (2,1)

c¢) Determinar condiciones para «, § tal que @) tenga un espacio isétropo

5. Sea ¢ la forma cuadratica asociada a la forma bilineal simétrica f.
Demuestre
4- f(u,v) =qu+v) —qlu—wv)

6. Sea () una forma cuadratica con n variables

=1

1<i<j<n
Probar que existen una base tal que

n+1 ,

3. 4
Q=ﬁ+—£+—£+~4-%1%

4 6

7. Sea A una matriz cuadrada simétricas de orden n con coeficiente reales.

Si existe k un entero mayor de 2 tal que A* = I, entonces A% = I.

8. Determinar condiciones para A € R de modo que la forma bilineal simétrica f, sobre
R*, tal que la matriz asociada en la base candnica es

3 =2 0 0
-2 9 10
[fA]C - 0 1 1 A
0O 0 X1

sea un producto interno



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 91

9. Determinar condiciones para A € R de modo que la forma bilineal simétrica f) sobre
R*, tal que la matriz asociada en la base candnica es

5 =3 0 0
-3 2 A0
[fA]C - 0 by 1 —1
O 0 -1 2

sea un producto interno.

10. Sea fy una forma bilineal simétrica sobre R*, tal que la matriz asociada en la base
canodnica es

13 0 0
30 0 0
MNe=190 2 -
00 =X 2

a) Determinar condiciones para A € R de modo que fy sea un producto interno.

b) Determinar < e; + es, €5 + €4 >+ para \ = 5.
11. Sea f : R? x R? — R una forma bilineal simétrica

a) Demostrar que f es un definida positiva si y sélo si f(e1,e1) > 0y det([f]c) > 0
b) ;El resultado anterior es véalido para f: R® x R® — R

12. Determinar una base ortogonal de
W= {(z,y,z,w) eR* | z=2z+w}
con el producto usual.

13. Considere el producto usual en R*. Si
W={(z,y,z,w) eR" | z=y+z+w, z+2y—32=0}

a) Determinar una base ortogonal de W

b) Determinar una base de W+
14. Considere el producto usual en R* Si
W= {(z,y,z,w) eR" | z=y+w, z+2y-32=0}

a) Determinar una base ortogonal de W

b) Determinar una base de W+
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3.2.3. Ejercicios Propuestos

Problema 39.

Encontrar una base ortogonal de la forma cuadratica

q(z,y, z,w) = 2% + 22y — 202 — 2yw — 102w — w?

por el método de Gauss.

Problema 40.
Encontrar el tipo (signatura) de la forma cuadraticas y Determine una base ortogonal

q(z,y, z,w) = 22 + 22y — 202 — Yy + 2yz — 22° — dyw + 102w — 11w?

Problema 41.

Encontrar la signatura de la forma cuadratica y determine una base ortogonal, por

“Gauss”
q(z,y, z,w) = 2% 4+ 4y — 22w + wx + 2xy — yw + 6w?

Problema 42.
Encontrar una base ortogonal de la forma cuadratica

q(r,y, z,w) = 4+ 2xy — 2xz + 2yz — 222 — 2yw + 6zw

por el método de Gauss.

Problema 43.
Encontrar la signatura de la forma cuadratica y determine una base ortogonal,

q(x7y7 va) = :L,2 + 2$Cy + dxz + 6yz —+ 422 — 4yw + 6zw — 3w2

Problema 44.

Sea Q; una forma cuadratica sobre R*
Qi(z,y, 2, w) = 2% + 2wy — 222 + 2yz — 22% — 2yw + 62w + tw?

a) Encontrar el tipo (o signatura) de la forma cuadraticas @); para todo valor de t.

b) Hallar una base B de R* tal que [Bg,], es diagonal.
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Problema 45.

Sea B = {1+ x,2 — z,x + 2%} una base de Ry[z] y @ una forma cuadritica tal que la
0 31
matriz asociada en esta basees | 3 0 2
1 20
Determine una base de Ry[z] de modo que [Q)], sea diagonal

Problema 46.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B = {(1a 07 Oa ]-7 1)a (]-7 Oa ]-7 2a 2)7 (1a 2a ]-7 07 1)a (1a Oa 27 17 2)} tal que

1 1 1 0
1 -1 1 1
=11 1 2 -
0 1 -2 -11

1. Hallar < (2,2,1,1,2),(2,2,2,2,3) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 47.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B=1{(1,-1,0,0,0),(-1,1,1,0,0),(—1,1,1,1,0),(=1,1,1,1,1) } tal que

1 1 -1 0
1 -1 -1 0
fls = -1 -1 20
0 0 01

1. Hallar < (0,0,1,2,0),(0,0,0,2,1) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 48.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B=1{(1,1,0,0,0),(1,1,1,0,0),(1,1,1,1,0),(1,1,1,1,1)} tal que

1 110
1 -1 10
fls = 1 120
0 001



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 94

1. Hallar < (0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 49.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B=1{(1,0,0,0,1),(1,0,0,1,1),(1,0,1,1,1),(1,1,1,1,1)} tal que

_— o O O

1. Hallar < (0,0,1,0,0),(0,1,0,0,0) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 50.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre Rz[z] y B = {1,1+ 22,1+ 2%, 1 — 2} una
base tal que

— O N
N = O =

-1
1
2
1

1. Hallar < 1+ 2,1 — 2% >+

2. Hallar una base B’ de Rs[z] tal que [f] es diagonal

Problema 51.

Sea f : R* x R* = R una forma bilineal simétrica tal que

0 1 2 3
10 -1 -2
He=19 4 o 4
3 -2 -1 0

1. § f es degenerada?,

2. j f es positiva 7,
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3. Determinar una base B de R?, tal que [f], sea diagonal y los elementos de ella sean
0,1,—1

Problema 52.
Determinar condiciones para A € R v f\ : R? x R® — R una forma bilineal simétrica,
tal que la matriz en la base candnica es:

0
A
6

> > W

1
[fA]c =13
0

w

1. Determinar condiciones para A tal que f) sea no degenerada

2. Determinar condiciones para A tal que fy\ no tenga vectores isétropos

Problema 53.
Determinar condiciones para A € R y fy : R? x R — R una forma bilineal simétricas,
tal que la matriz en la base candnica es:

3 -2 0
le=]-2 9 1
0 1 A

1. Determinar condiciones para A tal que f) sea no degenerada

2. Determinar condiciones para A tal que f) sea positiva definida
Determinar condiciones para A € R, de modo que f) sea positiva definida.
Problema 54.

Determinar condiciones para A € R y fy : R x R* — R una forma bilineal simétrica,
tal que la matriz en la base candnica es:

210 0
1130
Pe=10 3 1 A
00 XA 36

1. Determinar condiciones para A tal que f sea no degenerada

2. Determinar condiciones para A tal que f\ no tenga vectores isétropos

Problema 55.
Sea V= My(R),y f:V xV — R definida por f(A, B) = 2tr(AB) — tr(A)tr(B)
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1.
2.

3.

Demostrar que es una forma bilineal simétrica.
Determinar la signatura de f

Explicita el conjunto vectores isétropos sobre las triangulares superiores

Problema 56.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacion. Justifique

1.

10.

Si V' y W son espacio vectorial sobre K de dimensién n y m respectivamente entonces
Bil(V x W,K) ~ M, xn(K).
El conjunto de vectores isétropos de una forma bilineal es un subespacio vectorial
El conjunto de vectores anisétropos de una forma bilineal es un subespacio vectorial
Si CH1,3]={f:[1,3] =R | f’es derivable en |1,3] }
D(f.9) = f(2)9(2) + f(2)4'(2)
es una forma bilineal simétrica sobre V.

SiV={f:[a,b] = R | f es continua en [a,b]}

b
a(f) = / F2(x)dz.

es una forma cuadratica sobre V.
Si f es una forma bilineal no degenerada R?, entonces f no tiene vectores isétropos

Si f es una forma bilineal simétrica no degenerada R" y = € R", entonces
dim(<x>l) =n-—1
Si Bil,(V x V,K) ={f € Bil(V x VK)| (Vu,v € V)(f(u,v) =—f(v,u)} entonces
Bil,(V x V,K) < Bil(V x V,K)

Sean A € My(R) y q(A) = det(A) es una forma cuadrética en Ms(R).

Sean A € My(R) y q(A) = traza(A?) es una forma cuadritica en My(R).
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3.3. Formas Sesquilineales
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Sean V,W dos C espacios vectorial y f : V x W — C, se dice que f es una forma

sesquilineal si y solo si

1. flv+ av,w) = f(v,w) + af(v,w), para todo v,v" € V,w € W,a € C.

2. flv,w+ aw') = f(v,w)+af(v,w), para todov € V;w,w' € Wy aeC.

Ejemplo 43 Sea f: C x C — C tal que
fz,w)=zw

es una forma sesquilineal, ya que

1)

f(z+ au,w) = (2 + au)w
= 2W + auw

= f(z,w) + af(u,w)

f(zu+aw) = z(u+ aw

I
/\/N\/-\
<
+
Q
EEE

Il
N
I
+
Q
S

Ejercicio 44 Demuestre que las siguientes funciones son sesquilineales:
1. f:C"x C" — C, tal que

=1

2. Sea V* =L(V,C)={f:V — C| f es lineal}, sean f,g € V*, y

fxg: VxV — C L
(v,w) — f(v)-g(w)

3. En general: Sean V- y W dos C-espacios vectoriales, y f € V*, g € W* entonces

fxg: VxW — C
(v,w) > f(v)-g(w)

es una forma sesquilineal.



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 98

Notacidon: Sean V' y W dos C-espacios vectoriales
Ses(VxW,C)={f:V xW — C | f es una forma sesquilineal }

Propiedad 65 Sean V, W espacios vectorial sobre C, entonces se tiene que Ses(V x W, C)
es un C-espacio vectorial.

Observacién: En general se tiene que si 7 : K — K es un automorfismo de cuerpo tal que
72 = id. entonces las dos definiciones (bilineal y sesquilineal) se unen del siguiente modo.
Sea f:V x W — K una funcién. f es una forma 7—lineal si y sélo si:

1. flo+av,w) = f(v,w)+ af(v,w), para todo v,v" € V;w € W,a € K.
2. flu,w+aw') = f(v,w)+ 7 (a) f(v,w'), para todo v € Viw,w' € Wy aeK

Si 7 es la identidad entonces f es bilineal, y si 7 es la conjugacion en C es sesquilineal.

Matriz asociada

Si los espacios son de dimension finita, escogemos bases de los espacios correspondiente
y las coordenadas de los vectores en las bases respectivos y procedemos de manera analoga
a las formas bilineales, para definir la matriz asociada al par de base.

Definicién 26 Sean f € Ses(V x W, C), B una base ordenada de V' y C una base ordenada
de W.
Se define la matriz asociada a la forma sesquilineal por

[flaxe = [f (vi, wy)is] € Myxs(C),
donde dim(V') =r y dim(W) = s.
Propiedad 66 Sea f € Ses(V x W,C), entonces

[f (v, w)] = [v]}s - [flBxe - [wle-

Propiedad 67 Sea f € Ses(V x W,C), B, B’ bases ordenadas de V', C,C’" bases ordenadas
de W, entonces:

[flprxer = (LB - [f]Bxc - [d)G

Definicién 27 Sea f € Ses(V x V,C); donde la dim(V') es finita. Se dice que f es no
degenerada si y solo si det([f]p) # 0 con B base de V. En caso contrario se dice que f es
degenerada.

Observacién: Sea V un C espacio vectorial.
Sea f:V x V — C sesquilineal y simétrica

f(v,w) = f(w>'U) A f(%iw) = f(iwav)

luego
f(v,w) =0, para todov € V

Por lo tanto es imposible en el caso complejo, que un forma sesquilineal no nula sea simétrica.
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Definicién 28 Sea f € Ses(V x V,C). Se dice que f es una hermitiana si y sdlo si

(Yo, w € V) (f(o,w) = Fw,v))
Notacion:
Sesp(V x V,C) ={f € Ses(V x V,C) | f es una forma hermitiana}

Propiedad 68 Sea V' espacios vectorial sobre C, entonces se tiene que Ses,(V x V,C) es
un C-espacio vectorial.

Definicién 29 Sea f € Ses,(V xV,C) y S CV, se define a S ortogonal del siguiente modo
St={veV|VueS)(f(uv)=0)}
Propiedad 69 Sea f € Ses,(V x V,C) y U <V tal que B es una base de U entonces
UJ_ — BJ_

Teorema 70 Sea U < V, donde la dim(V) < oo, f € Ses(V x V,C) hermitiana y no
degenerada, entonces
dim(V) = dim(U) + dim(U™).

Observacién: Para Diagonalizar una Forma Sesquilineal, se emplean métodos muy similares
a los obtenidos para el caso de formas bilineales.

Primer Método: Complemento ortogonal
Segundo Método: Operaciones Elementales

Tercer Método: Gauss.

Primer Método: Complemento ortogonal

Propiedad 71 Sea f € Ses(V x V,C) hermitiana no nula, entonces, eriste un vector
anisotropo.

Demostraciéon: Supongamos que todos los vectores son isétropos.
Sean u,v € V

flu+v,u+v) = fluu)+f
0 = f(uvv)+f
0

2Im(f(u,v) = 0
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Ademés

flut+iv,u+iw) = fluu)+if(u,v)—if(v,u)+ f(v,v)
0 = i(f(u,v) = fv,u))
0 = flu,v)+ fu,v)
2Re(f(u,v) = 0

Luego f(u,v) =0, para todo u,v € V, por lo tanto f es la funcién nula, no puede ser luego
existe un vector anisotropo. O

Propiedad 72 Sean f € Ses(V x V,C) hermitiana, w € V' un vector anisdtropo, entonces
<w>P<w>T=V.

Demostraciéon: Para la primera parte, sea v € V', luego tenemos que

f(v—aw,w)=0, paraa= f(u,v)

de lo cual se tiene que v — aw €< w >* y de este modo tenemos que v = v — aw + aw,
luego
<w>+<w>t=V.

Veamos ahora la interseccién, sea z €< w > N < w >+, luego se tiene que

0= f(z2) = f(tw, tw) = ttf(w,w)

pero w es anisétropo, es decir, tt = 0, de lo cual ¢ = 0.
Por lo tanto se tiene
V=<w>®<w>".

Ejemplo 45 Sea f : C3xC3— C,
f(z,y) = 217 + 20217y — 20297, + 2275 + 1373
Diagonalizar empleando el método del complemento ortogonal.

Solucidén: La matriz de f en la base canénica esta dada por

1 22 0
fle=| —2i 10
0 0 1

Primer Paso: Busqueda de un vector anisétropo

f(61, 61) =1.
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Escogemos w; = ey.
Segundo Paso: Determinaremos el espacio ortogonal y un vector anisétropo en este espacio.

(e1)" = {v e C*| f(e1,v) = 0}
Sea v € (e1)T C C?, entonces v = vye; + vaey + v3es, tal que

fle,v) =0,
de donde
0= f(er,v) =1 + 200y = vy — 2ivy
es decir
(e))t ={v e C*| v — 2ivy =0}

Por lo tanto
<61)l = (2ie1 + e9, €3)

Ademds f(eses) =1, es decir, el vector es, es anisétropo.
Tercer Paso: Determinaremos el espacio ortogonal y un vector anisétropo en este espacio.

(es)t = {v € (en)” | f(v,e5) =0},
luego
(er,e5) T ={v e C?| f(v,e1) =0 A f(v,e3) =0}

por tanto
f(v,er) = 0 o VT 2ives = 0
f(v,es) = 0 v3 = 0

de donde v3 = 0, v; = 2iv,, luego

(e1,e3)t = (2iey + ey)

ademas
f(2’i61 + 62,2i€1 + 62) =44+ -4+ -44+1=-3

Ahora B = {(1,0,0),(0,0,1),(2i,1,0)}, de donde obtenemos que

Por ultimo

100 1 2i 0 10 —2i 10 0
PlfleP=|001|-|-2 10|00 1/=|01 0]|=[fls
2i 10 0 01 01 0 00 -3
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Operaciones Elementales

Este método se basa en la propiedad 67, es decir, si f € Ses(V x W,C), B, B’ bases
ordenadas de V', C,C’ bases ordenadas de W, entonces:

[flprxe = (d]5)" - [f]pxe - [1d]G
Ademas notemos lo siguiente:
Fij=Cy, Fylk)=Cyk), F(k)=Ci(k)
Ejemplo 46 Sea f: C3xC3— C,
f(z,y) = 217; + (14 20) 217 + (1 — 24) 297, + 227 + 2373

Diagonalizar empleando el método de operaciones elementales.

Solucioén:
1 14+2¢ 0
La matriz asociada en la base canénica es [f],=| 1 -2t 1 0
0 0 1
1 1+2: 0|1 0 O o (1o [1 1+2 0 1 0 0
1—2i 1 oo 10| ™R 1o —4 o|-142 10
0 0 110 0 1 | 0 0 1 0 01
o (1o 1 0 0 1 0 0
37 L0 —4 0| —142 1 0
00 1] 0 01
Luego la matriz cambio de base es
1 —=1+2¢ 0
P=10 1 0 | =[1d5
0 0 1
donde la base B = {(1,0,0), (—1+24,1,0),(0,0,1)} y ademés
100 1 142 0] [1 —1-2 0 10 0
142 10| |1=2 1 o|l0 1 0o|=|0—-40
0 01 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Método de Gauss

Al igual que el caso anterior debemos tener cuidado, con las diferencia, ahora el buscamos
expresiones del tipo ww, para ello debemos tener presente las siguientes situaciones:

(a+0b)(a+b) = aa+ ab+ba+ bb

ab+ b7 — % (a +b)(@T8) — (a—b)a—n)
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Teorema 73 Sean V' un espacio de dimension finita y f : VxV — C una forma sesquilineal
hermitiana, entonces existe una base de V tal que f es diagonal.

Demostracién: Sea {v;,vs, ..., v, } es una base ordenada de V.

= Z f(vi, v5)ziy;,

donde z = > zv; e y = > y;v;.
Como f es hermitiana, se tiene que

f(%%’) = Qi = f(Uj>Uz') = @y
f(vi,v) = a; €R

es decir.

flay) = fonv)zg; =Y ayad,

Primer Caso a;; # 0

ZE'): E aijxﬁj
:allxlfljtxlg aljfj +flg a;1x; + g a,-j:):ﬁj

j#1 i#1 JE1£i
= a2 + 56’12 a;1x; + T Z anx; + folz, x)
i#1 i#1

= ay 11T + o1 L(x) + T L(z) + folz, x)

~ (:)31 + iL@:)) (:)31 + iL@:)) (L) (@) + faler. )

11 11 a1

donde

= anmi, folr.y) =) ;g

i#1 J#LF
Luego realizando el cambio de base
1
LL’/l = 1+ —L
o=

hemos concluido con la primera variable, ya que ﬁ (L(:c)f(y)) + fo(z,y) es un forma ses-
quilineal hermitiana en dimensién menor.

Segundo Caso a; = 0 para todo 7 y a5 # 0.
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E Cl,ijllﬁ'ifj

= 122172 + A2122T1 + X1 E a1;T; + X1 E a;1T; + T E a2;Tj + T3 E a;px; + q2(x)

§>2 i>2 §>2 i>2
= 127172 + A21X2T1 + X1 E aj1Tj + Ty E A1 L; + To E QjoTj + T E a;px; + ¢2(7)
§>2 i>2 j>2 i>2

= a1 Ty + an 29Ty + 21 L + T L+ 29 M + ToM + ¢o(x)

1 —_ 1 1 — | —
= (CL12£L’1 -+ M) (LL’Q —+ _—L) —+ (CL12SL’1 + M) (Z’g + _—L) - _—LM — _—LM + CI2($)

a2 a12 a2 a12

= (a12x1 + M) <LL’2 + ;L) —+ (CL12JI1 + M) <JI2 + _LL) + f3<l’,l’)

a2 a12

1 1 1
= = (algxl + X9 + M + —L) <a12x1 + X9 + M —+ —L) +
2 a2 o

1

1 1
S = <CL12£L’1—SL’2+M——L> <a12x1 —SL’2+M——L) +f3($,£(3)
2 a2 a2

donde

= E ainri, M § ainTi, f3(z,y) § aij Ty,

i>2 1>2 1>2,7>2
Luego realizando el cambio de base

1

¥y = apr +x+ M(z) + d—L(m)
12
1

xy = apr; —ry+ M(x) — —L(x)
aiz

. = xy, Jj>2

hemos concluido el proceso con las dos la primera variable, inductivamente se concluye la
demostracion. U

Ejemplo 47 Sea f : C3xC3— C,

f(z,y) = 217 + 26217y — 2097, + 227, + 7373
Diagonalizar empleando el método de Gauss.
Solucion: aplicando el primer caso tenemos

f(z,x) = 21T + 2021 Ty — 2i29T1 + T2T2 + T3T3
= 11T + 1120Ty — T12ix9 + (2272 + 3T3)
= (21 — 2ix9) (T1 + 20T2) + 202ix9To + (T2T2 + 3T3)
= (x1 — 229

T+ 2’&1’2 41’2f2 + X9T9 + T3T3

= (1 — 2%(32

( ) (T ) =
= (213'1 — 2%(32) (213'1 + 2%(32) - 3$2f2 + l’gfg
( ) (21 — 2ix3) — 39Ty + T5T3.
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El cambio de variable esta dada por
Uy = x1 — 20Ty, U = Ty, U3 = T3

Matricialmente tenemos

U1 1 =2 0 1
U9 = 0 1 0 ZL’Q
Us 0 1
0
1 1 2¢ 0
) = 0 1 0
I3 0 0 1
Luego la base de C3 es B = {(1,0,0), (24,1,0), (0, 0,1 , v con ella se tiene que
1 0 0
fle=]0 =3 0
0 0 1

Ejemplo 48 Sea f : C*xC*— C,
f(x,y) = 21y + (L + )21y + (1 — 022l + 3iz1Y3 — 313y, + 2227, + 2247,
Diagonalizar empleando el método de Gauss.

Solucion:
flz,z) =

=171 + (1 + i)$1f2 + (1 - i)LL’Qfl + 3i$1§3 - 3721’3?1 + 25(72?4 + 25(74f2

= 2171 + 21 [(1 + ’i)fg + 3ifg] + [(1 — i)!L’Q — 3'é£L’3] + 22974 + 22475

=171 + 1’1[(1 — i)l’g — 3'é£L’3] + 7 [(1 - i)!L’Q — 3i1’3] + 22974 + 22475

= (21 + (1 —0)wy — 3ix3) (x1 + (1 — i)xe — 3izz) — (1 — 0)wy — 3ixs) (1 — i) — 3ixws)
.+ 21’254 + 21’4?2

= U U] — ((1 — Z)l’g — 3’&1’3) ((1 — Z)l’g — 3’&!13'3) + 2$2§4 + 21’4fg
= UUy — (3@1’3 — (1 — Z)ZL’Q) (3@1’3 — (1 — Z)l’g) + 2$2§4 + 21’4fg

= ulﬂl - UQHQ + 2I2f4 + 2I4§2

= ulﬂl — U/QHQ —+ (SL’Q + LL’4) (SL’Q + LL’4) — (LL’Q — 1’4) (LL’Q — 1’4)

= U1U1 — UUs + U3U3 — UgU4
es decir, el cambio de base esta dado por

UL = T + (1 — Z)LE‘Q — 3’i.§lf3, Uy = (1 — Z)LE‘Q — 3’i.§lf3, Us = To + Ty, Ug = To — Ty,

Uy 1 1-¢ -3 0 T
U9 o 0 —1+472 3 0 i)
Uus N 0 1 0 1 T3
Uy 0 1 0 -1 T4
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T 1 —1 —1 —1 U1l

) . 0 0 % % U9
- 1, 1 1, 1 1,

T3 0 §Z 6 ) EZ 6 ) EZ us

T4 0 0 5 -3 Uy

Luego la base de C* es
B = {(1,0,0,0), (=i,0,—=i,0), (1,4, -2 = L; 1y (4
- ) Y ) ) /Z/7 ) 3Z7 Y 727 6 6/1/7 2 Y Y

y con ella se tiene que

=
Sy
o O O

Ejemplo 49 Sea f : C3xC3— C,

f(z,y) = 21y + 2y + (1 — 0)z2ys + (1 + i) x3Y,
Diagonalizar empleando el método de Gauss.
Solucidn: aplicando el segundo caso tenemos

f(x,2) = 21T2 + 2271 + (1 — 9) 2275 + (1 + 1) 237
= 11Ty + X2T1 + 2o(1 — 9)T3 + To(1 4 7)x3
= (21 + (1 +9)x3)(T2) + 22(T1 + (1 —9)T3)
= (21 + (1 +)23)(@2) + z2(@1 + (1 +4)23)

%(xl by + (1+i)us) @ T 20 £ (0 5 )23)
. %(xl oo+ (14 i)23) (@1 — 72+ (L 1)73)

el cambio de base esta dado por

u1:x1+$2+(1—|—z’)x3, u2:$1—$2+(1+i)l’3, Uz = I3

U1 1 1 1414 T

U9 = 1 -1 141 i)

Us 0 0 1 T3
T % % —1—1 U1l
) = % —% 0 U2
T3 0 0 1 us

Luego la base de C? es
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y con ella se tiene que

10 0
fls] 0 =5 0
0 0 0

Definicion 30 Sea f:V x V — C una forma sesquilineal hermitiana.
Se dice que f es positiva definida si y solo si

(Vo eV —{0})(f(v,v) > 0).

y en este caso decimos que [ es un producto interno complejo.

3.3.1. Ejercicios

1. Sea f: C? x C? — C tal que f(z,w) = 211, — 2W,. Demostrar que f es una forma
sesquilineal no degenerada.

2. Sea F una forma hermitica sobre C? tal que, la matriz asociada a F en la base canénica

es
0 1 141
— 0 2
1—17 2 0

Hallar una base ortogonal de C3

3. Sea f : VxV — C, una forma sesquilineal tal que, para todo v en V' se tiene f(v,v) € R,
entonces
Demostrar que f es una forma sesquilineal hermitiana

4. Determinar condiciones para A € R de modo que la forma sesquilineal hermitiana
f)\(Z, w) = 321’(171 - 22211_}1 — 22111_12 + 9ZQ’U_JQ + Zg’u_Jg + >\Z4U_}3 + >\23’U_J4 + Z4Wy
es positiva definida.

5. Determinar condiciones para A € C de modo que la forma sesquilineal hermitica f
sobre C?, dada en la base canénica por la matriz

I =10
fle=1 -1 2 X
0 X 1

sea positiva definida
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3.3.2. Ejercicios Propuestos

Problema 57.
Sea F una forma hermitica sobre C? tal que la matriz asociada a F en la base B =

{(1,4,1),(1,0,1),(0,i,1)} es:

1 l 0
—1 0 1—-2
0 142 0

Hallar matriz asociada a F' en la base B = {(1,2,1), (1,4,2),(1,0,—1)} de C3

Problema 58.
Sea F' una forma hermitica sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base B =

{(1,4,1),(1,0,1), (0,4, 1)} es:

1 1+ 0
11—z 0 1—-2¢
0 1+2 0

Hallar matriz asociada a F en la base D = {(1,2,14), (1,1,0), (4,0, —1)} de C?

Problema 59.

Sea F una forma sesquilineal hermitiana sobre C?® tal que la matriz asociada a F en la
base canonica es

1 1+ 5
1—2 2
o - 7

Hallar una base ortogonal de C3

Problema 60.
Sea F' una forma hermitiana sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base canénica
es

0 2—1 0
2+ 0 3—21
0 3+2 1

Hallar una base ortogonal de C3

Problema 61.
Sea F' una forma hermitiana sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base canénica
es
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0 { 0
—1 0 1—2¢
0 142 0

Hallar una base ortogonal de C?

Problema 62.

Sea F una forma hermitiana sobre C3 tal que la matriz asociada a F en la base canénica
es
0 241 0
2—1 1 3—2i
0 3+2 1

Hallar una base ortogonal de C3

Problema 63.

Sea B : C3xC? — C una forma sesquilineal hermitiana y D = {(1,1,0), (1,0, 1), (0,0,1)}
es una base de C? tal que

3 1—i 1
Blp=|1+i 1 2+i
1 2—i 11

Determinar una base de C? de modo que la matriz asociada a B en la nueva base sea diagonal.

Problema 64.

Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ l 0
1—2 1 0 0
fle = —1 0 1 1—2¢

0 0 1+2 1
donde C es la base candnica de C* y
U={(r,y,z,w) €C* | w=y A =0}
1. Determinar una base ortogonal de U

2. Determinar una base de U+

Problema 65.
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Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ l 0
1—2 1 0 0
fle = —1 0 1 1—2¢

0 0 142 1
donde C es la base candnica de C* y
U={(z,y,z,w)eC | 24w=y AN x=z}

Determinar una base de U+

Problema 66.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ { 0

1—1 3 0 0

fle = —1 0 1 1-2
0 0 1+2 1

donde C es la base canénica de C* y
U={(r,y,z,w) €C* | 24+2y=32 A 3z-2y=uw}.
1. Determinar una base de U+

2. Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.

Problema 67.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ { 0
1—2 1 0 0
fle = —1 0 1 1—2¢

0 0 142 1
donde C es la base canénica de C* y
U={(z,y,z,w)eC* | w=y+z A z=0}
1. Determinar una base ortogonal de U

2. Determinar una base de U+
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Problema 68.

Determinar condiciones para A € R y f, : C3xC3 — C una forma sesquilineal hermitiana,
tal que la matriz en la base candnica es:

1 3—i 0
fle=|3+i 12 A
0 A 36

1. Determinar condiciones para A tal que f) sea no degenerada

2. Determinar condiciones para \ tal que f) sea un producto interno

Problema 69.

Determinar condiciones para A\ € C de modo que la forma bilineal hermitiana f, sobre
C3, dada en la base canénica por la matriz

sea producto interno.
Problema 70.
Dada la forma sesquilineal hermitiana f : C* x C* — C definida por:
f(Z, w) = 521’(1_11 + 5i2211_11 - 5’i2111_12 + 82211_)2 + 223’(1_13 + Z4’U_13 + 23’(1_14 + 1124’(1_14

Determine la signatura.

Problema 71.
Sea f € Ses,(C* x C*, C), definida por
f(v,v) = x4+ 2y +yz — xz — 2T + 2yy + 2iyz — 2izy — 22z + (1 + 2i)yw + (1 — 20)wy + 6ww
donde v = (z,y, z,w) € C*.
Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.
Problema 72.
Sea f € Ses,(C* x C*,C), definida por
fv,v) =22+ (1+0)zy+(1—i)yZ—rz— 2T+ 2yy+ (1+2i)y 2+ (1 —2i) 2y — 222+ yw+wy+6ww

donde v = (z,y,z,w) € C
Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.
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Problema 73.
Sea f € Ses;,(C* x C*, C), definida por

fv,v) =2z +izy —iyx —xzZ — 2z + 2yy + (L +))yz + (1 — )2y — 22Z + yw + wy + 6ww

donde v = (z,y, z,w) € C*.
Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.

Problema 74.

Sea v = (z,y,2,w) € C%, encontrar la signatura de la forma sesquilineal hermitica

f(v,v) = dar 4+ 20y +2yT — 2z — 22+ 2yy + (1 + 20)yz + (1 — 20) 2y — 222 + 2iyw — 2iwy — ww

Problema 75.

Sea v = (z,y, 2,w) € C*, encontrar la signatura de la forma sesquilineal hermitica

f(v,v) =2+ 2y +yz — xz — 2T + 2yy + 2iyz — 2izy — 222 + (1 + 20)yw + (1 — 20)wy — dww

Problema 76.

Demostrar que la forma sesquilineal hermitiana
f(Z, w) = 521’(171 + 5i2211_J1 - 5’i2111_J2 + 82211_)2 + 223’(173 + Z4U_J3 + Zg’U_J4 + 1124’(174

es un producto interno sobre C*.

Problema 77.

Determinar condiciones para A € R, de modo que la forma sesquilineal hermitiana
falz,w) = 521101 + Bizowy — HizyWs + H2owWy + 823W3 + AzgW3 + Azzwy + 1324104

sea un producto interno sobre C*.

Problema 78.

Sea B : Cylz] x Cy[z] — C una forma sesquilineal hermitiana y D = {p;(z) = = +
2%, pa(7) = 1 + 2, p3(x) =2 — x} es una base de Co[7] y q(v) = up:(x) + vp2(x) + wps(v)

B(q(x),q(z)) = wv + 2iuv + tw + vu — 2ivu + 20w — ivw + Wu + 2Wv + iwv

por el método de “Gauss 7 determinar una base de ortogonal de Cq[z]
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3.4. Producto Interno

Definicién 31

1. Sea V' un espacio vectorial real, un producto interno sobre Ves <, >V xV — R
una forma bilineal, simétrica y positiva definida, es decir, < , >:V xV — R es una
funcion tal que

a) <v+cw,u>=<v,u>+c<w,u>, para todo u,v,w €V, c € R.
b) <wv,w>=< w,v >, para todo v,w € V
c) <wv,v> >0, para todo v e V —{0}

2. Sea V' un espacio vectorial complejo, un producto interno sobre V, forma sesquilineal
hermitiana positiva definida, es decir, < , >:V x V — C es una funcion tal que

a) <v+cw,u>=<v,u>+c<w,u>, para todo u,v,w €V, c € C.
b) <wv,w>=<w,v >, para todo v,w € V (hermitiana)
c) <wv,v> >0, para todo v € V — {0}

Observacién: En el producto interno complejo se tiene

<Uu,v+cw>=<v+cw,u>
=<v,u>+c<w,u >
=<v,u>+cec<w,u >

=<u,v>+c<u,w >
Ejemplo 50

1. Sean z,y € C"

2. Sean A, B € M, (C)
(A, B) = traza(AB™)

3. Sean g, f € C°10,1] ={f:[0,1] = R | f es continua }
(o= [ et

4. Sea (, ) un producto interno de V- y T : W — V inyectiva, entonces

<w1, w2>T = <T(w1)7 T(w2)>

es un producto interno de W.
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5. Sea {v1,vq,v3,...,v,} base del V' espacio vectorial sobre K.
U= aiv1 + asVs + ... + apv,, W = bivy + bavg + ... + byU,,

entonces se define

flu,w) = Z a;b;.

Demostrar que f es un producto interno sobre V.

Definiciéon 32 Sea v € V' un espacio vectorial con producto interno < , >, se define la
norma de v € V a la raiz de < v,v > y se denota por ||v]|, es decir:

o[l = v<v,0>
Propiedad 74 Sea V un espacio con producto interno, entonces
| <v,w>| <[]l ||w]||, para todo v,w € V.
Demostracion: Sean v, w € V', luego

0 << av— pw,av — pw >
0<aa<uv,v>—-af <v,w>—Fa<wuv>+83<ww>
0 < |af?|[v]|* = 2Re af < v,w > +|B||w]|?

Si a = ||w||?, B =< v,w >, reemplazando tenemos

0 < [lwll* - [[o[l* = 2Re [Jwl|*| <v,w> [+ | <v,w > [*||lw]]*
0 < [l P[lJwlllo]]* = | < v,w > |7

Luego
| <v,w> | < o] - [|wl]]

Ejercicio 51 Sean aq,as, - --a, € R* entonces

1 1 1
2 2 2 2
n<<a—%+a—%—l—--—|—£>(&l+a2+an)

Propiedad 75 Sea V' un espacio con producto interno, entonces
1. ||v|] > 0, para todo v € V.
2. |lawl|| = |a - ||v]|, para todo v € V, o € F.

3. ||v+w|| <||v|| + ||w]|, para todo v,w € V.
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Demostracién: La propiedad tres la tenemos por

<v+w,v+w>=|]v||*+2Re <v,w > +|w|?
< vl + 2[fwll[Jo]| + [Jw][?

luego
v+ w|[* < ([|v]] + [[w]])*

O

Definicién 33 Sean V' espacio vectorial con producto interno, tal que S CV yv,w € V
entonces

1. v es ortogonal a w st y solo si < v,w >= 0.
2. S es un conjunto ortogonal si y solo si para todo v,w € S se tiene que < v, w >= 0.

3. S es un conjunto ortonormal si y solo si S es ortogonal y  ||v|| =1 para todo v € S.
Observacién: Note que si v € V no nulo entonces ||HITHU|| = 1.
Teorema 76 Todo conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.

Demostracién: Sea < , > un producto interno en V' y .S C V| un conjunto ortogonal tal
que
Zais,- =0, donde ; € F, s; € S distintos

calculando tenemos
0=< 0,8]' >=< ZO&Z'SZ‘,S]' >= Zai < 8,85 >=a; < 85,8 >
luego a; = 0, para todo j. 0

Proceso de Ortogonalizacién

Sea V' un espacio con producto interno, y u,vw € V,

1. Sea {v,w} linealmente independientes, luego tenemos que los espacios generados son
iguales
(v,w) = (v, w + av),

buscar un vector ortogonal a v debemos determinar el escalar a tal que
0=<w+av,v >=<w,v>+a <v,v>.

_ <w,v>

Con ello tenemos que a = s

asi los espacios generados son iguales

<w,v >
—
<v,v >

).

(v,w) = (v, w —
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2. Para el caso de tres vectores tales que {v,w,u} linealmente independientes, tenemos

(w,v)

que usando el proceso anterior determinamos w; = w — ;-

<v7v

(v,w,u) = (v, wy,u)

(v, w,u) = (v, wy, u~+ bv + cwy)
para determinar b y ¢
0=<u+av+bw,v>=<z,v>+a<v,v>
0=<u+av+ bw,w >=< z,w; > +b < wy,w; >.

Luego
< z,w > < z,wp >
— w1 .

Wy = 2 — v
<v,v > < wi,wy; >

es decir
(v,w,u) = (v, w1, ws).

el calculo anterior, es la demostracion inductiva del siguiente teorema.

Teorema 77 (Gram-Schmidt, Ortogonalizacién) Sea V un espacio con producto in-

terno sobre Ky {vy,vq,...,v,} vectores linealmente independientes de V', entonces eziste
{wy,wy, ..., w,} vectores ortogonales tal que
(U1, .., 0n) = (W1, ..., Wy)
donde
wyp = V1
<o, w; >
W,
Wy = VU — E — I " w, k>1
= < wj, w; >

Corolario 78 (Gram-Schmidt, Ortonormalizacién) Sea V' un espacio con producto in-

terno sobre K y {vy,vq,...,v,} vectores linealmente independientes de V', entonces existe
{uy,us, ..., u,} vectores ortonormales tal que
(U1, ..y 0n) = (U, ..oy Up)

donde

<o, w; >

b W
wy = vy, Wy = — E — " w, k>1

i < wj, w; >

Y
1
U = 77— Wk
||l

Ejemplo 52 Consideremos el espacio vectorial C?, donde

< (@1, 9, 23) , (Y1, Y2, Y3) >= 101 + 173 + 221 + 42273 + 2373.

Determinar una base ortogonal de C3.



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 117

Solucién: Apliquemos el proceso a la base candnica {ej, eq, €3} de C3.

de donde {ey, e5 — €1, e3} es base ortogonal.
La base ortonormal esta dada por

Definicién 34 Sea v € V', no nulo,la funcion dada por

Proy,: V. — V

w <w,v>

<v,v> v

es llamada proyeccidon ortogonal sobre v.

Observacién: Note que w — Proy,(w) es ortogonal a v.
El siguiente teorema permite definir la distancia de un vector v a W < V' en dimension

finita

Teorema 79 Sea V' un espacio con producto interno, v € V. y W subespacio de dimension
finita de V', si
A={llv—-w|[ | weW},

entonces
1. min A = ||v — wyl|, con wy € W si y sdlo si v —wy es ortogonal a W.
2. Si existe min A entonces wg es unico.

3. SiW =A{wy,...,w,} base ortonormal de W, entonces min A existe y
wozz < v, w; > wj.
Demostracién:
1. Sea wg € W tal que v — wy ortogonal a W, por demostrar que
lo —wol[ < flv—wl], weW,
Para ello

<UvV—w,v—w>=<0V— Wy + Wy — W,V — Wy + Wy — W >
=< v — Wy, v — Wy >+ < Wy — W, Wy — W > (%)
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Luego
[[o = wl[* > Jv — wol*
Sea wy € W, tal que min(A) = ||v — wp||, por demostrar que v — wy es ortogonal a W.
Para ello tenemos que
l[v —wl||* = ||Jv — wol|* +2Re < v — wo, wo — w > +||wy — w||?

ademas
lv — wl|]* > [[v — wol

Asi

||wo — w||* + 2Re{v — wq, wy — w) 0 (y=wy—w)

l|ly||? +2Re < v — wp,y >

AVARY,
o

Desigualdad que es valida para todo y € W.

Sea a € F luego tenemos

llay||* + 2Re{v — wo, ay) > 0
aally||* + 2aRe(v — wo,y) > 0

<v—wy,y >
Escogiendo Supongamos que y # 0 a = _SUV= WY~

[ly|I?
<v-— >< — > 1
v wo,yH ||4y,v o lyl|* — WQ <Y, v—wy ><v—wy,y> > 0
) Y
—|<v—wyy>| > 0
<v—wy,y> = 0.
2. Unicidad: Sea wy,u elementos tales que min A = ||v — wy|| = ||v — u|| usando (*),
tenemos
o — wol* = [lv — ul[* + [Ju — wol[*
o = ul* = [Jv — wo| [* + [Ju — wol[*
entonces

llu —wolP =0 = u=w.
3. La demostracién esta dada por Gram Schmidt.

Definicién 35 Sea V' un espacio con producto interno, v € V. y W subespacio de dimension
finita de V.
Se define la distancia de v a W igual a

d(v, W) = min{||v — w|| | w € W.
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Ejemplo 53 Calcular la distancia de (1,7,1,9,1) a
W ={(z,y,2,w,t) ER® | 2+ -3y —6t —w=0A x—2z— 3t =0}
Solucién: Sea (x,y, z,w,t) € W, luego tenemos
(x,y,x — 3t,t,x — 3y — 6t) = 2(1,0,1,0,1) + y(0,1,0,0,—3) + £(0,0,—3,1, —6)

Claramente {(1,0,1,0,1),(0,1,0,0,-3),(0,0,—3,1,—6)} es una base de W.
Aplicando Gram Schimdt, y amplificando obtenemos

w; = (1,0,1,0,1)
Wy = (1a1>1a09 _2)
wy = (12,-9,-9,7,—3)

Luego tenemos que, v = (1,7,1,9,1)

<v,w; >
< W;, wW; >

dv,W) = ||U—Z

= [](1,7,1,9,1) = (1,0,1,0,1) — (1,1, 1,0, =2)]|
= ||(_1367_17972)|| =v133

w|

Definicién 36 Sea ¢ # S C V' con producto interior,
St ={ucV|(¥seS)u,s) =0},
es ortogonal a S.
Propiedad 80 Sea ¢ #.S C V con producto interior, entonces
St =< 85>t

Ejemplo 54 1. {0}t =V

2. V+={0}

3. C3 es un C-espacio vectorial, con el siguiente producto interno

(21,22, 23), (Y1, Y2,¥3)) = 171 + 21J2 + X201 + 42275 + 2373

Sea L = ((1,1,0)) < C3. Determinar L*

Teorema 81 Sea W un subespacio de dimension finita de un espacio con producto interno
V' entonces
V=WwaeWw
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Demostracién: Sea x € W N W+, como z € W tenemos
(r,u) =0 Yuec Wt

Pero x € W+, por lo tanto (z,z) = 0, es decir, z = 0.
Sea {wy, ..., wy} base ortonormal de W, para v € V, tenemos que

wo = Z(ani)vi ew,
entonces v — wy € W+. De lo cual
v=wy+v—wygeW+Wt

luego
V=W4+W

entonces

V=waowt

0
Observacién: En cada una de las descomposiciones de suma directa se pueden construir los
proyectores correspondiente

1. V. =W; & W, luego
Pl Vv — Wl
wy +wy —— W

el proyeccién 1 luego

PP=P, Pi=PR, PP=0, v=D)+ D).

2. V=Wao&WH, luego
PV W

es la proyeccion ortogonal, donde

P? =P, pero Pr=1—-P

3.4.1. Ejercicios Propuestos

Problema 79.

Sea F' un producto interno sobre R3 tal que la matriz asociada a F en la base canénica
es

[l NI
w O N
S W O
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Usar Gram Schmidt para diagonalizar F'

Problema 80.
Sea F un producto interno sobre C3?, tal que la matriz asociada a F en la base canénica

es
1 — 1
l 2 1—2
1 1+25 12

Usar Gram Schmidt para diagonalizar F’

Problema 81.
Sea F' un producto interno sobre C? tal que la matriz asociada a F en la base canénica
es

1 2—1 0
2+1 6 3—2
0 342 15

Usar Gram Schmidt para diagonalizar F’

Problema 82.
Considere el producto usual en R® y

W={2zcR® | z=ay+1x3 x4=m,+213}

1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 83.
Sean p, ¢ € Ry[x] Considere el producto

fp.q) =Y _p"(0)g“(0)
y sea
W={a+br+cr*+dr’+ex* €eRyfz] | a+b—c+d+2e=0, 3a+2b—5c=0}

1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+
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Problema 84.

Considere el producto usual en R® y sea
W= {(z,y,2,t,w) ER® | z+y—z+w—t=0, x+2y—t=0}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 85.
Sean p = a + bx + cx® + dxd + ex?, g =a +Vr + /2® + d'2® + €zt € Ry[x].
Dado el producto

f(p,q) = ad +bb' +cd +2dd' + de’ + ed' + ee’
y
W={a+br+cr’+da’+ex* €Ryfr] | a+b—c+2d+2e=0, 3a+2b—3c=0}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 86.

Sean p = a + bx + cx? + dxd + ext, g =d +Vr + 2? + d'x® + €zt € Ry[x]
Dado el producto

f(p,q) = ad' +bb' + cc + dd' + de’ + ed' + 2e€
y
W={a+br+cx*+di’+ex' €Ryfr] / a+b—c+d+2e=0, 3a+2b—5c=0}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 87.

Considere el producto usual en RS y
W={xcR® | z=ay+13 x4=m,+213}

1. Determinar una base ortogonal de W
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2. Determinar una base de W+

Problema 88.

Considere el producto usual en R y
W:{SL’GRG / T, = Ta, 213'3:213'4}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 89.

Sea C la base canénica R* y f una forma bilineal simétrica tal que

1 1 10
1 2 00
[f]c_lo?)l
001 2

1. Demuestre que f es un producto interno

2. Aplicar Gram Schmidt a {(1,1,0,1)(1,2,1,0),(1,2,1,1}

Problema 90.

Considere el producto usual en R® y
W={zeR | xy=xy+m3, 4=y T3}

Calcular la distancia de (1,1,1,—1,—1) a W

Problema 91.

Considere el producto usual en R® y
W={2zcR® | z,=xo+x3, x4=21xy+213}
Calcular la distancia de (1,1,2,3,1,2) a W

Problema 92.

Determinar condiciones para A € R de modo que la forma bilineal simétrica f) sobre
R*, dada en la base candnica por la matriz

3 =2 0 0
-2 9 10
[fA]C - 0 1 1 M\
0 0 X1
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sea un producto interno.

Problema 93.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacion justifique

1. Si f es una forma sesquilineal hermitiana no degenerada C" entonces f es un producto
interno.

2. Sean A, B € My(R) y f(A, B) = traza(AB*) es una forma sesquilineal hermitiana

3.4.2. Operadores Adjuntos

Teorema 82 Sean V' un espacio de dimension finita y f una forma bilineal sesquilineal no
degenerada y T € V* = L(V,K) Entonces existe un tnico vector w € V tal que T'(v) =
f(v,w), para todo v en V.

Demostracién: Supongamos que f es simétrica (hermitiana) y como es no degenerada
existe {vy,...,v,} una base ortogonal de vectores anisétropos de V.

IO
w=2 Flon o) "

veremos que

En general el vector w se obtiene al considerar el siguiente sistema
t
W]p [f]p [w]p = [Tv]g
donde B = {vy,vs,...,v,}, y con ellos el siguiente sistema

Alai] = [bi]
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con [w]p = [ai], A= [f]p,bi = T(v;), luego
] = A7 [bi]
Para la unicidad tenemos:
T(v) = f(v,w) = fv,u)(Vv € V),

luego
flo,w—u)=0 YveV,

de lo cual w —u =0, asi w = u. 0
Ejemplo 55 Sea C3 con la forma sesquilineal candnica.

L: C? — C

(z1,22,23) — 321 — 23 +iz3
Determinar w del teorema anterior

Solucion: Sabemos que w = z1e; + z2e9 + €323 y cumple con

L(v) = f(v,w)
Evaluando en los elementos de la base, tenemos las siguiente igualdades

L(er) = fler,w) =71
L(ez) = f(eq,w) =7
L(e3) = f(es,w) =73

calculando obtenemos que
3:f(61,w), - :f(€27w)7 i:f(e?ivw)

es decir,
w = 3e; — leg — 1e3

Ejemplo 56 Sean L € L(C3,C), tal que L(z1, 29, 23) = 321 — 23 + 123 y la forma sesquilineal
tal que en la base canonica matriz asociada es

1 144 0
fle=|1-i 3 0
0 0 1

Determinar w del teorema anterior
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Solucién: Sea w = xe; + yes + zes, como se cumple

L(v) = f(v,w)

Evaluando en los elementos de la base, tenemos las siguiente igualdades

L(e1) = f(er,w), L(ez) = f(ea,w), L(es) = f(es, w)

calculando obtenemos que
1Z+(1+49)y = 3
(1—-i)z+3y = —1

zZ = 1

es decir, resolvemos el sistema de ecuaciones

zr = 10—
y = —4—3
z = —

con lo cual obtenemos:
w = (10 — i)el — (4 + 3i)€2 — i€3

Teorema 83 Sean V' un espacio de dimension finita, f una forma bilineal (sesquilineal) no
degenerada, entonces existe un isomorfismo dado por

¢: V. = L(V,K)
x o~ xr=f:V = K
v~ f(vw)
Teorema 84 Sean V un espacio de dimension finita, f una forma bilineal (sesquilineal) no
degenerada y T : 'V — V wuna transformacion lineal, entonces existe un unico operador

lineal T™ sobre V' tal que
f(Tv,w) = fv, T"w).

Demostracion: Sea T : V — V una transformacion lineal y w € V'

L:'V — K
v — L) = f(Tv,w)

es una transformacion lineal.
Para ello, sean u,v € V,a € K
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Entonces existe un tnico wy tal que f(Tv,w) = f(v,wy), definimos a
= T"(w)
luego para cada v, w € V se cumple que

f(Tv,w) = f(v, T w).
Usando este propiedad obtenemos la linealidad

f(o, T (w+ aw")) = f(Tv,w + aw')

= f(Tv,w) +af(Tv,w'")

= f(v,T"w) +af(v,T"w’)

= f(v,T"w) + f(v,aT"w')
= f(v, T*w + aT*w')

por unicidad tenemos que
T (w + aw') = T*(w) + aT™*(w'")
O

Definicién 37 Sea f : V x V — K un forma bilineal o sesquilineal no degenerada y T un
endomorfismo de V.
Se dice que T tiene un operador adjunto sobre V si existe un operador lineal T™ sobre
V' tal que
f(Tv,w) = f(v,T*w), NMv,weV).

Observacién: El operador adjunto depende de T y de la forma bilineal o sesquilineal.

Ejemplo 57 Sea C? con la forma sesquilineal usual.
T C? — C3
(21,22,23) — (21— 22,23 — 121, 22)

Determinar T™.

Solucién: Sabemos que se cumple

f(Tv,w) = f(v, T*w)
En la base canonica, se tiene
f(Teiv ej) = f(eivT*€j>
Evaluando en e; = e; tenemos las siguiente igualdades
.f(T617 61) = .f(ela T*el)
f(Tez,e1) = f(e2, T 1)
f(Tes,e1) = f(es, T e1)
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calculando obtenemos que
1= f(e1, T 1), —1 = f(eg,T"e1), 0= f(e3, T e1).

es decir,
T*61 = €1 — €9

Ahora evaluando en e, tenemos las siguiente igualdades
.f(T61> 62) = .f(ela T*62)

f(Teg, 62) = f(eg, T*62>
f(Tez, e2) = fles, T e)

calculando obtenemos que
—i = f(e;,T"es), 0= f(es,T"e3), 1= f(es, T es).

Asi
T*62 = z'el + €3

Finalmente evaluando en es y tenemos las siguiente igualdades
f(Tei,e3) = f(er, T es3)

f(Teg, 63) = f(eg, T*63>
f(Tes, e3) = fles, T es)

calculando obtenemos que
0= .f(ela T*e3)a 1= f(627T*63)a 0= f(€3,T*€3)

es decir,
T*63 = €9

Con lo cual la transformacién esta definida por
T - c? — C3
(Zh 292, Z3) — (Zl -+ iZ27 23 7 X1, ZZ) )

Observacién: En el ejercicio anterior, también lo podemos desarrollar matricialmente.
Para ello sabemos que

luego tenemos que

f(Tv,w) = [Tole - 1d - Twle = Pla[T)s - 1d-
f(0,Tw) = e - Id - [T7wle = o - 1d - T

de lo cual obtenemos que




CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 129

En el ejercicio tenemos que

1 -1 0
Tle=1 -t 0 1
0O 1 0

por lo tanto
1 ¢ 0
T le=1] -1 01
0 1 0

es decir
T C3 — C?

(21,20,23) — (21 +i29,23 — 21,20)

En general tenemos el siguiente resultado.

Propiedad 85 Sea V' un espacio de dimension finita, f :V xV — K un forma bilineal o
sesquilineal no degenerada y T un endomorfismo de V', entonces para toda C base de V,

[T = [flc" - [T - [f]e

Demostracion: Sea C una base de V' luego

f(Tv,w) = [Tv]e - [fle - [wle = Ple[Te - [fle - [wle

f,T"w) = [le - [fle - [T*wle = e - [fle - [T"]elwle

Al evaluar en v;,v; € C, obtenemos la siguiente igualdad matricial

[T)6 - [fle = [fle - [T"e
[l [T [fle = [T"]e
[T = [flc" - [T - [fe

Ejemplo 58 Sea T(x1,x2) = (21 + 2x2, 11 + 22).
Determinar T™ respecto al producto interno canonico
Determinar T* respecto al producto interno f(x,y) = x1y1 + T1Y2 + Tay1 + 222Ys.

Solucidén: En el primer caso tenemos en la base canénica que

[T*]:[d[T]tfd:“ ﬂt: H H

luego
T*<SL’1,LL’2) = (LL’l + Zo, 25(31 + SL’Q).

Para el otro producto interno tenemos
t
o tetpmtes |02 =171 2771 1
== ][]
1
2

SRR ERTR by
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luego
T*(Slfl, LUQ) = T(Il, ZL’Q)

Propiedad 86 Sea V' un espacio de dimension finita, f:V xV — K un forma bilineal o
sesquilineal no degenerada y T, L endomorfismo de V' entonces

1. (cI)*=¢erl*
2. (T+ L) =T*+L*
3. (ToL)y=L*oT"

Demostracion: Para las demostracion tenemos que tener presente la unicidad del operador
adjunto, notemos que

f(Tv,w) = fv, T"w) Yv,weV
f(Lo, (cT)*(w) = f(v, L'w) Yv,w eV

1. Dado v,w € V
f(cTv,w) =cf(Tv,w) = cf (v, T*w) = f(v, T w)
f (o, () (w)) = f(v, T w)

luego
(cT)" =cT™

2. Sumando las igualdades tenemos

f(Tv,w)+ f(Lv,w) = f(v, L'w) + f(v, T"w)
f(Tv+ Lv,w) = f(v, L'w + T"w)
fU(T+ L)v,w) = f(v, (L*+T")w)

por definicion de operador adjunto tenemos
fo,(T+ L) w) = f(v,(L" +T")w)

luego
(T+ L) = (L"+T%)
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por definicion de operador adjunto tenemos
fo,(ToL) w)= f(v,(L" o T") w)

es decir
(ToL)"=L*oT*

U

Propiedad 87 Sea V' un espacio de dimension finita, f : V x V. — K un forma bilineal
simétrica (sesquilineal hermitiana) no degenerada y T un endomorfismo de V

(T*) =T
Demostracion: Dadas las condiciones del teorema
f(T* v, w) = f(v, (T w)

ademas

f('Ua Tw) = f(Twa'U) = f(waT*U) = f(T*'U’ w)
luego
fo,Tw) = f(T"v,w) = f(v, (T7)" w)
por lo tanto
(T =T

Propiedad 88 Sea V' un espacio de dimension finita, f:V xV — K un forma bilineal o
sesquilineal no degenerada y T' un endomorfismo de V' entonces

1. T es epiyectiva implica que T™ es inyectiva

2. T es inyectiva implica que T es epiyectiva
Demostracién: Supongamos que T es epiyectiva, y u € ker T
f(Tv,u) = f(o,T"u) =0 YveV

Pero T' es epiyectiva luego
flw,u)=0 YweV

es decir, u es ortogonal a todo el espacio, por lo tanto v = 0.
2. Supongamos que 7' es inyectiva, y u € (Im T*)L

f(Tu,w) = f(u, T*w) =0 YweV

es decir, T'u es ortogonal a todo el espacio, por lo tanto Tu = 0, pero T' es inyectiva luego

u = 0, Por lo tanto
(Im 7™ )™~ = {0}

de lo cual obtenemos
ImT*=V.
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Definicién 38 Sea f :V x V — K una forma bilineal simétrica (sesquilineal hermitiana)
no degenerada y T : V' — V un transformacion lineal entonces

Se dice que T es una Operador Normal siy solo st T oT* =T*oT.
Se dice que T' es una Operador Unitaria siy sélo si T* =T~!

Se dice que T' es una Operador Simétrico (Hermitico) si y solo si T* =T.
Propiedad 89 Si T es una operador unitaria entonces T es una operador normal

Demostracién: Si T es unitario luego T* = T'~1
Por lo tanto
ToT*=ToT '=Id=T"'oT =TT

es decir, T" es una operador normal O

Propiedad 90 Si T es una operador simétrico (hermitica) entonces T es una operador
normal

Demostracién: Si T' es simétrico luego T* =T
Por lo tanto
ToT*"=ToT =TT

es decir, T" es una operador normal 0

Propiedad 91 Sea f: V xV — K una forma bilineal simétrica (sesquilineal hermitiana)
no degenerada y T : V — V un transformacion lineal normal entonces

1. Si v es un valor propio de T' entonces T*(V,) C V,
2. St « es un valor propio de T* entonces T'(V,) C V,
Demostracién: Sea v un vector propio de T" asociado al valor propio « luego T'(v) = aw
T(T*v) =T"(Tv) = T"(aw) = oT*(v)

luego T™*(v) es un vector propio asociado al valor propio «, por lo tanto T%*(v) € V.
Sea v un vector propio de 7™ asociado al valor propio a luego T*(v) = awv

T*(Tv) =T(T"v) = T(aw) = T (v)

luego T'(v) es un vector propio asociado al valor propio «, por lo tanto T'(v) € V.
[l

Propiedad 92 Sea f un producto interno sobre V' de dimension finita, T una transforma-
cton normal, entonces

1. kerT = ker T*
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2. Si a es un valor propio de T', con vector propio v entonces @ es un valor propio de T,
con vector propio v.

3 kerT 1L ImT.
4. ker T® = ker T' para todo i € N,i > 1
Demostracién:
1. Notemos que
f(Tu, Tu)=0«< f(u,T"Tu) =0< f(u,TTu) =0 < f(T"u,T"u) =0
Luego u € ker T si y sélo si u € ker T™.
2. Si T'(v) = aw, luego
f(T"v —awv, T"v — av) =
= f(T"v, T*v) + f(aw,aw) — f(T™v,av) — f(aw, T"v)
= f(v, T"Tv) + aaf(v,v) — af(v,Tv) —af(Tv,v)
= f(Tv,av) + aaf(v,v) — af(v,av) —af(av,v)
= f(

av, ) + aaf(v,v) — aaf(v,v) — aaf(v,v) =0
De este modo T™v —awv = 0.

3. Sea u € ker T',v € Im T, por (2) tenemos que T*u = 0, ademés
flu,v) = f(u, Tw) = f(T"u,w) = 0.

Por lo tanto, (ker 7)™ = Im T
4. ker T? = ker T, claramente ker T' C ker T2
Sea u € ker T?, como T'(Tu) = 0 luego Tu € ker T' = ker”
f(Tu,Tu) = f(u, T*(Tu)) = f(u,0) =0
Es decir Tu = 0, de lo cual u € ker T’
0

Teorema 93 Sea T un operador normal sobre un espacio con producto interno complejo de
dimension finita entonces T es diagonalizable

Demostracién: Sea T' un operador normal, y Pr(z) el polinomio caracteristico, y & un valor
propio.
Ya que T" es normal y como (1" — ald)* = T* — ald entonces

(T* — ald) o (T — ald) = (T — ald) o (T* — ald)

luego T' — ald es normal.

Por la propiedad anterior se tiene que ker(T' — ald) = ker(T + ald)?, luego todo los
valores propios tiene multiplicidad uno en el polinomio minimal.

De este modo se tiene que T es diagonalizable. U
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Corolario 94 Una transformacion lineal simétrica sobre un espacio de dimension finita
entonces T' es diagonalizable.

Demostracion: Sea T' un operador simétrico, luego tenemos
av=Tv=T"=av

Como v es no nulo, todo los valores propios son reales y ademas T es normal luego es
diagonalizable O

Definicion 39 Sean V un espacio con producto interno, yT : V — V una transformacion
lineal.
Se dice que T preserva el producto interno si y solo si

(Tv, Tw) = (v,w) con v,w € V.

Propiedad 95 Sean V' un espacio con producto interno, con C una base de V1T :V — V
una transformacion lineal.
T preserva los producto interno si y solo si

(Tv;, Tvj) = (v, v5) con v;,v; €C.

Demostraciéon: Supongamos que preserva en la base, si v,w € V entonces
v = Z a;v;, w = Z bjv;
i J
al evaluar tenemos
(Tv, Twy = (T z:cm)Z Z bjv;))
- S ST
- ST He
S0

= (v, w)
luego T' preserva el producto interno, en el otro sentido es inmediata. O

Ejemplo 59 Hallar T € End(R?), tal que preserva el producto interno candnico.

Solucidén: Sea T € End(R?), tal que
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Yy “T1 0 r yl| |10
z w 0 1 zw| |01
Multiplicando obtenemos que

422 zy+zw | [1 0
xy+z2w yr4+w? | |0 1

Luego se tiene que

luego tenemos que
=1, wy+aw=0, y+uw=L

Ya que x e z no pueden ser ambos nulo, se despeja en la segunda ecuacion y reemplazamos
en la tercer para obtener:

mee {5 _2][0 ]iesr-1)

Propiedad 96 Sean V' un espacio de dimension finita con producto interno,
G={T e EndlV) | (Ve,yeV)(<Tz,Ty>=<uz,y>)}
es un grupo con la composicion.

Solucidén: Ya que V un espacio de dimension finita con producto interno, luego existe una
base ortonormal C de V.
Sea T € (G, luego se tiene que

[Te - [<>le-[Tle = [<>]e
[Te-1d-[Tle = Id
[T)e-[Te = Id

es decir, T € Aut(QG).
Dados T, L € G, u,v € V, se tiene que

< L(Tu), L(Tv) >=<Tu,Tv >=< u,v >

Por lo tanto Lo T € G.
Finalmente T € G, existe T~! € Aut(V), dado u,v € V, se tiene que

<T7Hw), T ') >=< T(T' (), T(T"*(v)) >=< u,v >

De lo cual tenemos que G < Aut(V'), es un grupo. O

Grupo Ortogonal

Sea f :V x V — K, una forma bilineal simétrica no degenerada.
El conjunto de los automorfismo que preservan la forma f es un grupo y se llama grupo
ortogonal

O(f) ={T € Aut(V) | (Vo,y € V) (f(Tz,Ty) = f(z,y))}
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Grupo Unitario

Sea f :V x V — C, una forma sesquilineal hermitiana no degenerada.
El conjunto de los automorfismo que preservan la forma f es un grupo y se llama grupo
unitario.

U(f) =AT € Aut(V) | (Vz,y € V)(f(Tz,Ty) = f(x,y))}

Ejemplo 60 Demostrar que el grupo que preserva el producto interno candénico de C? es

a —bu _ T -
{[b ELU]GM2(C) | aa+bb—1/\uu—1}

3.4.3. Ejercicios

1. Sea f un producto interno sobre V', y T : W — V una transformacion lineal inyectiva.

Demostrar que fr(z,y) = f(T'(z),T(y)) es un producto interno en W.
2. Sea f un producto interno sobre V y S C V, demostrar que
a) {0}t =V
b) S+ <V
) V==5ta (s

3. Demostrar la desigualdad

a1+ as+ ...+ ay 2< a?+ai+..+a?
n - n ’

(Vn € N) (Va; € R) (

4. Sea V = R3, un R-espacio vectorial, y f el producto interno canénico
Op(V)={T € Aut(V) | [f(Tz,Ty)= f(z,y)}
Determinar A = {g € Op(V) | g(e2) = e2}.
5. Sea V = C3, un C-espacio vectorial, y f el producto interno canénico
Up(V) =A{T € Aut(V) | f(Tz,Ty)= f(z,y)}
Determinar A ={g € Uf(V) | g(e2) = e2}.
6. Sea T : C* — C?, tal que
T(z1, 9, x3) = (x1 + T2, 371 + 23, T2 + ix3).

Hallar T™(x), respecto a la forma sesquilineal hermitiana no degenerada canénica (o
usual) de C3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea f: C3 x C* — C tal que f(z,w) = 21 + 22W3 + 23wW3. una forma sesquilineal no
degenerada y h, : C* — C3 tal que hy(2) = az. Hallar h}
Sea T : C3 — C3? tal que T'(2) = (iz1 + (2 + 3i)22, 321 + (3 —4)23, (2 — 51)23).

Hallar 7™ respecto a la forma sesquilineal no degenerada hermitiana usual.

Sea f un producto interno en V' y T' € End(V) un operador normal tal que 7% = 0.
Demostrar que 7" = 0.

Sea f un producto interno en V' y 7' € End(V') un operador normal en V'

Demostrar que,
(Vr € N*)(ker(T") = ker(T"))

Sea f un producto interno en V' y T' € End(V) un operador normal tal que 7% = 0
Demostrar que T' = 0.

Demostrar que dada una forma sesquilineal hermitiana no degenerada, siempre existe
un vector no isoétropo.

Sea V un espacio con f un producto interno complejo de dimension finita y 7" un
operador lineal sobre V.
Demostrar que T' es simétrico o autoadjunto si y sélo si f(Tz,x) es real para todo

rzeV

Sea F' un forma hermitica tal que F' no tiene vectores isétropos no trivial entonces, F'
es positiva definida o bien negativa definida.

Sea F(A,B) = ntr(AB) — tr(A)tr(B), donde A, B € M(n,C). Demostrar que F es
una forma hermitica.
. Tiene vectores isétropos no nulo?

Sea F' una forma sesquilineal no degenerada y simétrica sobre V y T : V — V una
transformacion lineal. Demostrar que 7'+ T™ es autoadjunto.

Sea A € M, (R) simétrica (A = A'). Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) « es una raiz de P4(z) entonces « es real .
b) A es simétrica (nilpotente) entonces A% es simétrica (nilpotente).

¢) A simétrica y nilpotente entonces A = 0.
Sean ajq, ag, ...c,. todas sus raices P4(z) en R. Consideremos
g(z) = (r —a)(x —ag) (z—ap).

d) Si A es simétrica entonces g(A) es simétrica y nilpotente.

e) Si A es simétrica entonces A es diagonalizable.
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3.4.4. Ejercicios Propuestos

Problema 94.
Sea B = {1 + 2,2 — x,z + 2%} una base de Ry[z] y f un producto interno tal que la

matriz asociada en esta base es

— DN
N Ot DO
DN DN =

Si
T(a+br+cz®)=a+b+ (a+b+c)x+ (2a — b+ c)a?

Determinar T*, adjunto de T, respecto a f.

Problema 95.

Sea C = {1,z,2% 2} la base canénica de R3[z] y f una forma bilineal no degenerada tal
que

[f]c:

O O = =
_ O N =
—= NN OO
N~ = O

Si
T(a+br+cx* +de®)=(a+b—c)+(a—b+c)x+(a—c+d) 2’ + (a+c—d) 2>
1. Hallar T*(a + bz + cx?® + dx3), respecto a f

2. Determinar si 7™ es biyectiva

Problema 96.

Sea B = {1,1+2* 1+ 2° 1+ 2} una base de R3[x] y f una forma bilineal no degenerada
tal que

O RN
N — O =
— N

Si
T(a+bx+cx®+da*) = (2a+b)+ (b+c)x+ (a—c)2* + (a — d) 2°.

una transformacién lineal, entonces
1. Hallar T*(a + bz + cx® + dz?), respecto a f

2. Determinar si 7™ es biyectiva



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 139

Problema 97.

Sea F' una forma hermitiana sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base canénica
es

0 2—1 0
2+ 0 3—21
0 3+2 1

Si
T(z,y,2) = 3z +iz,y + (1 +1i)z, (1 — i)z + (3+ 24)y)

una transformacién lineal, entonces
Determine T* (operador adjunto), respecto a F.

Problema 98.

Sea B = {1,1+4z,1+ x + 2*} una base de Ry[z] y f un producto interno real tal que la
1 21
matriz asociada en esta base es | 2 5 2 | y T : Ry[z] — Ry[x] tal que
1 2 2

T(a+br+cx®)=a+b+ (a+b+c)r+ (2a — b+ c)z?
Determinar 7™ adjunto de T, respecto a f.
Problema 99.

Sean a + br + ca? + dx® + ez, d' + Va + da? + d'a® + €2t € Ry[z]
Considere el producto

f(p,q) = ad + bV +cc +2dd + de’ + ed' + ee’

T(a+br +cx® +dx’* +ex?) =a+b+ (c+2d)x + (a +e)x* + (b — 2b)x*

una transformacién lineal, entonces
Determinar 7% adjunto de T', respecto a f

Problema 100.
Sea f: C3 x C* — C tal que f(z,w) = 21y + 299 + 23w3 producto interno complejo
usual

1. Sea h, : C* — C? tal que hq(z) = az. Hallar b}

2. Sea T : C* — C?® tal que T'(u,v,w) = (iu+(243i)v,3u+(3—14)v, (1 —2i)v+ (1 —5i)w).
Hallar 7™ .
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Problema 101.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C? tal que

1 1443 0
fle=|1-i 3 1—i
0 1+i 3

y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (a+1ib,ib+ c,ia — c).

una transformacién lineal, entonces

1. Determine una base ortogonal para f
2. Hallar T*(a, b, ¢), respecto a f

3. Determinar si 1" es normal

Problema 102.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C3 tal que

0 2—1 0
flo=1|2+i 0 3-2
0 342 1
y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (ia + 2b,b0+ (1 —i)c,a — c).

Determinar 7% adjunto de T respecto a f

Problema 103.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C3 tal que

1 2—1 0
fle=|2+i 6 3-2
0 342 15
y T :C?* — C?, tal que
T(a,b,c) = (2a +ib,b+ (1 +1i)c,a —¢).
a) Hallar T*(a, b, ¢), respecto a f

b) Determinar si T™* es biyectiva



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL

Problema 104.

141

Sea B = {e3,e5 + 3,61 + 3 + e3} una base de R® y f un producto interno tal que la

1 -1 1
matriz asociada en esta basees | —1 2 1 | y T :R3 — R3 tal que
1 1 6

T(a,b,c)=(c—a,a—b+c¢,2a—b+c)

Determinar [T%|g y T™(e3)

Problema 105.

Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C? tal que

1 — 0
fle=17 2 1-i
0 14+ 3

y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (a+1ib,ib+ c,ia — c).

1. Determine una base ortogonal para f
2. Hallar T*(a, b, ¢), respecto a f

3. Determinar si 1" es normal

Problema 106.

Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C? tal que

0 1—2 0
flo=|1+20 0o 3-2
0 3+ 2i 1
y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (ia + 20,0+ (1 —i)c,a — c).

Determinar 7% adjunto de T respecto a f

Problema 107.

Sea f una producto interno real usual sobre R" y T,, € L(R",R™), para todo u € R"

definido por
Tu(z) =2 —2f(u,x)u.
Para todo u € R"”
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1. Determine el adjunto de T,
2. T, es un operador normal, simétrico.

3. Demuestre que si f(u,u) = 1 entonces T), preserva el producto interno f.

Problema 108.

Sea f un producto interno sobre un espacio complejo de dimensién finita V 'y T' € L(V, V)
tal que (Yo € V) (f(T(v),v) =0), entonces

T =0.

Problema 109.

Sea f un producto interno sobre V' un espacio real de dimension finita y 7" un transfor-
macion lineal que preserva f. Demostrar que det ([T]¢) = £1.

Problema 110.

Sea C? con el producto interno usual y T' € End(C?) tal que T'(a,b) = (ia — ib, —ia + ib)
Determinar si 7' es normal, hermitiana, o unitaria.

Problema 111.

Sea f un producto interno sobre un espacio real de dimensién finita V' y T € L(V, V) tal
que T'=1T7%.

Demostrar que si «, 8 son dos valores propios distintos de 7" entonces V,, C (Vﬁ)l .

Problema 112.

Sea f un producto interno sobre un espacio complejo de dimensién finita V 'y T € L(V, V)
operador unitario
Si W <V invariante por T, es decir T(W) C W, entonces W+ invariante por 7.

Problema 113.

Sea V' un espacio vectorial y {vy, vy ..., v,} una base ortonormal de V' 'y 7" € L(V,V) un
operador unitario entonces
Demostrar que {Tvy, T'vs,..., T, } una base ortonormal de V'

Problema 114.

Sea W < V| f un producto interno sobre un espacio de dimensién finita V 'y T' € End(V)
normal entonces

Demostrar que W es T- invariante si y sélo si W+ es T*- invariante

es decir

TW)CW «— T (W) c wt



