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Capitulo 1

Grupos

1.1. Introducciéon

La nociéon de grupo la podemos encontrar en distintas area de la matematica o en la
naturaleza.

Un primer tipo consiste en las simetrias de un objeto, por ejemplo los poligonos regulares,
para evidenciar las simetrias es conveniente marcar los objetos de alguna manera, aunque esta
marcas no son partes del objeto, en el caso de los poligonos regulares, pueden ser los vértices
o las aristas, en particular para el tridngulo equilatero tenemos las siguientes simetrias:

J R

Sea G el conjunto de todas las simetrias de esta figura, en este conjunto es facil definir
una operacion binaria, que corresponde aplicar una después la otra de estas simetrias, y
es claro que obtendremos una nueva simetria.

Podemos describir todas las simetrias de esta figura y la denotamos por Sim(Tridngulo).

Para otros poligonos regulares también se puede determinar el mismo conjunto de si-
metrias.

Los objetos también puedes ser tridimensionales, como los poliedros regulares, en cuyo
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caso podemos incorporar marcas en las caras.
Tetraedro, Octaedro, Cubo, Dodecaedro.

AG F

Otro tipo de conjunto donde existe una operacién binaria, es en el siguiente, sea G el
conjunto potencia de A = {a, b, c} y la correspondiente operacién binaria dada por diferencia
simétrica, de otro modo,

AN GxE — G

(X,Y) — XAY :=XUY-XNY

En el ejemplo anterior tenemos la siguiente tabla de la diferencia simétrica u operacién
binaria

L s | ¢ |

{a} | {0} | {d [ {ab} [ {ac | {bc} [{abc}]

¢

¢

{a}

{b}

{c}

{a, b}

{a,c}
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{a,b,c}

{a}

{a}

¢

{a, b}
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{c}
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{b}

{b}

{a, b}

¢
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{a}
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{c}
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{c}

{c}

{a,c}

{b,c}

¢

{a,b,c}

{a}

{b}
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{a,b}

{a, b}

{b}

{a}

{a,b,c}

¢

{b,c}

{a,c}

{c}

{a,c}

{a,c}

{c}

{a,b,c}

{a}

{b,c}

¢

{a, b}

{b}

{b. c}

{b. ¢}

{a,b,c}

{c}

{b}

{a,c}

{a, b}

¢

{a,b,c}

{a,b,c}

{a,b,c}

{b, ¢}

{a,c}

{a,b}

{c}

{b}

{a}

¢

En forma natural se puede generalizar el ejemplo anterior del siguiente modo, dado un
conjunto X no vacio y G = P(X) el conjunto potencia, entonces tenemos que la diferencia
simétrica A es una operacion binaria en G.

En cada uno de estos conjuntos con las respectivas operaciones binarias, podemos buscar
o escudrinar, que propiedades basicas cumplen o satisfacen.

1.2. Nociones Basicas

Definicién 1 Sea G un conjunto no vacio.

1. Se dice que (G, *) es un Grupotide si y sdlo si

x: GxG — G

(@,b) — axb es una funcion

Otra manera de referirse a esta propiedad es Clausura w Operacién Binartia



CAPITULO 1. GRUPOS 5

2. Se dice que (G, ) es un Semigrupo si y solo si, (G, *) es un grupoide y ademds (*) es
asociativa

(Va,b,c € G)((axb)xc=ax* (bxc)).
3. Se dice que (G, *) es un Monoide si y solo si (G, *) es un semigrupo y ademds (x) tiene
neutro

(Jee G)Va e G)axe=exa=a).

4. Se dice que (G, *) es un Grupo si y solo si (G,*) es un monoide y ademds (x) tiene la
propiedad del inverso

(Va € G)(Fb € G)axb=bxa=e).

5. Se dice que (G, *) es un Grupo Abeliano siy solo si (G,*) es un grupo y ademds (x)
tiene la propiedad conmutativa

(Va e G)(Ybe G)(axb=bxa).

Observacién: No se debe confundir “grupo puro” con “puro grupo”

Ejemplo 1 Los siguientes conjuntos con la operacion que se indica son grupos:

~
5
_l’_

) con K=7,Q,R,C,Z,
F(X,G),*)el conjunto de la funciones de X en el grupo (G, x)
Biy(X),0)el conjunto de las biyecciones de X en X

Ejemplo 2 Sea G =7, y se definea®b=a+ b+ 1.

Demostrar que (G, @) es grupo.
Solucion: Claramente (Z,®) es un grupoide, pues ® : Z X Z — Z donde ®(a,b) = adb =
a+ b+ 1 es un unico valor, luego es una funcion bien definida.
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Ahora veamos que @ es asociativa, sean a,b,c € 7 se tiene que

(adb)@dc = (a+b+1)dc
= a+b+14+c+1
— a+(b+c+1)+1
a®(b+c+1)
a® (b c)

Lo cual prueba que & es asociativa, y por tanto (Z,®) es Semigrupo.
Ahora para encontrar el elemento neutro, nos basaremos en suponer que existe, es decir,
supongamos que para todo a € Z existe b € Z tal que

a®b = a
& a+b+1 = a
& b+1 = 0
& b = -1

Luego, como —1 € 7Z, y se puede comprobar que —1, es el neutro por la derecha de (Z,®),
y andlogamente también es el neutro por la izquierda, por lo tanto —1 es el elemento neutro
de (Z,®), luego (Z,®) es un Monoide.

Por dltimo, supongamos que para cada a € 7. existe ¢ € Z tal que

adc = -1
< a+ce+1 = —1
& c = —2—a

De este modo, obtenemos que —2 — a es el inverso por la derecha de a, de forma andloga
tendremos que —2 — a es el inverso por la izquierda y por tanto —2 — a es el inverso de a,
luego (Z,®) es un Grupo.

Mas ain, tenemos que (Z,®) es un Grupo abeliano, ya que para todo a,b € Z se tiene
que

a®db = a+b+1
= b+a+1
= bDa

4

Ejercicio 3 Sean A un conjunto, G = P(A) el conjunto potencia y A\ la diferencia simétrica.
Demostrar que (G,\) es grupo abeliano.

Ejercicio 4 Sea G = Z, se define a ©®b=a + b+ ab.
Determinar si (G,®) es semigrupo, monoide, grupo.
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Grupo Diedral

Sea n € N, entonces D,, = Sim(n — agono regular)

Enumeremos los vértices del 1 al n en el sentido del reloj, de manera referencial. Al
realizar una simetria obtenemos una biyeccién del conjunto de vértice en si mismo. Ademas
notemos que una simetria envia vértices adyacente en vértices adyacentes. De este modo
podemos contar las posibles simetrias, el vértice 1 tiene n, posibilidades y el vértices 2 sélo
tiene dos posibilidades, los adyacentes a la imagen del vértice 1, los demas quedan tinicamente
determinados.

Por lo tanto hay a lo mas 2n simetrias.

Ahora construiremos las simetrias, cada n-agono regular, se puede rotar en 360/n grados,
luego existe n rotaciones denotemos por R; esta rotacion, note que las rotaciones no dejan
fija ningiin vértices. Ademas existe las reflexiones, para ello debemos diferenciar casos.

Caso n impar:

V R

*

El lado opuesto a un vértice es una arista, buscando el punto medio, se construye la
reflexién, cada una de las cuales deja un punto fijo distinto, luego existe otras n reflexiones.
Caso n Par:

Vv A R

El lado opuesto a un vértice es otro vértice, luego esta reflexiones dejan fija dos vértices,
de este modo hay n/2 reflexiones, pero existe otro tipo, dada una arista existe la arista
opuesta, buscando los puntos medios, se construye la reflexion, cada una de las cuales deja
dos arista, luego existe otras n/2 reflexiones.

De este modo existen 2n simetrias en un n-agono regular

Es importante comprender, que la anterior demostracion lleva implicita la construccion,
pero no la notacion mas conveniente. Para ello enumeraremos los vértices en el sentido
contrario del reloj correlativamente. R; la rotacién en el sentido de la enumeracion en un
angulo de 360/n, V; la reflexién que deja fijo el vértice ¢ y cuando corresponda A; ;1 la
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reflexiéon que deja fijo la arista {i,7 + 1}

Veamos un ejemplo.
4 3 3 2

Ry

A lo menos hay dos posible forma de describir esta funcién, es importante entender las

implicancia de cada una de ellas. En este texto optaremos por “donde esta” por ello tenemos
lo siguiente:

Lo cual lo denotaremos por

R 1 2 3 4 (12 3 4

"\ R(1) Ri(2) Ri(B) Ri(4) ) 2 3 41

4 3 2 3
1%

1 2 1 4

Lo cual corresponde a

Ahora operaremos ambas simetrias
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Lo cual significa que primero hemos realizado la simetria V; y después hemos rotado.

1234*1234_1234
2 3 41 1432) \2143

Lo cual corresponde a a compuesta de funciones.
Observacién: Recuerde que la enumeracién no pertenece a la figura solo es referencia, y la
notacion no debe depender de las circunstancias.

Ejercicio 5 Sea n € N, entonces D,, = Sim(n — agono reqular) es un grupo.

Simetrias del Cubo

Es importante tener presente que al describir esto grupo, involucran varias decisiones que
llevan a distintas visualizacion del mismo este. Una de ella es que enumeramos las caras, las
aristas o los vértices, son 6 caras, 12 arista y 4 vértices. cada una de ella bien de a pares ya
que se distingue claramente el opuesto en la figura. y toda simetrias debe respetar lo opuesto.

Argumentemos de dos formas distintas, si enumeramos las caras de modo que la opuesta

sume 7, siempre sabremos que dado una la otra tiene una tnica posibilidad, por ello para la
primera cara tenemos 6 posibilidades, adyacente a ella a cuatro, luego la otra tiene dos posi-
bilidades y finalmente la tercera tiene dos posibilidades, entonces a lo mas hay 48 simetrias,
una argumento similar lo obtenemos con los vértices, para el primero hay 8, para el segundo
hay 3 y para el tercero hay 2, total 48.
Observacién: Lo anterior nos lleva “interpretar” que entendemos por simetria. Hay a lo
menos forma de entender una primera y més general que consiste en preservar los elementos
notable del objeto (vértices en vértices, aristas en arista, caras en cara, etc). y otra en que
realizable sin deformar la figura)

La discusion es mas profunda, ya que involucra el espacio en que se encuentra la figura,
para mas informacion mirar la teoria de grafos.

Para el desarrollo del curso, solo trabajaremos con las simetrias realizables en el espacio
tridimensional. Una forma de reconocer este hecho, es mirar desde el exterior a la cara
principal {1,2,3,4} debe ser contraria al movimientos de las manecillas del reloj.

7 8

De este modo son solo 24 simetrias realizables, ya que el tercer vértices tiene una sola
posibilidad de mantener la orientacion.
Los tipos de movimientos son tres,
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Movimiento de Caras C; j, donde ¢, j son opuestos en una cara. Consiste en dejar fija
la cara y mover en un cuarto de vuelta 90° el cubo en el sentido contrario al reloj.

7 8 8 5

/ Ci3

1 2 4 1
Movimiento de Arista A, ;, donde {7, j} es una arista. Consiste en dejar fija la arista
y mover en 180° el cubo.

7 8 8 7

2,79

Aj o

Movimiento de Vértices V;, donde 7 es un vértices. Consiste en dejar fijo el vértices y
mover en 120° el cubo en el sentido contrario al reloj.

7 8 7 6

1.2.1. Propiedades Basicas
En todo lo que sigue G representa un grupo y la notacién empleada sera multiplicativa.

Teorema 1 Sea G un grupo, entonces
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1. El elemento neutro es unico.
2. El elemento inverso de cada elemento es unico.

Demostracion: Si e es el neutro, entonces para todo a € G se cumple que ae = ea = a.
Supongamos entonces, que existe e, ¢’ € G que también satisface la condicién anterior. Luego

ee' =ce=¢ (1.1)
y por otro lado
de=ce =e (1.2)
Por (1.1) y (1.2) se tiene que
e=ce =¢
es decir
e=¢.

La segunda parte de la demostracion se deja de ejercicio, puesto que es una consecuencia
inmediata de la siguiente proposicion. 0
Notacién: El elemento neutro también se llama la identidad de G, en notaciéon multiplicativa
se denota por 1 y en notacién aditiva por 0.

El elemento inverso de a se denota en notacion multiplicativa por a~
aditiva por —a.

1y en notacién

Propiedad 2 (Cancelacién) Sea G un grupo

1. (Va € G)(VYb € G)(Ve € G)(ab = ac & b= ¢) cancelacion izquierda

2. (Va € G)(Vb e G)(Ve € G)(ba = ca < b= c) cancelacion derecha

Demostracion: Sélo demostraremos la primera equivalencia.
Supongamos que ba = ca, luego como G es grupo, existe a™! € G talqueaa™! = a~ta =
e, entonces tenemos que
b=be=>blaa ') = (ba)a™ = (ca)a ' =claa™') =ce =c

es decir,
b=c

En la otra direccion es inmediata teniendo presente que la operacion binaria es una funcién,
sea b = ¢, luego (a, b) = (a,c) por lo tanto tiene igual imagen ab = ac. O
Una consecuencia de la propiedad de cancelacién es la siguiente proposicion

Propiedad 3 Sea G un grupo y a,b € G entonces
1. La ecuacion ax = b tiene unica solucion en G y es x = a~'b

2. La ecuacion xa = b tiene tunica solucion en G y es x = ba™".
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Demostracion de ejercicio U

Ejemplo 6 Resolver la siguiente ecuacion (si tiene sentido).
llx =4 en U(Z3157)

Solucién: Recordemos que un elemento en Z,, es invertible (tiene inverso multiplicativo) si
y sélo si es primo relativo con n. Ahora, como MCD(11,3157) = 11, entonces 11 y 3157
no son primos relativos y por tanto 11 no es invertible en Zsy57, luego la ecuacién no tiene
sentido en este grupo. U

Ejemplo 7 Resolver la siguiente ecuacion (si tiene sentido).
200 =3 en Z/{(Zgl57)

Solucion: Por la observacion hecha en el ejemplo anterior, esta vez la ecuacién sentido y
por ende tiene soluciéon U(Zs157), ya que MCD(3,3157) =1y MCD(25,3157) = 1.

Para resolver la ecuacién sélo debemos encontrar el inverso de 25 en Zs57, v para esto
recurriremos al algoritmo de Euclides (de la divisién). Tenemos

3157 = 25-126+7

25 = T7-3+4+4
7 = 4143
4 = 3-1+1
De otro modo
7 = 3157 —-25-126
4 = 25-7-3
3 = 7—-4-1
1 = 4-3-1
Asi tenemos que
1 = 4-3-1
= 4—(7T-4-1)-1
= 4.2-7

|
(\V]
ot
(\]
|
|
|

252 — 7(3157 — 25 - 126)
252 — 73157 + 25 - 882
— 25(884) 4 3157(—7)

es decir

1 = 25(884) + 3157(—7)

aplicando médulo 3157 en la ecuacién anterior tenemos:

25(884) =1 (moéd 3157)
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Luego 884 es el inverso de 25 en Zs;57. Finalmente tenemos que

x=884-3=2652 en U(Zsys7)

O
Ejemplo 8 Considere las siguientes funciones f, g, h € Biy(R) tales que
flz)=3x+1; g(x)=2—x; h(x)=>5x+1.
Resolver foZog=h.
Solucion: Note que las funciones son biyectiva y que
—1 -1
[y =" g @) =2—x W (e) =
3 5
Luego despejando tenemos
Z=f1lohog!
De lo cual obtenemos Z(z) = 2522, Por lo tanto
Z: R - R
T o~ 1035@‘
O

Ejemplo 9 Sea D15 el grupo de las simetrias del poligono regular de 15 lados, donde V; es
la reflexion que no mueve el vértice i y R es la rotacion en 24 grados en el sentido de la
ENUMEracion.

Resolver las siguientes ecuaciones, de modo de reconocer el tipo de movimiento.

1 V3 =Vi.Xy
2. Vo = V1XoV;

Solucién: Para la primera ecuacién tenemos que X; = V; V3, para reconocer el elemento,
verifiquemos la imagen dos elementos adyacentes.

Xi@3)=Vi'Va@3) =V (3) =14y X1(2) = V' 15(2) = Vi (4) = 13
Luego X;(1) = 12, luego es una rotacién en 264 grados.
La segunda ecuacion Vo = V1 X5V, luego se tiene que Xy = VflVQVf1 = V1VuVi, ya que
es su propio inverso, ahora verifiquemos la imagen dos elementos adyacentes

Xo(1) = VVaVi(1) = WVa(1) = Vi(2) = 15 y X(2) = NVaVA(2) = ViVe(15) = V4(3) = 14

Luego X5(3) = 13, luego es una reflexién en el vértice 8. O
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Ejemplo 10 Sea G el grupo de las simetrias del cubo.

Sean Vo = V5" la rotacion en 120 grados que no mueve el vértice 6, Ay 4 la rotacion en
180 grados que no mueve el arista {1,4} y C' = C’ft5 es la rotacion en 90 grado que no mueve
la cara {1,2,5,6}.

Resolver explicitamente la siguiente ecuacion:

CoXolVg= A1,4
Solucion: Para la primera parte, despejando obtenemos que
X = Cil e} A174 o} ‘/671

Para determinar que tipo de movimiento es podemos

7 8 5 2 4 1 1 6
4 3 8 3 7 ) 6 4 7
| _—9
Ve ..// Ay c-
6 5 6 1 3 o 2 2 5
1 2 7 4 8 5 3 8

Para reconocer el movimiento buscamos vértices aristas o caras fijas, en este caso tenemos
los vértices 4,5 estan fijos.

7 8 1 6
4 3 4 7
6 5 2 bt
1 2 3 8
X=V=V

Corolario 4 Sea G un grupo y a,b € G entonces
1. () t=a
2. (ab) P =b"ta"!

Demostracién: Para la primera afirmacién, sea a € G, luego existe a~! € G, de igual modo
existe el inverso de a™!, denotado por (a™!)™!, es decir se tiene que

ac ' =e altla) t=e
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Luego se tiene
a=ac=a(a(a))=(aa)(a ) =ela) = (a)"
Para la segunda parte, notemos que

ab(bra ™) =abb at =aat =e

(b taNab=b"tata)b=b""b=¢

Luego, b~ta~! es el inverso de ab. Por lo tanto, por la segunda parte del teorema 1 tenemos
que

(ab)™ =b"ta!
O
Observacién: Sean g1, g2, 93, 94 € G.
Notemos que podemos tener distinto tipo de agrupacién
(9192)(9391) = ((9192)93)91 = (91(9293)) 92 = 91((9293)94)
luego e producto g19293g4 esta inicamente determinado.
Teorema 5 (Ley de Asociatividad Generalizada) Sean ¢, go,. .., g, elementos de G,

el producto de ellos, estd unicamente determinado, sin importar el orden en que se agrupen
los productos cuidando si, de no alterar el orden de los factores.

Observacién: Teniendo presente el teorema anterior y el corolario podemos escribir sin
ambigiiedad la siguiente expresion:

(gl e gn)_l — g;l P gl_l

Ademas podemos omitir los paréntesis en una expresion algebraica, ya que obtendremos el
mismo resultado, no importando como agrupemos el producto, pero no demos cambiar el
orden.

Definicién 2 (Potencia) Sean g € G, n € Ny. Se define por recurrencia

9" =1
gt =g"g,¥n €Ny

Observacién: Note que no es ambiguo escribir

g Zggzg---g

n—veces

Asi, también podemos ampliar la definicién, a exponente entero

g =(g7)"
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Propiedad 6 Sea G un grupo entonces
1. (VneZ)(Vg e G)(g"" =g g")
2. (WneZ)VgeG)g™=(g")"")
3. (Vn € Z)(Ym € Z)(Vg € G)(g™*" = g™ - g")
4. (Vn € Z)(Vm € Z)(Vg € G)((¢")" = g"™)

Demostracién: Sélo haremos la prueba de [3] y las otras quedan de ejercicios, para ello
usaremos induccién sobre n € Nj.
Sea

p(n) == (Ym € No)(Vg € G) (g™ = g™ - g"),

luego
a) p(0) := (Ym € Ny)(Vg € G)(g™ = g™ - ¢°), al reescribirlo obtenemos
p(0) := (Ym € No)(Vg € G)(¢9" = g™ - ¢),
que es la propiedad del neutro.
b) Ahora debemos demostrar que (Vk € Ny)(p(k) = p(k + 1)), para ello suponemos que
p(k) = (vm € No)(g"** = g™ - g")
es verdadero y debemos demostrar que

p(k 4 1) := (Vm € No)(gmH k) = gm . gkt es verdadero

Sea m € N,
gm+(k+1) _ g(m+k)+1

=g™*.g  por definicién

= (g™ gk) - g por hipdtesis

= g™ (gF-g) asociatividad

=g™- gt por definicién
luego tenemos que p(k + 1) es verdadero y por teorema de induccién se obtiene lo
deseado.

(Vn € No)(Vm € No)(Vg € G) (g™ = g™ - g").

Para completar la demostracion veremos los otros casos:
¢) Cuando los dos elementos son negativos basta factorizar. Sea n,m € N

—n—m —(n+m —1\ntm =1\ _—1\™ -n_—m
g =gt = ()T = () (0 =9
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d) Ahora veremos cuando uno es negativo y el otro es positivo, de modo que la suma sea
positiva. Sean n, m € N, notemos que

n__ n—mtm __ _n—m_m

g =9 =9 9

Luego

e) El ultimo caso, reemplazamos g por g~ *
(g )" (g ) =g

Luego se tiene
n_ m —n+m

g 9 =g
Por lo tanto se tiene
(Vn € Z)(Vm € Z)(Vg € G)(g"™" = g™ - g").
O

Teorema 7 (Ley de Conmutatividad Generalizada) Sean G un grupo conmutativo y
g1, 92, - -, 9n € G, entonces

9192 " Gn = Go1) " Go(2) * * " Go(n)- (13)
para todo o biyeccion de I, = {1,2,...,n}.

Demostracion: La demostracién sera realizada por induccién en el niimero de elementos.

p(n) == (VYo € Biy(1,))(g1- 92 Gn = Jo(1) - Go(2) * * * Go(n))

Claramente tenemos que p(1) := g1 = g; es verdadero.
Para la segunda parte suponemos p(k) y demostraremos p(k + 1)
Sea ¢ una biyeccién de k + 1 elementos,
Supongamos que 0 H(k+1)=j #k+ 1y o(k+1) =i luego definimos

oll) 1#j5k+1
wl)=«¢ 1 l=j
E+1 l=k+1

(91 9r)Gkr1 = (Gu(1) * * * Gu(k)) k1

= (Go(1) " * " Guli—1))9w() (Geo(G+1) * * * Geu(h) ) Ght1

= (9o =+ Gu(-1)9k+1(Gu(41) * ** Gu@) ) 9us)
o(1) """ Yo(i-1) " Go(j) * Go(j+1) * * " Go(k) * Go(k+1)

Il
@



CAPITULO 1. GRUPOS 18

Definicién 3 Sea G un grupo.

Se dice que G es un grupo finito siy solo si el conjunto G es finito, en caso contrario
se dice que G es infinito.

Se dice que el orden de G es n, si y solo si el cardinal de G es n, lo denotamos por

4G) = 1G] =n.
Ejemplo 11 Determinar el orden de los siguiente grupos:
1. El orden de Zs es 5.

El orden de Z.,, es n.
El orden de U(Zg) es 2.

Recuerde que, en general, el orden de U(Z,) = ¢(n), donde ¢ es la funcion de Euler.
El orden de D,, es 2n.

S v e e

El orden de Sim(tetraedro) es 24
7. El orden de (P(A), ) es 2141,

ademadas tenemos que Z,Q, R, C son grupos infinitos

1.2.2. Problemas Propuestos

Problema 1.

Sea Dy el grupo de las simetrias, del poligono regular de 9 lados, donde V; es la reflexion
que no mueve el vértice ¢ y R es la rotacién en 40 grados en el sentido de la enumeracion.
Resolver explicitamente las siguientes ecuaciones:

a) Vs =V30X,
b) V7:‘/10XQO‘/1

Problema 2.

Sea Djj el grupo de las simetrias, del poligono regular de 10 lados, donde V; es la reflexion
que no mueve el vértice ¢ y R es la rotacién en 36 grados en el sentido de la enumeracion.
Resolver explicitamente las siguientes ecuaciones:

Vs=V,0Xi0R

Problema 3.

Sea D, el grupo de las simetrias, del poligono regular de 24 lados, donde V; es la reflexion
que no mueve el vértice i, A; es la reflexién que no mueve la arista {i,i+1}, y R es la rotacién
en 15 grados en el sentido de la enumeracion.

Resolver explicitamente las siguientes ecuaciones:
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a) Ve = Vo0 Xy
b) ‘/}:ROXQOAl

Problema 4.

Sea Do el grupo de las simetrias, del poligono regular de 25 lados, donde V; es la reflexion

que no mueve el vértice ¢ y R es la rotacion en 14.4 grados en el sentido de la enumeracién.
Resolver explicitamente las siguientes ecuaciones:

(a) Va=Vi0X;
(b) Vis=VioXs0V3

Problema 5.

Sea G el grupo de las simetrias del cubo.

Sean A = A;, la rotacién que no mueve la arista {1,2}, V = V," la rotacién en 120
grados que no mueve el vértice 4 y C' = C’ff - es la rotacién en 90 grado que no mueve la cara

{1,4,7,6}.

Resolver explicitamente las siguiente ecuacion:

VoXoC=A

Problema 6.

Sea G el grupo de las simetrias del cubo.

Sean Vg = Vi' la rotacién en 120 grados que no mueve el vértice 6, A, 4 la rotacién en
6 6 ) ,

180 grados que no mueve el arista {1,4} y C' = Ci; es la rotacién en 90 grado que no mueve
la cara {1,2,5,6}.

Resolver explicitamente la siguiente ecuacion:

COXOVfi:AlA

Problema 7.

Sea G el grupo de las simetrias del cubo.

Sean A = A;5 la rotacién que no mueve la arista {1,2}, V = V; la rotacién en 120
grados que no mueve el vértice 4 y C' = C’; - es la rotacién en 90 grado que no mueve la cara

{3,8,7,4}.
Resolver explicitamente las siguiente ecuacion:

VoXoC=A

Problema 8.

Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones. JUSTIFIQUE
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a) Si F es un conjunto, entonces (P(E),N) es un grupo.
b) (R*,-) es un grupo.

c) La ecuacién 2 @z = 3 en (Z, ®), no tiene solucion.(Ejemplo 2)

Problema 9.
Sean H un subgrupo del grupo G y

HY={zxe€G|(BheH)(x=ghg )}

Demostrar que, para todo g € G, HY es un subgrupo de G.

Problema 10.
Sea H = {1, —1} C R*, se define en G = Z x H, la siguiente operacién binaria

(a,b) % (¢,d) = (a+ be, bd).

Demostrar que (G, *) es un grupo.

1.3. Subgrupo

Definicién 4 Sea H C G, no vacio. Se dice que H es un subgrupo de G si y solo si H es
un grupo con la misma operacion, y lo denotamos por:

H < G o bien (H,*) < (G, *).
es decir, si (G, %) es un grupo, entonces (H,*) es un subgrupo si cumple con

1. Clausura u Operacion Binaria

x: HxH — H
(a,b) +—— axb

2. Propiedad Asociativa
(Va,b,c € H)((axb)xc=ax (bxc))
3. Propiedad del Neutro

(Jee H)(Vae€ H)(axe=exa=a)

4. Propiedad del Inverso

(Vae H)(Fbe H)(axb=bxa=c¢e.)
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Ejemplo 12
1. (Q,+) es un subgrupo de (R, +)
2. (R,+) es un subgrupo de (C,+)
3. (Q*,-) es un subgrupo de (R*,-)
4. (M,(R),+) es un subgrupo de (M,(C),+)
Propiedad 8 Sea H C G, no vacio, entonces H es un subgrupo de G si y solo si
1. (Va,be H) (abe H)
2. Va€ H)(a™' € H)

Demostracién:

=) Supongamos que H es un subgrupo de G, luego H es un grupo y por tanto se cumplen
[1] v [2].
<) Supongamos que se cumplen [1] y [2], por demostrar que H es un subgrupo de G. Por
[1] vemos que H cumple la clausura y ademads la asociatividad la hereda de G, pues H C G,
luego H es un Semigrupo. Como H es no vacio, se tiene que existea € H, luego por [1] y [2]
se tiene que

1

aa” ' =a!

a=ec H

Luego, H es un Monoide. Finalmente, por [2] se tiene que H es un grupo y por tanto un
subgrupo de G. O
Propiedad 9 Sea H C GG, no vacio, entonces H es un subgrupo de G si y solo si

(Va,b € H)(ab™' € H). (1.4)

Demostracién:

=) Supongamos que H es un subgrupo de G, luego H es un grupo y por tanto se cumplen
que dado a,b € H, se tiene que b~! € H, luego ab™! € H
<) Verificaremos la propiedad 1.4, sea a € H, ya que es no vacio, luego se tiene que e =
aa~t € H. Sean a,b € H, luego b=! = eb™! € H, es decir a,b~! € H y por lo tanto

ab=a(b"")'" € H

Luego, H cumple las condiciones de la propiedad anterior, por tanto H un subgrupo de

G. 4

Ejemplo 13 Sean Z[i] ={a+bi € C | a,b € Z} yQli] ={a+bi € C | a,b € Q}
Demostrar que Zi], Q[i] son subgrupos de C

Solucion: Es claro que Z[i] # 0, pues 0 =0+ 0i € Z[i], ademds Z[i] C C por definicién.
Sean w = a + bi,v = ¢+ di € Z[i], por demostrar que u — v € Z[i]. Notemos que

u—v=a+bi—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

luego u — v € Z[i], pues (a — ¢), (b —d) € Z. Asi concluimos que Z[i] < C.
Demostrar que Q[i] < C es andlogo al ejercicio anterior.
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Ejemplo 14 Sea Q(i) ={a+bi € Q[i] | a#0 V b# 0}

Demostrar que Q(i) es un subgrupo de C*.
Solucion: Vemos que Q(i) # 0, pues 1 = 1+ 0i € Q(¢). Notemos que Q(i) C Q[i] C C,
ademds 0 ¢ Q(i) por definicion, entonces Q(i) C C*.

Sean u = a + bi,v = c+ di € Q(3), por demostrar que uv= € Q(i). Notemos que

c—di ac+bd+bc—ad,
= i
E+d " At

Ahora, supongamos que uv—' & Q(i), es decir
ac+bd=0 N bc—ad=20
estudiemos entonces los casos

1. Sia =0 A b # 0, se tiene que ¢ = d = 0 lo cual es una contradiccion, pues
v=c+di e Q).

2. #({b,c,d} N {0}) = 1 son casos similares al caso 1, es decir, en todos existen contra-
dicciones (se deja de ejercicio su verificacion,).

3. Para el caso {a,b,c,d} N {0} = 0 estudiemos el sistema

ac+bd = 0 /b
bc—ad = 0 /—a

entonces
dd®>+0*)=0 ©d=0V d*+*=0

lo cual es una contradiccion.
Asi concluimos que wv=" € Q(i) y por tanto Q(i) < C*. O

Ejercicio 15 Sea A= {a+b¥/5€ R | a,b € Q}
Determinar si A es un subgrupo de R*

Definicién 5 Sean G un grupo y H un subgrupo de G.
Se dice que H es subgrupo propio de G siy sdlo si {e} # H # G.

Propiedad 10 Sea G un grupo entonces se tiene que

1. Sean H y K subgrupos de G, entonces H N K es un subgrupo de G.

2. Sea {H)} er una familia de subgrupos de G, entonces )\ﬂLH,\ es un subgrupo de G.
€
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Demostracién: Haremos la demostracion [1] y la de [2] se deja de ejercicio.

Notemos que H N K # ), pues e € H y e € K (por el hecho de ser subgrupos de G) y
por tanto e € H N K. Ademas, es facil ver que H N K C G. Ahora sélo nos resta probar que
sia,be HNK, entonces ab~! € HN K.

Como a,b € HN K, entonces a,b € Hy a,be K, luego como ambos son grupos se tiene
que ab™' € H y ab~! € K, de modo que

ab e HNK

Por lo tanto H N K < @G. O
Observacién: Si H, K son subgrupos de G, entonces H U K no necesariamente es un
subgrupo de G.

Un Ejemplo de ello es H = 3Z; K = 47 subgrupos de Z, en la unién se encuentra el 3 y
el 4 pero 7= 3 + 4 no pertenece a la union.

Luego necesitamos construir el mas pequeno de los subgrupos que contiene a H y también
a K.

1.3.1. Problemas Propuestos

Problema 11.

Determinar en cada caso, si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.
1. Q <R*

2. Rt <R*

3 U={ueC|(FneN)(uv"=1)} <C"

4 H:{(Z b) |a,b€@}§Mg(Q).

a

5. H:{(‘C’ Z) eGL2(R)|ad—bc:1}§GL2(R).

6. Lo, ={f € F(R,R) | f(zo) =0} < F(R,R); x fijo.
7. L={f e F(R,R) | (Vt € Z)(f(t) = 0)} < F(R,R).
8. H={fe FR,R)| (Vz €R)(f(x)=0)} < F(R,R).
9. H={f e FR,R) | (3z € R) (f(z) =0)} < F(R,R).
10. K ={T, € F(R,R) | T, es una traslacién, con a € R} < F(R,R), donde T,(z) = z+a.

11. H={h; € F(R,R) | h; es una homotecia, con t € R} < Biy(R).
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Problema 12.
Sean G = Biy(R) = {f € F(R,R) | f es biyectiva}.

Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones.
(a) Hyo={h; € F(R,R) | hy es una homotecia, con t € R} < G, ( es decir, h(z) = tz).
(b) Hy ={t, € F(R,R) | t, es una traslacién, con a € R} < G, ( es decir, t,(x) = x + a).

() Hy={feG| (Ve eR)(f(-2) = —f(2)} <C

Problema 13.

Demuestre que un grupo no puede ser unién de dos subgrupos propios.

1.4. Generado

Sea S un subconjunto de G, el grupo generado por S, es el subgrupo mas pequeno de G
que contiene a Sy se denota por (5).
Caso particular si S = {z1, 29, ..., 2, } es un conjunto finito entonces

<S> = <{l’1,l’2, 7xn}> = <33'1,33'2, ,l‘n>
Propiedad 11 Sea G un grupo y a € G
({a}) =(a) ={a" € G |neZ}

Solucién: Sean a € Gy H = {a" € G | n € Z}, notemos que a’ = e € H, y a" € G, luego
H es no vacio y H C G. Ademas, dado a",a™ € H, se tiene que

an(am)fl — anafm — anfm c H

Luego H es un subgrupo que contiene a, por otro lado se tiene que < a > es el subgrupo
mas pequeno que contiene al elemento a, por lo tanto < a >C H, dado a™ € H se tiene que
a™ €< a >, de lo cual obtenemos

H=<a>
O
Ejemplo 16 Determinar (2) en G = Zsg.
Solucion: Por propiedad 11 tenemos que
(2) ={2n€Z¢ | neZ}=10,24}
O

Ejemplo 17 Determinar (2) en G = Z;".
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Solucion: Nuevamente, por propiedad 11 tenemos que

(2y={2"€Z;" |neZ}={1,2,4}

Ejemplo 18 Sea S = {f}, donde f esta definida por f(x) =x + 1.
Determinar (S) en el grupo (Biy(R), o).

Solucién: Dada la funcién f(z) = z + 1, tenemos f?(z) = f(x +1) = z + 2, de lo cual
podemos obtener generalizar que

[ a)=flz+n)=z+n+1

es decir, por induccién se tiene que f"(x) = = + n, y las funciones inversas esta dada por,
f~™"(x) = x — n. de este modo se tiene que

(/) ={geBiyR) | (BneZ)ve cR)(g(x) =z +n)}

Ejemplo 19 Sea S = {f}, donde f esta definida por f(x) =x + 1.
Determinar (S) en el grupo (F(R,R),+).

Solucién: Dada la funcién f(x) = x + 1, tenemos (f + f)(z) = f(z) + f(z) =22+ 2, de lo
cual podemos obtener generalizar que

m+1)f(z)=nf(zx)+ f(x) =nz+n+x+1

es decir, por induccién se tiene que nf(z) = nx + n, y las funciones inversas aditiva esta
dada por, —(nf)(z) = —nz — n. de este modo se tiene que

(fi={ge FR,R) | (In € Z)Vz € R)(g9(x) =nz+n)}

Propiedad 12 Sean a € S C G, luego se tiene que

(a) < (S) <@
Ejemplo 20 Determinar ({2,3}) = (2,3) en el grupo Zg, es decir, (Zg,+).

Solucidén: Note que (2) = {2,4,0} y (3) = {3, 0}, pero como H = (2,3) es un subgrupo, se
tiene que 1 =3 — 2 € H, luego se tiene que

n=nleH
De lo cual obtenemos (2, 3) = Zg O

Ejemplo 21 Determinar ({2,3}) = (2,3) en el grupo G = Z;", es decir, (Z:",).
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Solucién: Sea (2) = {2,4,1}, (3) ={3,2,6,4,5,1} Por lo tanto (2,3) = U(Z7). O
Propiedad 13 Sea S C G, entonces
()= 0H
SCH

Demostracién: Sea
K= nNnH
H<G
SCH
Por la propiedad 10, se tiene que K es un subgrupo de G. Ademas S C K, luego (S) C K,

por otro lado tenemos que S C (S), luego es un subgrupo que contiene a S, por lo tanto
K= n HcC/(9),
H<G
SCH

es decir, K = (5). O
Observacion: Sean H, K < GG, entonces tenemos que (H U K) es el subgrupo més pequeno
que contiene a H y K y se cumple el siguiente diagrama de inclusiones.

Propiedad 14 Sea ¢ # S C G, entonces
H={s;-s, | (WneN)(Vie{l,2,...n})(s;€SVs;'eS)}
es el subgrupo de G generado por S.

1.4.1. Problemas Propuestos

Problema 14.
Sea G =Biy(Z) y

f+z — Z ; g: Z — 7
r ~ x+1 r o~ =X

Describir H =< f,g >< G, es decir, dada h € H entonces h €Biy(Z) y h(x) = ....

Problema 15.
Sean G = Sim(A) y V; la reflexion que deja fijo el vértice 7). Determinar (V3, Va).
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1.5. Grupos Ciclicos

Definicién 6 Sea G un grupo, se dice que G es un grupo ciclico si y solo si existe g € G
tal que

G =(9)
Ejemplo 22
1. Z es un grupo ciclico infinito generado por 1 o por —1.

2. Ly, es un grupo ciclico generado por 1, mds ain, generado por cualquier r € Z, tal que
MCD(n,r) = 1.

3. U(Zs) es un grupo ciclico generado por 2.

4. Q, R y C no son ciclicos.
Propiedad 15 Todo Grupo Cliclico es Abeliano

Demostracion de ejercicio U
Observacién: Notemos que el reciproco de la proposicién anterior no es valido, por ejemplo,
R es un grupo abeliano, pero no es ciclico.

Teorema 16 Todo subgrupo de un Grupo Ciclico es Ciclico.

Demostracién: Sea G un grupo ciclico generado por a y sea H < (G, veamos que si
H = {e} entonces H = (e), por lo tanto es ciclico.

Supongamos que H # {e}, entonces existe e # a™ € G tal que a™ € H para algin
m € Z*. Ahora, consideremos m como el menor entero positivo tal que a™ € H. El objetivo
es demostrar que H = (a™), pero sabemos que (a™) C H, luego basta demostrar que
H C {a™).

Sea b € H < G, como G es ciclico entonces b = a™ para algin n € Z. Ahora, como es
costumbre, utilicemos el algoritmo de la divisiéon para m y n.

n = mqg+r 0<r<m
a™ — amq-‘,—r
an<am)—q — ar

Ahora como a",a™ € H y H es grupo entonces a"(a™)"? = a" € H, pero como m es el
menor entero positivo tal que a™ € H y ademéas 0 < r < m, entonces r = 0. Por lo tanto
n = mgq, luego

b=a" = (a™)?

Entonces b es una potencia de a™ (es decir, b € (a™)) y por tanto H C (a™). Asi
concluimos que H es ciclico. O
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Ejemplo 23 Determine todos los subgrupo de Zg.
Solucion: Es claro que

Por la proposicion precedente, los subgrupos de Zg son:
1. Los subgrupos triviales (0) = {0} y Zs.
2. H = (2) =(4) ={0,2,4}.
3. Hy = (3) =1{0,3}.

U
Ejemplo 24 Determine todos los subgrupos de U(Zy).
Solucién: Los subgrupos de U(Zg) son:
1. Los triviales (1) = {1} y (2) = (5) = U(Zy). Note que el grupo es ciclico
2. Hy = (4) = (7) = {1,4,7}.
3. Hy = (8) = {1,8)
0

Teorema 17 Sea g € G, entonces el subgrupo generado por g, es decir, (g) es
1. infinito o bien
2. Existe k € N tal que {(g) = {1,g,...,g" '}, todos distintos, |{g)| = k
Demostracion: Sean n, m € Z, entonces
g #F9g" vV gt =g"

1. Si para todo n,m € Z tenemos ¢g" # g™, entonces todos los elementos g™ son distintos,

es decir:
Z — (9)

m —> g"
esta aplicaciéon es biyectiva, es decir, G es infinito.
2. Si existen n, m distintos tal que ¢" = g™, luego
g"m=1 N g =1

Asf tenemos que {l € N | g/ = 1} es un conjunto no vacio y acotado inferiormente.

Luego existe
k=min{l e N| g =1},
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Sea m € Z, por algoritmo de la division tenemos m =k - s+ r, donde 0 <r < k

m ks r

g =g" g =(") g =19 =4,
Asi
gm E {1’97 A ’gk‘_l}.

Veamos ahora que los elementos son distintos, dado m, nN, menores que k, supongamos
que mgeqn tales que g™ = ¢g", luego g™ " =1, pero m —n < k, luego m = n, luego tenemos

(9)={l.g,....9"'}.

Definicién 7 Sea g € G,
1. Se dice que el orden de g es infinito si y solo si (g) es infinito.
2. Se dice que el orden de g esn siy sélo si |(g)| = n.

Notacion:
()| = |g| = o(g) = ord(g)

Corolario 18 Sean G un grupo y g € G de orden n.
Si1 g™ = e entonces m es multiplo de n.

2 0
0 1

=) ) )Gy

1 2
0 1

Ejemplo 25 Sea A = ( ) € GLy(Zs). Entonces el orden de A es 4.

Ya que

Ejemplo 26 Sea B = ( ) € GLy(Zs). Entonces el orden de B es 5.

Ya que

o=t ) Lan)Lan)ad) (o h);

Observacién: Note que AB y BA del ejemplo anterior tienen orden 4, y no es el producto

de los ordenes.
20 1 2 2 4
AB—(O 1)'(0 1)—(0 1>



CAPITULO 1. GRUPOS 30

Propiedad 19 Sea G = (g) finito de orden n, entonces para todo k € N, tal que 1 < k < n,

se tiene que
n

k| _
91 = NEDm R

Demostracién: Sean G = (g) finito de orden n, y k € N, tal que 1 < k < n, luego
(¢TI = (g") TP = ¢

Ademas, se tiene que
(") =ee g =c

De lo cual tenemos, existe m, tal que nm = kr, por lo tanto

n k
MCD(n, k) MCD(n, k)
es decir
n k .
MCD(n,k) |[MCD(n, k)
de este modo mh’. O

1.5.1. Problemas Propuestos

Problema 16.
Determine todos los subgrupos de U(Z;3).

Problema 17.
Determine todos los subgrupos de U(Zy) x Zr

Problema 18.
Determine todos los subgrupos de {1, —1} x Zs.

Problema 19.
Sean g, h € G tales que |g| =m; |h| = 7.
Si g, h conmutan entonces |gh| = MCM (m,r).

Problema 20.

Sean GG un grupo y a € GG de orden finito entonces para todo z € G se tiene que

la| = |a™| = |waz™"|
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1.6. Subgrupos Notables

Sea ¢ # S C G, se define

1. El Centro de GG
Z(G)={9eG|g-h=h-g VheG}

Ejemplo 27 El centro de 7 es 7., pues para todo x € 7 se tiene que
r+y=y+x

para todo y € 7
Ejemplo 28 FEl centro de D3 es {Id}.

2. El Centralizador de S en G-

Co(S)={geG|g-s=s-g Vse S}

Observacién: El centralizador de G en G es el centro de G, es decir,
Z(G) = Cq(Q).

3. El Normalizador de S en G:
No(S)={9e€Glg-5=5-g}.
donde
g-S={xeG|(Fs€9)(r=ygs)}
S-g={xeG|(Fse€S)(x=s9)}
4. El Conmutador de GG
(G, G]={ghg 'K € G|g,heG})
denotamos [g, h] = ghg~th™!
G, Gl ={lg,h] € G|yg,heG})

Ejemplo 29 FEl conmutador de D3 es (R) = {Id, R, R*}, donde R es la rotacién en
60 grados en sentido de la enumeracion.

Observacién: Con las herramientas que poseemos hasta el momento, el conmutador
de un grupo G cualquiera no es facil de calcular, ya que en general debemos considerar
dos elementos arbitrarios g, h € Gy debemos calcular explicitamente el elemento [g, h]
el cual es un elemento de [G,G] (y como [G, G] es grupo, entonces también estén sus
potencias), y asi sucesivamente. Sin embargo, en las siguientes secciones conoceremos
dos herramientas que nos seran de utilidad para el calcular este importante subgrupo.
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Ejemplo 30 Sean G = GLy(R) y sea S = { ( 1 g ) ’ (
CG(S) yNG(S)'

Solucién: Sea ( i 3) ) € Cs(G), luego

0
2

(Co) (i) = (hs)(e
(F0)(02) = (he)(t

Del cual tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

r+y = x
Yy =y
z4+w = x4+ 32
Jw+y = 3w
2 = =z
xr =y
20w = 2z
z = 2y
el cual tiene como soluciones
r=w , y=z2=0
Asi tenemos que
z 0
C’dS)z{(Ox)GG
De manera analoga, sea < Z g} > € Ng(9), luego

(2o s) (o) =100 s)
(o)) (e (ea)=10s
(Tu)(1s) = (0

()0 2) - (03

1.

0
T\ 2

)

1
0

) } . Determinar

g w

g w

0)
)

el cual es el caso que estudiamos para calcular el centralizador.

32
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(2a)(a) = (o)
(2a) () = ()

Del cual tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

N
NI
Ee B«
— —

r+y = z
Jy = w
z+w = 2z
Jw = 2y
2y = o
r =y
2w = x4+ 3z
z = y+3w

el cual tiene como solucién

pero ( 8 8 ) ¢ (G, luego este caso no puede ocurrir. Asi concluimos que

Na(S) = Ca(S)

Propiedad 20 Sean G un grupo y S C G no vacio, entonces

1. Cg(S) <G

2. No(S) <G

5. Ca(S) < Na(5)
(

Demostracién: Sean G un grupo y .S C GG no vacio, por definicién se tiene que
ee€ Cq(S) CG.
Veamos ahora, sean g, h € Cg(S), luego para todo s € S se tiene que gs = sg y hs = sh.
(gh)s = g(hs) = (gs)h = s(gh)

luego gh € Cq(S).
Por otro lado tenemos
hs = sh < sh™'=h"ls
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es decir, h™' € Cg(9).
Por lo tanto C¢(.S) es un subgrupo G.
Veamos ahora que

e c Ng(S) C G.
Sean g, h € Ng(95), luego se tiene que gS = Sg y hS = Sh.

(gh)S = g(hS) = g(Sh) = (gS)h = S(gh)

luego gh € Ng(9).

Por otro lado tenemos que si hS = Sh, entonces Sh™ = h™18.

Dado x = sh™!, por lo cual zh = s, es decir hah = hs = s'h, por lo tanto cancelando
hx = s, es decir x = h™'s’ € h™1S.

En el otro sentido = h~!'s, por lo cual hx = s, es decir heh = sh = hs’, por lo tanto
cancelando zh = s, es decir z = s’h~' € Sh™%.

Sh™t=h7ts,

es decir, h™1 € Ng(S)
Por lo tanto Ng(.S) es un subgrupo G.
Para la tercera proposicién tenemos que Cg(S) y Ng(S) son grupos solo falta ver la
contencién Dado g € Cg(S)
U

Propiedad 21 Sea G un grupo.
G es conmutativo si y sélo si |G, G] = {e}.

Demostraciéon: Si G es conmutativo, entonces se tiene que dado a,b € G se cumple ab = ba
es decir, aba"'b"! = e.
De lo cual se tiene que [a, b] = e, para todo a,b € G.
Luego [G,G] = (e) = {e}.
En el otro sentido se tiene que [G,G] = {e} por lo tanto, para todo a,b € G [a,b] = e,
de lo cual se tiene
aba b = e o ab=ba

luego G es conmutativo. U

Propiedad 22 Sea G un grupo
G es conmutativo si y solo si Z(G) = G.

Definicién 8 Sea ¢ # S C G, y sea g € G. Se define
S?={gsg”" | s € 5},
se llama el conjugado de S, en particular si H < G, se define el conjugado de H.

HY = {ghg™' | h € H},
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Propiedad 23 Sean ¢ # S C G, H < G. Demostrar que:
H9 < G.
Demostracién: Notemos que HY # ¢, pues e = geg~ ' € HY, ademés es claro que HI C G.
Sean x = ghg~ ',y = gh'g~' € HY, por demostrar que zy~' € HI. Tenemos:
zy ! = ghgl(gh'g™!)!
= ghg~'g(h)"'g7"
= gh(h)™'g~

Ahora, como H es grupo se tiene que h, (W)™ € H, por lo tanto zy~' € HY. Asi
concluimos que HY < G.

O
Propiedad 24 Sean ¢ # S C G, H < G. Demostrar que:
Ca(57) = (Ca(9))?
Demostracion: La demostracién la haremos por contencion

i) Primero veamos (C(S5))? C Cq(99).
Sea x € (Cg(9))?, luego z = ghg™! con h € Cg(S).
Por demostrar que x € Cg(SY) siy sélo si am = max  (Vm € 59).

Para ello notemos que:

xm = (ghg~ )(gk:gfl) conk € S, heCq(5)

= g(hk)g~ h € Cg(S), entonces conmuta con k
= g(kh)g™"

= (gkg™")(ghg™)

= mx

Luego = € Cg(SY), y por tanto
(Ca(5))? € CalS?)

i1) Veamos ahora que Cg(S9) C (Cg(9))7.
Sea y € C(SY), entonces tenemos que y(gsg™') = (gsg ')y (Vs € 9).

Por demostrar que y € (Cg(S))? siy sélo si y = gng™' con n € Cg(S). Notemos que
vy = g(g 'yg)g™?, entonces sélo basta demostrar que g~ 'yg € C(9).

Para todo s € S tenemos que:

(g’lyg)s = (g yg)s (g* g) aplicamos una identidad

[y(gsg g
[(gsg Dylg

9
= 9
s
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es decir, g7 lyg € Cg(S), entonces y € (Cg(S))?. Por lo tanto
Ca(57) € (Ca(S))

Por (i) y (ii) queda demostrado que

(Ca(9))? = Ca(59).

Propiedad 25 Sean ¢ # 5 C G, H < G, entonces
1. (89) = (5)*
2. Ng(S9) = (Ng(5))?

Ejercicio 31 Determinar el centro de los siguientes grupos.

1. G = GL(K)
2. G=R
3. G =D,

Ejercicio 32 Calcular el conmutador para
1. G = Biy({1,2,3})
2. G=GLy(K)
3. G=D,

/. G:{(‘é f))a,beK}

1.6.1. Problemas Propuestos

Problema 21.

Sea G = Sim(A) y S = {V3,Va} (V; la reflexién que deja fijo el vértice 7).

Determinar el Z(G) y Cg(9).
Problema 22.

Sea G = Biy(Z), f(z) =z + 1.y g(x) = —x
Determinar el Co({f}) y Na({f,9})

Problema 23.

36
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SeaG:GLQ(R)yH:{<é 117) | beR}.
Determinar el Co(H) y No(H).

(29 | asew)

Problema 24.
Sea G = GLy(R) y H = {
Determinar Ng(H).

Problema 25.
SeaG:GLQ(R)yH:{<8 119) | aER*,bER}.
Determinar Ng(H).

Problema 26.

Sean G y G’ dos grupos.
Demuestre que

Z(G x G') = Z(G) x Z(G").

Problema 27.

Sea GG un grupo y H un subgrupo de G
Demostrar que [H, H] es un subgrupo de [G, GJ.

1.7. Clases Laterales

Sea GG un grupo y H < G. Se define la siguiente relacién derecha en G, dada por, si
a,beG
a~gbsab e H

Propiedad 26 ~p es una relacion de equivalencia.
Demostracion: Sean a,b,c € G.

1. ~p es Refleja.

Por demostrar a ~p a, esto es, si y sélo si aa™! € H, pero aa™!

un subgrupo de G

=e € H yaque H es

2. ~pg es Simétrica.

Por demostrar a ~y b = b ~y a. Como ab~! € H, y ademés H es grupo tenemos
que (b)) t=bate H
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3. ~ es Transitiva.

Por demostrar (a ~g b A b ~g ¢) = a ~g c. Como (ab™' € H) A (be™! € H),
y ademds H es grupo, tenemos que (ab~')(bc™') = ac™* € H. Lo cual prueba que ~g
es transitiva.

Entonces, por [1],[2] v [3] queda demostrado que ~p es una relacién de equivalencia.
U
Asi ~p define una particién sobre G, dada por la clase que estan definida del siguiente
modo

cla) ={be G| b~pya}
={beG|ba' € H}
—{beG|(Ehe H)(ba' =h)}
—{(be G| (3he H)(b=ha)}
= Ha.

Luego
a~gbs Ha= Hb,

por lo tanto

G=U Ha
aceR

donde ‘R es un sistema de representante de las clases.

Propiedad 27 Sean a,b € G y H < G, entonces

f: Ha — Hb
ha +— hb

es una biyeccion.

Demostracién: Notemos que esta bien definida, ya que., x = ha = h’a cancelando obtene-
mos que h = h’, luego hb es tnico. Es inyectiva de manera analoga, se tiene que f(ha) = f(ka)
entonces hb = kb, luego cancelando se tiene h = k, es decir ha = ka.

Es epiyectivas, ya que,dado y € Hb, luego y = hb = f(ha). O
Observacién: Analogamente también se define la relacién de equivalencia izquierda en G.
Dada por:

ag~bsatbe H

y las clases

cla)={beG|by~a}
={beG|a'be H}
={beG|(3he H)(a "b=")}
={beG|(3he H)(b=ah)}
=afl.
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Facilmente se demuestra que
f: aH — Hb
ar — xb

es una biyeccion.
Definiciéon 9 Sea H < G, g€ G
1. gH se llama la clase lateral tzquierda de g.
2. Hg se llama la clase lateral derecha de g.
Notacién: Denotaremos por:
G/H={aH | a€ G}
HN\G ={Ha | a € G}

el conjunto de las clases laterales izquierdas y el conjunto de las clases laterales derechas
respectivamente.

Ejemplo 33 Consideremos D3 y K = {V3,Id}, con V; es la reflexion que fija el vértice i.
Solucidén: Por definicién tenemos:
Dg/K: {O’O{‘/Eg,]d} | (S Dg}

luego, podemos escoger elementos de D3 para conocer explicitamente los elementos (clases
laterales) de G/K, por ejemplo

Voo {Vs, Id} = {Vz0 V3, Va0 ld} = {R,Va}

Vio{Vs, Id} = {Vio Vs, Viold} = {R* V;}

Luego
DB/K = {{%7ld} 7{R27‘/1}7 {Ra%}}

A modo de observacion

Dy = {V3,Id} U {R*, Vi} U {R, V5}

Teorema 28 Sea G un grupo, H < G, entonces

1. Todo elementos g de G estd contenido en una sola clase lateral derecha (izquierda).

2. Las funciones
H — Ha H — aoH
h +— ha h +—— ah

son biyectivas.
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3. G es la union disjunta de sus clases laterales derechas (izquierda).

4. Emiste una funcion biyectiva entre el conjunto de las clases laterales derechas vy el
congunto de las clases laterales izquierda.

Definicién 10 Se define el indice de H en G, denotado por |G : H], es el nimero de clases
laterales derechas o izquierdas.

Observacion: En el ejemplo 33 tenemos que [Ds : K] = 3.
Teorema 29 (Lagrange) Si H < G, entonces
G| =[G : H]- |H]
Ademds si |G| < oo
1. |H| divide a |G|
2. lg| divide a |G|
Demostracién: Sea GG un grupo finito, de la tercera parte del teorema 28 sabemos que

G= UHa

aER

donde R es un sistema de representante de clases. Entonces tenemos que

[G:H]
Gl =) |Ha|= > |Ha|
acER i=1

luego, por la segunda parte del teorema 28 se tiene que

[G:H]

[G:H]
G| =Y |Hai| = ) |H| =[G : H]-|H]
=1 i=1

es decir

Gl =G : H]-[H|

Corolario 30 Sea G un grupo finito

1. 81 G tiene orden primo entonces es ciclico y no tiene subgrupos no triviales.

2. Si |G| = n, entonces g" = 1, para todo g € G.
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Demostracién: Sea K < G, tal que {e} # K, luego tenemos que
G| =[G : K]|K]

de lo cual, | K| divide a un primo y no es unidad, por lo tanto |G| = | K|, y como son conjuntos
finitos, se tiene que G = K. Dado e # g € G, luego {e} #< g >, y por lo tanto G =< g >,
es decir, el grupo G es ciclico.

Para la segunda parte, dado g € G, se tiene que K = (g), luego ord(g) = |g| = |K],
divide a |G| = n, por lo tanto n = |g|t.

g =g = () =1"=1

Teorema 31 Sean K < H < G, tales que [G : H|,[H : K] son finitos, entonces
G:K|]=[|G:H| [H:K]|
Demostracién: Sean K < H < G, tales que [G : H|,[H : K] son finitos, entonces se tiene:

G=UHa; H= UijconaieG, bj e H

i€l =
reemplazando se obtiene

G= U ijai
(4,5)eIxJ

[Ix J=|I|-|J|=[G:H] [H:K].
Luego basta demostrar que la unién es disjunta, es decir,
Kbja; = Kbyas = j=1rANi=s

para ello, recuerde que las clases laterales son iguales o disjunta.
Sea bja; € Kbyas
= bjal- = kb,a,
= a; = b;lkaas, como bj’lkbr cH
= a; ~p ag, es decir, i = s
= a; = Qg

reemplazando y cancelando obtenemos kb, = b;, luego estan relacionado, y como pertenecen
a un sistema de representante, se tiene que

Ejemplo 34 Determine un sistema de representante de clases para el conjunto R /7.
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Solucion: Sabemos que
R/Z={x+7Z|xeR}

Ademads notemos que para todo a € 7Z
a+ 72 =17
Luego, si tomamos, por ejemplo el real 12, 154782 vemos que

12,154782 + Z = 0, 154782 + Z

pues 12 = 12,154782 — 0, 154782 € Z.
Mas generalmente, para todo x € R existen tunicos a € Z y b € [0, 1] tales que

r=a-+b

Asf tenemos que un sistema de representantes para el conjunto R /Z es [0, 1[.

1.7.1. Problemas Propuestos

Problema 28.
Demuestre que Z es un sistema de representante de clases para el conjunto ZxZ,((3,5)).

Problema 29.
Determine un sistema de representantes para el conjunto Zy x U(Zs),/((2,4)).

Problema 30.
a b . - 1 0
SeaG:{(O 1) | aeR,beR}yH_{<O 1) | beR}.

Determinar el conjunto cuociente G/ H

1.8. Subgrupo Normal

Sea G grupo y H < G, luego al conjunto de las clases laterales izquierda, se desea definir
una operacion binaria natural, de modo de obtener una estructura natural de grupo, de

manera similar a la construida en Z,,, para ello
G,/H ={aH | a € G}
Luego la multiplicacién natural deberia ser:

aH -bH = abH
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. Pero esta bien definido? para poder responder afirmativamente, debemos averiguar si
depende o no de los representantes, es decir,

ahyH - bhoH = ah bhoH = ah bH
Luego debe cumplirse que
(Vh € H)(abH = ah,bH)
es decir, los elementos deben estar relacionados
ahib = abh < hib = bh
con lo cual se tiene que
(YVh € H)(b"*hb € H) obien Hb=0bH

Definicién 11 Sea G un grupo y H un subgrupo de G entonces
Se dice que H es un subgrupo normal de G, denotado por H < G si y sélo si

(Vg € G)(Hg = gH).

Propiedad 32 Sea H un subgrupo del grupo G, tal que (Vg € G)(gHg™* C H) entonces
H 4G

Demostracién: Sean g € G,y © = gh € gH, luego xg~! = ghg™' € gHg™' C H, por lo
tanto xg~! = k € H, de lo cual se tiene x = kg € Hg.

En el otro sentido se tiene que, dado g € G, y © = hg € Hg, luego g 'ow = g 'hg €
g 'Hg C H, por lo tanto ¢g7'z = k € H, de lo cual se tiene x = gk € gH. O

1

Propiedad 33 Si G es conmutativo, entonces todos los subgrupos son normales.
Demostracién: Sea GG un grupo conmutativo, y H un subgrupo, entonces
gHg™ ={ghg™' | he H} ={g99'h | he H} = H

Luego H es un subgrupo normal O
Propiedad 34 Sea G un grupo, entonces Z(G) < G.
Demostracién: Sea G un grupo conmutativo, y Z(G) el centro de GG, entonces

9Z2(G)g~ ={gkg™" | k € Z(G)} = {997 'k | k € Z(G)} = Z(G)
Luego Z(G) es un subgrupo normal O

Propiedad 35 Sea S C G, entonces Cg(S) < Ng(5),
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Demostracién: Recordemos que C(S) = {g € G | (Vs € S)(gs = sg9)} v Na(S) = {g €
G| gS = Sg}.

Dado g € Ng(S) y h € Cg(S), por demostrar que ghg™! € C(S), dado s € S, note que
g lsg €S, yaque Sg = g8S.

(ghg Hs(gh™'g™") = g(h(g7sg)h Vg™ = gg 'sgg™" = s.

Propiedad 36 Sea G un grupo entonces [G, G] < G

Demostracién: Recordemos la propiedad 25, (S9) = (S)9, con g € G, ya que el conmutador
esta generado por [a, b], conjugamos y obtenemos

cla,blc™t = (cab)(a b tch)
= (cab)a ¢ o bea(a 0 e
= (cab)(ca) b bea(a b e
= (ca)b(ca)™ 1b Yoeb e !
= (ca)b(ca) "o - beb e
= [cab, ] - [b, ]

luego se tiene que, cla,blc™! € [G,G] y por lo tanto es un subgrupo normal. O

Ejemplo 35 Demostrar que

{((1) ?) |b€R}ﬁ{(g f) |a€R*,beR}

Solucion: Queda como ejercicio verificar que uno es subgrupo del otro.
Veamos ahora la condiciéon de normalidad

GHEDGED - G
- (34)

(o) llo 7))

De lo cual es un subgrupo normal. O

Luego se tiene que

Ejemplo 36 Demostrar que el conjunto
O2(R) ={A € GLy(R) | | det(A)| =1}

es un subgrupo normal de GLy(R).
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Solucién: Demostrar que O2(R) es un subgrupo de GLy(R) se deja de ejercicio. Luego,
segtn la proposicién 32 debemos demostrar que

(VB € GLy(R))(B - O5(R) - B! C 05(R))

Entonces sea M € B-0,(R)-B~!, por demostrar que M € Oy(R) (es decir | det(M)| = 1).
Tenemos

|det(M)| = |det(B-A-B™1 para algin A € O5(R)
= |det(B) - det( ) - det(B)™|
= |det(B)|-|det(A)| - |det(B)™!| pero |det(A)| =1
= |det(B)|-|det(B)|™*
=1

es decir,

| det(M)] = 1

Por lo tanto

O5(R) 9 GLy(R)

Ejercicio 37 Demostrar que
SLy(K) <9 GLy(K)

Definicién 12 Sean K, H < G, entonces
HK ={hkeG | he HkeK}

Propiedad 37 Sea K < G, H < G, entonces

1. HK < @G

2. (HUK)=HK

3. HNK 4K

4. HJI(HUK)

5. Si K <Gy HnN K ={e}, entonces

(Vh € H)(Vk € K)( kh = hk )
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1.8.1. Problemas Propuestos

Problema 31.

Dados los siguientes grupos

o {(20) | aemuer), m-{(20) | aex)

Determinar si H es un subgrupo normal de G

Problema 32.
Demostrar que: Si H < G tal que [G : H] = 2 entonces H I G

Problema 33.

Sea V; la reflexion sobre el vértice ¢ del triangulo equilatero.
Demostrar que < T5,T5 > <Dj3

Problema 34.

Sea G el grupo de las simetrias, del poligono regular y H es el subgrupo de las rotaciones
Demostrar que: H I G

Problema 35.
Sean H <G, K 4G si

HK ={hk e G|he H, ke K}

Demostrar que HK 1 G

1.9. Grupo Cuociente
Propiedad 38 Sea H < GG, entonces la multiplicacion dada por
(zH) - (yH) = zyH,

esta bien definida y (G /H,-) tiene estructura de grupo.
Definicién 13 Si H < G, entonces (G /H,-) se llama grupo cuociente de G por H.
Ejemplo 38

1. Z, = 7Z,/nZ,

2. R/Z,

3. R? /72,
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4. PGLy(K) = GLy(K),/Z(GL2(K)).
Ejercicio 39 Sea H < G, y H C K < G, entonces
K/H<G/H
Ejercicio 40 Todo grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.

Ejercicio 41 Si G es un grupo generado por {s;;i € I}, H < G, entonces G,/ H esta
generado por {5;,i € 1}.

Teorema 39 (Correspondencia) Sea H < G, entonces eziste una correspondencia bi-
univoca entre los subgrupos K de G que contiene a H y los subgrupos de G /' H, es decir

{K<G|HCK} — {L<G/H}
K — K/ H
I={geG|gHeL} <+ L
Ademds esta correspondencia satisface
1. LiClysHCL CI
2. [Ly: L] = [I1 : L]
3. L1 <Ly 1L 0
Ejemplo 42 Determinar los subgrupos de 7.,/ 67Z.
Solucion: Notemos que los subgrupo K de Z tales que 6Z C K son:
7,27, 37, 67
Asi, por el teorema de la correspondencia tenemos que los subgrupo de Z,6Z son:
7,6Z,27,6Z, 37,67, 67,67
O

Ejercicio 43 Generalizar el ejemplo anterior, es decir, determine los subgrupo de Z.,/nZ.,
conn €N

Propiedad 40 Sean H y K subgrupos normales de G, entonces

1. G/ H es un grupo abeliano si y solo si [G,G] C H.

2. Si K CZ(G) yG/K es ciclico, entonces G es abeliano.
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Demostraciéon: Para la primera parte, se tiene que aH,bH € G/ H, luego
aHbH = abH = baH = bHaH,

es decir, b~ 'a™tba = [b71, a" '] € H, luego
G,G] = (la,b] | a,b e G) C H

En el otro sentido, se tiene que [G,G] C H < G, como b~ ta"'ba = (ab)~*(ba) € H, por
lo tanto

abH = baH

Para la segunda parte K C Z(G) y G/ K es ciclico. es decir, (Vk € K)(Vg € G)(gk = kg),
ademds G /K = (¢K).

Sean z,y € G, luego 2K = ¢'K, yK = ¢’ K, de lo cual se obtiene que x = ¢'ky, y = g’ks.

Veamos ahora

Ty = giklgjkz = gigjkzkl = gijz]ﬁ = gjg%/ﬁ = gj]@gilﬁ =yx

O

Observacién: Esta propiedad nos ayuda a determinar el conmutador, ya que si encontramos

un subgrupo H que cumpla la parte [1], entonces ya sabemos que [G,G] estd limitado por
H. Por ejemplo:

Sea G = Dj y consideremos el subgrupo K = (R) = {Id, R, R*} (subgrupo de rotaciones).

Como [G : K| =2, entonces K es un subgrupo normal de Gy ademés G /K es ciclico (pues

tiene orden primo) y por tanto abeliano, luego por la parte [1] de la proposicién anterior se

tiene que
(G, G] < (R)

Ademés, es facil ver que (R) C |G, G], por lo tanto
[G.G] = (R)
La segunda parte de la proposiciéon nos sera de gran utilidad en la seccién del teorema

de Sylow.

1.9.1. Problemas Propuestos

Problema 36.

Sea G = Z9 X L5 X Ziga y H =< (5, 10,4) >
Determinar el orden del elemento (4,2,8) en G/H

Problema 37.

Determinar si es verdadero o falso
Sea V; la reflexion sobre el vértice i del triangulo equilatero entonces
a) < ‘/2a ‘/3 > S]D3
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b) < Vi > <Djs
Problema 38.

Sea G = Zisg X Lo y H =< (5, ].0) >
Determinar el orden del elemento (4,2) en G/H

1.10. Homomorfismo

Sean (G,-) y (G',%) dos grupos y f : G — G’ una funcién.
Se dice que f es un homomorfismo de grupo si y sélo si

(Vo€ G)(Vy € G)(f(x-y) = f(z) * [(y))-

El conjunto de los homomorfismo lo denotamos por

Hom(G,G')={f € F(G,G') | f es un homomorfismo }

Ademds tenemos

1. f es endomorfismo siy sélo si G =G’y f es un homomorfismo

End(G) ={f € Hom(G,G) | f es un edomorfismo }

2. f es monomorfismo si y sélo si f es un homomorfismo y es inyectiva

w

. f es epimorfismo siy s6lo si f es un homomorfismo y es epiyectiva

W

. f es isomorfismo siy sélo si f es un homomorfismo y es biyectiva

5. f es automorfismo siy sélo si f es endomorfismo y es biyectiva.

Aut(G) ={f € End(G) | [ es biyectiva }
Ejemplo 44

1. La funcion exponencial Exp, : R — R*, Exp,(z) = a® es un homomorfismo.
2. El conjugado complejo J : C — C, J(z) =Z es un homomorfismo.

3. Bl Determinante dado por:
det : GL,(K) — K~

es un homomorfismo.

4. La Traza definida por:
tr: M, (K) — K

es un homomorfismo.
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5. Sea H Q4 G, entonces la proyeccion o epimorfismo candénico esta dado por:

™ G — G/H
a +—> a

6. Sea G un grupo y g € G

{9)

f: 7z —
n — g"

es un homomorfismo.

Z., en general no es una funcién, y en los casos

Observacién: Note que n: Z, —
a +—— a

afirmativos es homomorfismo.

Propiedad 41 Sean (G,-) un grupo abeliano y (G',-") un grupo entonces (Hom(G',G), )
es un grupo, donde - estd definido por:

Dado f,h € Hom(G',G), entonces (f - h)(x) = f(z) - h(x).

Demostracién: Ya que (G,-), entonces f(x) - h(x), esta bien definido para cada = € G'.
Veamos que f - h es homomorfismo

(fh)(zy) f(zy)h(zy)
= f(x)f(y)h(x)h(y)
= f(@)h(z)f(y)h(y)
= (JR)(x)(fh)(y)

Luego
Hom(G',G) x Hom(G',G) — Hom(G',G)
(f,h) fh

es una operacion binaria.
La asociatividad se hereda de G

((fR)k)(z) =

(fe)(z) = fla)e(x)
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Dada f € Hom(G',G), se tiene que f(z) € G, para todo = € G, es decir, (f(z))' € G.
Se define f~'(x) = (f(z))~! y cumple con

(ffD)(@) = fl@)fH (@) = f(2)(f(2)) " =e=e(x) = (f(x))" f(z) = (f (@) f(z) = (f ' )@)
Por lo tanto Hom(G', G), es un grupo. O

Corolario 42 Sea (G,-) un grupo abeliano entonces (End(G),-) es un grupo.
Note que End(G) = Hom(G, Q)

Propiedad 43 Sea G un grupo entonces (Aut(G), o) es un grupo.

Demostracién: Sea G un grupo y como Biy(G), o) es un grupo tal que Aut(G) C Biy(G),
luego basta probar que es un subgrupo.

La identidad es un automorfismo, de lo cual tenemos que Id € Aut(G) # ¢.

Sean f,h € Aut(G), por demostrar que f oh € Aut(G).

(foh)(zy) = f(M(zy))

= [(h(2)9(y))
f(h(x)) f(h(y))

(foh)(x)foh)(y)

De lo cual se tiene la pertenencia.
Para el inverso. Sea f € Aut(G), dado z,y € G, luego existen unicos 2’,y" € G, tales que

f@) =z fy) =v.
F N ay) = @) = (fEY) =2y = FH(a)f ()

De lo cual f~! € Aut(G).
Por lo tanto Aut(G) es un grupo. O

1.10.1. Problemas Propuestos

Problema 39.
Sean X e Y conjuntos no vacios y ¢ : X — Y una funcién biyectiva. Demostrar que

T: Biy(X) — Biy(Y)
f = T(f)=dofoo™

es un isomorfismo.

Problema 40.
Determinar Hom(SLy(R), R)

Problema 41.
Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones. JUSTIFIQUE
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1.
2.

3.
4.

Sean € N, F,, : RT — R™; con F,(x) = 2™ entonces F,, es un homomorfismo de grupo

Sea n € N, un ndmero impar y F,, : R* — R*; con F,(z) = {/x, entonces F,, es un
homomorfismo de grupo.

L:FR*R)—R; con L(f) = f(1) es un homomorfismo de grupo

T :{t, € F(R,R) | t, es una traslacién, con a € R} — R. tal que T(¢t,) = a es un
homomorfismo de grupo

. T :{hy, € Biy(R) | h, es una homotecia, con a € R*} — R*, con T'(h,) = a es un

homomorfismo de grupo.
det : GLy(R) — R es un homomorfismo de grupo.
L : GLy(R) = R donde L([b;;]) = b11 + ba es un homomorfismo de grupo.

01

. L:H= {( a b ) | a € R*,b € R} — R* donde L([b;;]) = b11 es un homomorfismo

de grupo.

b= {(CCL ’ ) 6GL2(R) | a:d,c:—b} — C* donde L([bw]) = b11—|—b12i €S

d

un homomorfismo de grupo.

Problema 42.

Dados los siguientes grupos

B:{(a b) : a,ceRX,beR} : D:{(“ 0) : a,ceRX}
0 c 0 ¢

Determinar si las siguientes funciones, son homomorfismo de grupo

(a) f:B—RX; f(g i):a

a b
(b) g: B—R; g(o c)_b

(¢) h: B — D; h(S fﬁ)=(8 2)

Definicién 14 Sea f € Hom(G,G").
Se define el Kernel o Nucleo de f como

ker(f) ={zeG | f(x)=e}

Se define la Imagen o Recorrido de f como

Im(f) ={ye G | (FrecG)(f(x)=y)}
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Ejemplo 45 Determinar el kernel y la imagen, de los siguientes homomorfismo

1. La funcion exponencial Exp, : R — R*, Exp,(z) = a®.
El kernel es {0} y la imagen es RT

2. El conjugado complejo J : C — C, J(z) =Z.
El kernel es {0} y la imagen es C

3. Bl Determinante dado por:
det : GL,(K) — K~

es un homomorfismo.

El kernel es SL,(K) y la imagen es K*

Propiedad 44 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupo.
1. f(e)=e
2. (Vo e G)((f(x)™! = f(a™))
3. H<G= f(H
4 K<G = fYK)<G
5. H<LG= f(H)< f(G)
6. f es monomorfismo < ker(f) = {e}

7 ker(f) 4G

Demostraciéon: Sea e el neutro, luego

fle) = [lee)

fle) = fle)f(e)
e = fle)

Sea z € (¢, luego tenemos que
e=f(e) = flaz)
e=f(a)f(z™")
(f(@) e = f(z7")
(f(2)™ = fla™)

Probaremos ahora 4, para ello sea K < G’ y recordemos como esta definido
fUK)={ze G| f(x) e K}

Notemos que € € K, luego f(¢') = e, por lo tanto e € f~!(K), para la segunda parte, sea
z,y € fHK), luego tenemos que demostrar que zy~' € f~1(K), es decir, f(zy™') € K.
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Para ello sabemos que f(x), f(y) € K, ahora veremos

flay™) = fla)fly™)
=fx)f(y) ' e K

Veamos la tltima afirmacién, Ker(f) =
la contencién, para ello sea g € G,y h € ker

flghg™)

Luego ker(f) < G. O

Propiedad 45 Sea f : G — H un homomorfismo, entonces f es un Isomorfismo si y solo
si existe un homomorfismo f1: H — G tal que fof ' =1y y flof=Ig

Demostracién:
=) Esta demostracién la dejaremos de ejercicio.
<) Supongamos que existe un homomorfismo f~!': H — G talque fof™' =1y vy
f~lto f = Ig, por demostrar que f es un Isomorfismo.

Por el enunciado tenemos que f es un homomorfismo, ahora basta demostrar que f es
una funcién biyectiva.

1. Demostremos que f es inyectiva. Sean x, y € G tales que f(z) = f(y), por demostrar
que r = vy

) /f~

(x) = fly
(f~'o f)(y)  por hipdtesis tenemos que f~to f = Ig
Y

f
(f 7o @)

xr =

Por lo tanto f es inyectiva.

2. Demostremos que f es epiyectiva. Sea h € H, por demostrar que h € Imf. Veamos
que f71(h) € G y ademds por hipdtesis sabemos que ff~! = Iy, entonces nos queda
lo siguiente:

FUTHR) = (FF7)(h) = Iu(h) = h
Luego f~!(h) es una preimagen para h, es decir h € I'mf, entonces H C Imf.
Por lo tanto f es una funcién epiyectiva.

Asi tenemos que f es un Isomorfismo.



CAPITULO 1. GRUPOS 55

Ejemplo 46 la funcionln : R™ — R es un isomorfismo, pues la funcion exp. es su inversa
y ademas es un homomorfismo.

Propiedad 46 (Producto Directo) Sean H, K <1 G, tales que HNK = {e} y HK = G
entonces G ~ H X K

Demostraciéon: Sean H, K <| G, y consideremos la funcién

f: HxK — G
(h,k) +— hk

la cual es un isomorfismo por propiedad 37. Luego G ~ H x K. O

Propiedad 47 (Producto Directo) Sea G ~ H x K, entonces existen H', K' < G, tales
que HNK' ={e} y HK' =G.

Demostracién: Sean H, K grupos consideremos el isomorfismo

f: HxK — G
(h.k) = f(hk)

luego tenemos H x {e} <H x K y {e} x K <H x K, tales que H x {e} N{e} x H ={(e,e)}
y H x {e}{e} x K = H x K, por lo tanto

H' = f(H x{e}), K'= f({e} x K) <G
y cumplen con H' N K' = {e} y HK' = G. O

1.11. Teorema del Homomorfismo

Teorema 48 (Teorema del Homomorfismo) Si f : G — G" homomorfismo de grupo,
entonces existe un unico homomorfismo [ : G/ kerf — G’ tal que fom = f

G/kerf
(N

Ademds si f es epiyectiva se tiene que f es isomorfismo.

Demostracién: Sabemos que ker f < G, luego tenemos que G ker f es un grupo.
Sea T,y € G /kerf, tales que

de lo cual
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Por lo anterior podemos de definir f(Z) = f(z), la cual esta bien definida, es decir, f es
una funcion.
Ademas es homomorfismo

y finalmente, sea z € G _ _
f(r(2)) = f(T) = f(2)
Si f es epiyectiva, por definicién de f tenemos que es epiyectiva.
Nos falta la inyectividad, para ello, si T € kerf luego tenemos que f(Z) = f(z) = e, es

decir, z € kerf y por lo tanto T = €. Con lo cual hemos demostrado que kerf = {e} y por
ende f es un isomorfismo. (l

Corolario 49 (Primer Teorema del Isomorfismo) En particular se tiene
G/ kerf ~Imf.

Teorema 50 (Generalizacién del Teorema del Homomorfismo) Sea N <G, 7: G —
G /N el epimorfismo candnico y f : G — G’ homomorfismo tal que N C kerf, entonces
existe un homomorfismo candnico f de G,/ N en G’ y ademds se tiene

f(G) ~(G/N)/(kerf/N)
Es decir, los diagramas conmutan.

™

G

G/N —— (G/N)/(ker] /N)

Teorema 51 (de la Correspondencia) Sea f : G — G’ epimorfismo, entonces eziste
una correspondencia biunivoca entre los subgrupos de G que contiene al kerf y el conjunto
de subgrupos de G'. Mds precisamente

v:{H<G|kerfCH} — {H CG |H <G}

H — f(H)
f ) . 1’

Teorema 52 (Segundo Teorema del Isomorfismo) Si H, K < G y H <G, entonces

K/HNK~HK/H
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Demostracién: Sean H, K < G y H <G y 7 proyeccion, ¢ la inclusién.

Luego tenemos el homomorfismo moi: K — G/H.
Es facil determinar su kernel, ya que

ker(moi)={ke K | ke H} = KNH.
Y la Imagen esta dada por
Im(noi)={kH | ke K} =HK/H
luego, por primer teorema del isomorfismo tenemos
K/)HNK~HK/H
Recuerde que H 4G, K < G, luego tenemos

HK ={hk | he H k€ K}
= {k(k™'hk) | he Hike K}
={kh' | W € H ke K}
=KH

Note que el teorema también puede escribirse

K/HNK~HK/H~KH/H

Corolario 53 St H K < G y H <G, con G finito entonces

_ |H||K
|[HN K|

|HK|

Teorema 54 (Tercer Teorema del isomorfismo) Si H, K <G, donde K C H, entonces
(G/K)/(H/K)~G/H

Demostracion: Sean H, K IGy K C H
Construiremos la funciéon de G /K en G, H, para ello dados 7,7 € G /K, tales que

— JeG/K
e KCH
— yeG/H

<
8 8 8
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De lo cual tenemos
f: G/ K - G/H
K — xH

es un homomorfismo, ya que
f(xKyK) = f(eyK) = ayH = xHyH = f(zK) f(yK)
Veamos ahora el kernel,
ker(f)={sKe€G/K |xH=H}=H/K.
Y la Imagen esta dada por
Im(f)={2H | x€ G} =G/H
luego, por primer teorema del isomorfismo tenemos

(G/K)/(H/K)~G/H

1.11.1. Problemas Propuestos

Problema 43.
Dada n € N y la funcién

G, : R* = R*; con G, (x) = ™"
1. Demostrar que G, es un homomorfismo de Grupo.

2. Determinar el Kernel y la Imagen.

Problema 44.

Se define la funcién conjugacién de G en G por T,(z) = gzg~' y el conjunto de todas
ellas por Int(G) = {T, € Aut(G) | g € G},
Demostrar que:

Int(G) < Aut(G)

Problema 45.

Si H, K son grupos. Demostrar que:

(HxK)/({e} x K) ~ K
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Problema 46.

Consideremos los subgrupos aZ, bZ de 7Z. Demuestre que

aZ,/MCM (a,b)Z ~ MCD(a,b)Z,bZ

Problema 47.

Sean (1, G4 dos grupos v H; < G; entonces
Demostrar que

(G1 X Gg)/(Hl X Hg) ~ (Gl/Hl) X (GQ/HQ)

Problema 48.

Determinar si
Zlg/ <2> Z6

Problema 49.

Demostrar que

R* /{1,—-1} ~R"

1.12. Clasificacién Grupos Ciclicos

Propiedad 55 Si G = (g) es finito de orden n, entonces para todo k € N tal que kln, se
tiene

1. G contiene un unico subgrupo de indice k.
2. |G {(g")] =k.
3. Existe un unico subgrupo de orden k.

Demostracién: Sea G = (g) finito de orden n, luego el orden de k|pn, notemos lo siguiente

n n n n n n

"l = = == k| = = — =k
91 = Se D) KMCD(1, %) & l9+] MCD(n, %) ZMCD(k,1) 2

Sea H un subgrupo de orden k, luego se tiene que
H = (g")

luego se tiene que g** = e, por lo tanto, n|tk, es decir

S

MCI;L(n, 5 ' <tMle(n, k;)>

Por lo tanto ) |t, luego

__n
MCD(n,

n

g = (g")3eban € (gF)
es decir, H = (g*) C (g%) y ademés tiene igual cardinal, por lo tanto H = (g+). O
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Propiedad 56 Si G es un grupo finito de orden n que tiene a lo mds un subgrupo de orden
k para todo k € N que divide a n, entonces G es ciclico.

Demostracién: Sea k|n y n(k) es igual al nimero de elementos de G' de orden k.

> (k) =n.

k|n

Sea x € G de orden k, entonces () es un subgrupo de orden k. Ademds todo elemento de
orden k pertenece a (x).

Asi
n(k) =0 v n(k) =¢(k)
donde ¢(k) es el nimero de elementos de orden k en el grupo ciclico de orden k, ¢ es la
funciéon de Euler. Pero
> _o(k)=n
kln

Luego, se tiene que

¢ (k)

En particular se tiene que ¢(n) = n(n) > 0, por lo tanto G contiene un elemento de orden
n, es decir GG es ciclico.

n(k),  Vkln
0

U

Propiedad 57 Todo grupo ciclico infinito es isomorfo a Z, y todo grupo ciclico finito de
orden n es isomorfo a Z,.

Demostracién: Sea G = (g), para algin g € G.
Consideremos la siguiente funcién:

¢ Z — G
ko~ gF

Veamos que ¢, es un homomorfismo, ya que, dado m, n € Z, se tiene que

p(m+mn) = g™ = g"g" = d(m)p(n)

por lo cual ¢ es un homomorfismo.

Sabemos que ¢ es epiyectiva si y sélo si G C Img,, pero esto es facil de verificar, pues
para todo ¢¥ € G con algin k € Z, luego existe una preimagen, la cual es exactamente k,
entonces G C Ima,.

Ahora veamos el Kernel, es un subgrupo de Z, ker¢ < Z, por lo cual ker¢p = {0} V
ker ¢ = nZ con algin n € Z*.

Luego tenemos dos casos

1. Si G es infinito ker ¢ = {0}, y no existe m # 0 tal que g™ = e, entonces se tiene que

7~ G
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2. Por otro lado, si G en finito de orden n, entonces ker ¢ = nZ, donde n es el menor
entero positivo que cumple con ¢g" = e, luego por primer teorema del isomorfismo
tenemos que

Ly ~ Z/nZ ~ G.

1.13. Grupo Hom

En esta seccién describiremos explicitamente los grupos de homomorfismos
Hom(Zy,,Z,); Hom(Zy X L, Lwy); Hom(Zy, Ly X Z,)

Notemos la siguiente propiedad, que dado f : G — G’ un homomorfismo de grupo se
tiene que:

(Vn e N)(Vg € G))(f(¢9") = f(9)")

Resultado que se demuestra por induccion.

1.13.1. Hom(Zy, Zy,)

Ejercicio 47 Determinar explicitamente todos los elementos homomorfismos de Z,, en Zy,,
es decir, describir el grupo Hom(Zy, Zy,).

Para ello, sea ¢ un elemento de Hom(Z,,,Z,,), es decir

h: Z, — Zp
T =  h(T)
y de tiene
h(T) = h(z1) = zh(1)
De lo cual tenemos que, h queda tnicamente determinado si conocemos h(1), el cual deno-
taremos por a € Z,,.
Pero ademés notemos que 0 = n, luego h(0) = h(n), es decir na = 0 € Z,, luego, veamos
que, existe t € Z tal que na = mt.
Sea d = MCD(n,m), entonces tenemos que 5a = %t y como % y " son primos relativos,
obtenemos que % |a, lo cual implica que a € Z7Z (a es miltiplo de 7).
De este modo concluimos que

3

heg: Z, — 7
T ~ a

esta bien definida si y sélo si a es multiplo de .
Ahora dados z, y € Z,, tenemos que

ho(x+y) =a(z+y) =ax + ay = hy(z) + ha(y)

Lo que nos dice, que para cada miiltiplo de % obtenemos un elemento de Hom(Zy, Zy,).
Y por la primera parte tenemos que todo los elementos de Hom(Z,, Z,) son de la formar
ha, con a € (%)Z.
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Propiedad 58 Sean n,m € N, d = MCD(n,m).
m
Hom(Zn, Zp,) = { ha | a € <E> <Zm} =74
Ejemplo 48 Determinemos Hom(Zg,Z12) . Por el estudio anterior tenemos que

Hom(Z6,Z12) = { ha | a €<?2 >§ le}

Luego, nos queda Hom(Zg, Z12) = {ho, ha, hy, he, hs, hip}. Donde vemos claramente que
ho es el elemento neutro y no esta demds decir que, es un grupo con la operacion suma.

1.13.2. Hom(Z,,Z, X Zpn,)

De forma anéloga al problema anterior, si p € Hom(Z,,Z, X Z), entonces, p esta uni-
camente determinada si conocemos p(1), luego podemos escribir p(1) = (a,b) y determinar
las condiciones necesarias para que p este bien definida.

Z, — Z, XZL,, — /.
T oo @ w(plx) = aa

Luego de algunos célculos similares al problema anterior obtendremos que los elementos
m

de Hom(Z,,Zy X Zp), los cuales denotaremos por pp), donde a € (%5)Z, b € (2)Z,
d=MCD(r,n)y ¢c=MCD(r,m), son de la siguiente forma:

Plab) - ZT — Zn X Zm
r —  (ax,bx)

Si notamos, es una definiciéon analoga al caso anterior, sélo esta vez trabajamos con un par
(a,b) y en donde restringimos ambas coordenadas por separado, para obtener las condiciones
necesarias para ser homomorfismos. Se deja al lector detallar los cdlculos intermedios.

Propiedad 59 Sean r,n,m € N, c¢= MCD(r,n), d= MCD(r,m).

Hom(Zy, Zy X Zon) = {plasy | @ € (2) < Z,, be <%> < T} = T X T
C

Ejemplo 49 Determinemos, el grupo Hom(Zs,Zy X Zg). Tenemos que

HOm(Zg,Z4 X Z6) = {p(a,b) ‘ a €<4>§ Z4, b €<3>§ Z6}

Luego a = 0,y para b tiene las siguientes posibilidades 0,3. Por lo tanto, el grupo es

HOm(Zg,Z4 X ZG) = {p(0,0)ap(O,?))}
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1.13.3. Hom(Zy X L, Z)

Encontrar explicitamente este grupo, significa razonar de manera analoga a los casos
anteriores, tomemos ¢ € Hom(Z, X Zp,7Z,), luego

O T X Ly — Z,
(z,y) = 2p((1,0)) +y((0, 1))

Ahora, llamemos 9((1,0)) = a y ¥((0,1)) = b. Como % es un homomorfismo, entonces el
neutro de Z,, X Z,, es enviado al neutro de Z,, es decir,

vour: Lp — Ly XLy — Dy voi: Ly — Ly XLy —> Doy
T (x,e) = za y (e,y) — by

Consideremos ¢ = MCD(r,n) y d = MCD(r,m), obtenemos que a debe ser multiplo de
” y que b debe ser miltiplo de %. (se deja de ejercicio su verificacion)

Propiedad 60 Sean r,n,m € N, c¢= MCD(r,n), d= MCD(r,m).

Hom(Z % Zom, Zy) = {th(ap) | (a € <£> <7, Abe <§> <7}
donde Yap) ((,y)) = ax + by para todo (x,y) € Ly X Ly,.

Ejemplo 50 Determine explicitamente el grupo Hom(Zs X Zg,Z2). Segin lo precedente
tenemos que

HOm(Zg X Zg,Zlg) = {¢(6,5) | ac<4d><7Zis A be<4 >< Zlg}

Luego, tenemos las siguientes posibilidades; a = 0,4,8 y b = 0,4,8, es decir, el grupo
Hom(Zs x Zg,Z12) tiene 9 elementos.

HOm(Zg X ZQ>Z12) = {w(o,o),@/)(0,4),@/)(0,8),@/)(4,0)7¢(4,4)>¢(4,8)>w(s,o),@/)(s,zl),@/)(s,s)}
Propiedad 61 Sean G,G" grupos, H, K grupos abelianos entonces
1. Hom(G,H x K) ~ Hom(G,H) x Hom(G, K)
2. Hom(G x G',K) ~ Hom(G, K) x Hom(G', K)

1.13.4. Problemas Propuestos

Problema 50.
Sea a € Z y la funcion definida por

he: 2, —
x ~y

Q|N
3
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1. Demostrar que h, es un homomorfismo
2. Sin = 20,a = 5. Determinar el ker hs, Im hs explicitamente

3. Si n =p (primo). Demostrar que h, es un automorfismo a € {1,2,...,p — 1}

Problema 51.
Sea d = MCD(n,m), entonces

Zq = Hom(Zy, L)

Observacién: Esta proposicion, nos indica que el grupo Hom(Z,,, Z,), es ciclico y su car-
dinal.
Sugerencia: Considere la funcién ¢ : (%4)Z — Hom(Zy, Zy,), dada por ¢(a) = @q.

Problema 52.
Determinar explicitamente el grupo Hom(Z, X Zy, Ze X Zg).

Problema 53.

Determinar explicitamente el grupo Hom(Z,Z,).

1.13.5. Automorfismos

Un caso particular de lo anteriores grupos, son los grupos automorfismos de los grupos
ciclicos Z,, y conocer algunos propiedades béasicos de estos grupos de automorfismos.

Para lo anterior necesitamos recordar la funcién ¢ de Euler, vista en la asignatura de
aritmética, la cual proporciona el orden del grupo Aut(Z,) como lo veremos a continuacion.

Funcion ¢ de Euler

Definicién 15 Sea n € N, entonces la funcion ¢ de Fuler se define como
o(n)={meN|m<n, MCD(n,m) =1}

Teorema 62 (Fundamental de la Aritmética) Sea n € N, entonces existen inicos o; €
N y p; primos distintos, con 1 <1 < k, tales que

— (e5 N5 (697
n=Dp; Py Py

Propiedad 63 Sea p un nimero primo, entonces
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4. Sean n,m € N tales que MCD(n,m) =1, entonces
¢(nm) = ¢(n)¢(m)
Otro resultado que utilizaremos es el siguiente

Propiedad 64 Sean G y G' dos grupos tales que G es isomorfo a G', entonces
Aut(G) ~ Aut(G')

Demostracion de ejercicio O
Luego de estos resultados podemos comenzar a estudiar uno de nuestros propésitos del
apartado

Ejercicio 51 Determinar explicitamente el grupo Aut(Z,).

Sabemos que h € Aut(Z,,) siy sélo si h € Hom(Zy, Z,,) biyectivo, es decir, es de la forma
ha, con a € Z, y como h es invertible, su inversa es del mismo tipo, luego tenemos que el
wnverso de hy es hy, y el cual existe st y solo si a es invertible en Z,,.

Propiedad 65 Sea n € N entonces

Aut(Z,) = {ha | @ € U(Z,)} ~ U(Z,)

Y

Demostracién: Para mostrar que Aut(Z,) = U(Z,), basta considerar la funcién
o UZ,) — Aut(Zy,)
a — h,
y es un Isomorfismo. U
Ejemplo 52 Determinar explicitamente el grupo Aut(Zs). Como ya sabemos, este problema

se reduce a encontrar los n < 15 tales que (n,15) = 1 (primos relativos con 15). Luego,
immediatamente obtenemos que

AUt(Zlf)) - {hla hQa h47 h7a h8a hlla h137 h14}

Ejemplo 53 Determine el orden del grupo Aut(Zig).
Como ya sabemos el orden de Aut(Z,) es ¢p(n), luego el problema se reduce a calcular
¢(100). Parra ello tenemos que

100 = 2252
Luego
$(100) = 100(1 — 2)(1 — 2y = 100 - X — 40
N 2 5 10

De este modo tenemos que
|Aut(Z100)| =40

Propiedad 66 Sea n € N, entonces las siguientes proposiciones se cumplen:
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1. Consideremos p un numero primo, entonces Aut(Z,) es isomorfo a Zy,_1.
2. Aut(Zy—1) es isomorfo a Aut(U(Zy)).

Demostracién: Afirmamos que si p es un nimero primo, entonces el grupo U(Z,) es un
grupo ciclico de orden p — 1, aplicando la proposicién 57 tenemos que U(Z,) = Z,_1, luego
por [1] se tiene que Aut(Z,) = Z,_.
Como U(Z,) = Z,—1, entonces Aut(Z,_1) = Aut(U(Z,)) (por proposicién 64)
O

Ejemplo 54 Determine si el grupo Aut(Zso) x Hom(Zs, Z12) es isomorfo al grupo Aut(U(Z11)).
Recordemos que |Aut(Zsg) X Hom(Zs, Z1o)| = |Aut(Zso)| - |Hom(Zs, Z12)|. Sabemos que

|Aut(Zso)| = ¢(30) = ¢(2-3-5) = ¢(2)9(3)p(5) =1-2-4 =38
Por otro lado, sabemos que Hom(Zs,Z12) = Z3 obteniendo asi que
|HOm(Z3, Zlg)| =3

de esta manera se tiene que

|Aut(Z30) X HOm(Zg, Zlg)| =8-3=24

Ahora calculemos el orden de |Aut(U(Z11))|. Por la proposicion 66 parte 3 sabemos que
Aut(U(Zq1)) = Aut(Zq) y el cual tiene orden ¢p(10) = ¢(2)p(5) = 4, por lo tanto

|Aut(U(Z11))| = 4
De este modo tenemos que
Aut(Zso) x Hom(Zs, Z2) 2 Aut(U(Zy1))
pues sus orden son distintos.
Ejercicio 55 Determinar el orden de los grupos Aut(Zisae) y Aut(Zys X Zsz)

Ejercicio 56 Demuestre que

Aut(Zy x Zz) = Aut(U(Z14))

1.13.6. Automorfismo Interior

Definicién 16 Sea G un grupo, g € G. Se define La siguiente funcion:

I,: ¢ — (&
r = I(x) = gxg!

Afirmamos que I, es un automorfismo, el cual es conocido como Automorfismo Interior
asociado a g.
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Observemos que si G es un grupo no abeliano, entonces existe g € G tal que I (a) =
gag™' # a, luego I, # Id, donde la identidad es el automorfismo trivial del grupo G.
Entonces, para cada grupo no abeliano, siempre existiran automorfismos no triviales.

Veamos que el siguiente conjunto definido como:

Int(G) = {I, € Aut(G)|g € G} C Aut(G),
tiene estructura natural de grupo, como la operacion compuesta de funciones, es decir,
Int(G) < Aut(G).
Propiedad 67 Sean G un grupo
G,/ Z(G) ~ Int(Q)

Demostracién:
Sea GG un grupo. Consideremos la siguiente funcion:

p: G — Aut(Q)
g = I, : G — G

r = grg!

Demostramos que i es un homomorfismo, para ello sean g, h € G, por demostrar que

u(gh) = u(g) o p(h).

Sabemos que dos funciones de igual dominio son iguales si y sélo si para todo elemento
en su dominio la imagen es la misma.
Sea z € G, luego
plgh)(z) = Ion()
= (gh)z(gh)™
= g(hzh™)g™!
= I,(hah™)
= Ay(In(z))
= (yoIn)(x)
= (ulg) o p(h))(z)

Entonces, pu(gh) = p(g) o pu(h), es decir, p es un homomorfismo.
Ahora, nos interesa es conocer el ker p.

Seak € kery < p(k) = Id
& Ii(z) = Ild(x) Vo € G
1

& kxkm = x Ve e G
& kx = zk Ve e G
& kE € Z(G)

Por pasos de equivalentes tenemos que kery = Z(G).
Ahora, s6lo nos resta conocer el conjunto Imj.
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Imp = {f € Aul(G)|(3g € G)(ulg) = f)}
= {f € Aul(@)[(3g € G)(I; = f)}
= {I, € Aut(G)|g € G}
= Int(G)
Resumiendo tenemos que g es un homomorfismo, ademas que Kerpy = Z(G) y Imp =
Int(G), luego si utilizamos el teorema del isomorfismo finalmente tenemos

G/Z(G) ~ Int(G)

Propiedad 68 Sean G un grupo y H < G. Demostrar que
Na(H),/Co(H) = Int(H)
Demostracion: Sea g € Ng(H), luego I, : H — H, con I,(h) = ghg™, esta bien definida.
p: Nog(H) — Aut(H)

g — I : H — H
h +— ghg

El resto de la demostracion es similar a la anterior O

1.14. Producto Semidirecto de Grupos

Sea Aut(G) el grupo de los automorfismo de Gy consideremos F' : H — Aut(G), por
razones de facilitar la escritura, la imagen la denotamos del siguiente modo F'(h) = Fj,, con
ello tenemos

F: H — Aut(G)
h ~~ F(h)
h ~ F: G - G
g ~ Fu(9)

De este modo tenemos Fj(g) € G.

Propiedad 69 Sean G, H grupos, y F': H — Aut(G) un homomorfismo.
El producto cartesiano G x H dotado de la operacion

(a,b) xp (c,d) = (aFy(c), bd)

posee estructura de grupo, y recibe el nombre de producto semidirecto de G y H con respecto
a F,ysedenota GxH oHXG
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Demostracion: Es claro que la operacién es cerrada en el producto cartesiano G x H. La
asociatividad se demuestra segiin

[(a,b) * (¢, d)] * (y, w)

Il
A~ N N N
Q
CEER
O
=
—~ X
=
S
\—/\.0‘
e
S
~—

_— (a[)
El elemento neutro es, claramente, (eg, ), pues
(a,b) * (eq,en) = (aFy(eq), bey) = (a,b)

El inverso de un elemento (a,b) es (Fy-1(a™'),b71). En efecto,

(a,b) * (Fp-1(a™h),b71) (aFy(Fy-1(a™)), 007"
= (aF.(a™"),0b7")
= (aa™',bb71)
= (eq,en)
(Fp1(ah),b7Y) * (a,b) = (Fp- 1( )Fb 1(a)b™'b)
= (Fy1(a"'a),07'D)
= (Fy-1(eq), en)
= (ec.en)

Propiedad 70 Sean G, H grupos, y F': H — Aut(G) un homomorfismo. Entonces,
1. G~G ={(g,en) | g€ G} <G x H
2. H~H' ={(eq,h) | he H} <Gx H

Demostracidén: 1. La aplicacién biyectiva f : G — G’ definida segin f(g) = (g,en) es un
homomorfismo, pues

f99') = (99" en) = (9Fe, (9) en) = (9, en) * (¢’ en) = f(9)f(9")
Ademas, para todos (g,eH) € G', (a,b) € G x H, se tiene

(a> b) * (g, eH) * (a’ b)_l = (an(g)> b) * (bel(a_1)> b_l)
= (aFy(9)Fy(Fy-1(a)),em)
= (aFy(g)a ' ey) € &

2. La aplicaciéon biyectiva f : H — H definida por f(h) = (eg, h) es un homomorfismo,
pues

f(hI') = (eq, hh') = (ecFuleq), hh') = (eq, h) * (e, h') = f(h) * f(I')
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Propiedad 71 Sean G un grupo, M < G, N 4 (@.

SiMNN ={e} y MN = G, entonces G ~ M xr N, donde T : N — AutM y viene dada

por T, (m) = nmn~1.

Demostraciéon: Al igual que en la demostracion anterior, cada g € G posee una factorizacién
tnica g = mn. La aplicacién f : G — M x N dada por f(g) = (m,n) estd, por tanto, bien
definida, y es biyectiva. Sean g; = min; y go = msns. Entonces,

g1g2 = minimsang = m1n1m2(n1_1n1>n2 = my Ty, (m2)nins
Por tanto,
f(9192) = (i T, (m2), ming) = (ma, 1) xr (M2, n2) = f(91) * f(g2)
lo cual muestra que f es un isomorfismo. O

Ejemplo 57 Dado el isomorfismo

T Z4 — Z4
r +— —I

Construir el producto semidirecto Z4 X Zso y explicita el grupo

Solucion: Notemos que

tiene orden 2, luego define
p: Lo — Aut(Zy)
t — Tt

El producto semidirecto asociado G = Z4 X Zs, es un grupo no abeliano de orden 8. Para
ello, el producto

(x,2) %, (2, 2) = (x4+T*a'),z+2") = (x+ (=12, 2+ 2)
Veamos el orden de los elementos, dado (z, z) € G tenemos que

(z,2)" = ((1+(=1)%)=,0)
(z,2)" = (2+(=1)),2)
(:L‘,Z)4 = (070)

luego tenemos que tiene cinco elementos de orden 2 y dos elementos de orden 4 .

G:D4

Ejemplo 58 Dado el isomorfismo

T ZQXZQ — Z2XZ2
(z,y) — (z,2+y)

Construir el producto semidirecto (Zy X Zs) X ZLs y explicita el grupo
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Solucion: Notemos que
T*(z,y) =T(2,z +y) = (z,20 +y) = (z,y)
tiene orden 2, luego define

p: ZQ — AUt(ZQ X Zg)
t — Tt

El producto semidirecto asociado G = (Zs X Zs) X Zs, es un grupo no abeliano de orden 8.
Para ello, el producto

((x,y),z) *p ((x,’y,)’zl) = ((x,y)—i—TZ(x',y'),z—f-z'):((x—i—x’,y—i—zx’—}-y'),z—}-z')
(r,y,2)* (2,9, 2) = (v+2y+z22"+y,2+27)

Veamos el orden de los elementos, dado (z,y, z) € G tenemos que

(x,y, 2)2 = (0,zz,0)
(z,y, 2)3 = (z,2x+y,2)
(x,y,z)4 = (0,0,0)

luego tenemos que tiene dos elementos de orden 4 y cinco elementos de orden 2 .

G2D4

Ejemplo 59 Dado el isomorfismo

TIZ7—>Z7
Tz —> 2

Construir el producto semidirecto Zs X Zs y explicita el grupo.

Solucion: Notemos que
T?(x) = T(2z) = 4z T3(z) =T(4z) =8r ==

tiene orden 3, luego define
p: Zs — Aut(Z;)
t — Tt

El producto semidirecto asociado G' = Z; X Z3, es un grupo no abeliano de orden 21.
Donde el producto esta dada por

(a,b) -, (c,d) = (a + 2°c,b + d)
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1.15. Accién de Grupo en un Conjunto

Definicién 17 Sean G un grupo y X un conjunto no vacio. Se dice que G actia sobre X,
o que X es un G-espacio si y solo si existe una funcion

Gx X — X
(g.7) — g-x

tal que
1. Vg, he G)Vx € X)(g- (h-x)=gh-x)
2. (Vx e X)(e-z=ux)

Ejemplo 60
1. GL,(K) actia en My, (K), dado por

GL,(K) X Miyn(K) — Mxn(K)
(A, X) — AX

2. G = Biy(X) actia en X.

GxX — X
(f,z) — flz)

3. G = Sim(poligono) actia en A conjunto de vértices del poligono.

GxA — A
(o,2) — o(x)

4. H <G, H actia sobre G por la derecha

HxG — G
(h,g) — h-g=gh!

5. H <G, H actia sobre G por la izquierda

Hx{d — G
(h,g) — h-g=hg

6. H <G, H actia sobre G por conjugacion

HxGd — G
(h,g) — h-g=hgh!
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7. H 4G, G actia sobre H por conjugacion

GxH — H
(g.h) — g-h=ghg™!

8. H <@, G actia sobre G/H

GxG/H — G/H
(9,xH) +— gxH

Definicién 18 Sean X un G-espacio y x € X, se define el estabilizador de x en G como
Estg(z) =G, ={9eG|g-z =1}
y la érbita de x por

O, ={yeX|(FgeG)g-v=y)}
O,={g-2€X|geG}

Propiedad 72 Sea X un G-espacio, x € X
G, <G

Demostracion: Se tiene que Gx C G, ademaés e - x = x, luego e € G,.
Sean ¢, h € G, luego tenemos que

gh-z=gh-2)=g-x=z
de lo cual se obtiene que gh € G, por otro lado tenemos
v=c-v=h"h-x=h"'(h-2)=h"" 2
es decir, h~! € G,. Por lo tanto G, < G. O
Ejercicio 61
1. Demostrar que GLo(K) actia naturalmente por evaluacion en K?
2. Demostrar que GLy(K) actia naturalmente por evaluacion en {I < K? | diml = 1}

3. Demostrar que GLy(K) actia naturalmente por evaluacion en {P < K* | dimP = 2}

Propiedad 73 Sea X un G-espacio, v € X.
Si x € O, entonces existe g € G tal que G, = gGyg™*
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Demostracién: Si x € O,, entonces existe g € G tal que v = g - y. Tenemos:

hed, < h-z = x
& h-(g-y) = g-y
e gl-(hg-y) =y
e (97'hg)y =y
& g thg € G,
& h € gGug*

Por pasos de equivalencia concluimos que

GJ} - gGyg_l

Corolario 74 Sea X un G-espacio, v € X.
(Vy € 0,)(G, <G = G, =Gy).

Propiedad 75 Sea X un G-espacio, x € X entonces

v: G/G, — O,
gG, +— g-x

es una funcion biyectiva.
Demostracién: Sean ¢G, = hG,, luego se tiene que h~'g € G, por lo tanto
h-z=hh'g-2)=(hh'g) - 2=9g-x

Luego esta bien definida .
Claramente es epiyectiva por definicién de los elementos de una orbita.
Por ultimo la inyectividad, sean gG, hG, € G /G, tales que g -z = h - x, por lo tanto

hilg-o=hYg-2)=h'h-2)=h'h-z==x

es decir h™1g € G, por lo cual ¢G, = hG,.

Corolario 76 Sea X un G-espacio, entonces
1. Si O, es finito, entonces el cardinal de O, es |G : G, ]

2. Si G es finito, entonces
|G| = |Gm| ’ |Oa:|
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Relacion de Equivalencia

Sea X un G-espacio, se define la siguiente relacion en X
z~y & (JgeG)(g-z=y)
Propiedad 77 ~ es una relacion de equivalencia en X.

Demostracion de ejercicio U
Observacién: Notemos que las érbitas son las clases de equivalencia de la relaciéon luego
tenemos que

X=UO,

z€ER

donde R es un sistema de representante.

Ejemplo 62 Sea G un grupo, G actia por conjugacion sobre G

GxG — G
(h,g) +— hgh™!

Determinar la orbita y el estabilizador
Solucién: Dado g € G, la drbita de g esta dada por
OQ - {hghil | h e G}a

corresponde a todo los conjugados.
El Estabilizador
Gy ={he G| hgh™ = g} = Ca(g),

es el centralizador de g en G. U

Teorema 78 (Ecuacién de Clases) Si G es un grupo finito no conmutativo, existe una
familia de subgrupos {H;}1<i<m tales que

2. 1G] = 1Z(@)| +§1[G . H)

Demostracién: Sea G un grupo finito y S = {g1, ..., gn} un sistema de representantes de
las érbitas de la accién por conjugacion, luego tenemos

G= U0,

ges
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Como el grupo es finito

Gl= 10|

geSs

= Z[G : Gy

geSs

=[G : Calg)]

geSs

La sumatoria se puede reordenar, agrupando las érbitas de cardinal 1 y las de cardinal mayor,
ahora bien las de cardinal 1 cumple con

0,/ =1 hgh™'=g Vh e G
< hg = gh Vh e G
& g€ Z(G)

Con lo cual obtenemos la Ecuacién de Clases

Gl=12(@)+ Y [G: Caly)]

G#G,
ges
O
Propiedad 79 Si |G| = p", entonces Z(G) # {e}.
Demostracion: Por la ecuacién de clase tenemos:
p"=|Z(G)|+pt teN
aplicando médulo p obtenemos
1Z(G)| =0 (mdd p)
es decir
1Z(G)|=pqg>1 q€N
y por lo tanto
Z(G) # {e}
O

Teorema 80 Sea X un conjunto no vacio y G un grupo entonces
X es un G-espacio si y solo si existe un homomorfismo de G en Biy(X)
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Demostracién: Dada la accién

se define el homomorfismo

Note que ¢4 0 ¢, = @gp, luego es un homomorfismo.
Inversamente tenemos que

T: G — Biy(X)

es un homomorfismo, se define la accién

GxX — X
(g, ) +— g-z="T,(x)

Note que T'(e) = Id, luego e - x =T, (z) = Id(x) = =.
Ademaés T cumple con

T,

g

n="Ty0T,
luego se tiene que (gh) -z =g (h-x). O
Ejemplo 63 Notemos que

h: R* — Biy(R)
a h,

es un homomorfismo, donde h, es una homotecia. Entonces, por el teorema anterior tenemos:

R*xR — R
(a,z) +— a-z =hyx)=ax

es UNaG accion.
Teorema 81 (Cayley) Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de permutaciones

Demostracion: Sabemos que G actia sobre GG por izquierda, por la propiedad anterior
tenemos,
¢: G — Biy(G)
g — ¢ G = G
T — g-x

es un homomorfismo de grupo.
Calculemos el

kerg = {g € G | ¢, = Id} = {e},
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entonces ¢ es un monomorfismo, luego se tiene que
G ~ Im¢ < Biy(G).
Un caso particular lo tenemos cuando G es finito de orden n, entonces
G < Biy(G) = S,.

n

Observacién: Un ejemplo importante a considera, es la acciéon natural del grupo sobre las
clases laterales izquierda, para ello sea H < GG y la accién sobre G, H, dada por g - xH =
(gz)H, induce el siguiente homomorfismo.

¢: G — Biy(G/H)
g +— Qg G/H — G/H
xH +— gxH

Cuyo kernel esta dado por:

g€ kerg & ¢y =1d
< grH=xH VzH € G/H
=gH=H
g€l

es decir,

ker¢p C H.

Propiedad 82 Sea G un grupo finito y H < G, tal que, |G : H| = p y p es el menor primo

que divide a |G| entonces
HQG.

Demostracion: De la observacién anterior tenemos tenemos K = ker¢ C H, ademas
G/K ~1Im¢ <S5,
luego tenemos que [G : K] | p!, es decir,

G : K]=(p1)™ - (p)™

Supongamos que p; primos menores que p. Pero cualquier divisor de [G : K] divide a |G,
entonces [G : K] =p 6 1, pero no es posible que G = K, por lo tanto H = K, asi tenemos
H LG O

Definicién 19 Sean X un G-espacio finito, y n < |X|.

Se dice que G actia n-transitivo sobre X si y solo si para cualquier conjunto ordenado
{z1,..., 2.} e{y1,...,ym}. Existe g € G tal que g - x; = y;.

En particular, sin =1 se dice G actia transitivamente en X.
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Ejemplo 64
1. S, actia transitivamente sobre X = {1,2,...,n}.
2. GLy(K) actia transitivamente sobre K* — {0}.

Observacién: En el caso de las acciones transitivas, entonces existe una sola orbita.
Ademas si G finito, entonces

G| =Gl - 1X].

1.15.1. Problemas Propuestos

Problema 54.
Sea GG un grupo y la funcién

i ly X G — G,
0O-g=g; l-g=g"
1. Demostrar que - es un accién
2. ;Cuantas elementos puede tener una orbitas?

3. Demostrar que, si |G| es par entonces el numero de elementos de orden 2 es impar

Problema 55.
Sea G el grupo de simetria del pentagono con la composicién

X ={(z,y) e N"xN* : z<5Ay<5}

y la accion
i Gx X=X, g-(v,y)=(9-2,9"y)

Determinar la érbita O 3) y Stab( 3).
Determinar el niimero de 6rbitas y su cardinal.

Problema 56.
Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones. JUSTIFIQUE

1. F:RT xR = R; con F(a,x) = ax es una accién
2. Dada la funcién F' : R x Biy(R) — Biy(R), definida por
F(a, f)(z) = f(z + a)

entonces F' es una accién.
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3. Dada la funcién F' : R* x Biy(R*) — Biy(R*), definida por

F(a, f)(z) = [f(ax)
entonces F' es una accion.

4. Si H = {h; € F(R,R) | h; homotecia, con t € R} y
T:Rx H— H. tal que T'(t,h,) = hy, es una accién

5. A= {(Ccl Z) € GLy(C) | dzl;c:O} y
L: AxC — Cdonde L([b;;],x) = bj1x + by2 es una accién

6. Dada la funcién T : R x My(R) — M(R), definida por
a b a+t b—t
T<t’<c d)) _(c—t d+2t>
entonces 7' es una accion.

7. Sea A € My(R) y la funcién Ty : R x My(R) — M5(R), definida por

T4(t, B) = B + tA entonces T4 es una accién.

Problema 57.

Dado el grupo de las matrices triangulares superiores invertibles, es decir
B=4 (") eccrm|c=0

B x R? — R2
b
((g d),(l’,y)> —  (az + by, dy)

Determinar la cantidad o el nimero de érbitas, es decir, un sistema de representante de
las clases de equivalencia.

y la accion dada por

Problema 58.
Dado el subgrupo

UC)={ueC| (FneN)(u"=1)} <C"

y la funcién
UC)xC — C
(z,y)  — xy



CAPITULO 1. GRUPOS 81
Demostrar - es una accion.

Problema 59.

Dado la accién dada por
R*xR — R
(a,x) — azx

Determinar la cantidad o el nimero de érbitas, es decir, un sistema de representante de
las clases de equivalencia.

Problema 60.

Dada la accién definida por
Rt xR? — R?
(a,(2,y)) — (z+In(a),ay)

Determinar un sistema de representante de las érbitas o clases.

Problema 61.

Sea G = Aut(Zg) el grupo de automorfismo de Zg con la composicién y la accién
G X% —ZLg, g-T=g(x)

Determinar el niimero de érbitas y su cardinal de cada una de ellas..

1.16. Grupo de Permutacion

Sea X un conjunto no vacio. El grupo (Biy(X),o) es llamado grupo simétrico o de
permutaciones de X.

Propiedad 83 Sip: X — Y es una biyeccion, entonces
p: Biy(Y) — Biy(X), conp(f)=p "o fop
es un isomorfismo de grupo

Observacién: En particular, sean J,, = {1,2,...,n} e Y un conjunto de cardinal n, luego

tenemos que
Biy(J,) ~ Biy(Y)

es decir, todos los grupo de permutaciones de un conjunto de n elementos son isomorfos.
Por lo anterior, estudiaremos en forma especial el Grupo de Permutaciones

Sp = 0, = Biy(J,)

el cual es llamado grupo simétrico y su cardinal es n! = |S,,|.
Notacién: Si o € S5, la denotaremos por

7=ty ot 2 ol )
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Estructura de Ciclos Seaoc € S,y

H={0)={c"|ieN}

basta considerar el exponente un niimero natural, ya que el grupo .S,, es finito.
Entonces H actia en J, = {1,2,...,n}, en forma natural. Es decir

HxJ, — J,
(o',x) = o'(x)

Sean Oq,...0, las orbitas distintas de esta accién. Para cada una de las érbitas O;,
construimos una permutacién o; de S, definida por

=715

llamada ciclo asociado a o.
Notemos que = € O;

Luego

O; = {z,04(x),0%(x),...}
O; = {x,0(x),0%(x),...}

Ademas, si |O;| = r;, entonces
O; = {z,04(x),02(x),...,00 " (x)}.
Propiedad 84 Sea o € S,, y con las notaciones anteriores, entonces
1. oyl =r; & |04 =1
2.1 # ] = 0,05 =0j0;
3. 0 =o0109"" 0,
4. lol = MCM{|oi[}

Observacién: note que los g; estan inicamente determinado por las érbitas.
Notacion: El ciclo o; se denota por:

0i = (z 0i(x) o} (x) - -~ 07 (2))

. 1 23456 7
Ejemplo 65 Sea o0 = ( 98 15 7 46 ) € Sz, luego
Veremos sus orbitas, las cuales son dos y estdn dadas por

1. Oy ={1,2,3}
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2. Oy ={4,5,6,7}
Con las cuales construimos los ciclos

1234567
1"’1_(2 31456 7)_(123)

1234567
2'“2_(1 235 7 4 6)_(4576)

Luego 0 =(123)(4576) yl|o| =12.
Propiedad 85 En el grupo S, y m < n, tenemos

_1:(1'1 Ty * - 1'2)

(1'1 To - - xm)
Demostracién: Basta evaluar para obtener la igual funcional
Propiedad 86 Toda permutacion es producto de transposiciones (ciclos de largo 2).
Demostracion: Basta considerar un ciclo

(1) = (@ 21)(wr 2) = (La)(x 1), = #1

(1 T3 xy) = (71 Tw) (1 Ti1) -+ - (21 T2).

Propiedad 87 Sea o € S, y m <n, entonces

o(xy zg - -xp)0 = (0(21) 0(23) -0 (1))

Demostracion: Evaluemos ne z
o(ry 1y - xp)o 1 (2)

La demostracion, lo obtenemos en tres caso.
Primera parte z # o(z;), luego o 1(z) # z;

o(zy 29+ x)0 H(2) =007 (2) = 2
Segundo caso z = o(x,)
o(zy 29 - 1p)o (2) =0z 22 ) (X)) = 0 (1)
Tercer caso z = o(x;), i # m.
o(zy 29 - w)o (2) =01 22 ) (7)) = 0(2i41)

Luego tenemos
o(xy zy ---xm)a_l = (o(zy) o(z2) -+ 0o(zp))
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Propiedad 88 Sean o, 7 € S,. 0 es conjugado con T si y solo si tienen la misma estructura
de ciclos.

Demostracién: Supongamos que o es conjugado con 7, luego existe v, tal que

yoy =1
ademas, o tiene una estructura de ciclos, propiedad 84, luego existe

0O = 0109030

1

Aplicando la propiedad anterior yo;v~" es un ciclos y son disjuntos, ya que 7y es biyectiva.

7= (yory ) (voy ) (yosy ) - (Yo )

luego 7, tiene la misma estructura de ciclos.
En la otra direccién, Sean oy, dos tenga la misma estructura de ciclos, como los ciclos
disjuntos conmutan ordenemos de modo que los ordenes sean iguales |7;| = |o;|. es decir

0; = (%‘,1 X2 9sz) = (%‘,1 Yi2 yzm) =T

Luego z € J,, luego z € UQ;, propiedad 84, existe tinico j, tal que z € O;, asi 2 = z; ; unico,
por lo cual, se define y(2) = y; 5, claramente ~y es biyectiva.

De lo cual se obtiene que
1

YOy T =T
U
Ejemplo 66 Determinar las clases de conjugacion de Sy.
Solucioén: Por la propiedad anterior tenemos que un sistema de representantes es:
R={(1234),(123),(12)(34),(12),(1)}
es decir,
Si=01234UO01 23 U001 23 4)UO0aq 2 UOq,
donde, por ejemplo
la cual es la orbita que contiene los 3-ciclos de Sy. 0

Observacién: Para determinar todas las estructuras ciclicas de S, con facilidad, necesita-
mos definir una particién de n, lo cual corresponde a una m — upla formada por numeros

naturales no nulos, decrecientes, tales que su suma es n. por ejemplo las particiones de 4 son
(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1).

Propiedad 89 Las estructuras ciclicas de S,, estan unicamente determinadas por las parti-
ctones de n.
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Ejemplo 67 Determinar las estructuras ciclicas de Sy.

Solucion: Notemos que
= 4
3+1
2+2
= 2+1+1
4 = 1+1+1+1

luego, las estructuras ciclicas de S, son:

A~ = =~

31 = ()0

(2,2)  «— ()

2,11 = ()0
LLL1L) <= ()0

es decir,
Sy =01234 U023 UOn 234 UOn 2 UOq)

O
Ejercicio 68 Determinar las orbitas de la accion
55 X 55 — 55
(o,7) +— oTo !
Ejercicio 69 Considere la accion por conjugacion sobre Sy.
Calcular el cardinal de la orbita O(124)(35)s7) -
Propiedad 90
Sp=((12-mn)((12))
Demostracién: Sea7=(12 --- n)yo=(12),luego7!'=(nn—1--- 21), definimos

H=< 1,0 >.

Recordemos que por la propiedad 84, se tiene que toda permutacién es producto de ciclos
y por la propiedad 86, se tiene que son producto de transposiciones, luego basta probar que
las transposiciones pertenecen a H.

Para ello veamos los siguientes productos

i) Conjugando obtenemos los siguientes elementos
r(12)r = (23)
T(23)r = (34)
(M) A2)(r ) =(ss+1) s<n
= (n1)

T(n—1n)1"

es decir
(12),(23), -~ ,(n—1n),(nl)e H
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i1) Ademads

con lo cual obtenemos

i1i) Finalmente sean z # 1 # y luego
(ry)=(y (A z)eH

Con lo cual hemos obtenido que todas las transposiciones pertenece a H y como ellas
generan el grupo simétrico entonces obtenemos G = H.

n

Ejercicio 70 Demostrar que S, actia por permutacion en las variables sobre K[z1, ..., x,],
es decir,

o ']9(33'1,.1'2, cee 7xn) = p(xa(l)a .- '7x0(n))'

y respeta el producto polinomial

Observacién: Con la acciéon anterior y el polinomio

q(z1,. .., x,) = 1_[(3:Z —zj)

podemos verificar que

o-q(zy,...,Tn) = H(xa(i) — Toj)) = Eq(T1,. .., 20)
i<j
Ya que, no hay elementos repetido, la cantidad es la correcta. Con lo cual obtenemos que la
orbita
_____ o) = 19(@1, . @), —q(xr, .. 2) }

y el estabilizador

Estyw,an)y =10 € Su | o-q(ar,...,2,) = q(x1, ..., 2,)}

.....

[1(zo0) — ()

Etz ) = GSn it =1 :An
B (e — )

1<J

Con lo anterior hemos demostrado que
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Propiedad 91 A, es un subgrupo de S,, llamado grupo alternado

Definicién 20 Con las notaciones anteriores y el hecho ({1,—1},-) es un grupo, definimos
la funcion stgno dada por:

Sg: S, — {1,-1}
o — Sg(o) =2t

Observacién: La funcion signo es un homomorfismo, es decir,
Sg(ogoT)=S8g(c)Sg(T).
Note que el grupo alternado es igual a A,, = ker(Sg)
Definicién 21
1. Se dice que o € S,, es par si y solo si Sg(o) =1
2. Se dice que o € S,, es impar si y solo si Sg(o) = —1
Propiedad 92 En el grupo S, y m < n, entonces
1. Sg(zy w2 -+ @p) = (1)
2. 0 €S, es par si y solo si o es producto par de transposiciones

3. o €S, es impar si y solo si o es producto impar de transposiciones

Propiedad 93
A,=(c*|cesS,)

Demostracion:
C) 0% € A, entonces

H={(c*]| o0ceS,)CA,

D) Como todo elemento de A, se escribe como un producto par de transposiciones, basta
demostrar que (x y)(z w) € H, para ello veremos los siguientes casos

i) Si {z,y,2z,w}| =4, entonces (z y)(z w) = (zx zy w)? € H

i1) Si {z,y,z,w}| =3, entonces (z y)(z x) = (v y 2)* € H

Asi tenemos que

A, ={0’|oceS,)

Propiedad 94 Sean z,y,z € {1,...,n} distintos
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1. A, esta generado por los 3-ciclos
An={zyz) | {z,y 2} =3})
2. Si x,y fijos, entonces

Av={zyz)|1<z<n, a#z#y})

Demostracién: Recordemos que toda permutacién de A,, es producto part de transposicio-
nes, luego tenemos que, verificar (x y)(z w).
Si hay una valor repetido tenemos salvo orden

(@ y)(z 2) = (2 zy)
Si no hay un valor repetido tenemos
(z y)(z w) = [(z y)(z Y[z y)(z w)] = (z y 2)(z w y).

Sea H=((ryz)|1<z<mn, v#z#y), entonces por la primera parte basta
demostrar que todo 3-ciclo (a b ¢) pertenece a H.
Para esto veremos los casos pertinentes, salvo variable

1. Si hay dos repetido, sea a & {z,y}

(yra)=(zya)’=(ray)

luego tenemos los elementos
(zya)(yza),(zay)(yaxr)

2. Si hay un elemento repetido, {z,y} N {a,b} =0

2
(xab)=(xyb)(zay) =(ryb)(zya)

b)
(yab)=(xyb)P(zya)

3. Si no hay elementos repetidos, {z,y} N{a,b,c} =0

(abec)=(zya)@yc)zyb)?(zya)

Propiedad 95 Sea n > 3, entonces
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Solucién: Por demostrar que [S,,S,] C A, A A, C[S,, Sy
1. Sea x € [S,, Sy], entonces veamos que:
i) Siz = [a,b] = aba"'b"!
Sg(x) = Sg(a)Sg(b)Sg(a)~'Sg(b)~ = Sg(a)*Sg(b)* =1

Luego, =z € A,.
ZZ) Sizx= [al, bl][a2, bg] tee [a,«, br]

Sg(x) = Sg([ar, b1])Sg([as, ba]) - - - Sy([ar, br]) = 1
Luego, =z € A,.
Por lo tanto [S,, S,] C A,.
2. Nétese que para todo 1 # x # 2 tenemos:

(12)(122)(12)(122)=(122) €[S, S,]

luego, el conjunto {(1 2 x) | 2 < < n} estd contenido en [S,, S,], entonces

{(122x)]2<x<n}) C[S, S,

pero, por la segunda parte de la proposicién anterior tenemos:

A, ={(12x)|2 < x < n}) C[S,, S,

Propiedad 96 Demostrar que
(A, A, = A, n>>5

1.16.1. Problemas Propuestos

Problema 62.

Determinar el orden de

_ (1234567 8 910 11 12 _
“*“\s5 87134610 2 9 12 11 12
_1234567891011265
587134610 11 9 2 11

89
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Problema 63.

Sean
(123 4 5 6 789 10 11 12
= \l89 71011 1215 2 6
B = (153910 12)(16 9 7 12 2)

a) Exprese a como producto de ciclos disjuntos

b) Determine el orden de «

c¢) Resolver en Spo; BaZ = af
Problema 64.
Sean
_ 123 4 5 6 7 8 9 10
T 897101112152 6
B = (143510 12)(16 97 12 3)

a) Exprese a como producto de ciclos disjuntos.
b) Determine el orden de a.

c) Resolver en Spo; BaZ = af.

Problema 65.

Sean
B 123 4 5 6 7 89 10
CT\89 710114125 2
B = (14
a) Exprese a como producto de ciclos disjuntos.
b) Determine el orden de «.

BbaZ = af.

¢) Resolver en Sjy;

Problema 66.

Sea a € Sy tal que
2 12 3 4
(125689)a(1789) —(12)(5 S 71

w ot

3

11 12

3

4

4

11 12

1

=~ o

3

1
3510 12)(16 9 7 12 3)

S

B

E

B

© oo

N ©

90
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Determine el orden y el signo de «

Problema 67.
1 23 45 6

Seana:( > B=(23451), y=(1365 2).

315 26 4
Resolver ecuacion en Sg
aoZoy=p3

Problema 68.
Sea o € Sy tal que

(125689)a(1789)7%=(12)(3467128)

Exprese a como producto de ciclos disjuntos y determine el orden y el signo.

Problema 69.

Resolver la siguiente ecuacion en Sy
(13456)(2341)a(9583)*(12)=(1592)(3714)

Ademas calcular el orden y el signo del elemento «

Problema 70.

Seann >4, H <5, y H contiene un 3-ciclo.
Demuestre que

A, C H.

Problema 71.

Dada la accién por conjugaciéon
S5 X 55 — S5
(g,2) — grg™

Determinar un sistema de representante de las 6rbitas o clases.
Problema 72.

Sea G = 9, el grupo de permutaciones de 4 elementos

X ={(z,y,2) e N*xN*XN* : z<4ANy<4ANz<A4}

y la accion
‘3GXX—>X7 g~(x,y,z):(g~x,g-y,g~z)

Determinar el nimero de 6rbitas y su cardinal

91
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1.17. Grupos Abelianos Finitos

Propiedad 97 Sea G un grupo abeliano finito entonces
i) Ezisten nimeros primos pi, pa, ..., pr Y numeros naturales ni,ng, ...,n, tales que
G:valn X Linz X - v X Lppor

ademds si existen numeros primos qy, qa, ..., ¢s Yy numeros naturales my, mo, ..., my tales
que
G2 Zymi X Ly X+« X Ligms
q 92 qs
M (i)
o(i)

ii) Existen dyi,ds, -+ ,d; nimeros naturales tales que d;/d; 4

entonces r = s y existe o € S, tal que p;* =q

G:Zd1XZd2X---XZdt

Ejemplo 71 ;Cudntos grupos abeliano de orden 15 existen?

Solucion: Salvo isomorfismo existe solamente uno y es

Zs X L5 =~ s
O
Ejemplo 72 ;Cudntos grupos abeliano de orden 16 existen?
Solucidon: Salvo isomorfismo solamente hay 5 grupos
1. Zoga
2. Loz X Lo
3. Loz X Ly X Zig
4. Ziy2 X Zip2
5. Zio X Zig X Ly X Zig
O

Definicién 22 Si k € N una particion de k es una m — upla, (ky,ka, ..., kn) de nimeros
naturales tales que

k:Zkl, 00n0<k’2‘§k3i+1

Propiedad 98 Sea n € N, tal que n = p{*py*.---plr, con p; primos distintos y p(n;) es
1gual al nimero de particiones de n;, entonces la cantidad de grupos abelianos de orden n es

wgual a
[1p(n)
i=1
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1.17.1. Problemas Propuestos

Problema 73.

Determinar la cantidad de grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 273*52

Problema 74.

;Cudntos grupos abelianos no isomorfos existen de orden 225°6* ?

1.18. Teorema de Sylow

Definicién 23 Un grupo finito G, se dice un p-grupo si
|G| =p" VneN,

con p un numero primo.

Ejemplo 73 Sea p un numero primo, los grupos Zy», Z, son p-grupo.
El grupo de simetrias del cuadrado es un 2-grupo de orden 8.

Definicién 24 Sea X un G-espacio.
Se define el conjunto de puntos fijos

Fizg(X)={ze X | VgeG)(g-z=2x)}
Lema 99 Sea G un p-grupo y X un G-espacio con |X| < oo, entonces
| X| = [Fiza(X)] (p)

Demostracién: Sea X un G-espacio, luego tenemos que

X =U0;
i€l

X[ =>"10i
i€l

X[= Y o+ > o
i€l |0;|=1 €1, |0;]>1

Pero |O;| = 1 si y sélo si O; = {x;} es decir,

{zi} ={g9 -2 |geG}
Asi obtenemos que

O 0= U {gm|ged
iel, |0i=1 ' iel, \O¢\=1{g z; | g € G}

={reX | (VgeG)(g-z=2)}
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94

Ademas tenemos que 1 < |O;| = [G : G,,] = p™, es decir 1 < |O;] = 0(médd p), con lo

cual

| X| = Z 04| + Z O

i€l, |0;]=1 i€l, |0;>1
X[ =|Fiza(X)[+ Y [0  (méd p)
i€l, |0;]>1

| X| =|Fiza(X)|  (mdd p)

U

Propiedad 100 (Teorema de Cauchy) Sea p un nimero primo tal que p divide a |G,

entonces en G hay un elemento de orden p.

Demostracién: Sea p un nimero primo tal que p, /|G|, entonces definimos

X={(g1,.---,9) €G’ | g1---gp =}

Primera Parte. |X| = |G|P~!, para demostrar esta afirmacién veremos que

(gla"'agp)€X® gl"'gp:e
S g=(g1)"

Con lo cual, se construye la siguiente biyeccién

© Grt o X

(9155 Gp-1) = (g1, 91, (g1 gp*1>_1)
Segunda Parte. Sea H =< (12 ... p) >< S, sabemos que |H| = p y ademas

(91, 9) EX & g1-rgp=c
~ (91)_191"'9;:91 =e
< G2 Gpg1 =€
< (92, 9 91) €X

De lo cual se tiene que H acttia en X en los subindices

Hx X — X
(0,(91,--9) = (Go)s--+>9o(p))

Tercera Parte. Sabemos por Lema 99 que
| X| =|Fiza(X)] (p)

0 =|Fizug(X)| (p)
|Fizu(X)| =p
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Pero (e,---,e) € Fixg(X), luego existe al menos otro elemento. Sea (e, - ,e) #
(91,-..,9p) € Fixg(X), asi tenemos que

(917 cee >gp) = (927 s >gp—1agl)

de donde obtenemos que
G=G=gs=-=gFe

y es distinto de neutro luego tiene orden p. O

Corolario 101 Sea G un grupo finito.
G es un p-grupo si y solo si todo elemento tiene como orden una potencia de p.

Demostracién: Sea G un p grupo finito, luego |g| divide a G, luego |g| es una potencia de
.

En el otro sentido, si G es un grupo finito y todos los elementos tine orden una potencia
de p, se ¢ un nimero primo que divide al |G|, luego teorema de Cauchy existe un elemento
de orden ¢ = p. luego el tnico primo que divide a |G| es p, por lo tanto |G| = p™. U

Definicién 25 Se dice que G es un grupo simple siy solo si G no tiene subgrupos normales
no triviales, es decir, los unicos subgrupos normales son los triviales.

Ejemplo 74 Sea p un nimero primo Todos grupos de orden p son simple, ya que, es ciclico
y todo elemento no nulo lo genera, por lo tanto los unicos subgrupos, son os triviales.

Todos grupos G de orden p* no son simple, sabemos por teorema de Cauchy, que existe
g € G de orden p, luego [G :< g >| = p, y es el menor primo que divide a orden del grupo,
luego < g > 4G.

Propiedad 102 Si H es un p-grupo de un grupo finito G, entonces
[Ng(H): H =[G : H (méd p).

Demostracién: Considerar la accion H x G/H — G/ H, dada por a - bH = (ab)H, por
Lema 99. tenemos que

|G/H| = |Fizg(G/H)| (méd p)

pero

Fizy(G/H)={bH € G/H | (Vh € H)(h-bH =bH) }
={bH € G/H | (Vhe H)((hb)H =bH) }
—{bH € G/H | (Vh€ H)(b"'(hb) € H) }
={bHe G/H | b'HbC H }
= N¢(H)/H

—~ —

con lo cual obtenemos
|Fizy(X)| = [Ng(H) : H (mdd p)
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Ejemplo 75 Sea G un grupo de orden 33. Demostrar que todos p-subgrupos de G son nor-
males.
Solucion: Sean H un 3-subgrupo y K un 11-subgrupo de G.

Notemos que

G:K]=3

donde 3 es el menor primo que divide al orden de G, entonces K < G.

Ahora utilicemos la proposicion anterior para probar que Ng(H) = G, es decir H es
normal en G. Tenemos:

[N¢(H): H = [G:H| (mdd 3)
[No(H): H] = 11 (méd 3)
[Ne(H): H = 2 (mdd 3)

luego
[Ne(H)| = [H|(3¢+2) =9 +6, q€eN

Asi tenemos las posibilidades
|Ng(H)| = 6,15,24,33

pero las primeras tres las descartamos ya que no son divisores de 33 (por teorema de La-
grange). Luego |Ng(H)| = 33 y por lo tanto

Ne¢(H) =G
O
Ejercicio 76 Demostrar que los grupos de orden 21 no son simples.
Corolario 103 Sea H un p-subgrupo del grupo finito G y p divide a |G : H|, entonces
Ne(H) # H.
Demostracién: Usando la proposiciéon anterior tenemos
ING(H) : H] =[G H] (p)
[Ne(H) : H =0 (p)
Luego tenemos
[No(H) : H > p
es decir, Ng(H) # H.
O

Teorema 104 (Primer Teorema de Sylow) Si G es un grupo de orden p"m, con p,m
primos relativos. Entonces G contiene un subgrupo de orden p®, para cada 1 < i < r. Ademds
cada subgrupo de orden p' es normal en el subgrupo de orden p'*', es decir ewisten H; tales
que

H <dHy,<dH3<---dH,. <G

y |H;| = p'.
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Demostracién: Por Teorema de Cauchy existe H < G tal que |H| = p.
Sir =1, estd demostrado

{e} < H<G

Si r > 1, por corolario anterior Ng(H) # H, ademds tenemos p divide a [Ng(H) : H| y
H < Ng(H), luego por Cauchy existe H; subgrupo de orden p de Ng(H),/H, por teorema
de la correspondencia.
Hy, = H,/H.

Sea .
le{aeG | aHEHl}

con lo cual tenemos que

Proceso que podemos repetir inductivamente hasta que p no divida a [Ng(H) : H], lo
cual se obtiene cuando se alcanza la potencia maxima, propiedad 102. U

Definicién 26 Si |G| = p"m, con p, m primos relativos,
Los subgrupos del teorema anterior de orden p” se llaman p-subgrupos de Sylow

Observacién: El teorema anterior asegura que si p divide a |G|, entonces

i) G contiene un p-subgrupo de Sylow.

i1) Un p-subgrupo de Sylow H de G es un p-grupo de orden maximal de G.

Corolario 105 Sea p un nimero primo
Todos grupos de orden p", con r > 2 no son simple.

Teorema 106 (Segundo Teorema de Sylow) Si H es un p-grupo y P un p-subgrupo de
Sylow de G, entonces existe x € G tal que H < xPx~".
En particular, si H es un p-subgrupo de Sylow se tiene H = xPx~".

Demostracién: Considerar la accion

HxG/P — G/P
(9,bP) +— gaP

luego por el lema 99 tenemos
|Fizu(G/P)| =[G : Pl (p)
Pero p no divide a [G : P], luego
|Fizu(G/P)|#0 (p)

es decir, existe xP € G /P, tal que
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hazP = zP, Yhe H
t'haP =P, Yhe H
thee P, YheH

T 'Hx C P
con lo cual tenemos
H < zPx !
La segunda parte se obtiene por cardinalidad maximal. (l

Corolario 107 Sean G un grupo finito, p un primo que divide a |G| y P un p subgrupo de
Sylow.
P es un subgrupo normal si y sélo si P es unico subgrupo de Sylow de G

Teorema 108 (Tercer Teorema de Sylow) FEl nimero de p-subgrupo de Sylow n, de un
grupo G satisface n, divide a |G| yn, =1 (p).

Demostracién: Sea
X = {P | P p-subgrupo de Sylow de G},
luego se tiene que | X| = n,.

Veamos la accién
GxX — X

(9. P) — gPg!

es transitivo, por el teorema anterior, luego n, divide a |G].
Para la segunda parte, redefinimos la accién, del siguiente modo

PxX — X
(9,Q) — gQg~"

Y los puntos fijos, estan dados por
Fizp(X) ={Q € X | (Vg€ P)(9Qg™" € Q)}
Por lema se tiene que

| X| = |Fizp(X)| (mdd p)
n, = |Fizp(X)| (méd p)

Ahora sea @ € Fizp(X), luego tenemos que

9Qg ' =Q, VgeP
P C N¢(Q)
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Pero P, son dos p-subgrupos de Sylow de N (@), por el segundo teorema de Sylow los
subgrupos son conjugados

P=xQxz', z€ Ng(Q)
por lo tanto P = @, y con ello tenemos Fixp(X) = {P}.

ny, = |Fizp(X)| = {P}=1 (mdd p)

Ejemplo 77 Clasificar los grupos de orden 33.

Solucioén: Sea G un grupo de orden 33.

Con las notaciones del tercer teorema de Sylow, tenemos que n3 = 1 y ny; = 1. Luego,
existen Unicos 3-subgrupo de Sylow y 11-subgrupos de Sylow, por lo tanto son normales en
G.

Sean H y K los respectivos 3 y 11 subgrupos de Sylow de G, entonces nétese que:

H N K = {e}, ya que el orden de cualquier elemento en la interseccién debe dividir al
orden de H y al orden de K, es decir, debe dividir a 3 y a 11, luego no queda otra opcion
que el orden de ese elemento sea 1.

Por segundo teorema del isomorfismo tenemos que

HK/H~K/HNK
lo cual implica que
H|IK|
|HN K|

Luego, como HK < G y ademas poseen el mismo orden, se tiene que HK = G.
Para cada a € H y b € K tenemos

|HK| = 33

a(ba™'b™!) = (aba o' € HNK
ya que H, K < G. Entonces
aba b = e ab = ba

Por lo tanto GG es abeliano, ya que G ~ H x K.
Por proposicién 46, tenemos que el inico grupo salvo isomorfismo de orden 33 es

GZHXK&’ZgXZHﬁ’Zgg

Ejemplo 78 Demuestre que los grupos de orden 28,80 y 200 no son simple.

Solucién: Vamos a analizar cada caso.
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1.

Sea GG un grupo de orden 28 = 227. Entonces por tercer teorema de Sylow tenemos:

nn=1,7 AN ny=1

Como existe un tnico 7-subgrupo de Sylow, éste es normal en G, lo cual demuestra
que G no es simple.

. Sea G un grupo de orden 80 = 25. Entonces por tercer teorema de Sylow tenemos:

n2:1,5 N n5:1,16

En los casos; n; = 1, se tiene que existe un unico 5-subgrupo de Sylow de G, lo cual
implica que G no es simple.

Ahora, veamos el caso en que ns = 16.

Recordemos el hecho que todo grupo de orden p esta generado por cada elemento
perteneciente a él, salvo la identidad, es decir, en dos subgrupo de orden p el tnico
elemento en comun es el neutro.

Como existen 16 5-subgrupos de Sylow de orden 5, entonces G tiene 16(5 — 1) = 64
elementos de orden 5. Ademés hay sélo 16 elementos no considerados, entonces sélo
podemos formar un tnico 2-subgrupo de Sylow, lo cual implica que ny = 1, es decir,
existe un tnico 2-subgrupo de Sylow, lo cual implica que G no es simple.

Sea G un grupo de orden 200 = 2352. Entonces por tercer teorema de Sylow tenemos:

ns = 1 (méd 5) y ademds n; € {1,2,4,8} (basta ver estos divisores ya que estamos
seguros que los otros son multiplos de 5 y por tanto son congruentes a 0 médulo 5).
Luego de esta observacién tenemos que ns; = 1, lo cual nos dice que existe un tinico
5-subgrupo de Sylow, y es por tanto un subgrupo normal de G. Asi tenemos que G no
es simple.

O

1.18.1. Problemas Propuestos

Problema 75.
Demostrar que un grupo de orden 45 tiene un subgrupo normal de orden 9

Problema 76.
Clasificar los grupos de orden 1,2,3,4,5,6,7,9,10, 11 salvo isomorfismo.

Problema 77.
Sea |G| = pn con p > n, p primoy H un subgrupo de orden p entonces H es normal

en G
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Problema 78.

Sea |G| = p™q con p > ¢, p,q primos entonces G contiene un dnico subgrupo normal
de indice ¢

Problema 79.
Clasificar todos lo grupos de orden 18 y 75

Problema 80.
Sea P un p-subgrupo de Sylow normal de G y f € End(G) entonces f(P) < P

Problema 81.

Demuestre que todo grupo G tal que a? = 1 para todo a € G, entonces G es abeliano

Problema 82.

Clasificar todos los grupos de orden 8.

Problema 83.
Clasificar todos los grupos de orden 12.

1.19. Problemas Miscelaneos

Problema 84.

Sea G el grupo de las simetrias del cubo.

Sean V,; = V" la rotacién en 120 grados que no mueve el vértice 4, Vg = V' la rotaciéon
en 120 grados que no mueve el vértice 6 y C' = C'h54 es la rotacién en 90 grado que no mueve
la cara {1,2,5,6}.

Resolver explicitamente las siguiente ecuacion:

CoXoVyi=1Vs

Problema 85.

Sea G el grupo de las simetrias del cubo.

Sean A = Ay, la rotacién que no mueve la arista {1,4}, V = V' la rotacién en 120
grados que no mueve el vértice 6 y C' = Ciys es la rotacién en 90 grado que no mueve la
cara {5,8,7,6}.

Resolver explicitamente las siguiente ecuacién:

CoXoV=A
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Problema 86.
Sean H un subgrupo del grupo G y

HY={zxe€G|(3BheH)(x=ghg ')}
Demostrar que, para todo g € G, HY es un subgrupo de G.

Problema 87.

Sea V' un R-espacio vectorial,

End(V)={f € F(V,V) | f es una transformacién lineal sobre R}

H={h € F(V,V) | hy(v) = tv, t € R*}

Demostrar que

H < End(V)

Problema 88.

Sean n, m € N* primos relativos entonces

Z/ <nm>~(L,/ <n>)x(LZ/<m>).

Problema 89.

Sean n,m € N*y d = MCD{n, m}.
Demuestre

Z/d7 ~ Hom(Zy, Zy,)

Problema 90.

Sean n,r € N* naturales no nulos entonces

Lo,/ <> 2 L.

Problema 91.

Dada la accién definida por

RxR2 — R2
(a,(z,y)) — (e"x,y+a)

Determinar la cantidad o el nimero de érbitas, es decir, un sistema de representante de las
clases de equivalencia.
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Problema 92.

Dada la funcién
R*x R* — R?

(a,(z,y)) — (az,a’y)

Demostrar que - es una accién y determinar todas sus orbitas.

Problema 93.
Sea RT grupo con el producto y la accién

Rt x R2 —  R2
(a,(z,y)) — (ax,a'y)

Determinar un sistema de representante de las clases de equivalencia u érbitas.

Problema 94.
Sea J, = {1,2,...,n} y P(J,) el conjunto potencia de J,
Demostrar que

Sy xP(J,) — P(J,)
(0,A) — o(A)={o(a) | a € A}

es una accion.
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Problema 95.

Dada la funcién
S, xR* — R"»

(0, (z:)) = (200))
1. Demostrar que - es una accion.

2. Si n = 6, determinar el estabilizador de (1,—1,1,—1,1,—1)

Problema 96.

Sea B(R) = {( g lc) > | a,ce R* be R} el grupo de Borel de GLy(R).

B(R)xR? —  R?

a b
(g,(z,y) ~ g-(z,9)’ donde ( 0 ¢ ) (z,y) = (azx + by, cy)

Demostrar que - es una accién y determinar todas sus orbitas

Problema 97.

Dado el grupo afin, es decir

A:{(Z Z) € GLy(R) c:O,dzl}

A x R? — R?
((3 ll)),(x,y)) — (ax+b,ay +b)

y la accion dada por

104

Determinar la cantidad o el ntimero de orbitas, es decir, un sistema de representante de las

clases de equivalencia.

Problema 98.

Sea Y = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}} las aristas del cuadrado, G el grupo de simetrias

del cuadrado.
Describa orbitas y estabilizadores de la accién natural de G sobre los aristas.

Problema 99.
Sea G = Dj el grupo de simetria del tridngulo equilatero
X ={(z,y,2) e N"xN*xN* : 2<3Ay<3Az<3}

y la accién
GXxX =X, g (2,y,2) = (9(2),9(y),9(2))
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Determinar el ntimero de 6rbitas y su cardinal

Problema 100.

Sea G = Aut(Zy2) el grupo de automorfismo de Z;5 con la composicién y la accién
G X Lyg = Lz, g-x=g(z)

Determinar el nimero de érbitas y su cardinal.

Problema 101.
Sea G = Aut(Z5) el grupo de automorfismo de Z5 con la composicién y la accién

G X Lys = s, g-x = g(x)

Determinar el nimero de 6rbitas y su cardinal.
Problema 102.
Sea G = Aut(Zs X Zs3) el grupo de automorfismo de Zg x Z3 con la composicién y la
accion
G X Ly x Ly — Lg X L, g-(2,y) = (9(x),9(y))

Determinar el nimero de 6rbitas y su cardinal.

Problema 103.
Determinar el orden de G' = Aut(Zy5 x Z3) el grupo de automorfismo de Z;5 X Zs.

Problema 104.

Sea G un grupo finito que actia en X conjunto finito.
Se define el conjunto L = {(z,9) € X xG | ¢-z =z}

1. Demostrar que si (x,g) € L,h € G entonces (h-z,g(h™')) € L
2. Demostrar que - : G x L — L, h - (z,g9) = (h-z,g(h™")) es una accién

3. Demostrar G, ) = {e},para todo z € X ( e es el neutro de G)

Problema 105.
Determinar el normalizador de {(2 1), (3 2)} en 5.

Ns, ({(21),(32)})

Problema 106.
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Determinar el normalizador {(1 2 3),(23 4)} en S.

N, ({(123),(234)})

Problema 107.

Sea n > 3. Demostrar que el centro de S, es el neutro

Z(S,) = {e}

Problema 108.
Sean >3, H<S, y H contiene un 3-ciclo entonces A, C H.

Problema 109.

Sea n > 4. Demostrar que
A, esta generado por los 3-ciclos

Problema 110.

Seann >5, H <5, v (12)(34) € H.
Demuestre que
A, CH.

Problema 111.

Determinar la cantidad de grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 223%4253,

Problema 112.
Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones. JUSTIFIQUE

1. Todos los grupos son ciclicos.

2. Si dos grupos tiene el mismo cardinal entonces son isomorfos.
3. Si H < Gy H es abeliano entonces H es normal de G.

4. Si X, G son finitos y G actia en X entonces | X| divide |G]|.
5. F: Qt x RT — R*; con F(a,z) = z% es una accion.

6. Sea T': {t, € F(R,R) | ¢, es una traslacién, con b € R} y

L:RxT —T. tal que L(a,t,) = t,1p €s una accién.

7. Sea V un R-espacio vectorial, End(V') = {f € F(V,V) | f es una transformacién lineal
deVenV}y R:End(V)xV —V donde R(f,x) = f(x) es una accién.
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8. Dada la funcién F': GLy(R) x Biy(M2(R)) — Biy(Ms(R)), definida por
F(Ah)(X) = h(XA)
entonces ' es una accion.
9. Sea A € My(R) y la funcién Ty : R x My(R) — Ms(R), definida por
Ta(t,B) =B —tA
entonces 7' es una accion.
10. S, /A, ~ Zs
11. La permutacién o = (1 2 3---n)? es par, para todo n € N*

12. El ntimero de grupos abeliano no isomorfo de orden 15 es 2
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