Capitulo 4

Numeros Racionales.

Luego de construir los Numeros Naturales, se presentaron ciertos problemas como ;Cuél
es el resultado de 3 menos 57, para poder encontrar una soluciéon se cre6 a partir de N
el conjunto de los Numeros Enteros que se representan con el simbolo de Z. Pero la vida
cotidiana siguié exigiendo la creacién de nuevos conjuntos a partir de los ya conocidos.
Consideremos el conjunto Z como conjunto base y definamos

7 =17 — {0}
a partir de este nuevo conjunto construimos el producto cartesiano
Zx7"={(a,b)|a€Z N beZ"}

de donde Z x Z* se denominan fracciones
Notacién: Sea (a, b) € Z x Z* una mejor notacién para los elementos de este nuevo conjunto

€S
a

(CL, b) b
Mas aun el elemento a se denominara como numerador y b el denominador.

Definicién 39 Sean % Y 5 € 7 X 7*, definiremos la siguiente relacion dada por

a C
gwgﬁad—bc

Propiedad 129 La relacion definida anteriormente ~, es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

(i) La relacién ~ es refleja:
Sean % €L XL

Como

entonces

luego la relacion es refleja.
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(ii) La relacién ~ es simétrica:

Sean %, % € 7 x 7~ tales que

@ c .
b d
& cb=ad
o £
d b
(iii) La relacién ~ es transitiva:
Sean %, %,% € 7 x 7" tales que
acaCc
b d d f
Si
%Nc_cl A C—jw% < ad=cb N cf =ed

adf = cbf N cfb= edb.

Por lo tanto adf = edb, cancelando obtenemos af = eb, luego

>
—| o

Observaciéon: La relacion de equivalencia definida anteriormente particiona el conjunto
7, x 7* en las clases de equivalencia, que se denotan por

Z x Z* /. := conjunto cuociente

Definicién 40 Dado 7 x Z*, se define el conjunto cuociente

ZXZV@:{EM%EZxZﬂ

=GB Gy

Notacién: Para una mayor comodidad, denotamos

donde

ZxXZ].=Q

y Q se llama el conjunto de los ntimeros racionales.
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4.1. Suma y Producto en Q

: ap Gz & C * @ 4 4 ,C
Propiedad 130 Sean b by do ds € Z x 7, tales que o~ n Vd” d entonces
aldl + Clbl a2d2 + Cgbg a1Cq a9Co
brdy bads Y bdy T bads

Demostracién: Sean Cbl_117 g—;, %, 2—22 € 7 x Z*, tales que

ax ) C1 Co
P
Luego se tiene que
arby = asb y cidy = cady

Ahora formaremos la Suma:

(a1dy + c1b)bady = ardybads + c1bibads
(a1by)dydy + (¢1d2)by by
(agby)dydy + (cady )by by
(agda(bydy) + cobo(dyby)
(agdy + coby)dyby

Por lo tanto
(a1d1 + Clbl)bgdg = (agdz + Cgbg)dlbl

de lo cual obtenemos que

a1d1 + Clbl a2d2 + Cgbg
bid; bady
Ahora veremos la multiplicacion

(arc1)(badz) = (aibs)(c1dy)
= (agb1)(c2dr)

= CLQCgbldl.

De esta manera tenemos que
(alcl)(bgdg) = GQCledl.

es decir, o e
1€1 2C2

bidy  bads

El teorema nos permite definir la suma y el producto
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Definicién 41 Sean [%} Yy [%} €eQ
Adicion en Q: Se define la adicion en Q por

1+ [ =[5

Producto Q: Se define la multiplicacion en Q por:
HREEriE

4.1.1. Suma de Numeros Racionales

Propiedad 131 Los numeros racionales con la suma forman un grupo abeliano

(Q,+) es un grupo abeliano.

Demostracion: Sean [%—ﬂ , [z—;] , [%—ﬂ € Q.

il (Gl D= (G ED - )
el (G = [ ()

ay asbs + asby
_b_l} i { babs }
[a1babs + asbibs + azbibs
| bibabs }
[ (a1bs + agby)bs + &3blb2:|
i b1babs
a1by + asby as
- T] i H

- ([ [
- (] D+

Por lo tanto la operacion suma es asociativa.

Asociativa:

Para ellos

Neutro Aditivo: Sean [%] € Q y cumple con

]+ [ 3]
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Lo cual se comprueba del siguiente modo
ﬂ + 9 _ CL11 + 0b1
bl 1 bll
= |5
luego tenemos que el neutro aditivo existe y es

(B e

Inverso Aditivo: Dado [Cbl—ﬂ existe [_b—cl“] € Q tal que

ay —Qa . 9
ANl
Justifiquemos lo anterior

][5 - [

Lo anterior demuestra que existe el inverso aditivo, de esta manera tenemos que el inverso

aditivo de [z—ll] es [_b_clll}

Conmutatividad: Debemos probar que

il )= 2] 5]

ﬂ i % . a2b1+a1b2
by by | baby

SR

Para ello

Luego la suma es conmutativa.
Notacién: Sean [%} y [5] € Q, entonces

9[-+ [
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4.1.2. Multiplicacién de Nimeros Racionales

Propiedad 132 Los niumeros racionales con las propiedades de la multiplicacion forman un
grupo abeliano.
(Q*,)  es un grupo abeliano,

donde Q* = Q — {0}.

Demostracion: Sean [%—ﬂ , [a_2] , [g—ﬂ cQ

Asociativa:

1
= |2
—_
VRS
| — =
S| &
| I
—
g|E
| I
N———
Il
VRS
5|8

|2l
) D = B (G)

B _ﬂ_ asas
= o] ot
. _a1a2a3}

| D1b203
o [a1a; as
- i) i
. a1a2 as
- ([55) 2]
. ai a2 as
(BB
Luego la multiplicacion es asociativa.
Neutro multiplicativo: Existe [ﬂ € Q que cumple

aq 1 N aq
bi| 1] &
Lo cual se comprueba del siguiente modo
aq 1 . a11
b [1] bl
= |5
luego tenemos que el neutro aditivo existe y es

ERHER

Para ellos
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Inverso multiplicativo: Sean [%—ﬂ € Q* luego existe [ﬁ] € Q" que cumple

o)

aq bl Cllbl
by ay aib
R
!
Lo anterior demuestra que existe el inverso multiplicativo, de esta manera tenemos que el

inverso de [ﬂ} es [ﬁ}

bl ay
Conmutatividad: Debemos probar que

Justifiquemos lo anterior

a| [az2] _ [oz] [a
by by]  [b2] LB
Para ello

al faa] _ [@o]

by by] — |bibo ]
. _a2a1—
L baby
_ e o
b b

Luego el producto es conmutativo O

Notacién: Sean [%} y [5] € Q*, entonces

RERIGRE

bl " Ldl b cl’

Teorema 133 El conjunto de los numeros racionales, con la suma y producto definidos
anteriores (Q, 4+, ), es un cuerpo.

Demostracién: Se ha demostrado anteriormente que (Q,+) y (Q*, -) son grupos abelianos,
luego falta ver la distributividad

Distributividad: Sean [Cbl—ll] , [Z—ﬂ , [z—;] € Q, entonces se cumple

)G BD - (G RD - (6]
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212D - ()
- P

o _alang + alagbg
b1b2bs

- [+ ([p))
- (] [2]) - (] =)

Observaciéon: Luego de haber definido el conjunto de los ntimeros racionales o @Q, el no
contiene todos los ntimeros que necesitamos por ejemplo la ecuacién 2 = 5 no tiene solucién
en Q, es decir, el niimero que en forma habitual se denotado por v/5 ¢ Q.

Veamos

Propiedad 134 Sea p € Z un nimero primo entonces el nimero \/p ¢ Q.

Demostracion: Para este caso la demostracion la realizaremos por el método del absurdo
que consiste en suponer como cierto la negacién de la proposicion como sigue:

Supongamos que la ecuacién x? = []ﬂ tiene solucién en Q, entonces la solucién se puede

representar como una fraccién

2] = () e =
Luego, LN a—j
1 b
pb2 — CL2

Luego p|a?, es decir p|a. Por lo tanto a = pk con k € Z reemplazando

pb2 — p2k2
v o= pk?

Por la justificacién similar a la anterior p|b? es decir p|b, lo cual es una contradiccién ya que
(a,b) = 1. Por lo tanto
VP EQ

Notacién: A cada ntmero racional

G165
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lo denotaremos simplemente &.
Debemos tener claridad en la diferencia entre fraccién y ntimero racional ya que en este
caso nos refiriendo a la clase.
Por ejemplo las fracciones D1 no son iguales, pero como numeros racional si son iguales
157 3 ’

las clases, ya que % ~ %
4.1.3. Expresion decimal en Q.
Dado un nimero racional §, luego aplicamos el algoritmo de la divisién y obtenemos
a=bg+r, con0<r<b

si volvemos aplicar el algoritmo de la division obtenemos

10-r = bgr+7r1, con0<r;<b
10-m = b(h—i-’f’g, con 0 <ry<b
10-r, = bqt+1 + r4y1,  con 0< T4 < b

como los posibles resto r; son finito, luego en algin momento es 0 o se repite, de lo cual
obtenemos que los numeros racionales se representan por numeros decimales finito o los
nimeros decimales infinitos periddicos, es decir,

a obien = =2
- = ien - =-= e Qs
b q1,4243 - - - Gt b b 41,4243 - - -4 4
Ejemplo de ello tenemos
1 1 _
-=0,25 =-=0,3
4 ’ 3 ’

Existe otros ntimeros que no pertenecen a @Q, estos son los llamados ntimeros decimales
infinitos no periddico o irracionales I, ya que no se puede encontrar una representacion en
numeros racionales.

Los Nimeros Reales

Con los conjuntos de los ntimeros racionales e irracionales que denotamos como Q e
I respectivamente, podemos construir un nuevo conjunto que se puede crear a partir de
estos dos. Estos nuevos elementos los llamaremos ntimeros reales y algunos elementos que
pertenecen a este conjunto son

™ V3; 0,1; 5,6

En este conjunto existe un producto y una suma compatible con de Q, que entrega la
siguiente propiedad

Teorema 135 (R, +,:) es un cuerpo.
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4.2. Extensiones Cuadraticas de los Racionales Q[,/p].

Como justificamos anteriormente los ntimeros v/2,v/3, - - - ¢ Q, pero si a Q le agregamos

estos nimeros lo que tenemos como resultado son cuerpos intermedios llamados extensiones
cuadraticas debido a que vienen dados por raices cuadraticas.
Observacién: De los niimeros anterior existe algunos de ellos que pueden ser representados
por el llamado espiral pitagdrica, que se inicia con un triangulo isosceles, con lados de longitud
1, y el siguiente triangulo rectangulo de altura 1 y base la hipotenusa del anterior, como en
la figura.

Definicién 42 Sea p € Z, tal que \/p ¢ Q
Se define Q[\/p] por
QA = {a+byp | a,b € Q)

Observacién: Notemos que dado un nimero x € Q[,/p], existe tinicos elementos a,b € Q,
tal que z = a + b/p.

Si suponemos que existe dos expresiones distintas a + by/p = ¢ + d,/p, obtenemos una
contradiccién con que /p ¢ Q. Esta observacién nos permite definir las siguientes operaciones
binarias.

4.2.1. Suma y Producto en Q[,/p].

Sean a; + bi/p, az + bay/p € Q[/p]. Se define las siguientes operaciones:
Suma:

(a1 + biy/p) + (a2 + bay/p) = (a1 + az) + (b1 + b2)/p

Producto:

(a1 + biy/D) - (ag + bay/D) := (arag + pb1by) + (@102 + ashi)/D
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Propiedades de la Suma en Q[,/p].

Propiedad 136 La extension cuadrdtica con la operacion suma es un grupo abeliano, es
decir,
(Q[v/pl,+)  es un grupo abeliano

Demostracién: Recuerde que (Q, +) es un grupo abeliano.

Sean ay + bi\/p, az + bay/D, as + bs\/p € Q[\/D]

Asociativa:

(CLl + bl\/ﬁ) + [(ag + bg\/]_)) + (ag + bg\/ﬁ)] = [(Cll + bl\/]_ﬂ) + (ag + bg\/]_))] + (CL3 + bg\/]?)

Para ello,

(a1 + biy/D) + [(ag + bay/p) + (ag + bsy/p)] = (a1 + biy/D) + [(as + a3) + (ba + b3)+/D)

= (a1 4+ az+as) + (by + by + b3)\/p
[(a1 + az) + (b1 + b2)/p] + (a3 + b3\/p).
[(a1 + b2)\/p) + (az + b2y/P)] + (a3 + b3\/p).

Por lo tanto, la operacion suma es asociativa
Neutro Aditivo: Existe 0+ 0,/p € Q[,/p]
Que cumple con:

(a1 +biyp) + (0+0yp) = (a1 +0)+ (by +0)/p
= a1+bl\/]3

luego el neutro aditivo existe y es 0 = 0 + 0,/p.
Inverso Aditivo: Sea a; + by\/p, existe (—ay) + (=b1)/p € Q[,/p] que cumple con

(a1 + b1y/p) + ((—ar) + (=b1)y/P) = 0+ 0y/p

Comprobemos lo anterior

(a1 +b1y/p) + ((—a1) + (=b1)y/p) = (a1 + (—a1)) + (b + (=b1))/P
— 0+0p

Lo anterior demuestra que existe el inverso aditivo de a; + byy/p es (—ay) + (—b1)/p-
Conmutatividad: Debemos probar

(a1 + biy/p) + (ag + bay/D) = (az + bay/p) + (a1 + b1y/D)

Para ello

(a1 + bl\/ﬁ) + (CEQ + bg\/ﬁ) = (CL1 -+ CLQ) + (b1 + bg)\/ﬁ
= (a2+a1)+(b2+bl)\/ﬁ
= (a2 +bay/p) + (a1 + b1y/p).
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Propiedad del Producto en Q[,/p].
Propiedad 137 FEI conjunto Q[/p] con la multiplicacion forman un grupo abeliano

(Q*[/P],+)  es un grupo abeliano
donde Q*[,/p] es Q[\/p] — {0}.

Demostracién: Sean a; + bi/p, az + bay/D, a3 + bs3\/p € Q[,/P]
Asociativa:

(a1 + biy/p) - [(a2 + bay/D) - (a3 + bs\/P)] = [(a1 + b1y/D) - (ag + b2y/D)| - (a3 + b3 /D)

Para ello

(a1 4+ b1y/p) - [(a2 + bay/P) - (a3 + b3/D)]
= (a1 + biy/D) - [(a2as + pbabs) + (asby + azbs )/
[ay(azas + pbybs) 4 pbyi(asby + azbs)] + [ay(asby + azbs) + (azas + pbabs)bi]\/p

a1aza3 + arpbabs + azbabip + azbsbip) 4 (ayasby + ayazbs + azasby + pbibybs)\/p
(a1ag + babip)as + (ar1by + azby)bsp] + [(a1az + pb1ba)bs + asz(a1by + azby)]\/p
(a1as + babip) + (a1by + asby)+/pl(as + bs+/p)

(a1 + b1y/p) - (a2 + bay/P)] - (a3 + b3y/P)

Por lo tanto el producto es asociativo.
Neutro Multiplicativo: Existe 1 + 0,/p € Q[,/p], tal que

(a1 +b1y/p) - (1 +0y/p) = ar + biy/p

Lo cual se comprueba del siguiente modo

(
[
[
[

(0,1 + bl\/]_Q) . (1 + 0\/]_)) = (a11 +p0b1) + (al() + 1b1)\/]3
= a+ bl\/]_)

luego tenemos que el neutro multiplicativo existe y es

1=1+0yp.

Inverso Multiplicativo: Sean a+b/p € Q*[,/p|, en primer lugar notemos que a? —b*p # 0,
propiedad 134, luego existe % + az:—gzp\/ﬁ € Q*[/p] que cumple con

(@4 0P (g + /) = 14 0V

La prueba de lo anterior esta dada por
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(@4 0P (o + g VD)

a —b —b a
= b b
(aaz_b2p+p a2—b2p) + (aa2—b2p+a2—b2p )\/ﬁ
a’?—b’p —ba+ba
- a2—b2p+a2—b2p\/ﬁ
= 1+0yp

Por lo tanto el inverso multiplicativo de a + by/p es

p

a —-b
o — pb? + o — pb? VP

Conmutatividad: Debemos probar

(a1 +b1y/p) - (a2 + bay/D) = (a2 + bay/pP) - (a1 + b1y/D)
Para ello
(a1 +b1y/p) - (az + bay/p) = (araz + pbiba) + (a1by + azbi)/p
= (agay + pbaby) + (azby + a1bz)\/p

= (CLQ + b2\/ﬁ) . (a1 + bl\/ﬁ)

Por lo tanto la multiplicacién en Q[,/p] es conmutativa. O
Notacién: a + b,/p € Q[\/p], ¢+ d\/p € Q*[\/p] entonces

(a+byp): (c+dyp) = (a+byp)- (C—i-d\/ﬁ)_l
Teorema 138 (Q[\/ﬁ]’_h.) es un cuerpo.

Demostracién: Se ha demostrado anteriormente que (Q[,/p],+) y (Q*[\/p],-) son grupos
abelianos, luego falta ver la distributividad es decir, debemos demostrar

ay + b1/D, ag + bay/p, az + bsy/p € Q[,/p] tenemos
(a1+b1y/p)-[(az+b2y/p) +(az+bs3y/p)] = [(a1+b1y/p) - (a2 +b21/P) + (a1 +b11/P) - (a3+b3/D)].

Veamos

(a1 +biy/p) - [(ag + bay/p) + (a3 + b3y/p)] = (a1 +biy/p) - [(a2 + az) + (b2 + b3)/P]
lo que es igual a
al(a2 + CL3) +pb1(b2 + bg)) + (al(bQ + bg) + bl(ag + ag)\/ﬁ

(

(a1ag + aras + pbiby + pbibs) + (a1bs + a1bs + asby + asby)\/p
(a1ag + pb1by + ayas + pbibs) + (a1by + azby + a1bs + azbr)/p
(
[

(a1a2 —|—pb1b2) -+ (ale + agbl)\/ﬁ) + ((a1a3 +pb1b3) + (Cleg + agbl)\/];)
(a1 4 bi/p) - (a2 + bay/P)] + [(a1 + b1y/P) - (a3 + bsy/P)].
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Ejemplo 106 Resolver en Q[v/5], la ecuacion
(2+3VB)z=3-5

Solucién: Como sabemos, el inverso se obtiene del siguiente modo

(2+3\/5)_1_4—25-9_4—5 9\[___+ 1V

luego se tiene que

v = (B VE) (o 4 VE) = (32 5 (1) )+ (B — S (~1)V5

Por lo tanto,

o2 1.
T T

21 11
so {2 )

Ejemplo 107 Resolver en Q[\/7], el sistema ecuaciones

Q+Vz+y = 3+ﬁ‘
B-VDr+VTy = 1

Solucion: Amplifiquemos la primera ecuacién

Q+vVDz+y = 3+V7 /=T
B+Vz+VTy = 1

El conjunto solucién es

Obtenemos

(=7 =2V —VTy = —7—3\/7‘
B+VDe+VTy = 1

Sumando obtenemos
(=4 —VTz = —6-3V7
x = (=6-3V7)(-4—V7)""

(- 6—3\/7)(%4+%\ﬁ)
v - 1 _f

Reemplazando en la primera ecuacion obtenemos

y = 3+V7- (2+f)(+\f)
y = 3+V7— (16-1- f)
= gy

Luego, el conjunto solucién del sistema es

{33753

xr =
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4.2.2. Conjugacién de Ql[p].
Definicién 43 Sea a + by/p € Q[\/p].
Se define el conjugacion de a + by/p por a — b\/p y se denota de la siguiente forma:

a+ by/p:=a—by/p.

Observacién: La conjugacién es una funcién dada por

— + Qyr] — QlP]
a+0by/p — a+0by/p=a—>bp.

Cumple las siguientes propiedades

Teorema 139 Sean a + b\/p,c+ d\/p € Q[/D]

(i)
(a+ by/p) + (c+ d\/p) = (a+by/p) + (c + d\/p).
(it)
(a+by/p) - (c+dyp) = (a+byp)-(c+d\p).
(iii)
a+byp=a+by/p siysolosi b=0.

Demostracion:

(i) Sean a+ b\/p,c+d\/p € Q[\/p], luego

(a+by/p) + (c+d\/p) (a+c)+ (b+d)\/p

= (a+c)—(b+d)\/p
(a+c)+ ((=b) + (=d))v/p
(@ —by/p) + (¢ — dvy/p)

= atbyp+ctdyp.
(ii) Sean a + b\/p, c + d\/p € Q[\/p], tenemos
(a+by/p) - (c+dyp) = (ac+ pbd)+ (ad + bc)\/p
((ac + bd) — (ad + be)/p
(ac+ (=b)(=d)) + (a(=d) + (=)e)y/p
(4~ byp) - (¢~ dyp)
= a+by/p-c+d\/p

(iii) Sea a4 b\/p € Q[,/p], luego
a+byp=a—>bp
pero a, b son unicos luego

a=aVb=-b
Por lo tanto, b =0
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4.2.3. La Norma de Ql[,/p|.

Definicién 44 Sea a+b./p € Q[\/p], se define la norma de a+b\/p por a* —b*p y se denota
por

| a+byp ||:=a® — b?p.
Observacién: La norma es una funcién dada por

I Qyval = Q
a+byp — |a+bypl=a®—bp.

Teorema 140 Sean a + b\/p,c+ d\/p € Q[,/D]

i)
| (a+by/p) [=[la+by/p |
i)
| (a+by/p) [|= (a+by/p)(a+by/p)
iii)

I (@ +by/p) - (c+dyp) =l a+byp| - c+dypl

Demostracién: Sean a + b\/p, c + d\/p € Q[,/p|, luego

| (a+by/p) - (c+dy/p) || = | (ac+ pbd) + (ad + bd)\/p ||
= (ac+ pbd)* — (ad + bd)*p
= a®c® + 2acpbd + p*b*d* — (a®d* + 2adch + *b*)p
= a’c® + 2acpbd + p*b*d* — a*d*p — 2adcbp — VPp
— a202 +p2b2d2—a2d2p—02b2p
= (a® = pb®) - (¢ — pd®)
= [la+b/pll -l c+dyp|

4.2.4. Anillo de Enteros de Z[,/p].

Definicién 45 Se define Z[,/p] igual a
Zl\/p| ={a+by/p|a,beZ}
Observacién: Dadas las contenciones anteriores se tiene que

Z[\/p] € Qv

Luego el conjugado y norma estan definidas, mas atin

i zlyp] = Z
a+by/p — | a+bypl:=a*—"bp.

Teorema 141 (Z[,/p,+,-) es un anillo conmutativo.
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Definicién 46 Sea u € Z[,/p], se dice que u es una unidad de Z[./p|, si y sélo si existe un
elemento v € Z[\/p|, tal que uv = 1.
Notacién: Denotaremos el conjunto unidad de Z[/p| por U(Z[,/p))
Ejemplo 108 Determine en cada caso si el elemento es

1. 3422 es un unidad Z[\/2]

2. 3+ 23 es un unidad Z[/3]

Solucién: 1. Supongamos 3 + 2v/2 es un unidad, luego existe = + yv/2 tal que

(B+2vV2)(z +yVv2) = 1+0V2
(3 +4y) + By +22)vV2 = 1+0v2

De lo cual obtenemos, el siguiente sistema

3r+4y = 1/-2
2e+3y = 0/--3

Sumando las ecuaciones obtenemos —y = 2, es decir y = —2. reemplazando obtenemos
T =3,

(3+2v2) 1 =3-2vV2 € zZ[V2

luego tenemos 3 + 2v/2 € U(Z[V/2)).
2. Supongamos ahora que 3 + 2v/3 es un unidad, luego existe x + yv/3 € Z[v/3] tal que

(B+2V3)(z+yVv3) = 1+0V3
(324 6y) + By +22)V3 = 1+0V3
De lo cual obtenemos
3r+6y = 1
20+3y = 0

Pero la primera ecuacién nos entrega que 3|1, lo que es una contradiccién. Por tanto tenemos

34+ 2V3 ¢ U(Z][V3)).
Propiedad 142 a + b\/p € U(Z[\/p]) si y solo si ||a + by/p| € {1. — 1}

Demostracion: Supongamos que a + b,/p es una unidad, luego existe x + y,/p tal que

(a+byp)(x+yvp) = 1+0p /Il
la+byp)(x +yvP) = 1+ 0yl
la+bv/plllz +yvpll = 1

Por lo tanto, ||a + b,/p)|| es unidad en Z, por ende |la + b\/p|| € {1. — 1}.
En el otro sentido, supongamos que ||a + b,/p|| = 1, podemos comprobar que

(a+byp)(a—byp) = (a* — bp?) + (—ab + ab)y/p =1+ 0,/p
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Propiedad 143 (U(Z[\/p]),") es un grupo abeliano.

Observacién: Note que los conjuntos anteriores incluido las operaciones, también es posible
construirlos del siguiente modo, en Z x Z o en Q x Q, se define las siguientes operaciones

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac+ bdp,ad+ be)

y con ellos tenemos la misma estructura, sin incorporar el simbolo /p explicitamente.



