Capitulo 2

Numeros Enteros

Notemos que las ecuaciones del tipo a + x = b, con a,b € N, pueden tener solucion
vacia en el conjunto de los numeros naturales. Para que este tipo de ecuacién siempre tenga
solucién no vacia, es necesario construir un conjunto Z llamado de los ntimeros enteros.

Definicién 7 Sean z,y,z € N.
Se dice que la diferencia o resta entre x ey es z si y solo si x es igual a y + z, es decir,
r—y=2s81ysolosix=y+z
Observacién: El simbolo “z — y”se lee x menos y.
Propiedad 38 Sean z,y,z € N.
1. Six—y=p, p€N entonces se tiene

(x—y)z =2z —yz.

2. Six—1y=p, pe€N entonces se tiene
(x—y)+z=(v+2)—v.

Demostracién:
1. Sea x —y =p, p € N, luego tenemos que x = y + p de este modo
xz=(y+p)z=yz+pz
y por lo tanto
rz—yz=pz=(xr—y)z.
2. Seanz—y=p, peN

Luego tenemos que
rT=y+p
de donde
r+z=y+p+=z

Por lo tanto
(x+2)—y=pt+tz=(r—y)+=z

31
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U

Definicién 8 En el conjunto N x N se define la siqguiente relacion':
Sean a,b,c,d € N, entonces diremos que los pares ordenados (a,b) y (c,d) estan relacio-
nados, lo que denotaremos por

(a,b) ~ (¢,d) siysdlosia+d=0b+c.
Teorema 39 La relacion ~ es una relacion de equivalencia en N x N,

Demostracion: Sean a,b,c,d, e, f € N

Refleja: Como a + b = b+ a se tiene que (a,b) ~ (b, a)
Simétrica: Supongamos (a,b) ~ (c,d), luego tenemos que

a+d = b+ec
= b+c = a+d
= c¢c+b = d+a
= (¢,d) ~ (a,b)

Transitiva: Supongamos (a,b) ~ (¢,d) A (¢,d) ~ (e, f), d lo cual se obtiene que

(a+d=b+c) AN (c+f=d+e)
= a+d+f=b+c+f N c+f=d+e Reemplazando
= a+ f+d = b+d+e Cancelado
= a+ f = b+e
= (a,b) ~ (e, f)

t

Definicién 9 Sean (a,b) € N x N.

Se define la clase de equivalencia de (a,b) como el conjunto de todos los pares ordenados
de N x N que estdan relacionados con el par ordenado (a,b), y la denotaremos por (a,b). El
par (a,b) se llama representante de la clase de equivalencia de (a,b).

(a,0) = {(2,y) e NN | (z,y) ~ (a,)}.

Ejemplo 14

(1,0) = {(z,y) e NN (z,y) ~ (1,0)}
{(z,y) e NxN|z4+0=y+ 1}

{(1,0),(2,1),(3,2),...}.

Definicién 10 El conjunto formado por todas las clases de equivalencia definidas sobre el
conjunto N X N, es llamado conjunto de los nimeros enteros y a cada clase de equivalencia
numero entero.

El conjunto de los nimeros enteros se anota

Z ={(a,b) | a,b € N}.

'Para més detalles ver el capitulo de Relaciones del curso de Mateméticas Generales.
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Sistema de Representante

Por teorema (23) tenemos que, dado a,b € N se tiene que a > b Y a < b.

33

Luego (a,b) € (a —b,0), cuando @ > by en el otro caso tenemos que (a,b) € (0,b — a).

Es decir,
(a—0,0) si a>b
(a,b) =
(0,b—a) si a<b
Ademas se tiene que
(n,0) = (m,0) = n=m
(0,n) =(0,m) = n=m
(n,0)=(0,m) = n=m=0

Asi tenemos que cada elemento (a,b) € Z admite una tnico elemento de las siguientes

formas

(n,0) Vv (0,m)

donde n € N, m € N*.
De este modo tenemos que

{(n,0),(0,m) | n € N,m € N*}

es un sistema de representante

2.1. Suma y Producto en Z

Teorema 40 Sean (a,b), (¢,d), (e, f), (g, h) € NxN tales que (a,b) ~ (¢,d) y (e, f) ~ (g, h)

entonces tenemos

(ate, b+ f) ~ (ct+g, d+h)
(a-e+b-f,a-f+b-e) ~ (c-g+d-h,c-h+d-g)

Demostracion:

1. Suma

Supongamos (a,b) ~ (¢,d) y (e, f) ~ (g, h) entonces

a+d=b+c AN e+h=f+g
(a+d)+(e+h) = (b+c)+(f+9)
(a+e)+(d+h) = (b+f)+(c+yg)
(a+eb+f) ~ (c+g,d+h)
(a+eb+f) = (c+g,d+h).

4l
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2. Producto
Supongamos (a,b) ~ (c¢,d) v (e, f) ~ (g, h) entonces
(1) a+d=b+c N (2) e+h=f+g

La primera ecuacién amplificamos por e, f, y la segunda ecuacion por ¢, d

ae+de = be—+ce
bf +cf = af+df
ce+ch = cf+cg

df +dg = de+dh
Sumando las ecuaciones resultantes obtenemos
ae +de+bf +cf +ce+ch+df +dg =be+ce +af +df +cf +cg+de+dh
Cancelando se tiene

(ae +bf) + (ch+dg) = (be + af) + (cg + dh)

de lo cual tenemos
(aetb-f,a-f+b-e)~(c-g+td-h,c-h+d-g)

O
Observacién: El teorema anterior nos permite definir la suma y el producto en Z del
siguiente modo:

Definicién 11 Sean (a,b) y (¢, d) € Z, se definen

1. Suma

(a,0) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).
2. Producto

(a,b) - (c,d) = (ac+ bd,ad + be).

Teorema 41 El conjunto de los nimeros enteros con la suma y el producto definido tiene

la estructura de un anillo conmutativo. De otro modo (Z,+,-) es un anillo conmutativo, es
decir

1. Propiedades de la suma en 7
i) Asociatividad
(Ve,y,z€ Z)((x+y)+z=x+ (y + 2)).

it) Existencia de elemento neutro
FecZ)(VreZ)(x+e=e+z=2x).

i11) Existencia de elemento inverso
VeeZ)(FyeZ)(z+y=y+xz=e).

iv) Conmutatividad
(Vao,y € Z)(z +y =y + ).
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2. Propiedades del producto en Z

i) Asociatividad
(Vo,y,z€Z)(z-y)-z=x-(y-2))

it) Existencia de elemento neutro

(FlecZ)(Vx € Z)(z-e=e-x=1x).

iii) Conmutatividad
(Vo,y e Z)(z -y =y- ).

3. El producto en Z es distributivo respecto a la suma

r-(y+z)=z-y+x-z Vr,y,z€Z
Demostracion:

1. Propiedades de la suma en Z
i) Sean x = (a,b),y = (¢,d), z = (e, f) € Z.

Entonces

(z+y)+z = [(a,0) +(c;d)] + (e, f)
a+c,b+d)+ (e f)

(a+c)+e (b+d)+ f)
a+ (c+e), b+ (d+ f))
= (a,b)+ (c+e,d+ f)

= (a,b) +[(c,d) + (e, f)]
= x+(y+2).

[
(
=
(

ii) Sean = = (a,b) cualquiera y determinemos e = (u,v) de modo que

(a,b) + (u,v) = (a,b)
& (a+u,b+v) = (a,b)
& (a+u,b+v) ~ (a,b)
& (a4+u)+b = (b+v)+
=4 at+u = v+a
= u = .

Por lo tanto existe e = (u,u), el cual por comodidad lo denotaremos por (0, 0).

35
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i11) Sea x = (a,b), queremos encontrar un elemento y = (¢, d) de modo que se verifique
la siguiente relacién

r+y = e
& (a,b) +(c,d) = (0,0)
= a+c b+d) = (0,0)
& (a+c,b+d) ~ (0,0
& a+c = b+d
& c+a = d+b
& (c,d) ~ (ba)
& (c,d) = (ba).

Por lo tanto tenemos que y = (b, a).

Notacién: De acuerdo a lo anterior cada elemento en Z tiene un inverso. En adelante
anotaremos como —x el inverso de z € Z. Seguin esto —(a,b) = (b,a) y siempre
tendremos que = + (—z) = e, ademés naturalmente —(—z) = z,Vz € Z.

iv) La conmutatividad queda como ejercicio

2. Propiedades del producto en Z
i) Sean z = (a,b),y = (c,d), z = (e, f) € Z. Entonces
(-y)-z = [(a,b)-(c.d)]- (e, f)
ac+ bd,ad + bc) - (e, f)
(ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)
(ac)e + (bd)e + (ad) f + (be) f, (ac) f + (bd) f + (ad)e 4 (bc)e)

[
(
(

=
(a(ce) + b(de) + a(df) + b(cf),alcf) + b(df) + a(de) + b(ce))
(a(ce) + a(df) + b(cf) + b(de), alcf) + a(de) + b(ce) + b(df))

= a(ce +df)+ blcf + de),a(cf + de) + b(ce + df)

(a,b) - (ce + df,cf + de)

(a,0) - [(c,d) - (e, f)]

i) Sean = = (a, b),

(a,b) - (1,0)=(a-14+b-0,a-04+b-1) = (a,b).

b
b

S— | ~~—

a,

Ademés

(1,0) - (a,b) =(1-a+0-b,0-a+1-b) = (a,b).
iii) Sea x = (a,b),y = (¢, d)
Luego

a,b) - (c,d)

ac—l— bd, ad + bc)

I
/-\/-\/-\
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3. Distributividad
Sean x = (a,b),y = (¢,d), z = (e, f)

Entonces

(a,b) - ((c,d) + (e, f))

(a,b) - (c+e,d+ f)

= (a(c+e)+bd+ f),a(d+ f)+blc+e))
(ac + ae +bd + bf,ad + af + be + be)

((ac + bd) + (ae + bf), (ad + bc) + (af + be))
= (ac+ bd,ad + bc) + (ae + bf,af + be)
= (a,b)-(¢,d) + (a,b) - (e, f)
r-y+x-z.

Teorema 42 Ley de cancelacion para la suma en Z, es decir

Ve,y,z€Z)((z+y=a+2) =y ==2).

Demostracién: Sean x = (a,b),y = (¢, d), z = (e, f) € Z.
Luego

(a,b) + (c;d) = (a,b)+ (e, [)
= (a+c,b+d) = (a+eb+f)
= a+c+b+f = b+d++a+e
=
=

c+f = d+e (Ley de cancelacién en N)
(c,d) = (e, f).

Teorema 43 Ley de cancelacion para el producto en 7, es decir

o bien
Vr,y,z € Z)((z-y=x-2ANz #0) =y =2).

Demostracién: Sean = = (a,b),y = (¢,d),z = (e, f) € Z.

Luego
(a7b>'(cvd) = (CL?b)'(evf)
= (ac+bd,ad+bc) = (ae+bf,af + be)
= ac+bd+af+be = ad+bc+ ae+bf
= alc+f)+bld+e) = a(d+e)+blc+ f)
= alc+f)—=blc+f) = a(ld+e)—bld+e) (a>0b,esdecir,a—beN)
= (a=b)(c+f) = (a—b)(d+e)
= c+f = d+e
= (c.d) = (e f)
= y = =z
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Observacién: ;En que casos (a, b) admite un inverso multiplicativo?
Consideremos (a,b) y sea (c,d) tal que

(av b) : (C> d) = (1a O)
& (ac+bd,ad+bc) = (1,0)
& ac+bd = ad+bc+1
& ac+bd—ad—bc = 1
< alc—d)—=blc—d)=1 V bld—c)—a(ld—c)=1
& (a—=b)(c—d)=1 Vv (b—a)(d—c)=1.

Ahora bien, tenemos tres casos:
1. a > b, entendiendo a — b € N luego
(a—=b)(c—d) = 1
= a—b=1 V c—d=1
= a=b+1 V c=d+1.

Por lo tanto (a,b) = (b+ 1,b) = (1,0) admite inverso multiplicativo y este es

(c,d) = (d+1,d) = (1,0).

2. a < b entonces b —a € N luego (b —a)(d —c¢) =1y en este caso

3. a = b entonces 0 = 1 y por lo tanto (a,a) con a € N no tiene inverso multiplicativo.

Resumiendo tenemos que (a,b) admite inverso multiplicativo si

(@0) =(1,0) V (a0 =0,1).

La unidades de Z es

Identificacion con el Sistema de Representante

Con el sistema de representante, se tiene que

(n,0) + (m,0) = (n+m,0)
(n,0)- (m,0) = (n-m,0)
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Y para los otros tenemos

(0,n)+ (0,m) = (0,n+m)
(0,n)-(0,m) = (n-m,0)

Usando lo anterior podemos identificar

(n,0) =mn; (0,m) =—m

Con esta identificacién se tiene que compatible con la suma y el producto de los nimeros
naturales.
A partir de esto, podemos considerar la siguiente correspondencia o contencion

N Cc Z
n = (n,0)

Notacién: Zt =N*; —N={-n|neN}; Z =-7Z% .

Con las notaciones anteriores tenemos

Z=NU-N=Z U{0}uZ",
ademéas NN —N = {0}.

Propiedad 44 Sean x € Z entonces se tiene

rz-0=0.
Demostracion: Sea x € Z, entonces
-0 = 2-(040)
z-0 = 2-04+2-0
0 = -0 (sumando inverso aditivo de x - 0).

Teorema 45 Para todo x,y, z € Z se verifica:
1oz (~y)=—(z-y)
2. (—x) - y=—(z-y)
3. (—x)-(-y) ==y

Demostracion: Sean x,y,z € Z

1. Consideremos
royt+r-(~y)=2-(y+(~y)=2-0=0,

asi tenemos que x - (—y) es el inverso aditivo de x -y, lo cual es equivalente a demostrar

(1).
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2. Anadlogo al caso (1).

3. De acuerdo a (1) y (2) tenemos (3) como sigue

(=2)-(=y) = —(@-(=y) = —(=(@-y) =2y
por (2) por (1)

para la ultima igualdad, tenga presente que el inverso aditivo de a es —a, de otro modo
el inverso de —a es a y también —(—a), luego son iguales

Notacidén: Para a,b € Z anotaremos a + (—b) como a — b, cuya notacién es compatible con
la dada anteriormente para el conjunto N.

Teorema 46 La ecuacion a +x = b con a,b € Z tiene unica solucion. La cual esta dada
porx =0b—a.

Demostracién: Sea

at+xz = b
& (a+x)+(—a) = b+ (—a) (sumando el inverso aditivo de a)
& (a+(—a))+z = b—a
& O+ = b—a
& r = b—a.

Definicién 12 Sea A un anillo, x € A, x # 0.
Se dice que x es un divisor de cero derecho si y solo si existe y € A, y # 0 tal que yr =0
Se dice que x es un divisor de cero izquierdo si y solo si existe y € A, y # 0 tal que
zy =0

Teorema 47 El anillo 7Z no tiene divisores de cero, es decir,
Vr,y € Z)(zy=0=(x=0VvVy=0))

Demostracion: Si z,y € N, por teorema 31, la propiedad se cumple.
Supongamos ahora x € N,y € —N, luego tenemos —y = z € N.

vz =a(-y)=—(vy) =-0=0

Por la primera parte tenemos que x =0V z = 0, como —y = z = 0 entonces y = 0. Por
lo tanto

r=0Vy=0

Los otros caso son similares. ]
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2.2. Orden en 7

Definicién 13 Sean z,y € Z
Se dice que x es menor o igual que y si y solo si existe n € N tales que x +n = y, es
decir,
(z<y)e (@neN)(z+n=y)

de modo equivalente
(x <y)e (y—z €N).

Teorema 48 La relacion “<” es una relacion de orden en 7.

Demostracion: Sean x,y,z € Z
Refleja:
r<xpueszx—zxz=0¢€N.

Antisimétrica: Supongamos r <y ey <z, esdeciry —x € Ny z —y € N, puesto que
(r—y)+y—z)=z+(-y)+y)+(-2) =0

tenemos que
r—y=—(y—x)

de esto
y—rxeN A y—xe-—-N
es decir,
y—z e (NN-N),

pero

NN —-N= {0},
de otro modo

y—x € {0}7

esto es
y—r=0&x=y.

Transitiva: Supongamos x < y e y < z, es decir, y —x € Ny z —y € N, ahora bien como
(y—z)+(z—y) €N
pero

(y—2)+(z-y) =z—2

tenemos entonces que
z—zxzeN

con lo cual
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Teorema 49 La relacion “<” es compatible con la suma (4) y el producto (-) en Z, esto
es:

1. Ve,yeZ)Vze€Z)(z<y=ax+z<y+2z).
2. Ve,yeZ) VzeN)(z <y =z-2<y-z).
3. (Ve,yeZ)Y Vze -N)(z<y=x-2>y-2).
Demostracion: Sea x,y,z € Z

1. Supongamos x < y, ahora bien

Ty

y—zeN
(y—x)+(z—2) €N
(y+2)—(z+2)eN
z+z<y+ 2.

P4l

2. Supongamos x <y e z €N

r<y AN zeN
y—rxeN AN zeN
(y—=x)-z€N
y-z—x-z€N
T-z2<y- 2.

4l

3. Supongamos r <y e z € —N

r<y N z€-—-N
y—xz €N A (—2)eN
(y—a)-(—2) €N
—y-z+x-2€N
r-z—y-z€N
T-z22Y-2.

2 R

2.3. Divisibilidad

Dada dos rueda dentada, una con 54 diente y la otra con 28 diente, inicia su giro después
de jcuantas vueltas como minimo debe girar de modo que vuelva a la posicién origina o de
partida?

En esta seccién debemos tener presente en forma especial el Principio de Induccion Teo-
rema 34 y Principio del Buen Orden Teorema 33
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Definicién 14 Sean a,b € Z, a # 0.
Diremos que “a” divide a “b”, si existe q € 7Z tal que

b= aq.
Notacidn: a divide a b, se denota por a|b, y cuando a no divide a b, se denota por a 1 b.
Teorema 50 Sean a,b,c € Z

1. Si alb entonces (Ve € Z)(albc).

2. 8i (alb A blc) entonces alc.
3. Si (alb A alc) entonces (Ym,n € Z)(a|(mb + nc)).
4. Si (alb A bla) entonces (a =bV a = —b).
5. Si(albAa>0Ab>0) entonces a < b.
Notacidén: La expresién a = +b significa (a = bV a = —b).

Demostracién: Demostraremos sélo (3) y (5), quedando las demds como ejercicio.

(3) Si alby alc entonces existen ¢, q" € Z tal que
b=aq N c=aq. (2.1)
Sean n,m € Z y notemos que por (2.1)

mb+nc = m(aq) +n(aq)
= a(mq+ng),

ahora bien, definiendo s = mq + ng’ € Z, tenemos que mb + nc = as, es decir,
al(mb + nc).

(5) Si a|b entonces existe g € Z tal que
b= aq.
Ahora como a > 0 y b > 0, se tiene que ¢ es positivo, mas aun ¢ > 1, luego
b—a=aqg—a=a(qg—1) >0,

es decir,
b—a>0&0b>a.

Ejemplo 15 Demostrar que
(Vn € N)(6|(n® —n))
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Solucidén: La demostracion la realizaremos usando el principio de induccion.

Definamos la funcién proposicional p(n) = 6|(n® — n)

Primer paso: p(0) = 6|0, verdadero.

Segundo paso: Supongamos p(n) = 6|(n® — n) es verdadero, es decir, existe k € Z, tal
que n® — n = 6k.

Por demostrar que p(n + 1) es verdadero. Lo cual significa que 6|((n + 1)* — (n + 1)), lo
cual es equivalente a demostrar (n+1)*> — (n+1)=6-¢; con q € Z.

Para ello veamos lo siguiente:

n+1)?-(m+1) = n*+3-n*+3-n+1-n-1
= n*—n+3-n*+3-n
6-k+3-n-(n+1)
Pero de la suma de los primeros n naturales obtenemos que (Vn € N)(2|n - (n+ 1)) que
):

se puede reescribir del siguiente modo (Vn € Z)(3Ir € Z)(n - (n + 1 2 - r), queda como
ejercicio su demostracion, reemplazando este resultado, tenemos

n+1P*-(Mm+1) = 6-k+3-2-r
= 6-k4+6-7r
= 6-(k+7r)
Luego
6/(n+1)°—(n+1))

y por teorema de induccién, obtenemos
(Yn € N)(6|(n® — n)).

Ejercicio 16 Demostrar
(VneZ)(2n-(n+1))

Teorema 51 (Algoritmo de la Divisién) Sean a,b € Z,a > 0. Entonces existen inicos
enteros q y r tales que:

b=gqa+r,
donde 0 < r < a.

Ademds si a1b entonces 0 <1 < a.

Demostracién: Consideremos el conjunto
A={b—qa|qeZ}nN.

Como a,b € Z se tiene tres caso y verificando cada uno de ello se comprueba que el
conjunto es no vacio.

Luego por el Teorema Buen Orden (33) existe un elemento minimo de A, el cual llama-
remos r. Por definiciéon de A, se tiene que r > 0.
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Supongamos que r > a, entonces
r=b—gqa> a,

de donde b — (¢ + 1)a > 0, es decir, b — (¢ + 1)a € A.
Ahora bien como
b—(g+1a<b—qa=r,

se tiene que r no es el menor elemento de A, lo cual es una contradicciéon, por lo tanto r < a
y en consecuencia que
0<r<a.

Para mostrar la unicidad de ¢ y r, supongamos que existe otro par de elementos ¢’ y 7’
que satisfacen las hipétesis del teorema. Tenemos entonces que aq +r — aq’ — r’ = 0, luego
a(q—¢q') =1"—r, es decir, a|(r’ — r). Ahora bien si r’ # r, por el teorema (50) parte (5), se
tiene que (' —r) > a > 0, lo cual es una contradiccién pues —a < r’ —r < a, por lo tanto
r’ = r. Pero entonces a(¢ —¢') =0y a#0, asi ¢ =¢'.

Corolario 52 Sean a,x enteros positivos, con a > 1. Entonces x tiene una unica represen-
tacion de la forma
x="by+bra+---bya",

conn>0,0<b,<ay0<b <a, para0<i<n-—1.

Demostracion: Usaremos induccién sobre la existencia de la representacion de x.

Six =1, tomamos by =1y n =0 y el resultado es vélido.

Supongamos que cualquier entero m < x, puede ser representado de manera tnica en la
forma

k
ro+ra+ - +rpa’,

donde 0 <7; < a,0<1<kyr,>0.

Por el algoritmo de la division x = qa + 17 con 0 < r < a.

Si ¢ > x, amplificando por a obtenemos aq > ax pero axr > x, luego tenemos que aq > x
sumando r obtenemos aq + r > x 4+ r > x lo cual es imposible. Por lo tanto, ¢ < x

Veamos ahora, si ¢ = 0, tenemos que

z=r+0-a,

luego obtenemos la representacion que buscada, es decir, p(z) es verdadero .
Finalmente, falta el caso que 0 < gq < x.
Por hipétesis de induccion tenemos que, existen £, 0 < r; < a y 0 < r; tales que

k
q=1otnra+---ra".
Entonces, reemplazando se tiene

r=aq+r=rt +

ST+ T
haciendo un cambio de indices apropiado, obtenemos que

x="by+ba+---ba".
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Luego existe la representacion
Ahora para demostrar la unicidad de esta representacion, supongamos que existe otra
representacion, es decir

x="by+ba+ - +ba" =cy+cra+--+ca,

tenemos entonces que
0:h0+h1a+-~-—|—hsas,

donde |h;| < a, para 0 <i<s, hy#0,s>0.
Ahora bien como |h;| < a, entonces |h;| < a— 1y asi

a® < |hsa’|

= |ho+hia+--+hs1a°"|
\hol + [hala + -+ - + [hs—1]a®"
(a—1)+(a—Da+-+(a—1)a*"
(a—1D)(1+a+--+a

a®—1

IA A

lo cual es una contradiccion y en consecuencia se tiene al unicidad. U
2.3.1. Representaciones de Numeros Enteros

122 = 3-40+2
40 = 3-13+1

13 = 3-4+1
4 = 3-1+1
1 = 3-0+1

122 = 3-40+2

3-(3-13+1)+2
32-134+1-3+2
32(3-441)+1-3+42

= 34+1-32+1-3+2

= BB 1+1)+1-32+1-3+42

Luego
122 = 1-3*+1-33+1-32+1-3+2
122 = (11112)3 (base 3)
122 = 1-102+2-10+2=(122)19 (base 10)
Veamos ahora el 7 en base 3
7=2-3"41.3"
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(11112);
Al sumar + (2 1)3 Verificando con las potencias tenemos
11210);

(1-3*+1-3+1-32+1-3+2)+(2-3+1)
1-3*4+1-334+1-32+(1+2)3-3
1-34+1-334+1-32+(3+1)3+0
1-3+1-341-3241-324+1-3+0
1-3+1-3+(1+1)32+1-3+0
1-3"+1-334+2-3241-340

Ahora revisemos la multiplicacion

(11112)3x((21)3=(1011122),

11112x21

11112
100001
(1011122);

Con la aritmética habitual.

(1-3*4+1-33+1-32+1-3+2) x (2:3+1)
1-3*+1-3341-32+1-3+2
2.334+2.3"42.334+2.324+4.3
2.3 4+3-3*+3-33+3-32+5-3+2
1-340-3°4+1-3*4+1-334+1-324+2-34+2

2.4. Regla de Divisibilidad

Debemos tener presente que todo natural se puede escribir en base 10 en forma tnica,
corolario 52

N = Alum—1Gm—2 - - - Q100 = A 10™ + @110 + a4,y 9102 4+ -+ ;10 + ag

donde los a; son digitos.
Ademés recordemos el corolario aln Aaly = al(n—1y), que en nuestro caso lo aplicaremos
paran =z +y, es decir n|z

2.4.1. Divisibilidad por 2

Dado n = @, 10™ + @y—110™ ! + @, _210™72 4 - -« + 4110 + ag, con los a; digitos.
Ademss se tiene que 2|10°, para todo i > 0.
Luego se tiene que

2/(am10™ + @y 110" + @ 210™ 72 4 - -+ 4 a110).

de lo cual se tiene
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Propiedad 53 Sea n = a,,10™ + ap—110™ 7 + @210 2 4+ - + 0110+ ag € N
2|n < 2lag < ag es par

Ejemplo 17 El numero n = 8334216 es divisible por 2, ya que ag = 6 numero par.

2.4.2. Divisibilidad por 3

Dado n = @, 10™ + @y—110™ ! + @, —210™72 4 - -« + 4110 + ag, con los a; digitos.
Es facil demostrar por induccién que 3|(10° — 1), para todo i > 0.
Luego se tiene que

3|(am(10™ = 1) + ap1(10™ = 1) + @y 2(10™2 = 1) + -+ + a1 (10 — 1))
ademas
n = (am + QGn_1+ -+ a; +ag) + (@n(10™ — 1) + ap_1 (10" = 1) + -+ 4+ a;(10 — 1))
de lo cual se tiene
Propiedad 54 Sea n = a,,10™ + @, 110™ ! + @y, 210™ 2 + .- + 01104+ a9 € N
3In < 3|(am + @m—1 + Qo+ -+ -+ a1 + ag)
Ejemplo 18 El niumero n = 134718 es divisible por 3, ya que 1 +3+4+7+1+8 =24 es

divisible por 3.

2.4.3. Divisibilidad por 4

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Es facil demostrar que 4|10, con i > 1 y ademds se tiene que 10 = 4 - 2 4+ 2. De lo cual
se obtiene
4(am10™ 4 @ 110™ 7 + Gy 210™72 4 -+ a1 8)

ademas
n = (2a; + ag) + (A 10™ 4 ap_110™" + Gy _210™72 4 - - + a18)

de lo cual se tiene
Propiedad 55 Sea n = a,,10™ + @y —110™ 7 + @210 2 4+ - + 0110 +ag € N
4ln < 4|(2a1 + ag)

Ejemplo 19 El nimero n = 231528 es divisible por 4, ya que 2 -2+ 8 = 12 es divisible por
4.
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2.4.4. Divisibilidad por 5

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Es fécil demostrar que 5/10°, con i > 0.
De lo cual se obtiene

51(am10™ 4 @y 110™ 7 + @y _210™72 4 -+ + a110)

ademas
n = (ag) + (am10™ + apm_110™" + a,_210™ 2 4+ -+ - 4 0, 10)

de lo cual se tiene
Propiedad 56 Sea n = a,,10™ + ap—110™ 7 + @210 2 4+ - + 0110 +ag € N
5|n < 5lag

Ejemplo 20 El nimero n = 5689425 es divisible por 5, ya que 5 es divisible por 5.

2.4.5. Divisibilidad por 6
Propiedad 57 Sea n € N*, luego

6ln < 2|nA3|n

2.4.6. Divisibilidad por 8

Sea 1 = Ay 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.

Es facil demostrar que: 8|10%, con i > 2 y ademés 10> =8-12+4, 10 =8-1+2. De lo
cual se obtiene

8](am10™ 4 @y 110™ 7 + G2 10™ 7% -+ + 4396 + a;8)
ademas
n = (4ay + 2a; + ag) + (Am10™ + Q1 10™ ! 4+ @py_210™ 72 + - - 4 4396 + a;18)
de lo cual se tiene
Propiedad 58 Sea n = a,,10™ + @110 + a,,_210m 2 4+ .- + 010 + a9 €N
8|n < 8|(4az + 2a; + agp)

Ejemplo 21 El numeron = 231528 es divisible por 8, ya que 4-5+2-2+8 = 32 es divisible
por 8.
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2.4.7. Divisibilidad por 9

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Es fécil demostrar que 9|(10° — 1), con ¢ > 0.
De lo cual se obtiene

(A (10™ = 1) + Gt (10™F = 1) + G2 (10™2 = 1) + - - - + @19)
ademas
n = (am + Qo1 + -+ a1+ ag) + (A (10™ = 1) + a1 (10™ 1 = 1) 4+ -+ - + 19)
de lo cual se tiene
Propiedad 59 Sea n = a,,10™ + ap—110™ " + @, 2102 4 - + 0110+ ap € N
9n < 9(an + @m—1 + am—o+ -+ a1 + ap)

Ejemplo 22 El nimero n = 245718 es divisible por 3, ya que 2+4+5+ 7+ 1+ 8 =27 es
divisible por 9.

2.4.8. Divisibilidad por 11

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Se sabe que 11](10° — (—1)*), para todo 7 > 0. De lo cual se obtiene

9|(@m (10™ — (=1)™) + A1 (10™ L — (=)™ 1) + .- +a,(10 + 1))
ademas
1= (an (=) + o+ a1 (1) ag) (i (107 = (<1)") 4+ (10 + 1))
de lo cual se tiene
Propiedad 60 Sea n = a,,10™ + ap—110™ 7 + @, 2102 4+ - + 0110+ ap € N
110 < 11 (am(=1)" + am_1(=1)" " + an_o(=1)" 2 + -+ + ay(—=1)% + a1 (—=1)" + ay)
Ejemplo 23 El nimero n = 245718 es divisible por 11, ya que —2+4—-54+7—-1+8 =11
es divisible por 11.
2.5. Maximo Comun Divisor

Definicién 15 (Divisor Comun) Sean a,b,c € Z.

Se dice que a es un divisor comun de b y ¢ si y sdlo si alb y alc.

En general dados x1, s, ..., x, € Z, se dice que a es divisor comun de Ty, Xa, ..., Ty St Y
solo si alxy AN alxg A -+ A alx,.
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Definicién 16 (Maximo Comitn Divisor) Sean a,b dos enteros no nulos. El mdzimo
comun divisor entre a y b es el mayor divisor comun positivo de a y b, el cual denotaremos

por (a,b).
En general dados xv,xs,...,x, € Z*, el mdrimo comun divisor de xi,%s,...,x, €s el
mayor divisor comiun de T1,xs, -+ , Ty, €l cual denotamos por (x1,xs, ..., T,)

Teorema 61 (Bézout) Sean a,b dos enteros no nulos.
Si g = (a,b), entonces existen xo,yo € Z tales que

g = axg + byp.
Demostracién: Consideremos el conjunto
A={ax+by|z,yeZ} NN

La considerar x = a, e y = b, el conjunto es no vacio, luego por el Teorema del Buen Orden
(33). El conjunto A posee un primer elemento, el que denotaremos por d.

Ahora bien como d € A, se tiene que existen enteros g, 9o tales que d = axq + byg, luego
por el algoritmo de la division a = gd + r, con 0 < r < d. Entonces,

r=a—qd=a—q(axy+ byy) = a(l — qzo) + b(—qyo).

Sir > 0 entonces r € A, pero r < d, lo cual contradice la minimalidad de d, por lo tanto
d|a. Andlogamente se demuestra que d|b y asi se obtiene que d es un divisor comin de a y b.
Para verificar que d es el mayor divisor comun positivo de a y b, sea t > 1 otro divisor
comun. Por el teorema (50) parte (3), t|(ax + by), para cualquier x,y € Z, en particular ¢|d,
luego 0 < t < d. OJ

Corolario 62 Sean a,b € Z* entonces
1. (a,b) = min{azx + by | z,y € Z} N N*.
2. (a,b) = (lal, |0]).
Teorema 63 Sean a,b,c € Z*, tales que alb y alc, entonces a|(b, c)

Demostracidn: Si a|by a|c, entonces por el teorema (50) parte (3) tenemos que a|(mb+nc),

para cualquier par de enteros n,m y luego por el teorema (61), se tiene que al(b, c) O
Corolario 64 Sean a1, as, -+ ,a, € Z* entonces
1. (a1, a9, ,a,) = (a1, (ag, -+, ay)).
2. Existen x1,x9,--- ,x, € Z tales que
(a1,as, -+ ,a,) = a1T1 + oy + - - - + ATy,

Teorema 65 Para todo a,b € Z*, m € Z™, se tiene que

(ma, mb) = m(a,b)
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Demostracién: Del corolario (62) tenemos que:

(ma,mb) = min{(ma)x + (mb)y >0 | z,y € Z}
= min{m(ax +by) >0 | z,y € Z}
= m-min{az+by >0 | 2,y € Z}

m(a,b).
O
Ejercicio 24 Sean a € 7", b € Z* entonces
(a,ab) = a(1,b) = a
Corolario 66 Sid|a y d|b, d > 0, entonces
a b 1
—, = | ==(a,b).
- : a b _
En particular se tiene que ((a, D) Ta, b)) =1.
Demostracién: El resultado es consecuencia directa del teorema (65) tomando
a b
m=d,a=-y y
O
Corolario 67 Siclab y (b,c) = 1, entonces c|a.
Demostracién: Por el teorema (65), tenemos que
(ab,ac) = a(b,c) = a. (2.2)

Ahora bien como c|ab y c|ac, por el teorema (63) tenemos que c|(ab, ac), pero de (2.2) se
tiene que c|a. 0

Definicién 17 Sean a,b dos enteros no ambos nulos. Se dice que a y b son primos relativos
si y solo si (a,b) = 1.

Teorema 68 Sean a,b, c enteros no ambos nulos. Si (a,c) =1y (b,c) =1, entonces (ab, c) =
1.

Demostracién: Si (a,c) = 1y (b,¢) = 1, por el teorema (61) obtenemos que existen enteros
To, L1, Yo, Y1 tales que

arg+cyy = 1
b$1+0y1 = 1,
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de donde se obtiene que

(ab)(zox1) + c(y1 + yo — cyoyr) = 1. (2.3)

Por otro lado, sabemos que (ab, ¢)|ab y (ab, c)|c. Luego por el teorema (50) parte (3) se tiene
que (ab, ¢)|(abx + cy), para todo z,y € Z, en particular para © = zoz1 € Yy = Y1 + Yo — MYolY1-
Ast

(ab, c)|((ab)(zox1) + c(y1 + yo — myoyn)),

pero por (2.3) obtenemos que (ab, ¢)|1 y en consecuencia que (ab, c) = 1. O
Teorema 69 Para todo a,b € 7%, k € Z, se tiene que
(a,b) = (a,b+ ak).

Demostracién: En primer lugar notemos que (a,b)|a y (a,b)|b, ahora bien, por el teorema
(50) parte (1), se tiene que (a,b)|ak, para todo k € Z, tenemos asi que (a,b)|ak y (a,b)|b,
luego por el teorema (50) parte (3) obtenemos que (a,b)|(b + ak). De lo anterior tenemos
que (a,b)|a y (a,b)|b+ ak y por lo tanto

(a,0)|(a, b+ ak). (2.4)

Por otro lado (a,b + ak)|a y (a,b + ak)|b + ak, por el teorema (50) parte (1), se tiene
que (a,b + ak)|ak, para todo k € Z. En virtud del teorema (50) parte (3), obtenemos que
(a,b+ ak)|(b+ ak — ak). Luego se tiene que (a,b+ ak)|by (a,b+ ak)|a, con lo cual

(a,b+ ak)|(a,b). (2.5)
Ahora de (2.4) y (2.5) se tiene que (a,b) = (a,b+ ak). O
Ejemplo 25 Calcular (45,18) y (72, 15)
Solucidén: En el primer caso
(45,18) = (45 — 18- 2,18) = (9,18) = (9,9 - 2) = 9(1,2) = 0.

Ene segundo
(72,15) = (72 — 60, 15) = (12,15) = (12,3) = 3.

Q©

Teorema 70 (Algoritmo de Euclides) Sean a y b enteros, con a > 0. Aplicando repeti-
damente el teorema (51), obtenemos la siguiente secuencia de ecuaciones:

agu +71, O0<ri<a

a = Tigs +Ta, O<’l“2<’l“1

rji_o = Tj_1q4; + 715, 0<7’j<7’j_1

ri-1 = Tiqj+1.
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Entonces (a,b) = r;, resto inmediatamente anterior al resto que se anula. Ademds los valores
de xo e yo tales que
(a,b) = axy + by

pueden ser obtenidos de rj_i,...,r9,71 en esta secuencia de ecuaciones.
Demostracion: es inmediata de teorema 69, ya que
(b,a) = (b—aq,a) = (r1,a) = (r,r2) = -~ = (r5,75,) = 75(1, ¢j11)

La segunda parte se obtiene, al despejar los restos y reemplazando recursivamente se obtiene
el resultado deseado O
Observacién: Veamos el despeje en un ejemplo pequeno. El cdlculo anterior se realiza
despejando y reemplazando, para ello lo haremos en el siguiente ejemplo

= aq1+1r, 0<r<a

a = Tiga+719, 0 <1y <1
rn = 7’2(]3—|—’f’3, O<’l“3<’f’2
ro = 13qs+0

r3 = 711 — rog3 reemplazo ry

= 11— (a-1—rige)gsreordenado

= a-(—g3)+ri(1+ gaq3) reemplazo

= a-(—q3)+ (b—aq)(1 + g2q3)reordenado
= a(—q3 — ¢ — @192q3) + b(1 + q2g3)

de otro modo

b 1 O 1 1 —(q1 T 1 —(q1
a 0 1 Foi(—q1) a 0 1 Fa(-2) \ T2 —@ 1+ qq

~

F1(—q3) 0 *

Te L+ q1g2
Ejemplo 26 Encontrar el mdzimo comin divisor (MCD) en cada caso

a) (5,19) Apliquemos el algoritmo de la divisién
19=5-3+4 obien 4=19-5-3
5=4-1+1 obien 1=5-4-1
4=1-440
Por lo tanto (5,19) = 1. Ademés

1=5(1)—4(1) =5(1) — (19 = 5-3)(1) = 19(=1) + 5(1 + 3) = 19(—1) + 5(4)

*

rs 1+ qaqs —q1 — ¢35 — q1q2q3 - r3 1+qgaq3 —q1 — ¢35 — 19243
Fi2(—qa)

)
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b) (2,5,19) Para ello (2,5,19) = (2, (5,19)) = (2,1) = 1 Por lo tanto (2,5,19) =1
¢) (5748, —7207)

Para determinar el MCD no se considera los signos corolario 62.

7207 = 5748 - 1+ 1459 o bien 1459 = 7207 — 5748 - 1
5748 = 1459 -3+ 1371 o bien 1371 = 5748 — 1459 -3
1459 = 1371-1+4+88 o bien 88 =1459 —1371-1
1371 =88-15+51 obien 51 =1371—-88-15
88 =51-14+37 obien 37=88-51-1
51=37-14+14 obien 14=51-37-1
37=14-249 obien 9=37—-14-2
14=9-14+5 obien 5=14-9-1
9=5-144 obien 4=9-5-1
5=4-14+1 obien 1=5-4-1

4=1-4

Por lo tanto (5748, —7207) = 1

Observaciéon: La aritmética anterior se puede reescribir del siguiente modo
<720710) N (14591-1) N <1459 1 —1>
5748 0 1 ) my(—1) \ 5748 0 1 ) mu(-3) \ 1371 —3 4

<88 4 —5) N <88 4 —5)
1371 =3 4 ) pu—15) \ 51 —63 79
N (37 67 —84) N (37 67 —84)
Pu(-1) \ 51 —63 79 ) p,1) \ 14 —130 163
N (9 327 —410) N (9 327 —410)
Fai(—2) 14 —130 163 ) mo(-1) \ 5 —457 573
(4 784 —983) N (4 784 —983)
5 —457 573 ) pa(-1) \ 1 —1241 1556
(0
1

* *
—1241 1556

~Y

Fo1(—1)

~J

Fr1(—1)

~Y

Fr1(—1)

Note que
(—1241) - (7207) + (1556) - (5748) = 1 o bien (1241) - (=7207) + (1556) - (5748) =1

2.6. Numeros Primos

Definicién 18 Sea p € Z, tal que p ¢ {—1,0,1}
Se dice que p es numero primo, si y solo si los unicos divisores dde él son +1 y +p.
En caso contrario se dice que p es un nimero compuesto.
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Ejemplo 27 Algunos primos positivos son
2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,---
No se conoce la formula general de esta sucesion, pero son infinitos.
Propiedad 71 Sean a,b,p € Z*, tal que p es primo
Si plab entonces pla o p|b

Demostracion: Si p divide a a listo. Por ello suponemos que p no divide a a, entonces p
y a son primos relativos y por la Teorema 61 existen x e y enteros tales que px + ay = 1.
Multiplicando por b se obtiene pbxr + aby = b, y puesto que los dos sumandos del lado
izquierdo son divisibles por p, el término de la derecha también es divisible por p. O

Teorema 72 (Fundamental de la Aritmética) Todo numero entero positivo mayor que
uno, puede ser escrito como producto de numeros primos positivos. Mds aun, dicha factori-
zacion es unica salvo el orden de los factores.

Demostracion:

Existencia de la descomposiciéon: Suponemos que existe algiin entero positivo que
no puede representarse como producto de primos. Entonces debe haber un minimo nimero
n con esa propiedad (principio del Buen Orden). Este ntiimero n no puede ser 1, por la
convencion anterior. Tampoco puede ser un primo, porque todo primo es el producto de un
unico numero primo: él mismo. Asi pues, n = ab, donde a y b son enteros positivos menores
que n. Como n es el minimo entero positivo para el que falla el teorema, tanto a como b
pueden escribirse como producto de primos. Pero entonces n = ab también puede escribirse
como producto de primos, lo que es contradictorio.

Unicidad de la descomposicion: Dados dos productos de primos que tengan igual
resultado, témese un primo p del primer producto. Divide al primer producto, y por lo
tanto también al segundo. Por la propiedad anterior, p debe dividir al menos a un factor
del segundo producto; pero los factores son todos primos, asi que p debe ser igual a uno
de los factores del segundo producto. Se puede entonces cancelar a p de ambos productos.
Siguiendo de esta forma se cancelaran todos los factores de ambos productos, con lo cual
éstos deben coincidir exactamente 0

Teorema 73 Existen infinitos numeros primos.

Demostracién: Supongamos que existe s6lo una cantidad finita de niimeros primos, digamos
P1;,P2;---3Pn-
Consideremos el ntimero
P=pi-pa-pn+1
Es claro que P > p;, para 1 < j <n, luego P no es primo. Por otra parte P no es divisible

por ninguno de los p;, para 1 < j < n, pero por el teorema (72), P debe ser divisible por
algin primo, lo cual es claramente una contradiccion.
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Propiedad 74 Sea a un entero positivo tal que para todo primo p < \/a no se cumple p|a,
entonces a €s primo

Demostracién: Supongamos que a es un nimero compuesto, es decir, tal que no es divisible
por algin primo p, con p</aya=b-cconl <b<a, 1 <c<a.
Podemos suponer sin perdida de generalidad que b < ¢. multiplicando por b obtenemos

V¥ <b-c=a.

Luego b < \/a. Pero esto es una contradicciéon porque:
Si b es primo llegamos a una contradiccién por suponer que a no es divisible por algin

primo p < +/a.

Si b es compuesto llegamos a una contradiccion, pues b compuesto podria expresarse como
producto de primos, y siendo p uno de ellos: b|a, p|b por lo tanto p|a, siendo p < b < \/a.
Luego a es primo. U

Ejemplo 28 /19 =4,35 - -+, inspeccione con 2 y 3 como ninguno lo divide, entonces 19 es
PTIMOo

Propiedad 75 Sean a,b € Z™ tales que

Qn,

a=ppst e pin, b=p"p -l
con p; primos distintos «;, B; € Ny, entonces

(CL, b) _ pllml'n{ahﬁl}p;nfn{azﬁﬂ . ‘p;nin{an,ﬁn}

Demostracién: Sabemos que a = (a,b)k;, b = (a,b)ks, luego en (a,b), los unicos primos
que pueden aparecer en la descomposicién son los primos p;. Por lo tanto

A, A "
(a,0) = p'py” -1y
De la primera ecuacién tenemos que
a; =N+, Bi= N+,

es decir,
a >N, Bi > N,

de lo cual, se tiene
min{ay, B} > i,

Como (a,b) es el maximo con es condicién, se obtiene que

(CL, b) _ pllml'n{ahﬁl}p;nfn{azﬁﬂ . ‘pglfn{an,ﬁn}

Ejemplo 29 Sea p un nimero primo. Demostrar que si pla A pl(a® + b*) entonces plb
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Solucién: Sabemos que pla luego tenemos que pla?, asi p|a® A p|(a®+b*) de lo cual obtenemos
que
p|(a® +b?) — @

Por ende tenemos que p|b?, de este modo en la descomposicién en primo de b tiene que estar
el primo p, por lo tanto p|b
Observacién: Note que si a® 4 b* = 2, el ejemplo anterior, nos dice que:

Si pla A plc entonces p|b.

Ademss si se define a = 22 — y?, b = 22%y?, ¢ = 2% + y? entonces son ternas pitagéricas

2.7. Minimo Comun Miltiplo

Definicién 19 (Multiplo Comtn) Sean a,b,c € Z.

Se dice que ¢ es un maltiplo comin de a y b si a|c y b|c.

En general dados x1,x, ..., x, € Z, se dice que a es un multiplo comun de x1,xs, ..., 2T,
sty solo si xi|la A xs|la N -+ A xya.

Definicién 20 (Minimo Comin Miltiplo) Sean a,b € Z*.

El minimo comun maultiplo entre a y b, es el menor multiplo comin positivo de a y b, el
cual denotaremos por [a, b].

En general dados xy,xs,...,x, € Z*, el minimo comun multiplo de xy,xs,..., T, es el
menor maltiplo comin de xq,xs,- -, T,, el cual denotamos por [x1,xs, . .., Ty

Propiedad 76 Sean a,b € Z* entonces
[a, b] = [|al, [b]].
Propiedad 77 Sean a,b € Z* tales que
a=pipst - pn, b=pi'py o p
con p; primos distintos «;, [; € Ny, entonces

méx{a1,51} méx{az,ﬁg}_ . ymax{an,Bn}

[a7 b] :pl p2 : pn

Demostracién: Sabemos que [a,b] = aky, [a,b] = bksy, luego en [a,b], a lo menos aparecer
en la descomposicion los primos p;. Por lo tanto

(a,b) = p'py? - ppre

con ¢, tal que (¢, p;) = 1.
De la primera ecuacién tenemos que

N = +7i, =B+,

es decir,
Ai 2 aiy N > B
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de lo cual, se tiene
>\i Z max{aivﬁi}a
Como [a, b] es el minimo con es condicién, se obtiene que ¢ =1y

méx{ar,B1} méx{az,ﬁg}_ . ymax{an,Bn}

[a7 b] :pl p2 : pn

Propiedad 78 Si m es multiplo comin de a y b, entonces |a, b]|m.
Propiedad 79 Sean aq,as,--- ,a, € Z* entonces
[ala Ao, -+ 7an] = [alv [CLQ’ e 7an]]

Teorema 80 Si a,b son enteros no nulos,

|ad]
(a,b)

Corolario 81 Sea m € Z*, entonces [ma, mb] = m[a, b].

[a, 6] =

Demostracién: Del teorema (80), tenemos que

(ma, mb] = |mamb| 2 |ab|
’ ~ (ma,mb)  (ma,mb)’

luego por el teorema (65) se tiene que (ma, mb) = m(a,b), asi obtenemos que

2] =mla
(a,b) 2, 8]

[ma, mb] =m

Ejemplo 30 Encontrar el minimo comun multiplo MCM de:

a) [10,18]
Calculemos el maximo comun divisor
18 1 0 8 1 -1 8 1 -1
10 0 1 Fai (1) 10 0 1 Fia(-1) \ 2 -1 2 Fa1(—4)
Luego
(10,18) =2y 18(—1) + 10(2) =2
Como
|10 - 18] 180
10, 18] = =— =90
[10,18] (10,18) 2

Por lo tanto [10, 18] = 90

0
2

Xk
-1 2

99
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b) [-2,3,18].
Veamos primero
[—2,3,18] = [-2,[3,18]] = [-2,18] = 18
Ya que
18 = 3:64+0
3-18
3,18] = | | =18
3
Ademas
18 = 2-9+0
| —2-18|
—2,18 — =18
[—2, 18] R

2.8. Ecuaciones Diofanticas Lineales

El nombre de ecuaciones diofanticas proviene de Diofanto (Matematico de la antigua
Grecia), y su origen estd ligado a la siguiente pregunta: ; Cuantos nimeros naturales son
necesarios para expresar un ntimero natural cualquiera como suma de cuadrados n = 2% +
y? 4227

Note que

3=2+y* T=2"+y'+ 2

no tiene soluciones en los enteros
La respuesta que los antiguos griegos dieron a esta pregunta fue:

"siempre es posible, si el nimero de términos es cuatro””’
Definiciéon 21 Una ecuacion diofantica lineal, es una ecuacion de la forma
ar + by = c,
donde x,y son incognitas y a,b € Z*, ¢ € Z. El conjunto solucion es

S={(@y)€eZxZL]ar+by=c}

En general, sean ay,as,as,...a, € Z* y b € Z, con x1,xs, T3, ...T, incognitas entonces la
ecuacion
a1T1 + asxe + asxs + -+ -+ a,r, = b

es llamada ecuacion diofantica lineal. El conjunto solucion es

S={xe€Z" | ayx1 + agrs +azxs+---+a,x, =b}
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Teorema 82 ay,as,as,...a, € Z* yb € Z. La ecuacion

a1 71 + oo + asxs + - -+ apr, = b, (2.6)
tiene solucion en Z si y sélo si (ay,asz,as, - ,ay)b.
Demostracién: Supongamos que (aj,as,as,---,a,) | b, entonces existe k tal que b =
(a1,a9,as3, -+ ,a,)k, ademéas existe yi,ya, - - - , Y, enteros tales que

aryi + agys + asys + -+ anyn = (a1, a2, a3, -, a,)
Amplificando, obtenemos
al(ylk) + CLQ(ygl{?) + a3(y3]{3) + -+ an(ynk) = (al, ag, Az, - - ,CLn)]{? =b

luego la ecuacion tiene solucion.

Supongamos que tiene solucién enteras de (2.6), luego existe 21, 29, - - - , 2, enteros tales
que
a121 + asze +aszz3 + -+ apz, = b
Pero por teorema (50), tenemos que (ay, as, as, -« , an)|(a121 +asze +aszz+- - -+ anz,), luego
(alaa'Qaa'?n”' 7an)|b' |:|

Teorema 83 Sean a,b € Z*,c € Z. La ecuacion
ar +by = ¢ (2.7)
Si (2.7) es soluble y xo,yo € Z es una solucion, entonces todas las soluciones estin dadas
por

U RN DY

donde t recorre todos los enteros.
De otro modo ;
t ta
S = - €7’ |teZ
{( (a )" <a,b>) | }
Demostracién:

Sea m = (a,b) y que x,y es otra solucién, ademas de xg, yo. Entonces

axy + byy = ¢ = ax + by,

asi
aleo— ) = by — ) & (w0 —2) = —(y - ) (28)
To—T) = — —(xg — ) = —(y — yo). .
0 Y—Yo PO m Y—Yo
Luego por el corolario (66) tenemos que (%, %) = 1, ahora bien por el corolario (67),

obtenemos que

1ty — o). (2.9)

b
Zlw-2) ¥ =
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Asi, de (2.8) y (2.9) se tiene que existe un entero ¢ tal que

ta
To-r=— A y—yp=_,
m m

es decir

tb ta
v =20~ — A y:y0+a. (2.10)

Claramente para cualquier ¢ € Z, (2.10) define una solucién de (2.7). Para ver esto basta
reemplazar los valores de z e y en (2.7) con lo cual se obtiene una tautologia. O

Ejemplo 31 Determinar la solucion general de la ecuacion diofdntica lineal
10-2—-32-y=2.
Solucion: Determinemos el maximo comun divisor

32 = 10-3+42
10 = 2.5

Por lo tanto (10,32) = 2, de lo cual tenemos

2 = 32-10-3
= 10-(=3)—32-(-1)

es decir, xg = —3, yo = —1 es una solucién particular
La solucion general es:

32 10
r=-3-T tAy=-l-—-t Vel

El conjunto solucién de la ecuacion diofantica es
S={(-3-16-t, —1—-5-t) |t € Z}

Propiedad 84 Sean ay,as,as,...a, € Z* yb € Z, tal que (a1,a2) =1 = a121 + az2s.
La ecuacion diofdntica

a1x1 + asxy + azrs + - - -+ a,r, = b,
es soluble y las soluciones son

r = Zl(b — A3Xx3 — ATy — anxn) + CLQt
To = 29(b— azx3 —aqry- - — apTy,) — agt

con t,x3, x4, s, ...T, € 7.
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Ejemplo 32 Determinar la solucion general de la ecuacion diofantica lineal

10x + 7y + 52z = 2.

Solucion: Note que la ecuacién es igual a
Ty +5z=2—10x.
El maximo comun divisor, entre 5y 7 es 1, para ello

7T = 5-1+2
5 = 2-2+1

Por lo tanto
53)+7(=2) =1

Amplificando por 2 — 10z, tenemos una solucién particular
5(6 — 30z) + 7(—4 + 20x) = 2 — 10z
La solucién general es:
y=6—-30x—Tt N z=—4+20x — 5t VteZ

El conjunto solucién de la ecuacion diofantica es
S={(x,6—-30x —T7t, —4+20x —5t) | z,t € Z}
Propiedad 85 Sean aj,as,as,...a, € Z* y b € Z, tal que (a1,a2) = d = a1z1 + ag29 Y
(a17a27 o 7an> = 1
La ecuacion diofdntica
1T + asxry + asxs + - - -+ a,xr, = b,
se resuelve usando la variable auziliar xqy y

T = 219+ %t

T2 = 2wy — %

d
drg+ asxs +---+apx, = b
con t,x3, Ty, Ts,...T, € 2.

Ejemplo 33 Determinar la solucion general de la ecuacion diofdntica lineal

10z 4 6y + 152 = 13.
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Solucidén: Note que la ecuacién es igual a
10x + 6y = 13 — 152

Como el méximo comun divisor, entre 10 y 6 es 2, luego existe r entero (variable auxiliar)
tal que
10z + 6y = 2r = 13 — 152

es decir
10z +6y = 2r

13 —152 = 2r

Para la primera ecuacion, una solucion particular al maximo comun divisor es
10(—=1)+6(2) =2

amplificando obtenemos
10(—r) 4+ 6(2r) = 2r

Y la solucion es

r = —r+3t
y = 2r—>ot

cont € Z.

La otra ecuacién es

2r + 152 =13

Una solucién particular es r = —1, z = 1. Luego la general esta dada por:
r = —1415u
z = 1—2u

con u € Z.
Reemplazando la variable auxiliar obtenemos

r = 1—15u+ 3t
—2+ 30u — 5t
z = 1—2u

<
I

con t,u € Z.
S={(1-15u+3t, =2+ 30u—>5¢t, 1 —2u) | u,t € Z}
Ejemplo 34 Determinar la solucion general de la ecuacion diofdntica lineal

10z + 6y + 152 + 70w = 13.
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Solucién: Notemos que (10,6) =2, (15,70) = 5. Consideremos las variables auxiliares u,

10z +6y = 2u
1524+ 70w = 5l

Reemplazando obtenemos 2u + 51 = 13.
Para resolver las ecuaciones notemos que

10(—=1)+6(2) =2 15(5)+70(—1) =5
amplificando obtenemos
10(—u) + 6(2u) = 2u 15(51) + 70(—1) = 5l

Y la solucién es

r = —u+3t

y = 2u-—>5t

z = BHl+ 14r

w = —l—=3r
Ademas las soluciones de 2u + 51 = 13, son

u = —1+5¢q

I = 3—2

Reemplazando las variables auxiliares obtenemos,

r = 1—-5¢g+ 3t

y = —2+10q— 5t
z = 15—10q + 14r
w = —3+2¢—3r

cont,q,r € Z.
S={(1-5q+3t, =2+ 10q —5¢t, 15— 10q + 14r, =3 +2q —3r) | t,q,r € Z}

2.9. Ejercicios Desarrollados

Ejemplo 35 Demostrar que el cuadrado de cualquier entero de la forma b -k + 1 es de la
misma forma.

Solucién:
5-k+1)?% = 25-K>+10-k+1

5-(5-k*+2-k)+1
= 5-r+1; r=5-k>+2-k
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Ejemplo 36 Demostrar que el cuadrado de un entero impar es de la forma 8 - k + 1.

Solucidén: Sea n un nimero impar entoncesn =2-k+1; ke Z
Por demostrar que n? = 8-k’ +1

n?* = (2-k+1)>
= 4-K+4-k+1
= 4 k-(k+1)+1

66

Recuerde que ( 2|n - (n+ 1)) o bien (Vn € Z)(Ir € Z)n - (n+ 1) = 2 - r), reemplazando

obtenemos

n? = 4-2-r+1
= 8-r+1

Ejemplo 37 Sial|b y b|c entonces alc.

Solucién: alb< (g€ Z)(b=a-q) yblc= (Fk € Z)(c=1b-k).
Por demostrar que a|c < (Ir € Z)(c=a- 7).

c = b-k
= a-q-k

Por lo tanto alc
Ejemplo 38 Si (b-¢)|a entonces bla y c|a.

Solucién: (b-c)la=a=b-c-q; q€Z

Por demostrar que (bla << a=b-1r;, r€Z)y (claca=c-s; s€Z)

a = b-c-q

= b-r; r=c-q

Por lo tanto b|a
De igual manera

Por lo tanto c|a.

Ejemplo 39 Si(a,b-c) =1 entonces (a,b) =1 y (a,c) = 1.
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Solucién: (a,b-c) =1< existen r,y € Ztalque l =a-z+b-c-y
Por demostrar que ((a,b) =1 < Jrg,yo € Ztalque l =a-x9+b-y) vy ((a,¢) =1 &
dry, 1 €Z tal que 1 =a -z +¢-yy)

1 = a-z+b-c-y
a-x+b-yo; Yo=c-y
Por lo tanto (a,b) =1
1l = a-xz+b-c-y

= a-z+c-b-y
= a-x+c-yo; Yo=b-y

Por lo tanto (a,c) =1
Ejemplo 40 Si alc, b|c y (a,b) =1 entonces (a - b)|c.

Solucién: Por hipétesis tenemos que (a,b) = 1 < existen xg, yo € Z tal que 1 = a-xg+b-yo,
alcesc=a-r; r€Zbcesc=b-s; s€Z
Por demostrar que a-blc & c=a-b-k; ke€Z
1 =

C et

cx+b-y /-c
ca-x+c by
cb-s-x+b-a-r-y
be(s-x+r1-y)

bk k=s-z+r-y

I
2 2 2 o 2

Por lo tanto a - b|c
Ejemplo 41 Determinar todos los x,y € Z que cumplan con: x +y = 100 y (z,y) = 3

Solucién: (z,y) =3 < 3|z y 3y
lrsr=3-q¢; q€Z;3lysy=3-k kel

r+y = 3-¢q+3-k
100 = 3-(q+k)

Luego 3|100, lo que es contradictorio, por lo tanto no existen x € Z tal que x + y = 100
y (z,y) =3

Ejercicio 42 Sean a,b,c € Z*, tales que (a,b) = (a,c) = (b,c) =1 y a®> + V* = 2.
Demostrar que

1. sia es par entonces (¢ —b,c+b) =2

2. si a es impar entonces (¢ — a,c+ a) = 2
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3. Sia=2x, c+b=2y, c—b=2z,(y,z) =1 entonces existe u,v tales que y = u>Az = v*

4. Sia=2x, c+b=2u% c—b=20v? entonces c =u®+v* b=u*—v

Ejercicio 43 Resolver la siguientes ecuaciones diofdnticas

1.

~
S

e »® RS & e

3r+5y="7

135z + 142y =7

442x + 663y = 13

1527x — 3452y = 21

3r + 5y + 7z =123

132 + 15y + 72z = 12

135z + 142y + 7262 = 41
442x + 663y — 221z = 629
10z + 6y + 152 = 213

273z + 195y + 105z = 57

2

. a = 2u*?



