Capitulo 3

Funciones

En este capitulo trabajaremos con el concepto de funciones reales en una variables, ejemplo
de ello son algunas formulas en las que introducimos datos y nos entregan un valor, como
por ejemplo, en Fisica al conocer la velocidad media y el tiempo transcurrido obtenemos lo
que el movil se desplazo. En geometria el conocer la longitud de un lado de un triangulo
equilatero sabemos lo que mide el area del tridngulo.

3.1 Introducciéon

La nocién de funciéon esta presente en la vida diaria, cuando nos referimos o hacemos una
correspondencia estamos hablando de funciones. Por ejemplo cuando decimos:

a A cada rectangulo le corresponde su area.
b A cada persona la corresponde su peso.
¢ A cada persona le corresponde su cédula de identidad.

En éstos ejemplos se pueden distinguir dos conjuntos A y B.

En el primer ejemplo A denota el conjunto de rectangulos y B el conjunto de los niimeros
reales positivos. Es decir, a cada rectangulo x en A le corresponde un real positivo y en B
que es su area. Los ejemplos anteriores tienen la particularidad de que dado x que pertenece
a A le corresponde un tinico y que pertenece a B.

Al repasar el primer ejemplo, también es valido decir que el area del rectangulo depende
de sus lados, aqui podemos distinguir el concepto de dependencia, donde una de las variables,
el area del rectangulo, depende de las otras, sus lados.

3.1.1 Relaciones

Una relacion asocia elementos de un conjunto de partida A, a algin o algunos elementos del
conjunto de llegada B, es decir, que dados dos conjuntos, una relaciéon R entre A y B o bien
que va desde A hasta B es un subconjunto del producto cartesiano A x B. Los elementos
pertenecientes a la relacion se denota (z,y) € R o bien zRy.

Definicién 3.1.1 Una relacién de niimeros reales es un subconjunto de R? O

135
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Ejemplo 3.1.2 Los siguiente conjuntos son relaciones reales

a L={(r,y) eR? |2z +3y=1}

b Py ={(z,y) e R* | y?> =4z + 1}

c Py={(x,y) € R? | 22 =2y + 3}

d & ={(z,y) e R?* | 222 +¢y* =1}

e & ={(z,y) e R? | 2* + 3y* =1}

f Hy={(z,y) e R? | 22 —y? =1}

g Ha={(x,y) €R? | y* = 32 = 1}

h Ho={(z,y) eR* | * =322 =1Ay<O0Az >0}

O
Definicion 3.1.3 Sea R una relacion entre A y B, se define el Dominio de la relacion
R igual al conjunto de todas las preimagenes de B o bien, el conjunto de las primeras
coordenadas de los elementos de R y se denota como DomR, es decir,

DomR ={x € A|(Jy € B)(zRy)}

Un subconjunto de B formado por las imagenes de los elementos del DomR C A, o bien, el
conjunto de las segundas coordenadas de los elementos de R se llama Recorrido se denota
RecR y esta definido del siguiente modo:

RecR ={y € B| (3x € A)(2Ry)}

O
Ejemplo 3.1.4 Sean A = {0,2,4} y B = {a, b} los conjuntos que siguen son relaciones entre
Ay B.

a Ry =1{(0,a),(2,a),(4,a)}, el dominio y recorrido esta dado por

DomR, ={0,2,4}, RecR, = {a}.

b Ry = {(0,a),(0,b),(2,a)}, el dominio y recorrido esta dado por

DomRy ={0,2}, RecRy = {a,b}.

¢ R3 = A x B, su dominio es DomR3 = Ay el recorrido es RecR3 = B.

O
Ejemplo 3.1.5 La circunferencia de radio 4 y de centro (0,0), es una relacion en el plano
cartesiano, es decir,

R = {(z,y) € R® | 2* +y* = 16},
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y en este caso tenemos que
DomR = [—4,4], RecR = [—4,4].

O

Definicién 3.1.6 Sea R C A x B una relacién, diremos que R~! es la relaciéon inversa de
R que va desde B a Ay se denota como:

R'={(b,a) € Bx A|(a,b) € R}.

v
De la definiciéon se deduce que:
(u,v) € R7! <= (v,u) € R.
Ejemplo 3.1.7 Sea R = {(1,1), (3,2), (4,4), (1,2)}, luego la relacion inversa de R es:
R ={(1,1).(2,3),(4,4), (2. D}
U
Ejemplo 3.1.8 Sea £ = {(z,y) € R? | 2z + 3y = 1}, luego la relacion inversa de L es:
L7 ={(a,b) € R* | 2b+ 3a = 1}.
O

3.2 Funcion

Una funcién f es una relacion de A en B tal que a cada elemento del dominio de la relacion,
le corresponde un tnico elemento del recorrido de la relacion.
Definicion 3.2.1 Se dice que f es una funciéon de ntmeros reales si y sélo si

i f una relacion en los nimeros reales y
i (Vo,y,z € R)((z,9), (z,2) € f =y =2)
O

Observacion: En general, se dice que f es una funcién de A en B si y s6lo si f es una
relacion entre Ay By (Vo € A)(3ly € B)(zfy).

Es decir, no es funciéon cuando un el elemento tiene mas de una imagen en el conjunto de
llegada. Podemos graficar esta situacion, donde f no es funcién, con el siguiente diagrama
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A B

En cambio el siguiente diagrama, representa una funcion.

A B

Ejemplo 3.2.2 Determinar si la siguiente relacion es una funcion

L={(z,y) €R? |22+ 3y =1}.

Solucion 1. Sean a,b,c € R tales que (a,b), (a,c) € L
Luego tenemos que
20+3b=1 AN 2a+3c=1

Reemplazando tenemos
20 +3b = 2a+ 3¢
3b 3c
b = ¢

Luego L es funcioén.
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Ejemplo 3.2.3 Determinar si la siguiente relacion es una funcion

P={(z,y) €R? |y = 4o+ 1}

Solucién 2. Sean a,b,c € R tales que (a,b), (a,c) € P. Luego tenemos que
V¥ =4a+1 N *=4da+1

Reemplazando tenemos
b =
b=c V b=-—c

podemos considerar los pares ordenados (1,5) y (1,—5) ambos puntos pertenece a P pero
5 # —b5, luego P no es una funcion.
Ejemplo 3.2.4 Determinar si la siguiente relacion es una funcion

H={(z,y) eR* | y* -3z =1Ay<0Az >0}

O

Solucién 3. Sean a,b,c € R tales que (a,b),(a,c) € H. Luego tenemos que a €
R, b, c € R™ ademas
V¥ —-3a>=1 AN Z-3a*>=1

Reemplazando tenemos
b — 3a? = ¢* — 3a®

b =2
b=c¢c V b= —c

pero b < 0y ¢ < 0, luego es imposible que b = —c por lo tanto tenemos que
b=c.

Asi H es una funcion.
[inlineexercise| 3.2.5 Determine si los siguientes conjunto son funciones

a F={(z,y) eRxR|y=3x+2}

b F={(z,y) eRxR|z2+y*>=4}

¢c F={(z,y) eRxR|(z—1)2+(y—32=4Ay>3}
(z+1)?  (—-1)7°_

d F={(r,y) e RxR| TR 5 =1}
12 _12
e '={(z,y) ERxR| (:cz S U 5 ) —1Ay<1}

Observacion: Tenga presente que una funcién es un conjunto, luego la igual de funciones
es una igual de conjuntos.
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3.2.1 Dominio y Recorrido

Definicion 3.2.6 Dominio y Recorrido de una Funcién. Sea f una funcion real.
Se define el Dominio de f igual a

Dom(f) ={zeR | (Jy € R)((z,y) € /)}.

Se define el Recorrido de f igual a

Rec(f)={yeR | (FzreR)((x,y) € f)}

O
A continuacién revisaremos los ejemplos anteriores.
Ejemplo 3.2.7 Determinar dominio y recorrido de
L={(z,y) €R? |22+ 3y =1}.
O

Solucion 1. Sea x € Dom(L), luego existe y € R tales que (z,y) € L, es decir,
20 + 3y = 1.

Despejando obtenemos que
=2z

y—3-

De lo anterior tenemos que:

Dado = € R, existe y = % € R tal que

1-2
2(z) + 3 3x:L

de lo cual, (z,5%) € L.
Luego
Dom(L) =R

Para el recorrido tenemos que un desarrollo similar, dado por y € R, luego = = % el cual
es un numero real, por lo tanto tenemos que el recorrido es:

Rec(L) =R
Ejemplo 3.2.8 Determinar dominio y recorrido de la siguiente funcién
f={(z,y) eR* | y* =32 =1Ay<0Az >0}

U
Solucién 2. Sea x € Dom(f) C R{, luego existe y € R~ tales que (x,y) € f, es decir,

y? —32° = 1.
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Despejando obtenemos que

y? = 14 322
y? = 1+ 322
ly] = 1+ 322

y = —v1+4+322, y<0

De lo anterior tenemos que:
Dado = € R existe y = —/1 + 322 € R~ tal que

(—V1+322)% = 3(2)* = 1,
es decir, (z,—V1+ 322) € f.

Luego
Dom(f) = Ry

Para el recorrido tenemos que un desarrollo similar, dado por y € R,

y? =322 = 1
322 = y*—1 (%)

21
ol = /5

T = vl x>0

luego la restriccion (x) esta dada por y*> — 1 > 0, por lo tanto |y| > 1 con lo cual y < —1.

2_1 , .
De este modo x = {/¥5= es un nimero real y por lo tanto tenemos que el recorrido es:

Rec(f) =]oo, —1]

Ejemplo 3.2.9 Dada la relacion f = {(z,y) e Rx R |y(x —4) =22+ 5} CR x R.
Determine el dominio y el recorrido de la funcion. 0

Solucién 3. Sean z,y € R, tales que (z,y) € f, por lo tanto tenemos

ylx —4)=2x+5

Cuando x # 4 tenemos que existe un tnico valor de y = 2;%15

Para x = 4, reemplazando y tenemos que 0 = 13, lo que es una contradiccion, luego el
dominio de f es Dom(f) =R — {4}
Sea y € Rec(f), luego existe x € R — {4} tal que (z,y) € f,

ylr —4)= 2z +5
yr —4dy = 2x+5
yr —2x = 5+4y
x(y—2)= 544y
Para y = 2, reemplazamos obtenemos que 0 = 13, lo es falso.

Por lo cual tenemos que y # 2, y por ende podemos despejar el valor de:

o+ 4y

y—2
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Recordemos que x € Dom(f), para ello notemos lo siguiente

544
+y:4<:>5+4y:4y—8<:>5:—8
y—2
es decir,
544
L N S
y—2

Luego el recorrido de la funcion es Rec(f) =R — {2}
Ejemplo 3.2.10 Dada la funcion f = {(z,y) € R* | y = /z Az > 0} C R
Determine el dominio y el recorrido. O

Solucién 4. Ya que f = {(z,y) € R* |y = /zr Ax > 0},
Como la expresion y = /7 esta bien definida solamente cuando = € Ry .
Luego

Dom(f) =RJ.

Sea y € Rec(f), luego existe x € Dom(f) = R, tal que (z,y) € f.

y = v
y> = zconz€RY
sabemos que % > 0 es siempre verdadero.

Por lo tanto el recorrido de f es Rec(f) = Ry

Ejemplo 3.2.11 Dada la relacion f = {(z,y) €e AX R |y(z — 1) = 2% — 1}
a Para A = R, determine si f es una funcion.

b Determine A C R maximal, tal que f es funcion, ademas su Dom(f) y Rec(f)

Solucién 5. Veremos si es funcion.
Si x # 1, tenemos que y = 22:11 =z + 1, luego el valor de y es tnico.

Siz = 1, se tiene que 0 = 0, luego todo los valores de y satisfacen, de otro modo (1,y) € f,
para todo y € R, por ende no es funcion.

El conjunto maximal tal que f es funcion esta dado por A = R — {1}, y en este caso el
dominio es Dom(f) =R — {1}

Para determinar el recorrido, sea y € Rec(f), con x € R — {1}, tal que (z,y) € f, luego
tenemos que

2-1
e
x

8

_{_»—t

1)

—

)
)
1

I
8

y_
Falta analizar que y — 1 = x # 1, es decir,
y—1l=1y=2

de otro modo
y—1#1<y#2
Por lo tanto el recorrido de la funcion es: R — {2}.
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3.2.2 Notacion Funcional

Sea f una funcion de nimeros real, luego existe el Dominio de f y el Recorrido de f, ademés a
cada x € Dom/(f) existe un unico elemento y en el recorrido, el cual denotamos por y = f(x).
Luego la funcion, la podemos codificar del siguiente modo:

f: Domf — B
variable +—— tnico valor asociada

Donde B es llamado "Conjunto de llegada” y es un subconjunto de los Niimero Reales que
contiene al recorrido, de otro modo Rec(f) C B C R, la variable habitualmente empleada
es x, por ultimo note que el valor asociado debe pertenecer a B.

En los ejemplos usaremos los ejercicios anteriores.

En el primer ejemplo tenemos que

L={(x,y) €R?| 2z + 3y =1}.

podemos escribirlo usando la notacion:

L: R
T

En el siguiente ejemplo tenemos que
f={(z,y) eR* | y* =32 =1Ay<O0Az >0}
podemos escribirlo usando la notacion:

f: IR(—)"_ — ]—O0,0[
r +— —1+ 322

El el tercer ejemplo se tiene que
F={(@,y) ERxR|y(x — 4) = 20 +5}.

en forma abreviada tenemos:

fi R—{4} — R

x — —ijf
o bien
f: R-—{4 — R-{2}
2x+5
x — R

En el cuarto ejemplo se tiene que

f=A(z,y) eR* |y =z Az >0}

en forma abreviada tenemos:
f: R — RS

x — x



CAPITULO 3. FUNCIONES 144

En el dltimo ejemplo se tiene que

f={@y) eR |ylx— 1) =2>~ Lo £ 1},

en forma abreviada tenemos:

f: R—{1} — R-{2}
x — “f__ll
o bien
f: R—{1} — R-—{2}
x —  x+1

Observacion: La igualdad de funciones corresponde solamente a una igualdad de conjuntos,
pero ahora es importante, revisar esta nocién de igualdad de funciones con esta nueva

notacion.
Definicion 3.2.12 Dadas dos funciones f: A — By g: C — D sedice que f =gsiy

solo si se cumple que:
a A=C
b (Ve A)(f(x) = g(z))

o bien, dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio, y para cada elemento del

dominio tiene idénticas imagenes. O
Ejemplo 3.2.13 Sean f: R — R y g: R—{0} — R

r — x+1 T — 9”2;9”
En este caso tenemos que f # g ya que Dom(f) # Dom(g). O

3.2.3 Ejercicios Resueltos

Ejemplo 3.2.14 Sea f: D — [1,9]
r — f(x)=+/|lz|-2-1
Determine el dominio de la funcion. U
Solucién 1. Para determinar el dominio de la funcién, primero debemos restringirla,
es decir, determinar para qué valores de = la imagen son nimeros reales.
|z —2 > 0/+2
] > 2
r>2 VvV < -2
entonces
x €] — 00, —2] U [2, +00]
Como la funcién tiene como conjunto de llegada el intervalo [1,9], debemos encontrar los
valores de x para los cuales la imagen esta en este conjunto.

yel[l,9) & 1<y<9
Vigl—2-1€e[1,9] & 1</|zg]|—-2-1<9/+1
2 < /|z] —2 < 10/()?

4 < |z —2 <100/ + 2
6 < || < 102

Tt
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Luego tenemos
6<|z] & z<—-6V6<z
lz] <102 & —102<z Az <102

De lo cual tenemos
x €] — 102, —6] U [6, 102].

Entonces el dominio de f
Dom(f) = (] — oo, —2] U [2,400]) N (] — 102, —6] U [6, 102])

Por lo tanto
Dom(f) =] — 102, —6] U [6, 102].

Ejemplo 3.2.15 Sea f: | —o00,—2] — R
— 4 4 1.
x = +
Determine el recorrido de f. O

Solucién 2. Sean x €] — 00, —2[ y € Rec(f), luego

y= f(x)
y= —+1 /-1

\/\ﬂil—l )
y—1= /02 y—1>0
A/ |x|—1
w-1= o
y el T
2] - 1= EE [+1,y#1
ol = Gonp +1

Como z €] — 00, —2], tenemos que |z| = —z y nos queda
1
—x = W+11 /(1)
v= “l-gop

por otro lado tenemos que z < —2, entonces

—1 —1

@ﬁzl
Sl>y-1)?>  /y
S 12ly—1

s -1<y—-1<1

< 0<y<2

antes de concluir debemos considerar las anteriores restricciones, luego el recorrido de la
funcién nos queda:
Rec(f) =1[0,2]N]1, +o0[=]1, 2].

Ejemplo 3.2.16 Sea f(x) =1 — z — 2% una funci6n real.
Determine el dominio maximo y su recorrido de f. 0
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Solucién 3. Como la expresion f(z) = 1 —z — 2%, siempre esta bien definida o siempre
podemos evaluar, luego Dom(f) = R.
Ahora, para encontrar el recorrido de f. Sea x € R, tal que

y = f(»)
y = l—z—x
?+r+@y—-1) = 0

2

La cual es una ecuaciéon de segundo grado, para determinar si existe z debemos calcular su
discriminante es 1 — 4(y — 1) > 0, luego aplicando la formula de segundo grado tenemos

—1+.5 -1y
2

Entonces, la tnica restriccion es el discriminante

5—4y >0
>y
Luego
Rec(f) =] — 00, ]

Ejemplo 3.2.17 Sea f: ACR — R

24z st x <1

?+1 st x>1

Determinar A igual al dominio maximo y el recorrido de la funcion. O

X

Solucién 4. El dominio maximo de ésta funciéon es R.
Como f es una funcion definida en tramos, para determinar el recorrido consideraremos
primero el tramo en que la funciéon esté definida para todos los x < 1 y la llamaremos f, es

decir
fl ] — 00, 1] - R
T — 24z

Sea y € R tal que existe z < 1, tal que
y=24+r&y—2==x
como x < 1, luego
y—2<1y<3

Por lo tanto

Ree(fy) =] = 00, 3]

Ahora veremos que pasa con el recorrido cuando x > 1. Llamaremos f5 al segundo tramo

de la funcion, es decir,
fg }1, OO[ — R
S L |

Sea y € R tal que existe x > 1, tal que

y=a"+1ley-1=2"
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delocualy—1>0y /y—1=|z|, perox > 1

Vy—1>1ley—-1>1

De este modo tenemos
Rec(fz) =] — 00,2]

Finalmente el recorrido de la funcién f es

Rec(f) = Rec(f1) U Rec(f2) =] — 00, 3]

3.2.4 Representacion Grafica

La grafica de una funcién f : A — B, se define como el conjunto de pares ordenados
siguiente:

Graf(f) ={(z,f(z)) € Ax B|y= f(z),x € A} CR?

Note que hemos vuelto a la notaciéon de relaciéon de niimeros reales.

La representacion grafica de f, se llama curva y se consigue marcando los puntos del
conjunto en el producto cartesiano A x B y en el caso real en el plano cartesiano.

De lo anterior, tenemos en el eje x los elementos del dominio y en el eje y los elementos
del conjunto de llegada.
Observacion: Se dice que z es un cero de f, si y solo si f(x) = 0. Geométricamente los
ceros de una funcién son los puntos en que la grafica intersecan o corta al eje x.
Ejemplo 3.2.18 En la funcion real f(z) = 2z + 2, se tiene que —1 es un cero de f y por lo
tanto el punto (—1,0) pertenece a la interseccion del grafico de f con el eje z. 0

Ejemplo 3.2.19 Graficar la funcion f(x) = 2z + 5. O

Solucién 1. Para graficar la funcién podemos hacer una tabla, que contengan las
variables independiente y dependiente, asigndndole posibles valores a la variable independiente
obtenemos los valores de la variable dependiente al reemplazar los valores dados y asi
podemos representar algunos puntos en el plano. Ademaés conociendo que la curva, en este
caso, se trata de una recta, luego nos bastan dos puntos, ellos pueden ser (0,5),(1,7) € f.

y=2r+5
15 1
10 +
/5
- -2 2 1
_5 +
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Observacion: La gréafica de una funcion, nos ayuda a poder determinar el dominio y el

recorrido de ella
Ejemplo 3.2.20 Graficar la funcion f(x) = z* — 5z + 6. O

Solucién 2. Para graficar, usamos el hecho que y = 2% — 5z + 6 es una parabola, para
determinar los elementos distinguidos completemos cuadrado y obtenemos

5, 1 1
— Y2 _y=- -

5

cuyo vértice es (Zv —%), para tener una mejor grafica, construyamos una tabla con algunos

valores, para ello

y=a>-5x+6
z 1y
06
112
210
310
4|2
-1 1 2 3 4 5
Usando la grafica podemos constatar que el dominio es R y el recorrido es [—i, o0l

Revisemos el recorrido para ello consideremos la ecuaciéon de segundo grado

22 —=br+6—y= 0
54/25—4(6—y)

2
5ty Ty
2

xr =

Tr =

Luego la tinica restriccion es que el discriminante debe ser no negativo, es decir

1

Por lo tanto el recorrido de f es [—1, 00] .

3.3 Modelacion

Modelar matematicamente una situaciéon de la vida cotidiana se refiere a identificar en un
problema una expresién matemaética concreta que represente algunos aspecto del problema,
de modo que esta expresion nos permita obtener informacion actual o futura.

Esta expresion matematica puede expresarse mediante un enunciado o mediante una
ecuacion. En el siguiente ejemplo encontramos una situacion la cual se puede modelar
mediante una funcioén.
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Ejemplo 3.3.1 Cuando hablamos del impuesto a la venta de ciertos articulos, nos referimos a
una situacion de la vida diaria, la cual podemos modelar de la siguiente forma; si x representa
el valor del articulo en pesos sin impuesto y T es el impuesto a la venta del articulo, el cual

es de un 19
19

T'r)=—-x
(z) 100

conz >0

Es decir, si tenemos un articulo cuyo valor es de 200 sin IVA, el impuesto a la venta se puede

calcular usando la expresion matemética encontrada:

19
T(200) = 55 - 200 = 38

t

Observacion: En el caso que el impuesto ya este incluido en el valor, tenemos que la funcién
no es la misma, ya que
P=x4+0,192=1,192

Luego si pagamos $200, el costo del producto sin impuesto es 1,19z = 200, o bien z = 12% ~
168.1 y el impuesto es
0,19 200 31,9
U119 T T

Cuando las personas pagan y le extiende una factura tenemos el primer caso, y el segundo
posibilidad es cuando se extiende una boleta, donde no figura los impuestos, sélo el valor

final.
Ejemplo 3.3.2 Considere un rectangulo ABCD con sus lados paralelos a los ejes, inscrito

en la elipse 922 +4y? = 36. Sea z la distancia entre un lado vertical del rectangulo y el eje ¥.

2 Y

pAN ¢

A\/B

kA

Determine el area del rectangulo en funciéon de z, expresando claramente el dominio. O
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Solucion 1. El area del rectangulo, es el producto de las longitudes de los lados, para

ello sean o o
|AB| =2z N |BC| =2y

Luego el area del rectangulo en funcion de z y de y es la siguiente:

A=2z-2y=4dzy

Como el punto C pertenece a la elipse entonces satisface la ecuacion 922 + 4y% = 36,
despejamos y
922 + 4y = 36
4y? = 36 — 922 /(3)
I UV SRR
_ 36 _ 9
ly| = T~ 17
ly| = %\/36 — 922
yl = 3v9(4—22)

Como y representa una distancia, entonces el valor es positivo

3
y=—-V4— 22

2

donde 4 — 22 > 0.
Por lo tanto, el area en funciéon de z queda determinada como sigue

A(z) =4z - g\/ll — 22 =62v4 — 22

Ahora veremos cual es el dominio.

4—-22 >0
4 >z [y
2 > |z
—2<2z2<2
Como z es una distancia entonces
Dom(A) =|0,2[.

Los extremos no se incluye, ya que las linea, no forma un rectangulo

Ejemplo 3.3.3 Se desea construir una caja con tapa de base cuadrada con area no mayor
de 100 ¢m? como en la figura, de volumen 252 em?. Si el costo de la tapa es $2 por em?, la
base $ 5 por cm? y el costo de los lados es de $3 por ecm?, exprese el costo C' como funciéon
de x y el dominio de C
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n

Solucién 2. Dado que el volumen es V' = 252cm?, luego z?y = 252, ahora veremos el
costo por lado

El costo de la tapa es de $ 2 por em?. La tapa tiene z?cm?, por lo tanto el costo de la
tapa es $222.

El costo de la base es de $5 por cm?. La base tiene x
base es Hz2.

El costo de los lados es de $3 por em?. Cada lado tiene zycem?, por lo tanto el costo de
los lados es de $ 12xy.

El costo total de la caja es:

2em?, por lo tanto el costo de la

C = 22 + 52° + 12zy
pero y = %
Entonces la funcion queda determinada como

252
2
3024

donde el dominio de C' es |0, 10]

3.3.1 Ejercicios Propuestos

1 Si el radio basal r de un cono circular recto aumenta en un %, mientras que su altura
h disminuye en un 20% formule una funcion en términos de z que permita obtener en
qué porcentaje varian:

1 El area basal del cono.
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ii Si el radio aumenta en 15% ;en qué porcentaje varian el area basal y el volumen
del cono?

2 Una caja rectangular con la parte superior abierta tiene un volumen de 10m3. La
longitud de su base es el doble de su ancho. El material de la base tiene un costo de
10 dolares por m?, el material de las caras laterales tiene un costo de 6 délares por m2.

Expresar el costo de los materiales en funcién del ancho de la base.

3 En una parcela, se desea encerrar dos porciones de terreno de igual area (como en la
figura) con una malla de longitud L. Expresar el drea de la parcela en funcion de z.

X X

4 El area de una piscina rectangular con bordes es de 18cm?. Si el borde superior e
inferior miden %m y los bordes laterales miden %m. Expresar el area comprendida
entre los bordes en funciéon de uno de los lados de la piscina.

5 La asistencia media en un cine en el que la entrada vale $1200 es de 100 personas. El
empresario cree que cada vez que se reduce el precio en $80, el nimero de espectadores
aumenta en 20.

i Determine la recaudacion R en funcion del precio p.

ii ;Qué precio y numero de espectadores produciran la mayor asistencia?

iii ;Cual es la recaudaciéon méaxima por sesion?

3.4 Tipos de Funciones

Sean A y B subconjuntos de Ry f: A — B una funcion real.
Una clasificacion de las funciones reales es la siguiente:Funciones LinealesSon funciones
de la forma f: R — R, con m,b € R.
r —> mx+b
La grafica de las funciones lineales, corresponde a una recta de pendiente m.
Sim > 0y b+# 0 su grafica tiene la siguiente forma:
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Sim < 0yb+#0, se grafica es del siguiente tipo:

Y

< \ >

Sim =1y b=0, entonces llamaremos a esta funcién Identidad y se define como:

Id: R — R
r — ld(z)==x

Su grafica :

153
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y=x

Sim =0y b+# 0,entonces la funcién se llama funcién constante b y se denota por

f:r R — R
rz — b

Graficamente de pendiente cero:

A

X

Funciones Cuadraticas:Son funciones del tipo f: R — R, cona,b,ceR
r — ar’+br+c
y a # 0.
La grafica de la funcién cuadrética y = ax? + bz + ¢, corresponde a una parabola.
Para conocer la grafica de una paréabola es ttil calcular su vértice

-b —A
V= (%’E)
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donde A = b? — 4ac, es el discriminante de la ecuacion, de segundo grado o polinomio
de segundo grado y las intersecciones con el eje X, cuya existencia depende del valor del
discriminante si es negativo o no es. El nombre de A se debe a que discrimina si la funcién
cuadratica tiene intercepto en eje X o no hay, de otro modo, si la ecuacion tiene o no tiene
solucion en el conjunto de los nimeros reales.

Cuando a > 0 su grafica corresponde a una parébola que se abre hacia arriba.

A y

Cuando a < 0 su grafica corresponde a una parébola que se abre hacia abajo.

p Y
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Funcién Valor Absoluto:Esta esta dada por:
f: R — R
r — x| = {

r st x>0
-z st <0

La grafica de la funcion es la siguiente:

Funcion Raiz Cuadrada:Esta funcion esta dada por:

f:]RaL—>]Rar

x — x

La gréafica de la funcion es la siguiente:

Funcion Cubica:Esta funcion esta dada por:

f: R — R
r — a3

Gréaficamente:
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-2+41 1 2

Funcién Parte Entera:Dado un ntmero real z, se puede descomponer en una suma
separando su parte entera
[z] =max{m € Z | m <z}

luego la parte decimal se define

o bien
r = [z] +d(z)

donde [z] es un nimero entero y d(z) un namero decimal, 0 < d(z) < 1.
Luego la funciéon parte entera se define como:

f: R — R

Su grafica:
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3

Y
K

Ejercicios Propuestos Sea f : A C R — R. Determine el conjunto A igual al dominio
méximo de f y el recorrido para ese dominio.

a f(z) =23

b f(z) =v1—a?
c fle)=a*+2—-1
d f(x) = 5

x24z+1

€ f(l’) = |;c|x_1
1—|z

f @) = Yo

3.5 Algebra de Funciones

Una forma de construir nuevas funciones es a través del algebra de funciones, aunque
las definiciones que daremos en este apunte son mas bien operativa que estricta, por ello
en algunos textos se encontraran definiciones diferentes y posiblemente en algunos casos
incompatibles

3.5.1 Algebra de Funciones

Definicién 3.5.1 Sean f y ¢ funciones tales que D = Dom(f) N Dom(g) # ¢ entonces se
pueden definir nuevas funciones.
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1 La suma de f y ¢ se define por

f+g: D

S
=
0
_I_
=
B

2 La diferencia de f y g se define por

f—-9g: D —
— f(z) —g(x)

8

3 El producto de f y g se define por

frg: D — R
z — f(z) g(z)

4 El producto por una escalar se define como:

af : Dom(f) — R
z o (af)(@)=af(z)

5 Si D' ={xeD]|g(x)#0} # ¢ entonces, cociente de f con g se define por

i:D’—>R

g
(z)

(z

~

Xz —

<
~

6 Sean A, B,C, D subconjuntos de ntmeros realesy f : A — By g: C — D dos
funciones tales que

E={reA|f()eC}+0o.
Entonces, se define la compuesta de f y g dada por:
(g o f) : F — D
r — g(f(x))

Claramente tenemos que E = Dom(g o f)

O

Observacion: Un caso particular, donde la definicion de compuesta se cumple, es cuando
tenemos que B C C' o Rec(f) C C, entonces Dom(go f) = Dom(f) = E.
Ejemplo 3.5.2 Sean

f: [—2,2]—) R g: R
x

o
T — 4 — g2 — 3z +1

Encontrar la suma, la resta, el producto y el cociente de f con g. O
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Solucién 1. El dominio de f es Dom(f) =[—2,2] y el de g es Dom(g) = R.
Luego
Dom(f) N Dom(g) = [-2,2] # ¢

La suma de fy g
(f+9): [-2,2] — R
r— VA—22+ (3x+1)
La diferencia
(f_g): [_272] — R
rr— V4—2a2—(3rx+1)

El producto
(fg): [-22] — R
r— V4d—2a%-3r+1)

El cociente

<i> 22 {-1}— R
g
T S
Ejemplo 3.5.3 Sea
f: R=—{0} — R—-{0}
x — 1
Encontrar fo f, fofof 0

Solucion 2. Sabemos que Recf C Domf, luego Dom(f o f) = Domf, calculemos
ahora la imagen.

(Fof)w) = 1f@) = f(5) = ==

luego tenemos
fof: R={0} — R-{0}
x — T

La otra compuesta la obtenemos

(fofoP@) = F((fo @)= fla) =~

asi tenemos
fofof: R={0} — R-{0}

T — 1

T

Ejemplo 3.5.4 Sean f y g funciones dadas por

f: R — R g: Rt — Rt
r — x—2 r +— br+./r

Determinar go fy fog. U
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Solucién 3. Primero veremos el dominio de la funcién
Dom(go f) = {x € Domf | f(x)€ Domg}
Dom(go f) = {z€R | x—2€R"}
Dom(go f) = {z€R | z—2>0}
Dom(go f) = 12,400l
Veamos ahora la imagen de x
(gof)lx) = g(f(x))
= gz —2)
= 5(zx—2)+Vz -2
= Hx—10+ vx — 2.
Por lo tanto
gof: ]2,+00[ — RT
x — o — 104+ o — 2
Ahora veremos el dominio de la otra funcién
Dom(fog) = {x€ Domg | g(x) € Domf}
Dom(fog) = {zeR" | 52+ xR}
Dom(fog) = RT.
Veamos ahora la imagen de x
(fog)lx) = [flg(x))
= J(5r + )
= bz ++x—2.
Por lo tanto
fog: Rt — R*
r — br++r—2
Ejemplo 3.5.5 Sean f y g funciones dadas por
f: [l,oof — R g: Rf — RTF
r — b—vzr—1 x — Jr+2
Determinar go fy fog. U

Solucion 4. Primero veremos el dominio de la funcion

Dom(go f) = {x € Domf | f(x)€ Domg}
Dom(go f) = {xe[l,oof | 5—Vr—-1€eR}
Dom(go f) = {ze€[lyoo] | 5—+z—1>0}
Dom(go f) = {z€[lyo0] | 5>Vz—1}
Dom(go f) = {ze€[l,o0] | 26 >z}
Dom(go f) = [1,26].
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Veamos ahora la imagen de x

(go flx) = g(f(x))

= 96— vz —1)
5—+Vr—1+2

Por lo tanto
gof: [1,26) — RT

T — VO —+vVaxr—1+42

Ahora veremos el dominio de la otra funcién

Dom(fog) = {x € Domg | g(x) € Domf}

Dom(fog) = {zeRf | Vr+2e][l,00[}
Dom(fog) = {zeR] | Vr+2>1}
Dom(fog) = {z€Ry | Vo>-1}
Dom(fog) = Ry.

Veamos ahora la imagen de x
(fog)x) = flg(z))

— f(VE+2)
I RN

fog: Rf — R
r — 5—/Vr+1

Por lo tanto

Ejemplo 3.5.6 Sean f y g dos funciones definidas por

f: 10,4 — R

v e fla) = 3r+4 si z€el0,2]
|l z+1 sioxe[2,4]

g: [2,12] — RY
v g(r) = r? s x€[2,5]
=V 4 si ze5 12

Determine (g o f) O

Solucion 5. Primero veremos su dominio

Dom(go f) = {x € Domf | f(x)€ Domg}
Dom(go f) = {zel0,4] | f(z)e[2,12]}

Para el primer caso z € [0, 2] tenemos

2< f(z) <12
2<3r+4<12

—2<3r<8
<z<3$

wno
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lo cual ocurre siempre.
Para el segundo caso = € [2, 4] tenemos

2< f(x) <12
2<z+1<12
1<x<11

lo cual ocurre siempre. Luego
Domf(go f) = [0,4].

ahora calcularemos la imagen por la compuesta
Primer caso: Sea z € [0, 2]

(go f)(x) =93z +4)
Caso 1A) 3z +4 <5 &z < 3.

g(3z +4) = (3z +4)?

lo cual esta definida en el intervalo [0, 5.
Caso 1B) 3x+425<:>x2%
g(3r+4) =4

esta definida en el intervalo de [1, 2]
Segundo caso: Sea z € [2,4]

(go f)z) =gz +1)

Caso2A) z+1<bh<ex <4
glz +1) = (z +1)?

en el intervalo [2, 4]
Caso2B) z+1>5< o >4, luego . = 4

(3z+4)? si 0
(go fllx) = 4 s
(z+1)* si 2

Ejemplo 3.5.7 Sean f y g dos funciones,

f: R — R

v — f@) x3 si r<1

{\/x—l st x>1

g: R — R

x? si x>0

v g(x):{Zx—l—l si ©<0

Determine (g o f)

163
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Solucion 6. Primero veremos su dominio

Dom(go f) = {x € Domf | f(x)€ Domg}
Dom(go f) = {zeR | f(z) €R}
Dom(go f) = R

Veremos a continuacion la imagen.

Para el primer caso z > 1 tenemos
9(f(x)) = g(vVa = 1)
pero tenemos que vz — 1 > 0, luego se tiene que:
gWVr-1)=We-1)=2-1

En el segundo caso tenemos que x < 1 luego

(9o f)(x) = g(f(2)) = g(a”)

Debemos analizar
Caso A) z* > 0 < = €]0, 1], luego tenemos que

Caso B) 2? < 0 <= €] — 00, 0], luego tenemos que
g(x®) =22 + 1

Asi tenemos
r—1 si x>1

(gof)le) = { o5 si w0l
20341 si <0

3.5.2 Ejercicios Propuestos

a Dadas las siguientes funciones

f: R—{0} —R y g: [-1,1]] —R
x n—)f—J r —1—2?

Determine:
a Dom(go f)
b (go f)(x)
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b Dadas las siguientes funciones
f: R—{0} —R y g: R — R

lz] 1—a? si <1
A — % st x| <
22 T — g(:(:):{ 241 si gx} > 1

Determine (g o f)
¢ Exprese la funcion f(z) = /(z + z*)? como la composicion de tres funciones bésicas.
d Encuentre una funcién h(z) de manera que (g o h)(z) = z siendo g(z) = Va2 + 1
e Sean f(z) =12%—1y g(x) =3z + 5 encontrar (fog)(x)y (go f)(x).

f Sean f y g funciones tales que f(x) = a:?;—&-l y g(z) = xLH
Sea

flet+h)—(fog)(z+h)

(f-9)(w+h) — L=

A(h) =

a Calcule A(h) en funcion de h y x.
b Calcule A(1) y A(—1).
¢ Graficar la funcion
f: R—R
r+— |z — 1| + |22 + 3|

g Graficar f(z) =

|| -1

h Sean f y g funciones definidas en R por

z+1 ; =z2>1
flz) = {x2—1 <l

(x) = 2z + 3 ;<2
g - 202+ -3 ; v>2

Encontrar (g o f)(x)

3.6 Clasificaciones de las Funciones

3.6.1 Funciones Biyectivas
Definiciéon 3.6.1 Una funcion f : A — B se dice que es inyectiva si y solo si

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a =)

Es decir, f es inyectiva si y solo si todo y € Rec(f) tiene una y solo una preimagen en el

Dom(f). O
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Ejemplo 3.6.2 Sean a y ben R con a # 0 y f definida por:
f: R— R
r+— axr-+b
Demostrar que f es inyectiva. U
Solucién 1. Sean z,y € R tales que
flz)=fly) = ax+b = ay+>b
- ar = ay
— r =y
Luego f es inyectiva.
Ejemplo 3.6.3 Sea f una funcién definida por:
f: R—{2} — R
342
r— 22
Demostrar que f es inyectiva. U
Solucién 2. Sean z,y € R — {2} tales que
3r + 2 3y + 2
= — =
f(z) = f(y) — 2
= Bx+2)(y—2) = By+2)(zr—2)
= 3ry+2y—6r—4 = 3zy+2x—-6y—4
— 2y —6r = 2x— 6y
e y = X
Luego f es inyectiva.
Ejemplo 3.6.4 Sea f una funciéon definida por:
f: [1,0o[— R
r— 2?4+ 2x—2
Demostrar que f es inyectiva. O
Solucién 3. Sean z,y € [1,00] tales que
fla)=fly) = 22420 -2 = Y +2y—2
— 2=y’ 420 -2y = 0
— (z+y)lz—y)+20z—y) = 0
— (=)@ +y+2) = 0
== r—y=0 V z4+y+2=0
Como x,y > 1, luego x +y > 2, por lo tanto, x +y = —2 es falso, asi tenemos que x = y,

con lo cual f es inyectiva.
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Ejemplo 3.6.5 Sea la funcion

f: R — R

2 stz >2

v f(x):{ r+2 si x<2
Determine si f es inyectiva. O

Solucién 4. Sean z,y € R tales que f(z) = f(y).
Primer caso: z,y €]2, 00|

2?2 = 2
| =yl
T =y

Segundo caso: z,y €] — 00, 2]
r+2 = y+2
r =Y
Tercero Caso: z €]2,00[,y €] — 00, 2], para este caso, veremos si es posible que f(z) = f(y)
, para ello calculemos el recorrido.
Siz>2yu= f(r)
u=1"sVu=1x

donde u > 0 A /u > 2, por lo tanto u > 4. Asi tenemos que f(z) > 4,
Siz<2yv=f(y)
v=y+2&&0-2=y

donde v — 2 < 2, por lo tanto v < 4, con lo cual f(y) < 4.

Es decir, 4 < f(z) = f(y) < 4. que es imposible, recuerde que (F = F) =V, luego en
los tres caso la proposicion es verdadera.

Con lo cual f es inyectiva.
Ejemplo 3.6.6 Sea la funcion

f: R — R
N f(x):{\m;l st r>1

T st xr<1

Determine si f es inyectiva. 0

Solucion 5. Sean z,y € R tales que f(x) = f(y) .
Primer caso: z,y €]1, 0]
V-1 = Jy—1
r—1 = y—1
r =Yy

Segundo caso: z,y €] — 00, 1]
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Tercero caso: x €]1,00[,y €] — 00, 1], para este caso, veremos si es posible que f(z) = f(y)
, para ello calculemos el recorrido.

Siz>1yu= f(z)
u=Vr—1leuw+l=z

donde u > 0 Au?+1 > 1, por lo tanto u > 0.
Asi tenemos que Rec(f1) =)0, co.
Siz<lywv=f(y)
v=y e Vv=y
donde /v < 1, por lo tanto v < 1, con lo cual Rec(fs) =] — 00, 1].
Es decir, hay elementos en comiin en los recorridos, por ejemplo u = v = % Asi tenemos

que r = g, y=y % , tiene igual imagen. Con lo cual f no es inyectiva.

Ejemplo 3.6.7 Dada la funcién g definida por
g: R—R
r—g(r) = 245
Determinar si g es inyectiva y en caso de que no lo sea redefinir la funcién para que sea
inyectiva. 0

Solucién 6. Sean a,b € R tal que g(a) = g(b) entonces tenemos que

g(a) = g(bb)

@5 = P
a(b®*+5) = b(a®*+5)
ab®> +5a = ba®+ 5b
ab?> —ba®> = 5b—5a
ab(b—a) = 5(b—a)

ab(b—a) —5(b—a) 0
(b—a)(ab—5) = 0
bV ab—5=0

a =

Sia=1,b=5, tenemos que f(1) = f(5) = 3.
Por lo tanto g no es inyectiva.
Luego para redefinir el dominio de g de modo que sea inyectiva, se debe verificar que se
cumpla que:

a=bAab#5
a=b A (ab>5Vab<5b)
(a=0bAab>5b) (a=bAab<5b)

\%
a>>5 VvV a*<5b
la| > V5 Vv a| <5
(a>vV5Va<—V5) V (—Vb<aha<+5)
a €] — oo, —V5[UlVE,00] V a€]—+/5,V5]
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Pero —/5 y /5 pertenecen al dominio de inyectividad.
Asi algunas posibles redefiniciéon de la funcion

g: [-V5,V5] — R

T s
g2 ]—OO,—\/E] — R
r — x%%

g3 : [\/g,oo[ — R
r

_Z__
245

Definicion 3.6.8 Una funcion f: A — B, se dice epiyectiva o sobreyectiva si y solo si

Rec(f) = B. O
Definicion 3.6.9 Una funcion f : A — B, se dice biyectiva si y s6lo si es inyectiva y
sobreyectiva. O

Proposicion 3.6.10 Sean f: A — B y g: B — C dos funciones, entonces
i f y g son inyectivas implica que g o f es inyectiva.

it [y g son sobreyectivas implica que g o f es sobreyectiva.

Demostracion. 1. Sean f 'y g dos funciones inyectivas y x1, 22 € Dom(go f) = A tales que

(go f)(x1) = (go f)(2)
9(f(z1)) = (9(f(22)))
/ $1) = f(%)

ya que f y g son inyectivas.

ii. Sean f y g dos funciones epiyectivas luego el Recf = By Recg = C

Sea x € C, como g es sobreyectiva Jy € B tal que g(y) = x, ademés f es sobreyectiva,
luego 3z € A tal que f(z) = y. Entonces

(9o f)(z) =g(f(2))

(9o f)(2) =g(y)

(gof)lz) ==
Por lo tanto Rec(g o f) = C, es decir, g o f es sobreyectiva. |
Ejemplo 3.6.11 Sea f:R—{0} — R—{1}

T o— =4

a) Determinar si f es inyectiva.
b) Determinar si f es sobreyectiva. O

Soluciéon 7. Verificaremos que f sea inyectiva

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a =)
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Sean a,b € Domf tal que

s
S
Ll N
|
~

(b)

-1
b

ba—b = ab—a [—ab

b= —a /()
b = a

o

Por lo tanto f es inyectiva.
Verificar si f sobreyectiva. Esto sucede si y sélo si

Rec(f) =R - {1}

Sea y € Recf, luego existe x € Dom f tal que

y = f(flc)

y = =
zy—x = —1
w(y—1) = -1
r = ﬁ

Asi tenemos que

Ree(f) = R — {1}
Por lo tanto f es sobreyectiva.
Ejemplo 3.6.12 Sea f : R — R una funcién definida por

IR B

¢ st <0

Determinar si f es biyectiva.

Solucion 8.

a Verificar si f es inyectiva.

Si z,y > 0 se tiene que

flx)="[fy)
—r= —y
r=y
Siz,y<0
fl@)="fly)
2= P
r= Y

170

Siz >0,y <0y f(x) = f(y), se tiene que —z = y? lo cual es una contradiccién, pues

—x < 0,y? > 0 luego no puede ser que f(z) = f(y), es decir, que si (F = F)=V.

Por lo tanto, f es inyectiva.
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b Verificar si f es sobreyectiva.
Lo veremos en dos etapas:

a) Si x > 0, se tiene que f(x) =y = —x, luego © = —y € R y como = > 0 entonces
—y > 0, luego y < 0, Recf; =]oo,0].

b) Siz <0, se tiene que f(z) =y =2 € Ry |z =,y€R Vy>0ycomoxz <0
entonces x = —,/y < 0, asi la tinica condicién para y es que y > 0, Recf, = [0, 00].

Luego
Rec(f)={yeR|y<0}U{yeR[y=0} =R

Por lo tanto f es sobreyectiva.

En consecuencia, f es biyectiva.

3.6.2 Funciéon Inversa

Definicion 3.6.13 Sea f : A — B una funcién, diremos que f es invertible si y solo si
existe una funcién g : B — A tal que

(Vb€ B)((fog)(b) =), A (Va € A)((ge f)a) = a).

La funcién ¢ se llama funcién inversa de f y se denota por 1. O

Proposicion 3.6.14 Sean f: A — B y g: B — C funciones invertibles entonces
i) go f es una funcion invertible y ademds se tiene

(gof) "t =f"og"

i) 71 es una funcion invertible y ademds se tiene
(fHt=r

Demostracion. Verifiquemos la primera compuesta

(ftogolgof)lz) =(ftog ) o(g(f(x))
= g (9(f(2))))
= fH(Id(f(x))
= [ (f(x))
= Id(x)

La otra compuesta

(gof)o(ftog (@) =(gof)o(f g (x)))
=g9(f(f (g7 (2))))
= g(Id(g~'(v)))
= g(g7"(x))
= Id(z)
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Luego (go f) '=1d flogt=1Id
Como fo(fYy=1Idy (f™')of=1Id, entonces f~! es invertible y ademés
folr) =1d
fo(f™) =1Id/o(f~)~"
f=0u"n"
Luego
h=f=(" .

Proposicion 3.6.15 Sea f: A — B una funcion entonces
f es invertible si y solo si f es biyectiva.

St f es biyectiva la inversa estd definida por

ft: B— A,
yr— ()

donde f~1(y) = z es el winico elemento en A, tal que y = f(x) .

Demostracion. =) Supongamos que f~! existe, entonces se cumple que Dom(f~!) = By
para todo elemento en su dominio se tiene que, si z = y, entonces f~!(z) = f~1(y).

Ahora el Dom(f™') = B si y solo si el recorrido de f es igual a B, es decir, f es
sobreyectiva.

Demostraremos que f es inyectiva y para esto se debe cumplir que

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a =)
Sean a,b € A tal que f(a) = f(b) por la primera hipotesis f~! es funcion. Luego

[T (@) = g‘l(f(b))

Por lo tanto f es inyectiva.

Dado x € A, luego f(z) € B y por lo tanto x = f~!(f(z)), con ello f~! es biyectiva.

< Supongamos que f es biyectiva y f=' = {(z,y) € B x A | (y,x) € f} la relacion
inversa, por ser f epiyectiva tenemos que Dom(f~') = B, entonces debemos demostrar que
si(x,w) € f~1y (z,t) € f~! entonces w = t.

Como (z,w) € f~'y (x,t) € f~! entonces (w,z) € fy (t,z) € f. Es decir,

pero f es inyectiva se tiene que
w=t |

Observacion: Sea f : [a,b] — [¢,d] un afunmon invertible y f~1 : [¢,d] — [a, b] su funcion
inversa, entonces las graficas y = f(z) e y = f~'(x) son curvas simétricas con respecto a la
diagonal y = z.



CAPITULO 3. FUNCIONES 173

Ejemplo 3.6.16 Sea
f: A— B
r— Vad -1~
Determine el dominio maximo de f y el recorrido de modo que sea biyectiva y luego determine
fL O

Solucién 1. La funcién tiene como dominio el intervalo [1, co| pues

2—-1 > 0
> 1 |y
z > 1
Su recorrido queda determinado por
-1 =y /0%y >0
1.3 -1 = y2
¥ = P +1 /¥
r = Jy*+1

Entonces el recorrido de f es el intervalo [0, col.
Ahora debemos verificar si f es inyectiva, para esto se debe cumplir que

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a=1b)
Sean a,b € Domf tal que f(a) = f(b) luego
-1 = VB -1 /()?

ad—-1 = »B-1 /+1
a’ b /¥
a = b

Por lo tanto f es inyectiva.
Si B = [0, oo, entonces f es sobreyectiva.
De este modo tenemos que

[ [1,00[— [0,00]

T — Vi =17

es biyectiva y la inversa de f y queda determinada por

7t [0, 00— [1_,00[

Ejemplo 3.6.17 Sea

Determine A, B maximales tales exista f~! y en cuyo caso determine O
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Soluciéon 2. El dominio de f es el intervalo | — oo, 1] pues

l—z > 0
1 > «

El recorrido de f es

y = 4: /0%y >0
=

y =
v -y = 1
Rec(f) =]0, +o0]
Veremos si f es inyectiva.
fla) = f(b)
|
1-a 1-b

S o

El recorrido ya estéa calculado y es Recf =]0,4+00], luego f es sobreyectiva.
En consecuencia
fi]—o0, 1] — ]0,+00]
T o—

1—x

es biyectiva. Entonces existe la inversa de f y esta dada por:

F71:0,400] —] — o0, 1]
r — fix) =2

T

Ejemplo 3.6.18 Sea la funciéon

f: R — R
2 siox>2
v f<I>:{x+2 st x <2
Determine la inversa de f. O

Solucién 3. Por ejemplo Ejemplo 3.6.5 tenemos demostrado que f es biyectiva.
ff1: R — R
N f(x)—{ Ve o osiox>4

r—2 s1 xr<4

3.6.3 Caracteristicas de las Funciones

Existe ciertas caracteristicas que cumple algunas funciones, las cuales las evidenciaremos en
esta seccion, todas ellas nos permiten graficar y deducir informacion de ellas.
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Definicién 3.6.19 [Crecientes y Decrecientes]|. Sea f: A — B una funcion real.
Se dice que:

a f es creciente en A si solo si

(Va,b € A)(a <b=> f(a) < f(b))
b f es decreciente en A si sblo si

(Va,b e A)(a <b=> f(a) > f(D))
¢ f es estrictamente creciente en A si solo si

(Va,b e A)(a <b=> f(a) < f(b))

d f es estrictamente decreciente en A si solo si

(Va,b € A)(a <b= f(a) > f(b))

Q

Ejemplo 3.6.20 La funcion f(z) = {/x con n € N es estrictamente creciente, pues
(Va,y € RY)(x < y = ¥z < /5)

O
Ejemplo 3.6.21 La funcion f(z) = ma + b es estrictamente decreciente si m < 0.
Sean u,v € R entonces se tiene que:

u<v= mu > mu
mu+b >mv+b
flu) > f(v)

Analogamente si m > 0 entonces f es creciente. U

Proposicion 3.6.22 Si f es una funcion estrictamente creciente o bien estrictamente
decreciente, entonces f es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que f es una funciéon estrictamente creciente, es decir:
(Va,b € Dom(f))(a <b= f(a) < f(b))

y supongamos que f no es inyectiva, por lo tanto existiran a,b € Dom(f) tales que

fla) = fb) Na#b

donde
a>bVa<b=<«)

La demostracion es anédloga si f es estrictamente decreciente. [ |
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2

[inlineexercise] 3.6.23 La funcion f(z) = z* es estrictamente creciente en R™ y la funcion

—x? es estrictamente decreciente en R
Proposicion 3.6.24 Si f y g son funciones estrictamente crecientes tales que Rec(f) C
Dom(g) entonces go f es una funcion estrictamente creciente definida en Dom(f).

Demostracion. Por definicion anterior sabemos que si Rec(f) € Dom(g) entonces Dom(g o

/) = Dom(f).

Luego, sean x,y € Dom(go f) tales que = < y entonces como f es estrictamente creciente
se tiene que

flx) < fly)

y como g también es estrictamente creciente se tiene

9(f(x)) < g(f(y))
luego
r<y= (g0 f)(x) <(gof)y) n

Definicion 3.6.25 [Funciéon Periddica de Periodo p]. Sea f: R — R una funcion
y p > 0 diremos que f es una funcién periédica de periodo p, si y s6lo si p es el menor
nimero positivo que cumple

fx+p)=[f(z),VeeR

Observacion: Con ésta propiedad tenemos que:
f(0+p)=f(0) = f(p)
f2p)=flp+p)=fp)

f(0) = f(=p+p) = f(-p)
luego, la funciones perioédicas no son biyectiva

Definicién 3.6.26 Una funcion f : A — R se dice mondtona si solo si es creciente o
decreciente en el dominio de f O

Definicion 3.6.27 [Funciones Pares e impares]. Sean A, B dos subconjuntos de R tales
que (Vr € A)(—x € A)y f: A— B una funcion. Se dice que

a f esparsiysolosi (Ve e A)(f(—x) = f(x))
b f es impar siy solo si (Vo € A)(f(—z) = —f(x))

O
Ejemplo 3.6.28 Dada la funcién real f : R — R, definida por f(z) = 42? — 32 + 8.
Demostrar que f es una funcién par. O

Solucién 1. Sea z € R tal que
f(=2) =4(—2)* - 3(—2)* + 8 =4a* — 32° + 8 = f(x)

Luego f es una funciéon par.
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Ejemplo 3.6.29 Dada la funcion real f : R — R, definida por f(z) = 32° — 423 + 2z.
Demostrar que f es una funciéon impar. O

Solucién 2. Sea x € R tal que
f(—2) =3(—2)° — 4(—2)% + 2(—2) = —32° + 42 — 20 = — f(2)

Luego f es una funcién impar.

3.6.4 Ejercicios Propuestos

1 Para cada una de las siguientes funciones.
a. Determine el dominio y el recorrido

b. Determine si son inyectivas y sobreyectivas. Si no lo son, redefinirlas, de modo que
sean funciones biyectivas.

i f(x)=+va2-1
- z2+2+1
i f(2) = 75
iv f(z) = A=
v flz) = o
2 Demuestre que
f: R—R
r— z°

es una funcién inyectiva

3 Sea
f:]-11 —R

Determine si f es biyectiva.

4 Sea
3z st —1<x<0

f(x):{ 2 s 0<ax<2
a jEs f inyectiva?. Justifique.
b Encuentre f~!(z).
¢ Grafique y = f~1(x)

5 Sea f(w) = 223

r—4

a Determine si f es una funcion biyectiva. Justifique.
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b Si es biyectiva, calcule f~1(z).

6 Sea f(x) = 2% + z + 3. Determine el dominio y recorrido de manera que f sea una
funcién biyectiva y calcule f~!(z).

7 Sea
fz) = 1—=zx st —2<x<0
VT 2+ si O<a<2

Determine un conjunto B C R tal que f sea biyectiva.

& Sean

f*R —R y g:R —R
r — 22+ 3 r —3x+1

a Demuestre que g es biyectiva.
b Encuentre una funciéon h indicando su dominio tal que go h = f.

¢ ;Es f biyectiva? Si no lo es restringir f de modo que sea biyectiva y encontrar

I

3.7 Funciones Exponenciales

Teorema 3.7.1 Sea a € RT, x € R, entonces para cada a existe una funcion f : R — R
tal que

f(z) = a”

y cumple con las siguientes propiedades.
Sean a,b € R y x,y, € R. Entonces

aa®=1

b a@tY) = g¥a¥

h Si0 <a<1 entonces f(x) =a” es una funcion decreciente.

i Sia>1 entonces f(x) = a” es una funcion creciente
Definicion 3.7.2 Para cada a € R, la funcion

exp, : R — R*
r —a”
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se llama funcién exponencial en base a. O

Su grafica es la siguiente:

-3-2-1 1 2 3

O<axl

Ejemplo 3.7.3 Algunos ejemplos numéricos
a (33)(34) — 33+4 — 37
b 2 =253 =22

22 93-5 _o9—2 _ 1

3.7.1 Funciones Logaritmicas

Teorema 3.7.4 Sea a € R — {1} entonces la funcion exponencial en base a es biyectiva,
por lo tanto existe la funcion inversa.

Definiciéon 3.7.5 La funcién inversa de la exponencial en base a se llama funcién logaritmo
en base a y la denotaremos como log,, es decir:

log, © =y <= exp,(y) = =
Si a € RT — {1} podemos definir la funciéon como:

log,: RT — R
x> log,(z) =y

Las Gréfica correspondiente son:
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2+ 2+

1+ 14

o — ¢ —
N2 3 4 1 2 3 4

-1+ -1+

-2 + -2 +

O<a<l a>1

Ejemplo 3.7.6 De algunos calculos numéricos
a log,,10° = 3, pues 10° = 1000

b log, 1 =0, pues 2° =1

Proposicion 3.7.7 Sean a € Rt — {1}, 2,y € Rt r € R entonces

1 log,(zy) = log, x +log, y

2 log, <§> = log, z — log, y
3 log,(z") = rlog, x

4 log,(1) =0

5 log,(a") =r

6 log,(x) = log,(y) <= v =y

7 810 < a <1 entonces log, es una funcion decreciente.

8 Sia > 1 entonces log, es una funcion creciente.

Demostracion. Sea u = log, x vy v = log, y entonces a* =z y a’ =y
Para (1) tenemos que

log, (ry) = log,(a"a") = log, "™ = u + v

Luego
log,(zy) =log, = +log, y
En (2)
log, <§> = log,(a"a™") =log,a" " =u—wv
Y
1Oga <§) - 1Oga T — loga Yy
En (3)

log, " = log,(a")" =log, a™ = ru
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log, 2" =rlog,
Las propiedades siguientes quedan como tarea para el lector. [ |

Ejemplo 3.7.8

a log,q 2%y = 2log,q = + logyy ¥

b log, 2 =log,z™' = —logy @
O
Teorema 3.7.9 [Cambio de Base|. Sean a,b € Rt — {1}, z € R, entonces
) log, x
og, T =
S log, b
Demostracion. Sea u = log, x,v = log, x, entonces a" = x y b’ = x asi tenemos que
at = b
log,a" = log,b"
u = wvlog,b [ ]
log,z = log,xlog,b
1 T
gy = s
Ejemplo 3.7.10 Resolver la siguientes ecuaciones
a y = log, 8.Luego 2Y = §, por lo tanto y = 3.
1
b loga 6 — 4.
Lo cual significa que a* = %6, de este modo se tiene a = %
¢ log, x = —2.
Traduciendo tenemos 372 = y, luego % =.
O

3.7.2 Ecuaciones Exponenciales y Logaritmicas

Una ecuacién que contiene una o mas funciones logaritmicas con una o mas incognitas se
llama ecuacion logaritmica. Anélogamente para las ecuaciones exponenciales.
Ejemplo 3.7.11 Resolver la ecuacion

log(z — 2) +log(x + 1) + 1 = log 40

Solucién 1. Primeros veremos la restriccion, esta son,

r—2>0ANx+1>0
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Entonces R = [2, 400
Ahora despejemos la variable, teniendo presente las propiedades de logaritmo

log(z —2) +log(x + 1) +1 log 40
log(z — 2) +log(x + 1) + log 10 log 40
log(z —2)(x +1)10 = log40

(x —2)(z+1)10 = 40

(x —2)(x+1) 4
2 —x—-6 = 0
(x+2)(x—3) = 0
r=-2 V =3
pero x = —2, por restriccion no es admisible. Por lo tanto el conjunto solucion es {3}.

Ejemplo 3.7.12 Resolver la ecuacion

log2 +log(4* 2 4+9) = 1+ log(2* 2 + 1)

Solucién 2. Veamos el conjunto restriccion
424 9>0A2"2+1>0

Entonces R = R.
Luego resolviendo la ecuacién nos queda

log2 +log(4*2+9) = 1+log(2*72+1)
log2(4*72+9) = log10(2*72 +1)
2472 49) = 10(2°2+1)
222 —20-2*+64 = 0

Consideremos la variable auxiliar v = 2%, reemplazando obtenemos la ecuacién cuadratica.
)

w?—20u+64 = 0
(u—16)(u—4) = 0
u=16 V u=4
22 =16 VvV 2* =14
r=4 V x=2

Luego el conjunto solucion de la ecuacion es {2,4}

3.7.3 Inecuaciones Exponenciales y Logaritmicas

Debemos tener presente que para resolver inecuaciones con logaritmo o exponenciales es
importante recordar que cuando la base es menor que 1, exponencial y logaritmo son
decreciente y en el caso que la base sea mayor que 1, se tiene que es creciente.

Ejemplo 3.7.13 Resolver la inecuacion

log%(:zc2 —-1)<2
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Solucion 1. Primero veremos la Restricciones
2 —1>0

(x+1)(z—1)>0
Por lo tanto
x €] — 00, —1[U]1,+0[=R

Veremos los elementos que la satisface

logy (a2~ 1) <2 /exp; |
2 —1 Z}l
xQ—E >0
(0= L) x+%) >0
5 5
xe]—oo,—élulg,—l—oo =5

Luego la solucion de la inecuacion es:

Ejemplo 3.7.14 Resuelva la siguiente inecuacion

log%(log5(a:2 —4)> -2

Solucién 2. El conjunto restriccion para la inecuaciéon cumple con:

22—=4>0 A logs(z?—4)>0
>4 AN 2P—4>1
lz| >2 A |z| > V5

Luego x €] — 0o, —/5[U]V/5, +00[= R.

Ahora resolvamos la inecuacion,

logi(logs(z? —4) > =2 /expsl
logs(z* —4) < (3)7* Jexp; 1
-4 < 5
lz] < VH94+4
V5 +4 <r< VH44

Luego el conjunto solucién es:

S =] — V59 +4,V5 +4NR =] — V5% + 4, —V/5[U]V5, V57 + 4.

183



CAPITULO 3. FUNCIONES 184
Ejemplo 3.7.15 Resolver la inecuacion

logs, (92) +logs(2°) < 2

Solucién 3. El conjunto restriccion de la inecuacion es RT — {3}

logs, (97) +logg(z?) < 2
R+ logy(a?) <
12§§ 3112§§§ + 3logg(z) <
Sea u = logs x entonces
2+u
1iu2 +33u S 2
u+t
(211;) =
14w S 0
Resumamos en una tabla
-1 —2/3 0
1+u | =] 0 |+ + +
U — — — 10|+
2+3u | — - 0 |+ +
— - - |+

Luego tenemos u < —1 V —% < u < 0, reemplazando

—1
! 3”

3-

loggz <0 /expy T

logs x < <
x < s <z <1

Q"NOJINJ

V
V

Pero, por restriccion tenemos que z > 0y = # % entonces

1 1
O<r<-= V

3 332§x§1

El conjunto soluciéon es

3.7.4 Ejercicios Propuestos

1 Exprese como un solo logaritmo.
1yogl 4 17001
a 3log s + zlogs —log15
b 1+ logsa+ 1logsa® — 4logg af
¢ 2logy — 1 log(c—x) + 3 log(x — 2y + ¢)
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2 Resolver las siguientes ecuaciones.

a 72 — 7l _8 =

b 92+l 4 9r+3 — ()

¢ 522 4 1 = (10 + 5%)57
10° — 107

d—— =1
10*+10—= 3

e
9 8 log 8

logz® 4+ logx 4+ 6 =0

(logy x)(logy z + 1) =2

log(7z — 9)? + log(3z — 4)* = 2

3logs x — logs 32 = 2logys(35)

logs (5% — 7) —logy; 324 =2 —

k log+/7 — x) = log y/log(100) + 10 — log vz + 1

I logi (log,(|z[ — 1) =2

—e D_‘ o =

.

m log, j3(x) + logg(z) = 1
n log, (52%)(logs z)* = 1

3 Resolver las siguientes ecuaciones.

a a”a” =a¥" cona+#1l,aeRT
b a®’ 2 = ¢53 con a €]1, 00|

¢ b6 = b** con b €]0,1]

log, 2log, x
(logy a)? N 10g1/2 a

¢ log,,, 2

d

= (log gz z)(log, ¥) con a # 1,a € RT

+ (logy, 2)(log, 5 2z) = 0

4 Resolver las siguientes inecuaciones.
a logi(2? —1) <2
b logs(2? — 3z —4) < 1
¢ logs (z(4 —x)) <1
d log, x + log,(x + 1) < log,(2x + 6)
e log; o x +logy p(22) > 1

10g2($ - %)

f
log,

<2
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g logy(logs(a? — 1) —logs(z +1)) <0
h 72 el 8 <)

i logz(log%(x +1))>1

j logi (log,(|x| — 1) <2

3r—5) <

3z +5) <

m log, ,4(2% — x) <2

k log,(
(

1 log,

5 Hallar la funcién inversa de

y =log,x —log,(1+z), b>0

6 Demostrar que

log, (Ve +2— Vo +1)=—log,(Vz +2+ vV +1)

7 Resolver el sistema

1
log, @ log, 2 +logyy | = logyz

log, zlogs(x +y) = 3logzx




