Capitulo 1

Espacios Topologicos

1.1. Conceptos Basicos

Sea X un conjunto y T C P(X). Se dice que (X,T) es un espacio topoldgico, si y sélo si,

se cumplen las siguientes propiedades:
i) 0,XeT.

ii) Si U,V €T, entonces, UNV € T.

iii) Si{Ui};c; es una familia de elementos de T, entonces, Uic1U; € 7.
Si (X, T) es un espacio topoldgico, diremos que T es una topologia de X.
Definicién 1.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico.

1. Se dice que U es abierto en (X,T), siy sdlo si, U € T.
2. Se dice que U es cerrado en (X,T), si y solo si, U € T,
Ejemplo 1.1 Sea X un conjunto.
1. Sea T ={0,X}. El par (X,{0,X}) se llama espacio topoldgico trivial.

2. Sea T = P(X). El par (X, P(X)) se llama espacio topoldgico discreto.
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3. Sea p € X. Entonces el par (X, T) es un espacio topoldgico, con
T={UePX)U=X o p¢gU}.

i) XeTybeT, ya quep & 0.

ii) Sean U,V € T
St U =X. EntoncesUNV =V € 7.
St U # X. Entonces p ¢ U, luegop ¢ UNV, por lo tanto UNV € T.

iii) Sea Uy € T, para todo i € 1
Si existe ip € 1 tal que Uy, = X. Entonces X = Uy, C U;jeq Ui € X. Luego
Uier Ui =XeT.
Si para todo i € 1, U; # X. Entonces para todo i € I, p & Uy, luego p & Ui g Ui
Por lo tanto | J;e Ui € T

Caso particular, si X ={1,2,3} y p = 2. Entonces

7={ 0.X.01).03,01.3) |,
y los cerrados son: 0, X, {2}, {1, 2}.

4. S1 G esun grupo y T ={H/H < G}U{0}.

El par (G,T) no es un espacio topoldgico, pues la union de subgrupos no es un subgrupo.

5. Si T ={la,blla,b € R,a < b}U{R}U{0}.

El par (R, T) no es un espacio topoldgico.
6. Sea (X,T) un espacio topoldgico y p & X. Definamos
Y =XU{p}, T =TU{Y}.
Entonces (Y,T") es un espacio topoldgico.

i) Por definicionY € Ty e T C T
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it) Sean U,V € T’
Si U,V eT, entonces UNV €T C T’
SiUeTyV=Y, entonces UNV=UecTCT.
i11) Sea Uy € T', para todo i € 1

Si para todo 1 € 1, Uy € T, entonces | J;o; Uy € T C T,

iel
Si existe ig € I tal que Uy, =Y, entonces Jie; Uy =Y € T'.
Ejercicio 1.2
1. Sea X =R" y S C R[xq,...,xn], se define V(S) como sigue
V(S) :={z € R™f(z) =0, Vf € S},

y consideremos
T, ={R™\V(S)IS C R[xq,...,xJ}U{0}.
Compruebe que (X,T,) es un espacio topoldgico.

La coleccion T, es llamada Topologia de Zariski.

2. Sea X un conjunto. Comprobar que el par (X,T.) es un espacio topolégico

T. ={U C X|UC® es finito} U{0}.

La coleccion T es conocida como Topologia del Complemento Finito.

3. Sea (X, R) un conjunto totalmente ordenado. Comprobar que el par (X,T) es un espacio
topologico

T ={Uierlai, billlconjunto de indice, a;, by € X}.
donde Jai, bi[={x € X | a;Rx /A xRb;}.

La coleccion T es conocida como Topologia del Orden.

4. Sean X,Y dos espacios topoldgicos disjuntos. Comprobar que el par (XUY,Tx y) es un
espacio topoldgico

Txuy ={UUVIU € T,V € Ty}.

La coleccion Txy es conocida como Topologia Union disjunta.
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Observaciéon Dos conjuntos se pueden modificar de modo de poder obtener una union

disjunta, por ejemplo, dados X, Y, se tienen que X x {0}, Y x {1}, son disjuntos.
Observacién 1.1 Si (X, T) es un espacio topoldgico. Entonces
TCPX) y TeP(PX).

Ademds, como (P(P(X)),C) es un conjunto parcialmente ordenado. Luego el conjunto de
todas las topologias de X es un conjunto parcialmente ordenado. Su primer elemento es

{0, X} la topologia trivial y su dltimo elemento es P(X) la topologia discreta .
Definicion 1.2 Sean T,T’ dos topologias de X.
1. Se dice que T es mas fina que T, siy solo si, T C T,

2. Se dice que T es menos fina que T', si y solo si, T C T'.

1.2. Base de una Topologia

Sea X un conjunto y B C P(X). Se dice que B es una base de una topologia de X, si y

solo si, se cumplen las siguientes propiedades:
i) Para todo x € X, existe B € B tal que x € B.
ii) Para todo By, By € B y todo x € By N By, existe B € B tal que
x € BC B; N Bs.
Ejemplo 1.3
1. B ={la,blla,b € R, a < b} es una base para una topologia de R.

i) Six € R, entoncesx € Ix —1,x+ 1[ € B.

ii) Six €la,blN]c, dl, entonces
x €lf, g[Cla, b[N]c, d],

donde f = méx{a, c} y g = min{b, d}.
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2. B ={H C GIH < G} es una base para una topologia de G.

i) Para todo g € G, se tiene G < G € B.

it) SiH, K€ B yge HNK, se tiene HNK < G, luego HNK € B.

Ejercicio 1.4 Seax € R? y e € R", se define

B(x, €) = {y ERV(x1 —y1)2+ (xa —y2)? < e},

donde x = (x1,X2) ey = (Y1, Ya).

Demostrar que B es una base para una topologia de R2.
B:{ B(x,e)lx € R%, e € RT }
Proposicion 1.1 Sea X un conjunto y B una base de una topologia de X, se define
‘IB::{ UCX|(VxeU)(dB e B)(xeBCU) }U{ 0 }
Entonces (X, Tg) es un espacio topoldgico.
Demostraciéon
i) Tenemos () € T5.
ii) Sea x € X. Como B es una base, existe B € B tal que x € B C X € Tg.
iii) Sean U,V € T5. Six € Uy x € V, existen By, By € B tal que
x € By CU, xe€ By, CV.
Entonces x € B; N By. Como B es una base, existe B € B de modo que
xeBCB NB;CUNYV,
luego UNV € T3.

iv) Sea {U;};c; una familia de elementos de T3 y sea x € [J;o; Ui, entonces existe iy € 1

tal que x € U;, € Tg. Por lo tanto, existe B € B tal que

x €BC Uy, € JU; € Ts.

iel
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Luego (X, T3) es un espacio topoldgico. O
Definiciéon 1.3 Se dice que Tg es la topologia generada por la base B.

Observaciéon 1.2 St B es una base de una topologia de X y U € Tg. Entonces, para todo

x € U, existe By € B tal que

x€BCU,  U=|]B,.

xeu

Notese que Tg es la topologia mas pequenia que contiene a B.

Ejemplo 1.5

1. La topologia (G,Tg) generada por la base en el Ejemplo 1.3.2 es llamada Topologia
de los Subgrupos, en la vecindad del neutro. En efecto U € Ty, si y solo si, para todo

x € U existe H < G de modo que x ¢ HC U C G.

En general,

B={gHC GH<G,g€ G}

es un base, que genera la topologia de grupo.

2. Sea X un conjunto. Entonces B ={A € P(X)||A| = 1} es una base de una topologia de
X.

i) Para todo x € X, x € {x} € B.

i1) Sean By,By € B y x € By N By, entonces
x € By =By = {x} = B; N Bs.
Notar que Tg = P(X) topologia discreta en X.
Ejercicio 1.6
1. Para todo p(x,y) € Rlx,yl, se define By (x,y) como sigue:
Bp(xy) i= {(a,b) € R?*p(a,b) # O}.
Demostrar que B es una base de una topologia de R? (Topologia de Zariski)

B = {Bp(x,y)h?(xay) € R[va]} .
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2. Demostrar que la siguiente coleccion es una base para una topologia de R (Topologia
de Débil o Sorgenfrey)
B ={[a, b[C Rla < b}

Proposicién 1.2 Sean X un conjunto y B, B’ bases de topologias de X. Entonces las si-

guientes proposiciones son equivalentes:
1) Tg: es mds fina que Tg.

2) Para todo x € X y B € B que contiene a x, eziste B’ € B’ tal que x € B’ C B.

Demostracion Sabemos que:
Ts ={U € P(X)|(Vx € U)(IB € B)(x € B C U)},

T ={U € P(X)|(Vx € U)(IB' € B')(x € B’ C U)}.

2) = 1) Sea U € Tg y x € U, luego existe By € B tal que x € By C U. Por 2) existe
B;, € B’ de modo que

X EB.LCB,CU,

luego
u= U B,/( € Tgpr.
xeu
Por lo tanto T C Tg:.
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1) = 2) Sea x € Xy B € B que contiene a x. Entonces B € Tg C T/, luego existe
B’ € B’ tal que
x € B’ C B.

Esto demuestra la proposicion.

Ejemplo 1.7 En R se tienen las siguientes bases:
B ={]a,b[C Rla < b}, B’ ={la,b[C Rla < b}.

Probaremos que Tg C Tg.

Sean a,b € R, a <b yx €]a,bl, entonces a < x <b. Luego tenemos:
x € [x,b[Cla,b[, [x,ble B’.

Por lo tanto Tg: es mas fina que Tg.

1.2.1. Sub-Base

Definicién 1.4 Sean X un conjunto y 8 C P(X). Se dice que 8§ es una sub-base para una

topologia de X, st y solo si,

Us=x

ses
Ejercicio 1.8

¢ Todas las bases son sub-bases?, ;Por qué?
2. Sea X ={a,b,c,d}. Comprobar que:
a) 8 ={{a,b},{c, d}} es base y sub-base de X.

b) 8§ ={{a,b},{a,c},{a, d}} es sub-base pero no base de X.

Proposicién 1.3 Si 8 es una sub-base para una topologia de X, entonces la siguiente colec-

cion, denotada por Bg, es una base para una topologia sobre X

Bs ZZ{ﬂSﬂSGN, 3168}.

i=1
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Demostracién

i) Sea x € X, como § es una sub-base, existe Ay € 8 tal que

x € Ag € Bs.
ii) Sean Bq,Bs € Bs y x € By N By. Sabemos que:
S1 S2
Bi=(1S, B=[)T, Su.Tes.
i=1 j=1
Entonces

XEBlmBQ:SlﬁSQH"'islﬁTlngm"'ﬁTSQEBS.

Por lo tanto Bg es una base de una topologia de X. U
Observacién 1.3 La topologia mas pequenia que contiene a 8 estd dada por:

7:{u <Fﬁs@)|si.es}.
iel \j=1 "’ )

Notemos ademds que 8§ C 7.

1.3. Topologia Producto

Sean (X, T7), (Y, T3) dos espacios topoldgicos. Se desea construir una topologia en X x Y.

Para esto consideremos la siguiente coleccion:
C:={UxVIUeT,VeT}.
i) Es claro que ,X x Y € C.

ii) Sean U; x Vi,Us x Va,..., U, x V;, € C. Tenemos
(ab)e N & (ab)elUix Vi Wi
& acely, Vi, y beV;, Wi,
& aeiriui, y b efjlvi, VA,
& (ab)e (iélui) % (151Vi> '

Por lo tanto
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iii) La unién arbitraria de elementos en € no necesariamente esta en €. Por ejemplo, sean
X =Y =R, ambos con la topologia usual, es facil ver que la unién de rectangulos no

es siempre un rectangulo

(11, 3[x]1,3) U (]2, 4[x]2,4]) € B.

En general € no es una topologia. La siguiente proposiciéon demuestra que € es una base

para una topologia de X x Y la cual llamaremos topologia producto.
Proposicién 1.4 € es una base para una topologia de X X Y.
Demostraciéon

i) Se tiene (x,y) € X x Y € C.

ii) Si(x,y) € (U x Vi) N (UyN'Vy), entonces

(x,y) € (UpNUz) x (ViNVy) C (U x Vi) N (U NVy),
con (U; NUs) x (ViNV,y) €C.

Por lo tanto, € es una base para una topologia de X x Y. Il

Definicién 1.5 La topologia generada por la base anterior se llama Topologia producto de

XxY.
Notacién 1.1 La topologia producto de (X,T7) con (Y,T3) se denota por
Tl X (.TQ.

Proposicion 1.5 Sean By, By bases para las topologias (X, T1), (Y, Te) respectivamente. En-

tonces B es una base para la topologia producto de X x Y
B :{Bl X B2|Bl € Bl, B,y € BQ}

Demostracion
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i) Sea (x,y) € Xx Y, luego a € X, b €Y, por lo tanto existe B; € By y By € By de modo
que:

XeBl, yEBQ, (X,y)€B1XB2.
ii) Sean B; x Dy,By x Dy € By (x,y) € (B; x D1) N (By x Dy), entonces
(x,y) € (B1NBy) x (D1 NDy) = (B; x D;) N (By x Dy),

luego x € B; N By y y € Dy N Dy, por lo tanto existen B € By y D € By de modo que
x€B QBlﬂBg ey eD ngng Tenemos:

(X,y) eBxDC (Bl mBg) X (Dlng)

iii) Sea U € T, V € Ty (u,v) € U x V, luego existen B, € By y D, € B, tal que

ueB, CUyveB, CV, es decir:

(u,v) eByxD, CUxYV, UxV= U By x D,. (1.1)

(u,v)euxv
Luego, si W es un abierto en la topologia producto, entonces
W= u Ui X Vi,
iel

donde U; € 7 y Vi € Ts.

Por (1.1) se tiene que:

W = U U (Bu,i X Dvi)

iel \ (u,v)elU;xV;

Esto prueba que todo abierto de la topologia producto pertenece a la topologia generada por

B. O
Ejercicio 1.9 Sean (X,T7) e (Y, T3) dos espacios topoldgicos, se define:
S :{X X V|V € ‘TQ}U{U X Y|U € ‘Tl}

Demostrar que 8 es una sub-base para la topologia producto de X X Y.
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Proposicion 1.6 Sean (X{,T1) e (Xo,Ty) dos espacios topoldgicos.

Si Fy es cerrado en Xi, entonces, F1 X Fa, es cerrado en X; X X.

Demostracién
Sea F; cerrado en Xj, luego tenemos que F{ es abierto en X;

Pero F{ x Xy UX; x F§ = (F; X F2)¢ es abierto, de lo cual F; x Fy es cerrado.

Observacién 1.4

1. Sea R con la topologia usual, fabricamos R? con la topologia producto. Un elemento

basal de R? representa grdficamente un cuadrado

2. Seax € R? y e > 0. Consideremos B(x, €) como en el Ejercicio 1.4. Un elemento de

esta forma representa graficamente una circunferencia de centro x y radio €

Ejercicio 1.10 Demostrar que:
1. El conjunto de elementos B(x, €) es una base para una topologia de R2.

2. Las dos topologias anteriores de R? son iguales.
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1.4. Topologia Reducida

Sea (X, T) un espacio topolégico, Y C X. Se desea definir una topologia en Y. Considere-

mos la siguiente coleccion de subconjuntos de Y
Ty = { unyueT } c PY).
Proposicion 1.7 (Y,Ty) es una espacio topoldgico.
Demostracién
i) Es facil ver que 0,Y € Ty ya que

D=0nY, Y=XNY.

ii) Sean A,B € Ty, luego existen U,V € T de modo que
A=UNY, B=VnNnY.
Por lo cual AN B € Jy ya que

ANB=UNYNVNY=(UNV)NY, unverd.

iii) Sea {Ai};c; una familia de elementos en Ty, entonces, existe {Ui};.; una familia de

elementos en T de modo que A; = U; NY para todo i € I. Sabemos que (J;.; Ui es un
abierto en X, luego
UAi = U(UlﬂY) = <UU1> ny € Jy.
iel iel iel
Por lo tanto (Y, Ty) es un espacio topoldgico. O

Definiciéon 1.6 Si Y tiene la topologia reducida con respecto a X, diremos que Y es un

subespacio de X.

Observacién 1.5 Consideremos (X,T) un espacio topoldgico. Para todo U € T, se tiene
U =UnNX, es decir, la topologia reducida con respecto al subespacio X es igual a la topologia

wnicial. Por lo tanto no hay confusion al denotar T por Tx como la topologia sobre el espacio

X.
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Proposicion 1.8 Sea (X,T) un espacio topoldgico e Y C X. Entonces, F es cerrado en'Y, si

y solo si, F=ANY, donde A es cerrado en X.

Demostracién
<) Sea A un cerrado en X y F = A NY, probemos que F es cerrado en Y. Sabemos que

A€ € T, entonces A°NY € Ty, veamos ahora que F¢ = A NY € Ty, tenemos que
(ANY)N(A°NY)=ANANY=0NY =0,

ademas, como Y C YUAC, AUY, entonces

(ANY)U(ASNY) = ((ANY)UAS)N((ANY)UY),
= ((AUAS)N(YUAS))N((AUY)N(YUY)),
= XN((YUAS) N (AUY))NY,
= XNY,

- v

Por lo tanto F¢ = A°NY € Jy, asi F es cerrado en Y.

=) Supongamos que F es cerrado en Y, es decir, F¢ € Ty, luego existe U € T de manera
que F¢ =UNY, consideremos A = U€ un cerrado en X y probemos que F=ANY

C) Seax € F C Y, basta probar que x € A. Como x € F = U°UY*, entonces x € U = A,
por lo tanto FC ANY.

D) Seax € ANY, luego x € A° = U, entonces x € UNY = F¢, por lo tanto x € F, esto
prueba que ANY C F.

Por lo tanto F=ANY. U

1.5. Topologia Cuociente o Final
Sea f: X — Y una funcién y (X, T) un espacio topoldgico.
Tr={UcYy : fi{WeT}

(Y, (T¢)) es un espacio topoldgico. Llamada Topologia Final o Cuociente
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Ejemplo 1.11 Sea B = {{0, 1},{1, 3},{2, 4}} una base de la topologia, del espacio topoldgico
(X,T) y el conjunto Zz ={0,1,2}

Sif: X = Zs, es la funcion modulo 3. Determine la topologia cuociente de Zs.
Ejemplo 1.12 Sea I =[0,1] x [0,1] y la relacion de equivalencia dada por

(x,y) = (z,w)
xy) ~ (z,w) & X=2z y=0w=1

X=2z y=1,w=0

Sea la proyeccion p : I = 1/ ~. Luego la proyeccion define la topologia cuociente en el

cilindro.
Definicién 1.7 Sea f: X — Y una funcion y (Y,T) un espacio topoldgico.
T o={fU) : UeT}

(X, (T1)) es un espacio topoldgico. Llamada Topologia Inicial

1.6. Conjuntos Notables
Definicién 1.8 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X
1. El interior de A, denotado R, se define como

A=UJu  1={uemuca}.

uelj

2. La adherencia de A, denotada por A, se define como

K::ﬂF, 3={FgX|AgF,FCe‘I}.
Fed

3. La frontera de A, denotada por FrA, se define como

FrA=A—A .

Ejemplo 1.13
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1. Sea X ={a,b,c,d} y T = { 0,{a},{a, b}, X }, el interior, la adherencia y la frontera
del conjunto A ={b, c} son:

A=0, A=Xn{al=Xn{b,c,d} ={b,c,d}, FrA ={b,c,d}.

2. Sea X = [1,2[U{3} C R con la topologia usual reducida. Determinemos el interior, la

adherencia y la frontera del conjunto A = {1, 3}.

Primero veamos que {1} no es abierto en X. Supongamos que {1} puede escribirse como
UNX donde U es un abierto con la topologia usual de R, sabemos que
U={Jlay, bil,
iel

luego,

UnX= (U]ai,bi[> nX=J0a:;,bilnX).

iel iel
Entonces, existe i, € I tal que 1 €]a;,, b [, ademds, como la;_ ,bi [ es un abierto en

R, existe 0 < € < 1 tal que
lell—e, 1+ €e[Clay,, byl
entonces [1,1+ e[C XNlai,, bi [, lo cual no puede ser, por lo tanto {1} no es abierto

en X.

Claramente {3} es abierto en X, basta considerar U =]3 — 1/2,3 + 1/2[ abierto en R,
entonces

3l=Xnu.
Del mismo modo que {1} probamos que {1, 3} no es abierto en X, luego R: {3}.

Veamos ahora que A es cerrado en X, sea U :=]1,2[ abierto en R, luego UN X € T,

se tiene ademds

{1,3} = (UnX)S,

por lo tanto A es cerrado en X, asi, A = A. Por ltimo

FrA ={1,3]\{3} ={1}.
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3. Sea Z con la topologia de los subgrupos y A ={1, 3}, entonces claramente

A=Ju=0, 1={uemuca}.

uelj

Como ejercicio verifique que

A=(F=(3-113, J={FCZACFFeT; }.
Fed

Proposicion 1.9 Sea (X, T) un espacio topologico y A C X. Entonces

A es abierto, si y solo si, A = A .

Demostracién =-) Sabemos que R: Uues U, pero A € J, luego A Q,g\, ademas para todo
U €7, UC A entonces ,?Kg A. Por lo tanto A :R.
<) Sabemos que J C T, luego A = Jy oy U € T. Por lo tanto A es abierto. O

Proposicién 1.10 Sea Y un subespacio de (X,T) y A C Y. Si A es la clausura de A en X,

entonces ANY es la clausura de A en Y.

Demostracién Sabemos que A = (g4 F es la clausura de A en X. Por demostrar que

AnY=[k=B ¢={KcvKeeT, AcK}.

Ked’

C) Sea x € ANY, entonces x € F para todo F € J. Probemos que x € B, sea K € J,

entonces existe U € T tal que K  =UNY € Ty, luego
ACK=U"UY".

Como A C Y entonces A C U° € J, por lo tanto x € U C U U Y® = K, para todo K € J’,

asi x € B, es decir ANY C B.



CAPITULO 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS 292

D) Sea x € B, es decir, x € K C Y para todo K € J’. Basta probar que x € A, para ello

sea F € J, entonces F*NY € Ty, luego L=FNY € J’ entonces
x €L, x €Y,

por lo tanto x € F para todo F € J, luego x € A, asi BC ANY.
Esto prueba que ANY = B. 0

Teorema 1.1 Sea (X, Tx) un espacio topoldgico y A C X, entonces:
1. x €A, siysolosi, VUET)(xeU=UNA #0).
2. x €A, siysolosi,(VBEB)(x€B=BNA #0).
Demostracién Tenemos:
1. <) Supongamos que x € A, entonces existe F € J tal que x € F, pero A C F, luego

U:=F €7, ANFE =0, x € F°.

=) Supongamos que existe U € T de modo que x € Uy ANU = (), entonces tenemos
A C U°, x & U°.
Luego U° € g, entonces x € A, ya que A C A C U°C.
2. <) Supongamos que x € A, entonces existe F € J tal que x € F, pero A C F, luego
x € F¢ €T, ANF =0.

Como F€ es abierto, existe B € B de modo que x e BC F* y ANB = 0.

=) Supongamos que existe B € B de modo que x € By AN B = (), entonces tenemos
A C B€, x & BE.

Luego B¢ € g, entonces x € A, ya que A C A C BE.
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Definicién 1.9 Sea A C X y x € X. Se dice que x es un punto de acumulacion de A, si y
solo si,

VMUeT)(xelU = (UNAN\xX}#0).
Notacién 1.2 Denotemos por A’ el conjunto de todos los puntos de acumulacion de A.
Ejemplo 1.14 Sea X con la topologia discreta y A C X. Entonces A’ = ().

Ejemplo 1.15 Sea R con la topologia usual y A = {1/njn € N\{0}}. El unico punto de

acumulacion de A es 0.

Proposicién 1.11 Sea X un espacio topologico y A C X, entonces
A=AUA"

Demostracion

O) Sabemos que A C A. Veamos ahora que A’ C A,

xEA" & WVUeT)(xeUu = (UNAN\xX#0),
= WVUeT)(xeUu = UNA#D),

= x€EA.

Por lo tanto AUA’ C A.
C) Seax € A, si x € A entonces x € AUA’.
Ahora, si x € A, es decir, x € A \A, se tiene:

xEA\A & VUeT)(xelU = UNA#0D),
= WUeT)(xeU = (UnNnAN\X#0),

= xcA.

Por lo tantox e A’ CAUA’. O

1.7. Separacion entre Puntos

En esta seccién se abordara el problema de separar dos puntos por abiertos, los cual es

una necesidad a tratar mas adelante la convergencia
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Definicién 1.10 Sea X un espacio topologico y x € X. Se dice que U es una vecindad de x,

sty solo si, UeT yxel.
Si U es vecindad de x, es comun anotar U = U,.

Notacién 1.3 El conjunto de todas las vecindades de un punto x se anota por Vx(x) o
simplemente V(x), esto es:

V(X)Z{UG‘ﬂxeu}.

Observacién 1.6 Si (X, T) es un espacio topoldgico, entonces V € T, si y sélo si, para todo

x €V, existe U, € V(x) tal que x € U, C V.

Definicién 1.11 (Espacio Ty) Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es Ty (0 que tiene
la propiedad Ty) o espacio de Kolmogorov , si y sdlo si, para todos x,y € X distintos, eziste

una U vecindad tal que x € UAyYy €U o bienx ¢ UAy e U .

oX

Definicién 1.12 (Espacio T;) Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es Ty (o0 que tiene
la propiedad Ty) o espacio de Fréchet, si y solo si, para todos x,y € X distintos, existe una

vecindad de uno que no contiene al otro.

oX
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Definicién 1.13 (Espacio T, o Hausdorff ) Se dice que un espacio topoldgico X es de
Hausdorff o que tiene la propiedad Ty, si y solo si, para todos x,y € X distintos, existen

W, VeT talesquexeU,yeVyunVv=1{.

oX

Es decirUeV(x),VeVy) yunv=>0.

Ejemplo 1.16 1. Sea X ={a,b,c} y T ={db, X,{b},{b, c}, }, entonces (x,T) es un espacio
Ty, y no Ty

2. Sea (N, T.¢), topologia del complemento finita, entonces un espacio To, Ty y no Ty
Ejercicio 1.17 Determinar si los siguientes son espacios de Hausdorff

1. Z con la topologia de los subgrupos.

2. R con la topologia del complemento finito.

3. R? con la topologia de Zarisksi.

Teorema 1.2 Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces todo subconjunto finito de X, es

cerrado.
Demostracion Sea F un subconjunto finito de X, esto es:
F={ e ox f=fulUfalus U, (e,

Luego, basta probar que {x} es cerrado para x € F.

Si X = {x}, entonces {x} = (¢, luego {x} es cerrado.
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Si X # {x}, existe y € X\{x}. Como X es un espacio de Hausdorff, existen U € V(x) y
V € V(y) tal que V C X\{x}, por lo tanto {x}¢ es abierto. Luego {x} es cerrado.

Por lo tanto F es cerrado. 0
Corolario 1.1 Si X es finito y Hausdorff, entonces X tiene la topologia discreta.

Teorema 1.3 Sea X un espacio de Hausdorff y A C X. Entonces, x € A’, si y solo si, todo

abierto que contiene a x tiene infinitos puntos de A.

Demostracién

=) Sea x € A’ y U € V(x). Supongamos que U contiene finitos puntos de A, es decir:

AﬂU:{ X1,X2, ..., Xn }:: B.

Por Teorema 1.2, B\{x} es un conjunto cerrado en X, luego V := (B\{x})°, es un abierto en

X, ademas, U NV es también una vecindad de x, entonces
ANWNAV={ x,%,...,x0 OV

Luego A N (UNV)\{x} = 0. Por lo tanto x &€ A’, lo cual es una contradiccién.

<) Sea U € V(x), entonces A N U tiene infinitos puntos, por lo tanto
A NU\{x} # 0.
Luego x € A’. d
Corolario 1.2 Si (X,T) es un espacio de Hausdorff y A un conjunto finito entonces A’ = ().

Proposicion 1.12 Sea X,Y dos espacios Hausdorff, entonces XxY con la topologia producto

es un espacio de Hausdorff.

Demostracién Sean (x1,y1), (X2,Y2) € X X Y distintos, es decir x; # X3 0 Y; # Yo,

distingamos estos casos:

Caso 1: Six; # Xg, como X es de Hausdorff, existen U; € V(x1) y Uy € V(x2) disjuntos, ademas
(x1,y1) € Ur x Y, (x2,y2) € Uy X Y.

Si existiera (x,y) € (U; x Y) N (Uy x Y) entonces x € U; N Uy lo cual no puede ser.
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(X2,y2)§

U1><Y

UQXY

Caso 2: Siy; # Yys, como X es de Hausdorff, existen Vi € V(y1) y Vo € V(y2) disjuntos, ademas

(x1,Y1) € X x Vo,

(x2,Y2) € X X Vs

Si existiera (x,y) € (X x V1) N (X x V;) entonces y € Vi N Vs lo cual no puede ser.

Por lo tanto X X Y es un espacio de Hausdorff

Observacion 1.7 Txxy tiene como base la siguiente coleccion:

{UXVME%“VGW}-

Proposicién 1.13 Sea X un espacio de Hausdorff y A C X, entonces A es un espacio de

Hausdorff con la topologia relativa.

Demostracién Sean x,y € A C X, como X es un espacio de Hausdorff, existen U € V(x)

y V € V(y) disjuntos, ademaés,

xeUNA,

yeVnNnA.
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Veamos la interseccién

(UNA)N(VNA) = (UNV)NA,
= 0NA,

Por lo tanto (A, Ta) es un espacio de Hausdorff. O
Teorema 1.4 Un subespacio de un espacio de Ty y el producto de espacios de Ty, son también
espacios de Ty, coni1=10,1,2.

1.8. Axiomas de Separaciéon

Definicién 1.14 (Espacio T3 o Regular) Un espacio topolégico X es reqular si y solo si
es Ty y para cada punto x € X y cualquier cerrado F C X tal que x no pertenece a F. Entonces
existes entornos Uy y U tales que su interseccion es vacia. Es decir, podemos separar puntos

de cerrados.

eX :

Definicién 1.15 (Espacio T, o Normal) Un espacio topoldgico X es normal si y sdlo si
es Ty y para cada par de cerrados Fi,Fo C X con interseccion vacia existen unos entornos
que los contengan Ur, y Ur, tal que su interseccion sea vacia. Es decir, podemos separar

todos los cerrados del espacio. En particular los espacios métricos son normales.
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Definicién 1.16 (Espacio T5 ) Un espacio topolégico X es Ty si y solo si es Ty y para cada
par A, B C X tal que ANB = ¢ = ANB existen unos entornos que los contengan Ux y Ug

tal que su interseccion sea vacia.
Proposicién 1.14 Si X es un espacio topologico normal Ty, entonces es reqular Ts.

Teorema 1.5 Un subespacio de un espacio de Ts y el producto de espacios de T3, son también

espacios de Ts.

Demostracion Sean A C X, x € A,F C A cerrado, luego existe G cerrado en X, tal que
F=GNAyx¢G.

Como X es un espacio T3, existen U, y Vg abiertos y disjuntos, ademaés,
X € U, G - V]:.

es decir, x e UNA, F=GNA C VEnA. Veamos la interseccién

(UNA)N(VNA) = (UNV)NA,
= 0NA,
= 0.
Por lo tanto (A, Ta) es un espacio Ts.
Sean X, Y, dos espacios topoldgicos Ts, consideremos (x,y) € X x Y,F C X x Y cerrado,

tal que (x,y) & F. luego existe elemento basal U x V en la topologia producto tal que

(x,y) € Ux V C F€ es decir

(xy) €UxV) =U"xYUXx VS
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De lo cual, U€ es cerrado y no contiene a x, analogamente V¢ es cerrado y no contiene a y.
Entonces existen U,, V) abiertos disjuntos en X tales que x € U,,U¢ C Vi, ademas
existen Uy, V, abiertos disjuntos en Y tales que y € Uy, V¢ C V,.
De lo cual obtenemos (x,y) € Uy x Uy, F C Vi x YUX X V;, que son abiertos y disjuntos
en X X Y. U

Proposicién 1.15 Sea X un espacio topoldgico tal que todo singleton es cerrado. Entonces

1. X es reqular, si y solo si, para todo x € X y todo U, € V(X), existe V, € V(x) de modo

que x € V, CV, C U,.

2. X es normal, si y solo si, para todo F cerrado de X y U € T que contiene a F, existe

V €T de modo que FCV CVCU.

Demostracién Como {x} es cerrado para todo x € X y por Observacion 1.14, basta probar
solamente la segunda parte del lema:
<) Sean A, B cerrados disjuntos en X, como A€ es abierto y B C A€, entonces existe

Vg € T que contiene a B tal que B C Vg C A€, entonces A C V(,;, asi
AQVEG‘T, BC Vg eT, VBHV';:Q),

por lo tanto X es normal.
=) Sea F un cerrado y U un abierto tal que F C U, entonces FNU® = () y F, U° son

cerrados en X, pero X es normal, entonces, existen V, W € T tal que
FCV, uccw, VW =4.

NotemosqueFQVQWCQU,luegoFQVQWQWCQU

ademas W€ es cerrado, luego

FCWeCU,

esto concluye la demostracion. U



