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Introduccion

Este trabajo se enmarca dentro del area de las representaciones de grupos, y
tiene como objetivo principal determinar todas las representaciones irreducibles del
Grupo General Lineal de matrices de orden dos GLy(K), donde K es un cuerpo finito
con q > 2 elementos.

El desarrollo de este trabajo esta dividido en dos capitulos, a continuacion se
dara una breve descripcion de cada uno.

En el Capitulo 1 se dan a conocer las herramientas necesarias para llevar acabo
este trabajo, entre las cuales podemos destacar: nociones basicas de la Teoria de
Representaciones de Grupos Finitos, Teoria de Caracteres, Representacion Inducida
y una breve descripcion de la Maquina de Mackey, de gran utilidad durante el
desarrollo de nuestro objetivo.

El Capitulo 2 comienza describiendo el grupo GLy(K), sus clases de conjuga-
cién y algunos importantes subgrupos entre ellos, el grupo Afin, grupo Unipotente,
destacando el subgrupo de matrices triangulares superiores llamado subgrupo de
Borel B de GLy(K), el cual tiene un rol central en nuestro estudio, pues a través de
sus representaciones irreducibles podemos obtener representaciones irreducibles de
GLy(K) como veremos en la Secciéon 5. Luego pasamos a determinar todas las repre-
sentaciones irreducibles del grupo que no aparecen en la descomposicion de Ind$(u),
con p un caracter de B, llamadas representaciones cuspidales del grupo. En la Sec-
cion 6 se demuestra que toda representacion cuspidal tiene dimension ¢ — 1 y en la
Seccion siguiente se da una presentacion del grupo, que permite construir todas las
representaciones de la serie cuspidal de GLy(K) conociendo la imagen de w’ (definida
en la Seccion 7), la Seccion 10 comienza relacionando un caracter no descomponible
v de L* (tnica extension cuadratica de K) y la respectiva representacion cuspidal
pv (Proposicion 20). Concluimos esta Seccion con la Tabla 1 que resume todas las
representaciones irreducibles del grupo. Finalmente en la Secciéon 11, calculamos los
caracteres de las representaciones irreducibles, en una primera etapa la tabla de ca-

racteres de la serie principal, después explicitamos las representaciones cuspidales y
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concluimos con la tabla de caracteres de todas las representaciones irreducibles de

GLo(K).



CAPITULO 1

Preliminares

1. Representaciones de Grupos Finitos

DEFINICION 1. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo
de los niimeros complejos C, y sea G un grupo finito. Diremos que el par (V, p) es

una representacion lineal compleja de G si y so6lo si

p : G — Autc(V)
g — pl9) = pg
es un homomorfismo de grupos.
Se dice que V' es el espacio de la representacion p, el cual denotaremos por V), y
que la dim¢ (V) es el grado de la representacion p. En adelante nos referiremos a la
representacion de un grupo G, sélo mencionando el espacio de representacion V, o

simplemente al homomorfismo p.

1.1. Representaciones de Grupos Abelianos.

Una representacion de G (|G| < oo) de grado uno es un homomorfismo ¢ de G
en Aute(C) ~ C*. Luego (v,)I¢ = Ygieny = 1, es decir ¢, es una rafz |G|—ésima de
la unidad. En lo que sigue llamaremos caracter de G' a una representacion de este

tipo.

G = {1 : G — C* | ¢ es homomorfismo }.

Si G = (r) es un grupo ciclico de orden n, para conocer ¥ basta conocer la
imagen ¥ (r) donde r es el generador del grupo, por lo anterior ¥ (r) debe ser una
raiz de la unidad, ya que 1 = ¢(e) = (r") = (r)".

Luego se obtienen n representaciones de grado uno del grupo G, dadas por

. [ 2m)
¥;(r) = Cis (7)

con lo cual obtenemos que

W;(r*) = ¥ (r) = Cis (@) . je{o01,... n—1}

4
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En el caso que G sea un grupo abeliano finito, tenemos por el teorema funda-

mental de grupos abelianos que
G:Gml X ...XGm”

donde G,,, son grupos ciclicos. Luego si ¢;, i € {1, ...,t} son caracteres de los grupos

G,;, podemos obtener un caracter ¢ de G, del siguiente modo:

v . G — C*
g > P(g) =vi(g1)v2(g2) - ¥e(ge)
1.2. Algebra de Representaciones.

Sean (V, p) y (W, o) dos representaciones de un grupo G. Tenemos las siguientes

representaciones de G
Representacion suma directa:
pdo : G — Autc(VaW)
g +— (p@o)(g) =(p@o),
donde (p @ o), esta dada por:

(pDo)y : VoW — VoW
vhw o (p@a), (04 w) = py(v) + 0y (w).
Representacion producto tensorial:
pRc : G — Autc(VaW)
g = (p@0o)(g)=(p@a),
donde (p ® o), esta definida sobre los generadores de V ® W como sigue:

(0 ® 0)y(v ®w) = py(v) © 0, (w).

DEFINICION 2. Sean (V, p) v (W, o) dos representaciones de un grupo finito G.
Un operador de entrelazamiento o un G—homomorfismo entre las representaciones
(V,p) y (W,0) es una transformacion lineal ¢ : V' — W tal que para todo g € G

el siguiente diagrama es conmutativo

v e w
Pgl O lag
¢

Vv — W,
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es decir,
(Vg € G)(og0¢ = ¢op,).

Ademés el conjunto de todos los operadores de entrelazamiento lo denotaremos

por Homgg(V, W).

DEFINICION 3. Se dice que las representaciones (V) p), (W, o) de un grupo G
son isomorfas si y s6lo si existe un G—isomorfismo ¢ : V. — W, es decir, es un

G—homomorfismo biyectivo.

DEFINICION 4. Sean H un subgrupo de G, (V, p) una representacion del grupo
G y p es un caracter de H (p € H ), para el cual existe un elemento no nulo v € V,,
tal que pp(v) = pp(v), para todo h € H. Entonces p es llamado un valor propio de

H (con respecto a p) y v es llamado vector propio de H asociado a p.

DEFINICION 5. Sea (V, p) una representacion del grupo G. Se dice que (W, p) es

una subrepresentacion de (V, p) si y sélo si:

1. W es un subespacio vectorial de V.
2. W es estable por G, es decir, p, (W) C W,Vg € G.

DEFINICION 6. Una representacion (V) p) se dice irreducible, si no posee sub-

representaciones no triviales, en caso contrario la representacion (V, p) se dice redu-

cible.

TEOREMA 1 (Schur). Sean (V,p) y (W, o) dos representaciones irreducibles de

un grupo G y sea ¢ un operador de entrelazamiento entre (V, p) y (W, o). Entonces:

1. St p y 0 no son isomorfas, se tiene que ¢ = 0.

2. SiV =W y p=o0, entonces ¢ es una homotecia.

TEOREMA 2 (Maschke). Toda representacion (V, p) de un grupo G es suma di-

recta de representaciones irreducibles.

COROLARIO 3. Toda representacion (V) p) de un grupo G, tiene una descompo-

sicton de la forma

k
p= @ T Ps5
i=1

donde n;p; denota la suma directa de n; (multiplicidad de p; en p) sumandos iso-

morfos a p; y p; son todas distintas (no isomorfas) representaciones irreducibles de
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G. Esta descomposicion es unica salvo el orden de los sumandos, es decir si

S
o o
P = @”jpw
=1

es otra descomposicion de p. Entonces s = k,n’; = ny;) y p; = po(;) para alguna

permutacion o de {1,2,... k}.

TEOREMA 4. El nimero de representaciones irreducibles de un grupo finito G

es 1gual al numero de clases de conjugacion de G.

PROPOSICION 1. Si pq, ..., p, son las distintas representaciones irreducibles de
un grupo finito G, entonces sus respectivas dimensiones satisfacen la siguiente for-

mula:

n

> (dim(p))* = |G- (1)

i=1
Si G es un grupo abeliano, entonces el Teorema 4 nos dice que todas las represen-
taciones de GG son de grado 1, mas atn, la Proposicién 1 nos dice que el niimero de

representaciones irreducibles es igual a |G|, que en este caso corresponde al ntimero

de clases de conjugacion de G.
PROPOSICION 2. Si G es un grupo abeliano, entonces G es isomorfo a G.

PROPOSICION 3. Si vy € G, con 1 # 1, entonces se tiene la siguiente relacion

> w(g) =0.

geG

de ortogonalidad:

PROPOSICION 4. Con las notaciones anteriores tenemos que Si
> ayi(g) =0, VgeG,
Yed
entonces se tiene que ay, = 0 para todo ¢ € G.
PROPOSICION 5. Sea G es un grupo finito. Entonces G tiene [G : G'| caracteres,

donde G' denota el subgrupo conmutador de G y [G : G']| denota el indice entre G y

G', es decir

Gl =[G : G
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OBSERVACION 1. Dada una representacion (V, p), podemos dar a V' una estruc-

tura de C[G]—modulo del siguiente modo

(Z Agg) U= Z)‘gpg(v)a velV

geG geG

Reciprocamente si M es un C[G]—mo6dulo, podemos definir la representacion

p : G — Autc(M)
g = Py

donde py(m) = g - m.

NOTACION 1. Sean (V,,p) y (Vy,p') dos representaciones de un grupo finito G.
Entonces la dimension del espacio Homgeq(V,, V) la denotaremos por (p,p'), de

otra manera
(p,pr) = dim (Homgie)(V,, V,)) - (2)

La forma (p,p’) es claramente bilineal y simétrica con respecto a las sumas
directas. Si p y p/ son dos representaciones irreducibles, obtenemos por el Teorema

1 que

1 si p=y
/ —
(p,r) {0 § ptd

de donde se obtiene que dos representaciones cualesquiera p y p’ son disjuntas, es
decir, no tienen subrepresentaciones irreducibles en comun, si y sélo si (p, p’) = 0.
En particular una representacion irreducible p aparece en una representacion p’, es
decir, p < g/, si y solo si (p, p') # 0, de hecho (p, p') es igual a la multiplicidad en la
cual p aparece en p'.

El conjunto Endcyg)(V,) es una élgebra sobre C, llamada el dlgebra de Schur. Si
p es irreducible, entonces Endcjg (V) es isomorfo a M, (C), el algebra de matrices

de orden n x n sobre C.

PROPOSICION 6. Si p =@ n;p; es la descomposicion en irreducibles de la repre-
sentacion p. Entonces Endciq)(V,) = @ M, (C).

COROLARIO 5. Si p = @ nip; es la descomposicion en irreducibles de la repre-

sentacion p. Entonces
dim(Bndeiay (V) = 32



3. REPRESENTACION INDUCIDA 9
2. Caracteres

DEFINICION 7. Sea (V, p) una representacion de dimension finita del grupo G.

El cardcter x, de la representacion (V, p) es la funcion definida por:
x : G — C
9 — Xolg) =Tr(py),
donde Tr denota la traza de p,.

PROPOSICION 7. Sean (V, p) y (W, o) dos representaciones del grupo G. Entonces
para todo g, h € G se tiene que

L x,(97") = x,(9)-
Xpza(9) = Xp(9) + Xo(9)-

Xp@o(g) = Xp(g) )

X,(e) = dime(V).

Xp(hgh™) = x,(9)-

G

OBSERVACION 2. Notemos que (5) nos entrega que x, es constante en las clases
de conjugacion de GG, ademas por propiedades de la traza, no depende de la base de
V.

3. Representacion Inducida

Sea (V, p) una representacion de Gy denotemos por Resflp la restriccion de p a

H. es decir,
Res$ip : H — Aute(V).

Sea W un subespacio vectorial de V' que es H—estable, es decir, p, (W) C W,
para todo h € H. Para cada g € G, el subespacio p,(W) = {p,(w) | w € W}
depende solo de la clase de g modulo H, para cada r € G/H = {tH |t € G}
definimos W, = py(W), con g € rH.

PROPOSICION 8. ( > W,,7) es una representacion de G :
reG/H

T G — Allt(c( Z Wr)

reG/H

g — 7(9) =1

donde 14 estd dada por:
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T, 0 o>, W — > W,

reG/H reG/H
Y w, z v ).
rEG/Hw — reG/Hpg(w )

DEFINICION 8. Se dice que (V, p) es la inducida de la representacion (W, 1) de
H, si se tiene que:

Si R es un sistema de representantes de G/H, el espacio vectorial V' es la suma

directa de p;(W), con t € R. En particular tenemos que dim¢ (V) = [G : H|dim(W).
NOTACION 2. La representacion inducida (V) p) de (W, 1) se denota por:
V=IdW y p=Ind§.

Equivalentemente podemos definir la representacion inducida desde el punto de
vista funcional (modelo derecho) del siguiente modo:

Sea H un subgrupo de un grupo finito G y sea (W, 7) una representacion de H. La

representacion de G inducida de (W, T) es isomorfa a la representacion (V, p) de G,
donde

V=A{f:G—W][(vgeG)(vheH)(f(hg)=T(f(9)))}

y pg iV — V esta dado por

(pgf)(t) = f(tg), teG.

PROPOSICION 9. Sea K un subgrupo de H, con H subgrupo de G y (V,p) una
representacion de K, entonces

nd$V = Ind$ (Indf£ V).
La representacion inducida Ind% (W, 7) satisface la siguiente propiedad universal.

TEOREMA 6. Sea (U, o) una representacion de G y ¢ € Homeyy)(7,0). Entonces
existe un nico homomorfismo ® : Ind$% (W, 7) — (U, o) de G-representaciones tal

que ® oi = ¢, donde i : (W, 7) — IndS(W, 1) es el H—monomorfismo candnico.
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Ind§; (W, 7) —— (U,0)
| <
(W,7)

TEOREMA 7 (Reciprocidad de Frobenius). Sea (W, o) una representacion de H

y (V. p) una representacion de G, con H subgrupo de G, entonces
Hompy (W, Res% V) ~ Homg (IndG W, V).

TEOREMA 8. Sea (V,p) la inducida de (W, T) con X,, x- los correspondientes
caracteres de p, 7 y R es un sistema de representantes de G/ H, entonces para cada

g € G se tiene que:

1

Xol9) = D XT(T‘lgr)z—‘ | > x-(s7'gs).
reR seG
r~lgreH s~lgscH

3.1. Maquina de Mackey.

La Méquina de Mackey entrega un método para construir todas las representa-
ciones irreducibles de un grupo G = A x H (con A subgrupo normal conmutativo
de GG) a partir de las representaciones de A y las de algunos subgrupos de H.

Como A es abeliano se tiene que sus representaciones irreducibles son de grado

uno y forman el grupo A= Hom(A, C*), sobre el cual actia H, del siguiente modo:

A~

HxA — A
(hop) = b= p,
donde
pn(a) = u(h™lah)  (a € A).
Sea R = {x; | i € I} (I un conjunto finito) un sistema de representantes para
las H-orbitas de A.

Denotamos por G; = A x Stabgy; y extendemos x; a un caracter y; de G; de la

siguiente manera
Xi(ak) = xi(a) (a € A,k € Stabgx;)

Luego tomamos p una representacion irreducible de Stabgy; v la extendemos a

una representacion irreducible p de G; del siguiente modo
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plak) = p(k) (a € A,k € Stabyx;).
Asi tenemos que el producto ;- p es también una representacion irreducible de

G la cual esta definida por

(% P)ak) = xil@pe  (a € A,k € Stabuxa).

NOTACION 3. La representacion de G inducida por la representacion x; - p la

denotaremos por
G ~
GXi,P = IndGi (Xi ’ ﬁ)
TEOREMA 9. Conservando las notaciones anteriores tenemos:

1. 0, es wrreducible.
2.0y, p =0y, 0 8iysdlosip=cyi=j.
3. Sim es una representacion irreducible de G, entonces es isomorfa a una de

las 0y, .

4. El Algebra de Schur para la Representaciéon Inducida

LEMA 10. Sean H y K subgrupos de un grupo finito G. Sean (V,p) y (W, o)
representaciones de H y K respectivamente. Entonces

Home (Ind$V, IndSW) ~ F,

donde F' es el espacio vectorial de las funciones ¢ : G X G — Homc¢(V, W) que

satisfacen la siguiente relacion

(kg1 hge) = orow(g1,92) 0 pr-1, (3)
para todo k € K,g€ G yh € H.

DEMOSTRACION. Sean V = IndGV, W = Ind$W y n =[G : H].
Definamos o
T : F — Hom¢(V,W)
Y — Tw

donde T, : V — W esta dado por:

o)) = — 3 elor) (7). (W

reG

T es una funcién, en efecto:

Seanf,lE?,kEK,gEGy)\eC, luego
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(To)kg) = 3 plkg. N)(f()

= o, (%Zgo(g,r)(f(r)))

reG

= ax((T1)(9));

(To(F+2D)0) = 3 plg, P)((f + D)

reG

= 3 el () + N()

reG

= S lele. () + Aplg, P)IE))

reG

= =Y ele ) A5 S ple ) 0)

reG reG
= (Toh)(g) + MTl)(9)-
Asi de (1) y (2) se tiene que T}, € Home(V, /W)

T es un homomorfismo de C—espacios vectoriales: Sean ¢, € F' y A € C.

oo NG = — S (e +M)g, ()

reG

_ % S el m)(f(r) + Mg, ) (£ ()]

= LY e ) + A (el ()
= (Tuf)(9) + A(Tuh)(o).

T es inyectiva: Supongamos que T, = 0. Sean s € G,v € V y definamos la funcién

fsw dada por:

[ oulv) s og=hs
fsv(g)_{ 0 si ggHS

Debido a que fs,(h'g) = prn(v) = pu(fso(9)), si g = hs, se tiene que fs, € V.
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Evaluando T, en f,, obtenemos

(TSDf)(g) = _Z(p g> fsv

=
= —h;{ (g, hs)(foul(hs))

— —h;{ (g, hs)(pn(v)) (5)
- %hEH@WL$OMAOPMW) (por (3))
:imew

= Moty 9w,

luego ¢(g, s)(v) = 0 para todo v € V, de donde ¢(g,s) = 0 para todo g,s € G y en
consecuencia ¢ = 0.

De la condicion ¢(kgr, hgs) = o © ©(g1, g2) © pp-1 obtenemos que
dimF’ = [G : H|dim(p)[G : K]dim(o),
ademas como
dim(V) =[G : H|dim(p) y dim(W) = [G : K]dim(0),
tenemos que
dim(Home(V, W) = [G : H]dim(p)[G : K]dim(c),
asi T" es un isomorfismo. O

TEOREMA 11. Sean H y K subgrupos de un grupo finito G. Sean (V, p) y (W, o)

representaciones de H y K respectivamente. Entonces
Homcg(IndV, IndGW) ~ F,
donde
F = {A:G — Home(V, W) [ (Vk € K)(Vh € H)(Yg € G)(A(kgh) = o).0 A(g) o pn)}

DEMOSTRACION. Adoptaremos las mismas notaciones que en el lema anterior y

ademas denotaremos por p y ¢ las respectivas acciones de V'y W.
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Denotemos por
Fo={pe¥F |T,¢c HOmC[G](‘?a W)},

el cual es un subespacio de F’.

Primero que todo notemos que ¢ € Fy; si, y solo si,

Y oelgra () = Y elgzr)(f(r), (VfeV), (6)

reG reG

en efecto, si ¢ € Fy,, entonces T, € Homc[g}(r/,W), luego para todo g € G y

> o,z € C[G] se verifica que
z€G

7, (Z%ﬁ)] (9) = 3 oulT,f)(gn).

zeG zeG

ahora bien, del Lema anterior y la linealidad de T}, basta demostrar que

[To(xf))g) = [Tpfl(g),

calculando por separado los términos de la igualdad se tiene que:

a)

T, f)9) = To(pul))(0)
= LY ele. ()

reG

= Y ele. )

reG

= %Z ©(g, 527 1) (f(s)), cons=rz.

seG

T,1)0n) = — 3 elgr.r)(F(r)

reG



4. EL. ALGEBRA DE SCHUR PARA LA REPRESENTACION INDUCIDA

16

Asi de (a) y (b) tenemos que (6) se satisface. Reciprocamente supongamos que (6)

se cumple. Sea Y a,x € C[G], luego

T@(

Zamxf

zeG

zeG

)] (9) = T, (Z ozxﬁx(f)> (9)

zeG

= Y LG ()

%Zw(g,r)(ﬁx(f)(r))]

reG

%Zw(g,r)(f(m))]

reG

%Z ©(g, sx_l)(f(s))] , cons=rx

seG

LS el S)(f(S))]

seG

= Y a1, fl(ga)

zeG

= [Z O‘mx(Tsof)

zeG

(9);

es decir, T, € Hom(c[g](v, ﬁ/\), por lo tanto ¢ € Fy,.

Si evaluamos fg, en (6) se obtiene con un calculo similar al hecho en (5) del

Lema anterior, que la igualdad en (6) es equivalente a la condicion

elg,rz™") = o(gr,r) (Vg,z,r € G).

Por otro lado, para toda A € F, definamos

luego

(O

G xG — Homc(V,W)
(91,92) — ¥algr,92) = Ag193 ),

UValgr, 795 ")

= Algi(rg; )™
= Mgigor™)

= Ya(g192,7),

(7)
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es decir, ¥, satisface (7), luego ¥n € F{,. Reciprocamente si ¢ € Fy,, definimos

Ay © G — Home(V,W)
g — Aylg) =v(g,1),

luego

Ay(kgh) = t(kgh,1)
= oxo(gh,1)
= opot(g, 107"
= 0O A¢(g> O Ph,
de donde obtenemos que A, € F. Asi tenemos que F ~ Fi, y del Lema anterior

F, ~ Homc[g}(‘?, /W), luego F ~ Homc[g}(r/, /W) Explicitamente dicho isomorfismo

esta dado por

T : F — HomC[G}(v,ﬁ/\)
Aw | TAUJ’

donde

(T Do) =+ 3" Aulor ) (F ().

reG

COROLARIO 12. Con las notaciones del Teorema precedente, se tiene que:
(p,0) < [KNG/H|(dim(V))(dim(W)),
donde K\G,/H denota el conjunto de las dobles clases mddulo K y H.

La conclusiéon mas interesante del Teorema anterior se da cuando H = K y
p = 0. En este caso Homeyg(IndV, IndZW) = EndC[G}(‘?), el algebra de Schur de
p. La biyeccion establecida en el Teorema anterior entre F y Homc[g](IA/, /W) daaF

una estructura de algebra con el siguiente producto:

1 -1
(b1 8a)(0) = 77 2 Mlas™) o e,
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el cual bajo el isomorfismo 7' del teorema anterior corresponde a la compuesta de

~

las funciones Ty, y T, en Endgjg(V), en efecto:

TnsN) = g S+ )l

reG

BE :1H] 2 <[G :1H] 2 Mlgler) e A2(S)> )

reG seG

_ ﬁ Z ZAl(g(sr)_l)[/\2(5)(f(7’))]

reG seG

- ﬁ Z ZAl(gt_l)[AQ(tT’_l)(f(T))], (con t = sr)

teG reG

SEEERS NS ([ o ZAQur—l)(f(r)))
: ’ reG

teG

1

= —— > Mgt (T, /)(1))
G : H] tEZG g A

= (Ta, o Tx,)(f)(9)-
COROLARIO 13. Con las notaciones del Teorema precedente, se tiene que:
(9, p) < |HN\G/H|(dim(V))?,
donde H\G,H denota el conjunto de las dobles clases modulo H .



CAPITULO 2

El grupo General Lineal

Sea K un cuerpo finito con ¢ elementos tal que ¢ > 2. En el presente Capitu-
lo describiremos el grupo general lineal GLy(K) y algunos importantes subgrupos
de ¢l, todo esto para poder realizar nuestro proposito que es construir las repre-
sentaciones del grupo, para ello usaremos la méaquina de Mackey para obtener las
representaciones de P y también las de B. Con los caracteres de B obtenemos las
representaciones irreducibles del grupo de dimensién 1,q y ¢ + 1. Finalmente para
contruir las representaciones que nos faltan, es decir, la serie cuspidal, se da una

presentacion del grupo Gly(K).

1. El grupo General Lineal y Subgrupos Notables

Sea K un cuerpo finito de ¢ elementos con ¢ > 2. El grupo general lineal consiste

de las matrices cuadradas de orden dos invertibles, es decir,

b
GLy(K) = { ( ¢ g ) € M5(K) | ad — bc es invertible en K} .

c

Denotaremos por B al subgrupo de Borel de GLy(K), que esta formado por todas

las matrices triangulares superiores, es decir,

b
B:{(S d)EGLQ(KHa,deKX;beK}.

b
OBSERVACION 3. Sea ( ¢ J ) € GLy(K), y distingamos los casos:

C

1. Sia =0, entonces

Qo
— o
~_—
R
o
ISH

I~
ST

~_—
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Asi un sistema de representantes para las clases laterales izquierdas y para las
clases derechas de GLy(K) modulo B esta dado por

0 1 10
R = , |lceKp.
10 c 1
NOTACION 4. En adelante denotaremos el elemento distinguido por w, es decir,
01
w= :
10
PROPOSICION 10. Sea K un cuerpo de orden q > 2, entonces

1. El numero de matrices invertibles de orden 2 es:

q(q—1)* (g +1).

2. La cantidad de matrices triangulares superiores de orden 2 es:
(g —1)"

Grupo unipotente. Un subgrupo normal de B es el conjunto de todas las matrices

unipotentes triangulares superiores, a saber

U:{<; f)\beK}.
L))

lo que entrega un isomorfismo natural de U en el grupo aditivo K denotado por K.

a b a 0 1 ba~t
(0 d) - (0 d)(o 1 ) (®)

con lo cual obtenemos que el grupo cociente B/U que es isomorfo al grupo de todas

D=3 ) ader~!,
0 d

este grupo es llamado grupo de Cartan.

Observemos que

Al considerar

las matrices diagonales

Ademés el grupo de las matrices diagonales es isomorfo al grupo K* x K* y por

lo tanto es abeliano, donde K* es el grupo multiplicativo K.
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De esta manera tenemos que B = UD, donde U es subgrupo normal de B y es
facil verificar que U N D = {Id} por lo tanto:

PROPOSICION 11. Con las notaciones anteriores tenemos que:

1. B=UxD.

2. El subgrupo conmutador de B es U.

COROLARIO 14. El nimero de representaciones irreducibles de B de dimension

uno es

[B:U]=(q—1)*

Grupo afin unidimensional. Otro subgrupo importante de B, es el subgrupo

normal afin unidimensional

b
P:{(a )\aeKX,beK},
0 1

cuyo orden es (¢ — 1)g, con lo cual [B: P] =¢q— 1.
PROPOSICION 12. El subgrupo conmutador de P es U.

COROLARIO 15. El nimero de representaciones irreducibles de P de dimension

1lesqg—1.

También podemos descomponer P en producto semidirecto de U con el grupo

A:{<§ (1))|6K}

P=UxA,

asi tenemos que
donde la accién por conjugacion de A en U esta dada por

()G ) -06Y)

la cual corresponde a la acciéon por multiplicacion de K* en K.
Centro de GLy(K). Es:

Z(GLQ(K)):{<3 2) |a€KX}
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y es también un subconjunto de B. Es claro que
Z(GLy(K)) N P = {Id}
y Z(GLy(K))P = B, es decir,

B = P x Z(GLy(K)).

2. Clases de Conjugacion de GL,(K)

A continuacién calcularemos explicitamente las clases de conjugacion de GLy(K),
ya que este nimero es igual a la cantidad de representaciones irreducibles del grupo y
permite un calculo mas facil de la tabla de caracteres. Para lo anterior calcularemos

en un sistema de representantes.

OBSERVACION 4. Un elemento g € GLy(K) tiene dos valores propios. Si uno
de ellos pertenece a K, el otro también, pues ambos satisfacen la misma ecuacion

cuadratica sobre K, esta ecuacion es det(g — zId) = 0.

PROPOSICION 13. Todos los elementos en las clases de conjugacion de g tienen

los mismos valores propios.

Sea g € GLy(K), usando la Proposicién anterior clasificaremos las clases de
conjugacion viendo las distintas posibilidades para los valores propios.
I. Los valores propios de g pertenecen a K.

Como los valores propios pertenecen a K, tenemos que existe un cambio de base,

tal que g en esta base es una matriz de Jordan.

a) Si ambos valores propios son iguales a un elemento a € K, entonces las

posibles formas de Jordan son:

Q(@Z(ZE) VC2(G):(gi>a (9)

dependiendo si el polinomio minimal de g es igual o diferente al polinomio
caracteristico de g.

b) Si los valores propios son a,b € K, con a # b, entonces la forma de Jordan

C(ab) = <“ ! ) (10)

es:

0 b
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a 0 1 b 0
w w = ,
0 b 0 a

b 0
luego C3(a,b) es conjugada con la matriz ( 0 ) .

observemos que

a

Asi obtenemos que existen:

i) ¢ — 1 matrices de la forma C(a),
i1) ¢ — 1 de la forma Cy(a) y

i11) %(q —1)(¢ — 2) de la forma Cs(a, b).
I1. Los valores propios de g no pertenecen a K.

Sea p(z) = det(g — zId) el polinomio caracteristico de g, como las raices no
pertenecen a K. Luego tenemos una tinica extension cuadrética L de K.

En este caso, los valores propios de g estan en L. Si denotamos por Tr(a) = a+@
y N(a) = a@, entonces p(r) = 2? — Tr(a)r + N(a) = (z — a)(x — @).

Sea v un vector no nulo en K2, entonces el conjunto {v, gv} es una base para K2
sobre K. De hecho si {v, gv} no es base, existe A € K tal que gv = \v, es decir, A
es un valor propio de g, lo cual es una contradiccién, pues estamos suponiendo que
los valores propios de g no son elementos en K.

Como ¢ es una transformacién lineal en K2, se tiene que la matriz de g con

respecto a la base {v, gv} es:

@mz(o‘mw>=@@. (11)

Asi g es conjugada en GLy(K) con Cy(a).

Reciprocamente, dado a € . — K, entonces Cy(«) es una matriz en GLy(K) con
valores propios a y @. Si # € L — K es otro elemento, entonces Cy(«) es conjugada
a Cy(P) si, y solo si, f = a o B =@, de donde se tiene que p(3) = 0.

1/ 2

Existen ¢?> — ¢ elementos en L. — K, por lo tanto existen i(q — q) clases de

conjugacion de la forma Cy(a).

PROPOSICION 14. Las clases de conjugacion de GLy(K) estd clasificadas del

siguiente modo:
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1. Del tipo Ci(a) con a € K* existen ¢ — 1.

2. Del tipo Cy(a) con a € K* existen g — 1.

3. Del tipo Cs(a,b) con a,b € K*, distintos ezisten %(q —1)(¢ —2).
4. Del tipo Cy(a) = Cy(@) con a € L — K ezisten %(q2 —q).

PROPOSICION 15. El nimero de representaciones irreducibles de GLo(K) es

¢ —1.

3. Representaciones Irreducibles de P

P :{
U :{ |beK},
01
A = { a0 |a€KX}.
0 1

Para determinar las representaciones de P usaremos el método llamado “Méaquina

Recordemos que

|a€KX,b€K},

= o 2
> =

de Mackey” descrito en la subseccion 3.1 del primer capitulo.
Tenemos que P = U % A, donde U ~ Kt y A ~ K*. Ahora veremos la accién
sobre las representaciones y las respectivas orbitas. Consideremos la acciéon de A

sobre U definida por:

~

AxU — U
(h,¥) +— h-¢ =4y,
donde
v, U — C*
g — tUnlg) =v(h~'gh).

Explicitando el conjugado, sean

a 0 1 0
hz(o 1>yg:<0 1)’ (12)

luego
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De acuerdo al isomorfismo anterior tenemos:
K* x Kt — K+
(CL, w) wafl 9

donde
o1 Kt — C*

b er(B) = Y(a D).
Determinemos las érbitas. Sea ¢ € U.

[ Si ¢ =1, se tiene que
(Vh € A)(Yn = 1),

de donde obtenemos que

O]l = {]l} y StabA]l = A.

IISiy#1
Stabat = {h € A | ¥, = ¢},

como ¢ # 1, existe k € K, tal que ¥ (k) # 1. Sea h € Stab41), luego

Vg € U)(¥n(g) =(g)), manteniendo las notaciones de (12)

25

(13)

ahora bien, si h # Id entonces evaluando en (a~! — 1)~k obtenemos una

contradiccion y en consecuencia Stabai) = {Id}.

Luego como

04| + [0yl =14+q—1=¢q=0],

se tiene que el conjunto R = {1,%} es un sistema de representantes para

las A-6rbitas de U.

A continuaciéon definiremos los subgrupos donde induciremos las representaciones

P, =U x Stabal ; P, = U x Stab 41,
y los denotamos por 1;1 de P; definido por:
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Vi(gh) =¢'(g) (9 € Uk € Stabay)',i = 0,1),
donde ¥° =1 y ¢! = .

Ahora para determinar las representaciones irreducibles de P distingamos los

siguientes casos:
Caso 1 P =U xStab,1 =U x A= P.
Sea p una representacion irreducible de Stab,1 = A, luego
p - UxA — C*
gk +— plgk) = p(k),

es una representacion irreducible de P, = P, como A ~ K* obtenemos ¢ — 1 repre-

(14)

sentaciones irreducibles de grado uno de P, que denotamos por

~

Caso 2 P, =U x Stabyy = U.
Para obtener una representacion irreducible de P, inducimos la representacion
{DV de P, = U, es decir,

0, = Ind}, (¥),

es una representacion irreducible de P. La dimension de dicha representacion es

q — 1, en efecto

dim(6,) = [P : P,]dim(¢) = @ —q—1.

En resumen tenemos

TEOREMA 16. El grupo P tiene q representaciones irreducibles:

i) (¢ — 1) representaciones de dimension uno

Orp=p (p € A)

i1) Una unica representacion de dimension q — 1,

Indb, (1)).
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NOTACION 5. Para célculos posteriores denotaremos por m, la Ginica representa-

cion de dimension g — 1 del Teorema precedente, es decir,
m = Indp, (¢)).
4. Las Representaciones de B

Ya mencionamos que U es el subgrupo conmutador de B, mas ain, B =D x U.
Como D ~ K* x K*, si uq, o son caracteres de K*, se sigue de la Seccion 1.1 que

[t = i1 - po definido por
[T D — C*

a 0
(0 d) — pa(a)pa(d),

es un caracter de D, el cual a su vez puede ser extendido a un caracter i de B, dado

m ( ‘ Z ) = u(@)pia(d).

Del Teorema 4 obtenemos que los (¢ — 1)* caracteres de B obtenidos de esta forma

por

son todas las representaciones irreducibles de dimensién uno de B.
Por otro lado tenemos que B = Z(GLy(K)) x P. Como Z(GLy(K)) ~ K* obte-
nemos que tiene ¢— 1 caracteres, los que denotaremos por x; coni € {1,2,...,¢q—1}
Con el propésito de describir las representaciones de B de dimensiéon mayor lo

haremos aplicando la maquina de Mackey, consideremos la accién de P sobre Z(G)

definida por:

—_—

PxZ(G) — Z(G)
(p, Xi) = P Xi
donde

(p-x:)(2) = xi(p~2p) = xi(2) (Vpe PYie{l,...,q—1},z € Z(Q)).

Tenemos que la orbita O,, es trivial, es decir, el estabilizador Stabp(y;) = P.

Luego todas las representaciones de B son de la forma

(xi - 7)(2p) = xi(2)7(p),

donde y; es una representacion de Z(GLy(K)) y 7 una representacion de P.

Como nuestro interés es determinar las de dimensién mayor, las cuales son:

Xi - T(2p) = xi(2)7(p).
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Asi hemos demostrado lo siguiente:

TEOREMA 17. El grupo B tiene

i) (¢ —1)? caracteres dados por:

p - 2, (1, p2 € K).

i1) q — 1 representaciones de grado ¢ — 1 dadas por:

—

5. Induciendo de B a GLy(K)

Como primer paso para determinar las representaciones irreducibles de GLy(K),

veremos las que aparecen en Indg,u, donde p es un caracter de B.

NOTACION 6. En adelante anotaremos ji para referirnos a la inducida de la

representacion p de B a GLy(K), es decir,
i = Ind%Gu.

Pasamos ahora a determinar propiedades y relaciones entre p y ji, para lo cual

introducimos el siguiente conjunto:

DEFINICION 9. Sea p una representacion de GLy(K), se define el Mddulo de

Jacquet como:
J(V,) ={v eV, | py(v) =wv, para todo g € U}.
LEMA 18. Sea p una representacion de GLy(K) entonces
p(J(Vp)) € J(Vp), Vg€ B,

es decir, J(V,) es un B—espacio.

DEMOSTRACION. Es facil demostrar que B actta en J(V,), para ello basta tener
presente que U < GLy(K), sea v € J(V,),b € By g € U entonces b~'gb=h € U, asi

Pg(ﬂb(v)) = pgb(v) = pon(v) = pu(pn(v)) = pp(v).

Sin embargo podria pasar que J(V,) no sea un GLy(K)—espacio.
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LEMA 19. Si p; y p2 son representaciones de GLy(K), entonces
J(Vm ©® sz) = J(Vm) D J(sz)-

DEMOSTRACION. Basta mirar la definiciéon de representacion suma directa en el
Capitulo 1. O

LEMA 20. Si p es un cardcter de B, entonces dim(J(V})) = 2.
DEMOSTRACION. Por definicién tenemos que
JVu)={f € Vil fwf=f paratodouec U}
Sea f € J(V;) <V, luego se tiene que sib € B,g € GLy(K) y u € U
f(bg) = mf(g) vy flbu) = f(b).
En particular tomando g = 1 y g = wu, obtenemos las igualdades siguientes

f0)=pf(1) v flbwu)=pmf(w), VbeBVuelU

Usando la descomposicion de Bruhat G = B U BwB, tenemos que f queda
determinada por sus valores en 1 y en w.

Luego una base para J(V};) esta formada por las funciones f; y f> tales que:

(i) =m , z=bEB
filz) = <
( fi(z) =0

[ f2(b) =0 , v=beB

folz) = 1 , (15)
L fo(bywdb) =y, * =bwbe BwB

, *€ BwB

donde \ = bywdw™, b=du cond € D,u € U. O

LEMA 21. Si p es un cardcter de B, entonces la accion de B en J(V},) tiene dos
vectores propios f1, fa (dados en (15)), los cuales corresponden a los valores propios

LY ey Tespectivamente. Explicitamente

(fi) =mfi vy (f2) = pw(d) fo, (16)

para todo b € B.
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DEMOSTRACION. Basta demostrar que las igualdades en (16) se verifican al eva-
luar en 1 y en w.

En primer lugar demostremos la igualdad para f;, evaluando en 1 tenemos

(A f1)(1) = f1(b) = (o f1)(1).
Por la descomposiciéon de Bruhat para todo b € B existen elementos by € By u € U

tales que wb = bywu, luego
(i f1)(w) = fi(wb) = fi(biwu) = 0 = (. f1)(w).
Demostremos ahora la igualdad para f,, evaluando en 1 tenemos

(fwf2)(1) = f2(b) = (o f2)(1) = 0 = ((ttw)e.f2)(1).

El calculo de (fifs)(w) es un poco mas dificil, por lo tanto como primer paso

consideremos d € D, entonces

(ftaf2)(w) = fa(wd) = f2(7~wa_1w) = (fwdw—1f2) (W) = ((tw)af2) (w).

Ahora bien como f; y f, generan a J(V};), tenemos que para todo b € B, existen

(a1)p, (a2)p € C tales que

nfo = (ca)pfi + (a2)sfo (17)

Evaluando en 1 la igualdad en (17) se tiene que (aq), = 0, de donde se obtiene
que fi fo = (@2)p fo- Asi tenemos que (a2)p6, = (@2)p, (a2)b, para by, by € B, es decir,

as es un caracter de B. Observemos que

a k| 6 0
Folio s ) 7 o o)
- o % v d— aO’
0 ¢ 0 o

(i f2)(w) = ((az)sfa)(w) = ((a2)af2)(w) = (faf2)(w) = ((pw)af2)(w) = ((w)sf2) (W),

concluyendo asi la demostracion. 0

luego si

entonces

La importancia del moédulo de Jacquet para nuestro propésito radica en el si-

guiente resultado:
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LEMA 22. Sea p una representacion de GLy(K), entonces

J(V,) # 0 si y solo si existe un cardcter p de B tal que (p, ft) # 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que J(V,) # 0, luego podemos considerar a J(V,)
como un B/U espacio no trivial a través de p. Pero como B/U = A es abeliano,
entonces J(V,) se escribe como una suma directa de B/U subespacios de dimension
uno, de esto se sigue que existe un caracter no trivial 4 de B y un elemento no
nulo v € J(V,) tal que py(v) = pp(v) para todo b € B, asi (ResGp, u) # 0y por el
Teorema de reciprocidad de Frobenius se tiene que (p, 1) # 0.

Supongamos ahora que (p, 1) # 0, nuevamente usando la reciprocidad de Frobe-
nius (Res%p, i1) # 0, luego existe un elemento no nulo v € V, tal que py(v) = 1(v)
para todo b € B y como p es trivial en U por ser este el conmutador de B, tenemos
que v € J(V,) y ast J(V,) # 0. O

COROLARIO 23. Sea p una representacion irreducible de GLy(K), entonces

J(V,) # 0 si, y solo si, existe un cardcter p de B tal que p < fi.

COROLARIO 24. Si v es un cardcter de B, entonces [i tiene a lo mds dos com-

ponentes irreducibles.

DEMOSTRACION. Sea ji = p; & - - - D p, la descomposicion de fi en componentes

irreducibles. Luego del Lema 19 se tiene que
JVa) = JV) @@ J(V,,) (18)

y del Corolario 23 obtenemos que J(V,,) # 0 para todo i = 1,...,n, por lo tanto la
dimension del lado derecho de la igualdad en (18) es mayor o igual que n, pero del

Lema 20 sabemos que la dimension de J(V},) es 2, asi concluimos que n < 2. U

LEMA 25. Si o es un cardcter de B y |1 = [i,,, entonces [i posee una componente

de dimension 1.

DEMOSTRACION. Como g es un caracter de B, se sigue de la Secciéon 4 que
a %
p corresponde a un par de caracteres (pu1, o) de K*, es decir, si b = ( 0 s )

entonces p(b) = pi(a)ps(d), pero p, = p, de donde se tiene que p; = g, y en
consecuencia, ((b) = p1(ad) = py(det(b)). Definamos ahora la funcion
f: G — C
g +— f(g) = m(det(g))
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y observemos que dado b € By g € GG, se tiene que

flbg) = p(det(bg))
= p(det(b)det(g))
= (det(b))p1(det(g))
= pu(b)f(g).

Luego f € Vj, mas atn (f15f)(g) = f(gs) = pi(det(s))f(g) para todo s,g € G, asi
tenemos que f es un vector propio de fi que pertenece al valor propio p; odet. [

LEMA 26. Si i es un cardcter de B, entonces [i posee a lo mds una componente

de dimension 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que /i posee dos componentes de dimensiéon 1 y
sean x1 y X2 dichas componentes. Por el Corolario 24, se tiene que i = x1 @ X2, de

donde obtenemos que ¢+1 = dimji = 2, lo cual es claramente una contradiccién. [

LEMA 27. S% i es un cardcter de B, entonces
ReSpVﬂ = RQSPJ(Vﬂ) D VW.

DEMOSTRACION. J(V}) es una B-representacion de dimension 2 del espacio V.
En particular J(V};) es una P-representacion de dimension 2.

Sea V una P-representacion de Vj, tal que
Vi=J(Vp) oV

como dim(V;) = ¢+ 1 y dim(J(V})) = 2, entonces tenemos que dim(V) = ¢ — 1.
Recordemos que las representaciones irreducibles de P tienen dimension 1 6 ¢—1.
Supongamos que V' contiene una representacion de dimension 1, es decir, existe

veV —{0} y x un caracter de P tal que

~

flp)v =x(p)v,  VpeP

En particular, como U < P y conocemos las representaciones irreducibles de P
entonces
fa(u)v = v.

De lo cual obtenemos que v € J(V,,), por lo tanto v = 0, lo cual es una contra-

diccion.
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Asi V es irreducible y
V ~V..

LEMA 28. 5% o es un cardcter de B y [i es reducible, entonces
1. i1 tiene una componente de dimension 1.

2. = [y

DEMOSTRACION.

1. Como [i es reducible, existen V' y V' subrepresentaciones no triviales tales
que V; =V @ V'. Por el Lema anterior sabemos que RespV;, = RespJ(Vj,) @ V, ¥
supongamos que V; NV # {0}, luego V, C V ya que V, es irreducible.

Por otro lado, del Lema 22 tenemos que:
{0} £ J(V) CI(V) NV,

luego V; # V; asi tenemos que dim(V') = ¢ y por lo tanto dim(V’) = 1.

—

2. Hemos probado que existe x € GLo(K) caracter y f € V}, no nula tal que

fig(f) =x(9)f, Vg€ GLy(K).

Como f €V, para todo b € B y para todos g, s € GLy(K) se tiene que

f(bg) =pu®)f(g) v [flgs)=x(s)f(g)

Si f(1) =0, como GLy(K) es un grupo finito, dado g € GLy(K) existe n € N tal
que g" =1, luego
F) = fg") = x(g" ) f(9)-
Como x(g"™') € C* se tiene que f(g) = 0 para todo g € GLy(K), lo cual es una
contradiccion y en consecuencia f(1) # 0.

Sea d € D, entonces

p(d) f(1) = f(d) = x(d) f(1);
y como f(1) # 0 se tiene que u(d) = x(d). De esto se sigue que

p(d) = p(wdw) = x(wdw) = x(w*)x(d) = u(d)

y por lo tanto p,, = p. 0

LEMA 29. Sean p y v dos caracteres distintos de B. Entonces

L. (f1,0) # 0 si, y s6lo si, V= liy.
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A

2. =10 si, y solo si, v = iy,

DEMOSTRACION.

1. Supongamos que (fi,7) # 0, esto implica que existe una representacion irre-
ducible p de GLy(K) tal que p < iy p < p, luego del Corolario 23 tenemos que
J(V,) # 0y ademas B actta en J(V,), por la demostracion del Lema 22 existe x
caracter de B tal que

o) = xo(v), v € (V).

Como p < i tenemos que

J(V,) € J(Va)

y B actta en J(V}) y los tnicos valores propios son f y jt,. Luego

X=H O X = Hy-
Del mismo modo x = v 0 X = 1y, pero i # v entonces v = [i,.

Reciprocamente supongamos que v = p,,. Consideremos f, dada en (15), luego

como fy(b) = 0 para todo b € B, basta ver que
(ifa)Wwb’) = fowb'b); ¥ = d"" b= du
= pbwd'dw™")
= plwdw )pd'wd"w™)
(ko) f2(Dwb"),

ademéas como fy(b) = 0 para todo b € B, se tiene que fo € Respfi, con lo cual
(v,Respft) # 0 y luego por el Teorema de reciprocidad de Frobenius se tiene que
(0,71) # 0.

2. Supongamos que v = [i,,, entonces i # p, v V # v,. Luego por el Lema 28
obtenemos que ji y U son irreducibles, ademés de (1) tenemos que (ji,7) # 0 y por
lo tanto 1 = 1.

La otra implicacion de la demostracion es directa de (1). O

TEOREMA 30. Sean p y v dos caracteres de B y sea i = IndGpu, entonces
1. dimj = q+ 1,
2. [u tiene a lo mds dos componentes irreducibles,
3. fi es wrreducible si, y solo si, p # hy,
4. Si [i es reducible, i se descompone en la suma directa de dos representacio-

nes de dimension 1 y q respectivamente,
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D. UV=[1 i, y s0lo si, V=11 0V = [l

DEMOSTRACION. La obtenemos de los resultados anteriores, del Corolario 24 y
los Lemas 25,28,29. O

A continuaciéon veremos cuantas representaciones irreducibles no isomorfas de
GL2(K) hemos contruido, para ello, sea p un caracter de B, luego por el Teorema

17 sabemos que
H= f1 - f2,
donde 1, p1o son caracteres de K*.

Luego tenemos las siguientes posibilidades:

1. p = py, es decir, py = po,
2. 1 # iy, es decir, py # po.
En el primer caso [t es la suma directa de una representacion de dimensiéon 1 que

denotaremos por p’( ) ¥ una representacion irreducible de dimensiéon ¢ denotada

1,
POT Py )~ Por lo gagto como K* tiene ¢ — 1 caracteres, obtenemos de este modo
g — 1 caracteres de GLo(K) y ¢ — 1 representaciones irreducibles de GLy(K) de
dimension q.

En el segundo caso tenemos que i es una representacion irreducible de dimension
q + 1, la que denotaremos por p(,, ., El nimero de éstos p es igual al nimero
de caracteres de B menos los caracteres del primer caso, es decir, (¢ — 1)(g — 2).
Ahora bien como p y i, inducen la misma representacion obtenemos de esta forma
%(q — 1)(¢ — 2) representaciones irreducibles de GLy(K) de dimension ¢ + 1 no
isomorfas.

Asi obtenemos la siguiente propiedad:

TEOREMA 31. Las representaciones irreducibles de GLy(K) que son componentes
de representaciones inducidas de la forma Indg,u, siendo i un cardcter de B, se

dividen en las siguientes clases:

i) q — 1 representaciones de dimension 1, ,0/(#1 1)
i) ¢ — 1 representaciones de dimension q, pg., u);
1

iii) 5(q —1)(q — 2) representaciones de dimension q + 1, piu, u,)-

Observemos que si y es un cardcter de GLy(K), entonces Res%y es un cardcter
de By (ResGy, Res%x) = (x, Ind%(Res$x)) # 0. Luego tenemos que y es uno de

los caracteres encontrados anteriormente. Sabemos que el ntimero de caracteres de
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GL2(K) es igual al indice de G en G'. [G : G| = ¢ — 1y G' C SLy(K), luego
G’ = SLy(K), ya que G/SLy(K) ~ K*. Tenemos asi el siguiente corolario:

COROLARIO 32. SLy(K) es el subgrupo conmutador de GLy(K).
5.1. Dimension del Algebra de Schur de Ind$.

TEOREMA 33. Sea p un cardcter de B vy sea fi = Ind%u. Entonces

i) (1, 1) = 1, en este caso [i es irreducible.
i1) ({1, 1) = 2, en este caso i se descompone en la suma directa de dos repre-

sentaciones no isomorfas.

DEMOSTRACION. Sea p un caracter de B y sea i = Indg,u. De la descomposicion
de Bruhat del grupo GLs(K) tenemos que |B\G/B| = 2. Ademas, por el Corolario
12, se tiene que (f, 1) < 2, pero (fi, 1) > 1 luego tenemos dos posibilidades (i, i) = 1
o (fi,fr) = 2. Si (1, 1) = 1 entonces i es irreducible. En el caso que (i, 1) = 2,
notemos que si it = @;_, nip; es la descomposicion canénica de i entonces (fi, fi) =

>"n;?, pero la tnica forma de escribir 2 como una suma de cuadrados es en la
i=1
forma 2 = 12 4 12, lo cual implica que [ se descompone en la suma directa de dos

representaciones no isomorfas. 0

6. Dimension de Representaciones Cuspidales
Ahora nos dedicaremos a encontrar todas las otras representaciones irreducibles

de GLy(K) que no aparecen en la descomposicion de Indg,u.

DEFINICION 10. Sea p una representacion irreducible de GLy(K). Se dice que p
es una representacion cuspidal si, y soélo si, p no es una componente de Indg,u, con

(1 un caracter de B, es decir,
(Y = (1, p2) € KX x K¥)((Indfps, p) = 0)

OBSERVACION 5. De acuerdo al Corolario 23, una representacion irreducible p
de GLy(K) es cuspidal si, y solo si, J(V,) = 0.

El nimero de representaciones irreducibles no cuspidales de acuerdo al Teorema
31 es:

(=1 + (-1 +5la- -2 =50~ g +2).
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Ademés por el Teorema 4, sabemos que el nimero de representaciones irredu-
cibles del grupo es igual a la cantidad de clases de conjugaciéon, y de acuerdo a la

Proposicion 14, tenemos que nos falta construir el mismo ntimero de clases Cy(«).

PROPOSICION 16. El nimero de representaciones cuspidales de GLo(K) es

1

5(@12 —q).

En lo que sigue de esta seccion demostraremos que toda representacion cuspidal
de GLy(K) tiene dimension ¢ — 1.

LEMA 34. Sea p una representacion cuspidal de GLy(K). Entonces ResGp = n,
para algin n € N. En particular dim(p) = n(q — 1).

DEMOSTRACION. Sea p una representacion cuspidal de GLy(K), entonces Res%p

es un P—espacio estable, por lo cual tenemos que
Res,G;p = @ nipPi,

donde p; son representaciones irreducibles de P, las cuales tienen dimensién 16 ¢—1.
Supongamos que ResIGgp contiene una componente p; = x de dimensiéon 1, luego

existe v € V, — {0} tal que

,Og(’U) = Xg(v)> Vg € P.

En particular obtenemos que p,(v) = v para todo u € U, de donde se tiene que
v e J(V,), es decir, J(V,) # 0 lo cual es imposible pues p es cuspidal.

Asi se tiene que
Res%p = n,
luego

dimp = n(qg —1).

PROPOSICION 17. Sea p una representacion de GLa(K).

1. Si p es cuspidal, entonces Respp = 7 y dimp = ¢ — 1.

2. Si Respp = m, entonces p es cuspidal.

DEMOSTRACION.
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1. Sabemos que |GLy(K)| = 3 (dimo)?, donde la sumatoria se hace sobre sobre
todas las representaciones irreducibles de GLy(K), ademés tenemos del Teorema 30
que:

(4= 1ala + 1) = 50— 1(a + g+ 3 (dimo)’

oeC
donde C es el conjunto de todas las representaciones cuspidales de GLs(K), pero

por el Lema 34, existe para cada ¢ € C un n, € N tal que dimo = n,(q — 1), asi

—q qg—1) E n .
oceC
Ademas, por la Proposicion 16, tenemos que

Zna_ q(q —1)

oeC

obtenemos

de lo cual tenemos que n, = 1.

2. Como 7 es irreducible, también lo es p. Luego si p es un caracter de B, se tiene
por el Teorema 30 que las componentes de ji tienen dimensiéon igual a 1, 6 ¢ + 1.
Sin embargo dimp = dimm = ¢ — 1, luego p no es igual a ninguna de las anteriores,

es decir, p es cuspidal. O

Otra posible demostraciéon de la Proposiciéon anterior es usando el Teorema de

reciprocidad de Frobenius y las siguiente propiedad:

PROPOSICION 18. Ind§, se descompone con multiplicidad uno o de otro modo

sin multiplicidad.

OBSERVACION 6. Supongamos que Ind$) no tiene multiplicidad y que p es una

representacion cuspidal, luego

(Respp, m) = n, y dim(p) = n,(q — 1),

por el Teorema de reciprocidad de Frobenius obtenemos que:

(ResSp, m) = (p,IndSm)
— (p.IndS(Ind}v))
= (p,Indgy)

= 1

Ast tenemos que dimp = q — 1.
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DEMOSTRACION. Sea 7T = Indgﬂ = Indgw. Luego por el Lema 10, Endgig V; es

isomorfo al algebra A de todas las funciones F' : G — C tales que
F(uygus) = ¥(uq,uz)F(g) para todo uj,us € Uy g € G,

y donde la multiplicacion de funciones Fi, Fy € A esta dada por la formula

! > Filgs™)F(s).
eqG

(Fl*FQ)(g): [GU]S

Demostraremos que A es abeliano, para ello primero definamos en GLy(K) la

siguiente involucion:

b d b 0 1
Sig= ¢ , definimos ¢ = wg'w = , donde w = .
c d c a 10

Claramente obtenemos que dado g, h € GLy(K)
(gh) =ng"y (¢7') = (¢)".
En particular v = «’ para todo u € U. Luego para F' € A definimos la funcién
F': ¢ — C
g — Flg)=F(g),

entonces claramente I’ € A.
Sea g € GLy(K), luego

(FxB)(d) = = > Fi(g's™)F(s)

G : U] e
= (Fy* FY)(g)-

Asi hemos demostrado que (Fy * Fy)' = Fj * FY.

Ahora bien, para demostrar que ' = F’ basta demostrar que ambas funciones
coinciden en los representantes de las dobles clases UNG,U. De hecho, por la
descompociciéon de Bruhat G = BUBwU y la igualdad B = UD, tenemos que
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dichos representantes son de la forma

0 b a 0
(a) (c O) o de la forma (b) (O d)

Es claro que F'y F’ coinciden en las matrices de la forma (a) y en las de la forma
(b) en el caso a = d, basta entonces verificar que F'y F”’ coinciden en el caso a # d,
lo cual se tiene pues F'y F’ son nulas en esos elementos. De hecho, si aplicamos F

en ambos lados de la siguiente igualdad:
1 b a 0 B a 0 1 aldb
odJ\oa) \oda)\o 1
a 0 a 0O
b)F = F a”'db).
v) <O d) (0 d)w )

Si F ( g 0 ) # 0, entonces 1 (b) = ¥ (a"'db), es decir, ¥(b(1 —a~'d)) = 1 para

obtenemos que

d
todo b € K. Se tiene entonces que 1 es un caracter unidad en K*, lo cual es una
a 0
contradiccion. Luego F' 0 d = 0 y en consecuencia A es abeliano pues
(Fy x Fy) = FyxF|

F1>I<F2 = FQ*Fl.

7. Presentacion de GLy(K)

, 0 1 11 , 0 1
w = ,2 = ys=wz= )
-1 0 0 1 -1 -1

luego tenemos las siguientes relaciones entre w’ y los elementos de B :

0w a 0 -l — b 0 |
0 b 0 a

-1 0
i) w'? = 0 | ) = —1d,

Sean

iii) s° = Id.
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PROPOSICION 19. GLy(K) es el grupo libre generado por B y w' con las relacio-
nes i), ii) y i)

DEMOSTRACION. Sea G el grupo libre generado por B, w' y las relaciones i), i7) y
i17). Claramente GLo(K) satisface las relaciones mencionadas, luego por el Teorema
de Van Dick’s [3| existe un tnico epimorfismo 6 : G — GL»(K) tal que 0| =1d y

f(w'") = w'. Se quiere demostrar que ker(#) = {Id} para eso notemos lo siguiente:

Para todo b € B — D existen by, by € B tales que w'bw’ = byw'b,. para ello

b
sea b = ( g ) € B — D, de un calculo directo se tiene que b = d’zd”, donde
c

1 0 a 0
d/: dl/: .
<ch‘1)y (0 b)

Ademas de iii) se tiene que w'zw'zw'z = 1d, es decir,

-1 0

waw' =z (w) e =27t
0 -1

) w2t =2 (~Id)w'z 7t

Luego tenemos que
w/bw/ — (w/d/<w/)—1)wlzw/((w/>—1d//w/>
= [ )z (T () )
= blw/bz.
Ahora bien, si d € D entonces w'dw’ = (w'd(w’)™1)(w')? € B por i) y ii).
Supongamos que existe 1 # g € ker(6). Entonces g ¢ B, luego g se puede
escribir (por ejemplo) como g = w'bijw'bs - - - w'b,, donde b; € B. Si r > 2 entonces
w'byw’ =by € B, si by € D o w'byw’ = bjw'b, con by, b, € Dsib; € B—D. En
cualquier caso podemos reescribir g como g = bjw’---w'b,. Repitiendo el mismo

procedimiento obtenemos que g € Bw'B, es decir,

a v [ a b
gI(o d’>w<o d)’ (19)

Luego aplicando 6 a (19) tenemos que

0= 5 o)
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y como g € ker(f), se tiene que d'a = 0, lo cual es una contradiccion pues 6(g) €
GL3(K) y en consecuencia ker(6) = {Id}. O

8. Caracteres no Descomponibles de L~

Recordemos que L denota la tnica extension cuadratica del cuerpo K, la cual
tiene exactamente ¢? elementos. Si a € L. entonces @ denota el tinico conjugado
sobre K. Luego la funciéon N : L — K, definida por N(a) = a@ se conoce como

norma y es multiplicativa, esto es N(af) = N(a)N(f3).
LEMA 35. N es epiyectiva.

DEMOSTRACION. El grupo de Galois de L sobre K esta generado por los auto-
morfismos de Frobenius o — . Luego @ = a? y entonces N(a) = a4t!. Ahora
bien, como la restricciéon de N a LL* es un homomorfismo en K*, se sigue que F
igual al ker(N) tiene cardinal ¢+ 1, con lo cual la imagen tiene |LT| =q—1=|K*|,

es decir, N es epiyectiva. O]

COROLARIO 36 (Hilbert’s Satz 90). Si 3 es un elemento de L™ tal que N(B) =1,
entonces existe a € L tal que aov ! = 3.
DEMOSTRACION. Consideremos la funcion
h : L — FE
Q — o@_l,
luego basta demostrar que h es epiyectiva. Es claro que h es un homomorfismo y

que ker(h) = K*, asi la imagen de h tiene (¢ — 1)(¢ — 1)~! elementos y como

|E] = (¢* —1)(¢ — 1)7! obtenemos que h es epiyectiva. O

DEFINICION 11. Sea y un caracter de K*. Consideremos la compuesta
X: L — C*
a — X(a) = x(N(a)).

El caracter obtenido X es llamado descomponible.

OBSERVACION 7. Si v es un caracter cualquiera de L™, entonces 7 denota el

caracter conjugado de v sobre L, es decir, 7(«) = v(@), para todo o € LL*.

LEMA 37. Un cardcter v de L* es descomponible si, y solo si, v =T1.
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DEMOSTRACION. Supongamos que v = 7. Ahora bien dado t € KX, existe
a € L* tal que N(a) = t, definamos

para ver que esta funcién esta bien definida, sea § € L tal que N(«a) = N(f),
entonces por el Corolario 36 existe v € L* tal que o™t = 47! y asi v(a) = v(5)
y entonces x esta bien definida, de lo cual obtenemos que y es un caracter de K* y
v es descomponible.
Reciprocamente, si existe x caracter de K* tal que v = , entonces se tiene que
7(a) = v(«a) para todo a € K*. O
LEMA 38. Siv es un cardcter no descomponible de L*, entonces > v(z) =0

N(z)=a
para todo o € K*.

DEMOSTRACION. De la demostracion del Lema 37 existe A € L* tal que N(\) =
1y v(A) #1, luego

Soova) = > va)=v(\) Y (),

N(z)=a N(\z)=a N(z)=a
de donde
L=v(N) Y v(x)=0
N(z)=«a
y como v(A) # 1, concluimos la demostracion. O

LEMA 39. T'r es epiyectiva

DEMOSTRACION. La funcion Tr : LT — KT definida por Tr(x) = z + T es
un homomorfismo de K—espacio vectorial, cuyo kernel es el conjunto de todos los
z € L tal que = + 27 = 0. Luego tenemos que |ker(Tr)| = ¢ y como |L| = ¢?, se

tiene que la funcién Tr es epiyectiva. O]

COROLARIO 40. Si o € ¥, entonces para todo € K existe x € 1L tal que
ar +ax = 3.
9. Representaciones Cuspidales de Caracteres no Descomponibles

En esta seccion construiremos las representaciones cuspidales, para ello tenemos

la Proposiciéon 19, que nos entrega una presentacion del grupo GLy(K), dada por el
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conjunto B U {w}, ademas por la Proposicion 17, sabemos que la dimensiéon de la
representacion cuspidal es ¢ — 1.

Sea v un caracter no descomponible y V' el espacio de las funciones de K* en C.
Por la Proposiciéon 17 sabemos que la restriccion de una representacion cuspidal a

P es 7, esto motiva a definir la representacion p = p, en P del siguiente modo:

o o\ | @) = ¥x)f(az). (20)
()

0 1

Mas atn queremos definir p de modo tal que coincida con v en Z(GLy(K)), es decir

e oS | (@) = v(e)f(z). (21)
)

b 0 1 bt
Observemos que “ — [ ac ‘ , lo cual nos lleva a definir
0 c 0 ¢ 0 1

p en B del siguiente modo:

LS| @ = vt e ), (22)
)

0 c

Asi hemos construido una representacion del grupo B, ahora nos dedicaremos a
extender esta representacion a todo GLy(K), para ello es necesario definirla en w’.

Para lo anterior debemos probar algunos lemas técnicos que permiten demostrar
las relaciones i), i) y iii) dadas en la Seccion 7.

Para célculos posteriores adoptaremos las siguiente notacion:

M(a,b,c) = (g i)

LEMA 41. La funcion j : K* — C, definida por

== Z (t+7)v

N(t =u
telL®

satisface las siguientes igualdades:
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Y diav)ily)r(o™)g(w) = v(=1)d(—z - y)j(wy).

veKX
DEMOSTRACION. Sea u € K*|

1.

> )i (e™)

-y [; S v+ ) [; b(s +7) <>] v(v™)
veKX N(t)=uv N(s)=v

= —Z Z Y(t+T+s+35)v(tsv™!)

veEKX N (t)=
N(s):v

= 22 Y wt+t+s+Epts ),

s€ELX N(t)=uN(s)

reemplazando \ = t37!, obtenemos que

> )i = 5 Z Z s(1+X) +35(14+X)r(N)

veKX s€ELX N(A\)=
= S ) T e N 5N (23)
T Noy=u seLX

Para terminar la suma necesitamos calcular

B(s,A) = > (s(1+X)+5(1+N))

sellx

- Z U(Tr(s(1+N)).

selLx

Si A = —1 entonces

D e(s(1+X)+5(1+ 1) =¢*— 1.

selLx
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Si A # 1 entonces usando el cambio de variable z = s(1 + )), tenemos

que

Do(Tr(s(1+ X)) = Y e(Tr(x)
= -1,

ya que la traza es epiyectiva, 1) es un caracter aditivo no trivial.

Si u # 1, entonces

q—zN%:_ v(A) z;@b(s(l +X)+§(1+A)):—q_12 %:_ v(A) =0,

por el Lema 38.

Si u = 1, entonces

2. Sean x,y € K*, entonces:

> dlav)ilyv)r(v ) (w)

= Y E > W+ () é > (s +35)w(s)| v ()
veKX N(t)=zv N(s)=yv
_ % Z Z Yt +T+s+5+v)v(tsvh). (24)

veEKX N(t)=zv
N(s)=yv
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1

Notemos que N(s) = yv implica que tsv™' = yt57!, luego haciendo

A = tsv~! y la condicion N(t) = zv, se obtiene que N()\) = zy. Ademas,

1

teniendo presente que y € K*,t = Asy—, es facil comprobar la igualdad:

t4T+s+54+0 = v s+y+ NGyt N —yl+y NI +y N,

reemplazando en (24) obtenemos

— Z Z Yt +E+s+5+o)(tsv)

veEKX N (¢
N() Yo

> Z s+y+NGE+u+A) —yA+y " NA+yA)r(N)

vEKX N(s)
N(A) wy

> Z sty + NGy TN —y(1+y NI+ yIN)v(N)

s€ELX N(\

_ 3 ¢(—y(1+y‘1A)(1+y—lA M) D e (s+y+ N (s Ty +N).

q2
N(M\)=zy selLx

'QN| —_

Qw| —_

Para simplificar el célculo, desarrollemos primero la sumatoria:

DUy s+y+NEFy+A) = D dy )

= S wly ) — ey + N T N).

Ahora bien, del hecho que | ker(N)| = g + 1, tenemos que
Sy s+y+ Nyt a)

sellx

= (¢g+1) ) +1 =9y v+ Ny +A)

> Wyt

= —(@+D)+1=vy y+ Ny +N)
= —¢—Yy '+ Ny +N).

Notemos que

v+ Ny+A) = vy +y Nyl +yT)
= y(l+y'NA+y1N),
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luego
DUy (s+y+ Nyt A) = —g—vd+y NI +y ).
sellx
Reemplazando obtenemos que:
1 1 — S
= =yl +y " NA+y NN D by (s+y+ N (s +y+N)

N(\)=zy selLx

- qi G(—y(1+ NI F NN =g — by + 5~ N T+ 570)]
N(N\)=zy

N [ I\ E ey ) 0V B Y
qN()\):xy q N(A)=zy

= 2 Y wrmy A=
qN()\):xy

= —é@b(—x—y)l/(—l) Z (e +€)v(e), (con e = —))

N(e)=zy

= v(=1)Y(=z —y)j(ry).
O

Concluida la demostracion del Lema 41, definimos la representacion p en el

elemento w’, con f € V, por:

(pw P)y) = Y vl )j(yx)f(x). (25)
rzeKX
Ahora nuestra tarea consiste en demostrar que esta definicién de p,, junto con
(22) es compatible con las identidades 4) ii) y éi7) de la Seccion 7.

Para ello, reescribiendo la condicién i) de la Seccion 7 del siguiente modo:

,( a O B c()w,
w<0 c) B <0 a) ' (26)

De un célculo directo se muestra que los dos automorfismos obtenidos por la
accion de p en ambos lados de la ecuacion (26) operan de la misma manera en todo

elemento f € V, en efecto:



9. REPRESENTACIONES CUSPIDALES DE CARACTERES NO DESCOMPONIBLES 49

(pw' (pM(mO,c)f)) (Z) = Z I/(x_l)j(zx) (pM(avac)f) (I)

zeKX

= Y vl () flac )

zeKX*

= Z v(z7te)j(zx) flac™ ), (27)

zeKX

si hacemos u = ac™'z y reemplazamos en (27) tenemos que:

(Pw (Prraoef)) () = D vl a)j(zca " u) f(u)

ueKX

= @) 32 vlu (e u) f(w)

= v(a)(puw f)(ca™'2)
= (pm(eo.a)(pu 1)) (2).

Para ver que p preserva la identidad de i7) de la Seccion 7 dada por:
w”? = —1d.

Para ello sea f € V, luego

(pwr(pwr () = Y wl@™)j(za) (pur ) (2)

zeKX*

= Y vl i(za) Y vy )ilzy)f(y)

zeKX yeKX

= D vy W) Y dlay)izav(a),

yeKXx reKXx
sustituyendo zx = v y xy = uv tenemos que

(pur(pwr P)(z) = Y w(w ) f(uz) Y (ww)jw)p(v™)

= v(=1)f(2)
= (p1a)f)(2)

por definicion de p sobre el centro (22) y por Lema 41 parte 1.
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Finalmente demostramos que p preserva la relacion iii) de la Seccion 7

3
11
w =1Id
01
reescribiendo la relaciéon como

(11, -1t (1 -1
w(o 1)w B <0 —1>w<0 1)' (28)

Para demostrar esta igualdad, evaluaremos por separado y compararemos. En el

lado izquierdo de la relacion obtenemos:

(pwr (pran(pw ) (2) = D vla™)i(za) (pmay (pw f)) (@)

— Z v(z™")j(za)v ()Y (x)(puw f) ()
= 3 v jCar)e@) S vy Vi) fy)
= > vy VW) Y v iey)i(ze)y(@).

Por la segunda parte del Lema 41 obtenemos

= > vy ) v(=Dv(—y = 2)i(y2). (29)

yeKX

Por otro lado desarrollando el lado derecho de la relacion (28), resulta:

(prrc11,1) (o (e £))) (2) = (=109 (=2) (pur (P01 f)) (2)
= v(=1)(-=2) Z vy 1i(zy) (pM(l,—l,l)f) (y)

= v(-D(=2) Y vy i) v)v(—y)f(y)
= N wly -1y — 2)ilyz) (30)

yeKXx
Luego como (29) y (30) coinciden, tenemos que p preserva la relacion iii) de la
Seccion 7.
Asi tenemos que a partir de un caracter no descomponible v de L*, existe una

representacion p = p, de GLy(K) que actia en B del siguiente modo:

(Prr(ape f) (@) = v(e)ih(be™ ) f(ac™ )
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y en w’' como

(pur F)y) = Y vla™)iya) f(x).

zeKX

Usando las relaciones anteriores describiremos ahora la accién de p en un ele-

g = <Z> (31)

de GLy(K), como ¢ # 0 entonces podemos escribir ¢ del siguiente modo:

b—ac'd —a\ ,[1 cld
g= w :
0 —c 0 1

Luego aplicamos (22) y (25) para calcular la accion de p, en una funcion f :
K*—C:

mento

(pef) ) = v(=c)(ac™y) [pwrra.eranf] ((ac™'d = b)c'y)
= v(=c)dlacy) Y vz )jlac 2 dry — be zy) [parae—ran f] (@)

zeKX

= v(=c)lac'y) Y v(a)i(e wydet(g))v(1)i(c dx) f (x)

zeKX*

— vlacy) Y v (‘71) ST b+ Bt do) f (o)
reKX N(t)=c2zydet(g)

Ahora si hacemos z = —x~!ct, y reordenamos, obtenemos que:

e = T |-t () 8 (k)| @

c
reKX q N(z)=yz~'det(g)
z€L*

Luego tenemos para un elemento g como en (31) que:

()W) = D k(x,y;9)f (@),

zeKX

donde
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k(a,y;9) = —éw(a‘“dz) S e(-en)re). 62

c
N(2)=yz~'det(g)
z€LL*

10. Correspondencia entre v y p,

PROPOSICION 20.

1. St v es un cardcter no descomponible de IL*, entonces la representacion p,
de GLy(K) definida en la Seccion 9 es cuspidal.
2. Siv y v son caracteres no descomponibles de L™, entonces p, es isomorfa

a py, sty solo si v es conjugado con V' sobre L.

DEMOSTRACION.

1. Sea v es un caracter no descomponible de L. Como p, esté definido de modo
tal que su restriccion a P es igual a 7, tenemos por la Proposicion 17 que p, es
cuspidal.

2. Sean p, = p,py = p,J, =j v jo = 7. Si v es conjugado a v, entonces se
sigue de la funcién j : K* — C definida en el Lema 41 de la Secccion 9 que j = j
y asi p=p.

Reciprocamente, supongamos que p es isomorfo a p'. Entonces existe un auto-

morfismo 6 de V' (espacio vectorial de todas las funciones f : K* — C) tal que:

py = Opb7', VgeG. (33)

En particular (33) vale para todo g € P. Sin embargo Respp = m = Resp/y/,
y 7 es irreducible. Por el Lema de Schur, # es una multiplicaciéon por escalar, en
particular # conmuta con todos los automorfismos de V. Luego (33) implica que
pg = p, para todo g € G.

Asi tenemos que para todo d,y € K* y todo f € V

V(8)f(671y) = (le(l,O,(S)f) (y) = (PM(LO,&)f) (y) = v(8)f(07"y). (34)
De donde resulta:
V'(0) =v(d), VoeK~. (35)
Mas atin, se tiene que para todo y € K* y todo f € V, p'(w') = p(w'), de donde

D Vi) fle) = ) vl (ya) flo)

reKX reKX
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Ahora bien si aplicamos (35) en la igualdad anterior, obtenemos que j(u) = j'(u)

para toda u € K, lo cual significa que:

STt +DY ()= > Yt +Hu). (36)

N(t)=u N(t)=u
Si cambiamos ¢ por dt en (36), con § € K* y usamos (35), obtenemos que
Yo D)= Y e+ D)), (37)
N(t)=v N(t)=v

para todo v, € K*. Esta tltima igualdad la podemos reescribir del siguiente modo

Y O +VO - v(t) —v@)6(E+D) = 0 (38)

N(t)=v
Dado = € K, entonces existe t € L* tal que Tr(t) =z y N(t) = v, este elemento

t es solucién de la ecuacion cuadratica
2 _
Yy —xy+v=0.
La otra solucion es .

Asi f(x) =V (t) + V' (t) — v(t) —v(t), con x = Tr(t) esta entonces bien definida,

y (38) se puede escribir como

> fla)(dr) =0, V€K
N(t)=v

de lo cual

> F@)ea(5) =0

zeK
Como {9}, son todos los caracteres de K* como se vio en la Seccién 3 y por la

Proposicion 4 tenemos que f(z) = 0 para todo = € K.
Esto significa que:
V() + V() = v(t) + v(7) tel”,
ademas por (35),
V(Y (8) = v(t)v(t) tel”
Luego V/(t),V/(t) y v(t),v(t) son soluciones de la misma ecuacion cuadratica

sobre K, asi

{0, /®Or = {v®),v@)}  tel” (39)
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En particular esta tdltima igualdad vale para un generador ¢, del grupo ciclico
L*. Supongamos que v(ty) = v/(to) (por ejemplo). Entonces v(t) = v/(t) para todo
t € L*. SivV/(ty) = v(to), entonces v/ = T y asi tenemos que v/ es conjugado con v

sobre L. O

La siguiente tabla resume todas las representaciones irreducibles de GLo(K).

Tabla: 1
Elementos Clases Caracteres | Representaciones
de de de irreducibles de | Dimension Cantidad
Lx Conjugacion L* K> GLy(K)
a € K* Ci(a) € KX p’(mm) 1 qg—1
Ca(a) Py 1) q q—1
a.b €KX | Chla,b) | pi,pz €KX Pljur ) g+1 | 3(g—1)(a-2)
a#b 7 2
Ael* —K* Cy(N) velLx —KX Py qg—1 %(qQ—q)

La cantidad de elementos de cada clase de conjugacion, fue determinado en la
Seccion 2, en el Teorema 31 se determino la cantidad de representaciones irreducibles
no cuspidales de cada tipo y finalmente en la tltima Seccién las representaciones

irreducibles cuspidales.

11. Caracteres de las Representaciones Irreducibles de GL;(K)

A continuacion se realiza el calculo de caracteres para todas las representaciones
irreducibles de GLy(K). Como primer paso, se trabajard en las representaciones
dadas en el Teorema 31 y, en segundo lugar, en las representaciones de la serie

cuspidal.

11.1.

presentantes para las clases laterales de GLo(K) modulo B, esta dado por:

{(22) (1))

Ademas las clases de conjugacion de GLo(K) son:
a 1
0 a

a 0
()

Caracteres que provienen de B. Recordemos que un sistema de re-

01
10

10
c 1

Cl (a) =
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Cs(aab):<g 2) yC’4(oz)=<(1) ;ﬁ(;)))

Luego de acuerdo al Teorema 8, nos interesa determinar los elementos de R que

verifican la relaciéon
r~'gr € B. (40)

De un calculo directo obtenemos que los elementos en cada caso que verifican la
relacion (40) son:

1. Para g € Cy(a), todo r € R.

2. Para g € Cs(a), solo la identidad.

3. Para g € Cs(a,b), solo la identidad y w.

4. En el caso g € Cy(a), ningun elemento de R.

De acuerdo a lo anterior y denotando por 1 = Indg(,ul, i2), las representaciones

de dimensiéon ¢ + 1 tenemos:

1.
¢(Cila) = Zu<g 0)
reR a
= (g4 Dp(a)ua(b).
2.
) a 0
Xp (Co(a)) = M(O a)
= p(a)pa(b).
3.
1 b0 a 0
X5 (Cs(a, b)) = “(o a)ﬂt(o b)
= pu(b)ua(a) + paa)p2(b)
4.

VI (Ci) = 0.

Si py # o entonces fi es irreducible y hemos calculado su caracter.

Si g1 = po, entonces tenemos que:

fi = p/(ul,ul) ® Ppa,pa)>
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donde p{,,, ,.y(g9) = p1(det(g)), para todo g € GL>(K).
De este modo se obtiene que:
L pl, i (Ci(@) = pu(a)?.
2. Py ) (C2(a)) = i (a)?.
3. Pl (C3(a, b)) = pa(ab).
4 Pl iy (Ca(@)) = pa(0@).
Aplicando la Proposicion 7 parte 2, tenemos que para todo g € GLy(K):

Xoguy i) (9) = Xa(9) = X, (),

por lo tanto

1.
Xpnny (C1(a)) = qui(a)™.
2.
i (Cala) = 0.
3.
X (Coab) = mlad).
4,

¥ (Ci(@) = —m(ad).

Los resultados que hemos obtenido hasta el momento son:

Caréacter Ci(a) Cs(a) Cs(a,b) Cy(a)
})/(qu) p1(a)? p1(a)? p1(ab) p1(aa)
XDt ) qp1(a)® 0 fu1(ab) — i1 (o)
N (@t D (@paa) | i (@)pal@) | aO)pala) + (@) | 0
Tabla: 2

11.2. Caracteres de la serie cuspidal. Recordemos que las representacio-

~ a b
nes cuspidales p = p,, donde v € L* y g = ( p estan definidas por:
c

Si ¢ = 0, entonces

(paf)(x) = v(d)p(bd ') f(ad " z).
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Si ¢ # 0, entonces

e = T |-t () 8 e(-2e+a)v)| 1w,

€KX N(z)=yz~'det(g)
z€LX

donde f pertenece al conjunto de funciones de K* en C.

OBSERVACION 8. Sea x € K*, luego el conjunto de funciones {6,} tales que

1 si y==x
0o (y) = .
0 si y#u,

es una base para el conjunto de funciones de K* en C.

Con esta base se tiene que:

Xo(9) = Tr(pg) = Z (pgdz) (). (41)

reKX

Ahora bien, de acuerdo a (41) basta realizar el calculo de caracteres del siguiente

modo:
1.
Xo(Ci(a) = > ,0<a 0>5x (x)
= > wv(a)
— (¢ 1(a)
2.

X(Cala)) = ) p<a 1>5x ()
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3.

W(Csab) = 3 g

reKX

a O 550 (ZIZ’)
;)
= > v(b)d,(ab " x)

= 0,

pues a # b.

Xp(Ca(@))

> p<0 _N(a)>5y (y)

Tr()

> > ——w (a+@) Y (el +2w(z)| 6,@)

yeKX zeK* N(z)=N(a)
zelLx

——Z > Yylata—z—2)w(z)

yEKX N(z)=N(«)
z€L*

—3 Z |:Z wa-i-azz(y)] v(2)

N(z)=N(a) |yeKx
z€LLX

q N(z)=N(a)
z€eL*
z#a,a
1
—v(a) —v(@) + - Z v(z)
q N(z)=N(a)
z€eL*

Finalmente la tabla de caracteres del grupo es:

58
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Caréacter C1(a) Cy(a) Cs3(a,b) Cy(a)
,1)@1’“1) p(a)? p1(a)? pi1(ab) pu1 (o)
XDty up) qpu(a)? 0 p(ab) — (o)
XE | (g + Dma)pa(a) | p(a)pa(a) | p(b)p2(a) + pa(a)pa(b) 0
G (¢ — Dv(a) —v(a) 0 —v(a) —v(@)

Con v caracter no descomponible de IL*, uq, ps caracteres de K* distintos.
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