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SIMBOLOGIA:
Simbolo Significado
IT Union disjunta
| | Cardinalidad
K Cuerpo de caracteristica 0
V K — espacio vectorial
GL(V) Grupo de transformaciones lineales invertibles de V' en V/
o) Grupo ortogonal
(W, S) Sistema de Coxeter
cs Producto de todos los elementos de S en algiin orden fijo
Wy, JCS Subgrupo parabdlico estandar de W
wy Representacion de w como transformacion lineal de V en V
W, /W, {wWj; |we W}
WAW {Wyw | we W}
WANW /W {WywWy |we W}
C(w) = WywWg Doble clase que contiene a w
l Funcién largo
Xk Sistema de representantes distinguidos de W /W
le Sistema de representantes distinguidos de W,\ W
Xk Sistema de representantes distinguidos de W\ W /Wi
XK1 {reXk|a'JeNK =L}
ajKL |X JKL|
Cikr {Cz) | v € Xy}
Ty Y we x, W
(V,p) Representacién lineal de grupo
(C,1) Representacién trivial
Ind% (W, 0) Representaciéon de G inducida por (W, @) representacién de H
Xp Caracter de la representacion de grupo p
X1 Caréacter de la representacion trivial

Cardcter de la representacién p = Ind%6



Caracter de W inducido por el caracter principal de W;
{se S| l(w) < l(ws)}

Aniquilador del R-moédulo M

Radical de Jacobson del anillo R

Anillo de grupo de un grupo de Coxeter W

Algebra de grupo de un grupo de Coxeter W

Z-Médulo generado por los x

Z-Moédulo generado por los ¢

Algebra de Solomon

Algebra de caracteres generada por los ¢



INTRODUCCION:

El objetivo de este trabajo es construir el dlgebra de Solomon para los grupos finitos
de Coxeter, la cual es una algebra sobre el cuerpo de los ntimeros racionales Q,
esta dlgebra es una subalgebra del dlgebra de grupo Q[W] de un grupo de Coxeter
W. Siendo més preciso, el dlgebra de Solomon Ag = > Qz; de un sistema finito
de Coxeter (W,S) de rango n, es una 2"-dimensional Q-subdalgebra del dlgebra de
grupo Q[W], generada por {z; : J C S}, donde los elementos x; son definidos en el

capitulo 4.

El algebra de Solomon fue introducida primeramente por Louis Solomon en 1976 [1],
después que el notara una curiosa propiedad de ciertos elementos en el algebra de
grupo de un grupo de Coxeter, Solomon definié esta dlgebra en términos de un sis-
tema de representantes distinguidos (de largo minimo) de los subgrupos parabdlicos
estandar de W. El probé que esos elementos forman una subélgebra y se multiplican
acorde a la férmula de Mackey para el producto de los caracteres ¢; inducidos por
las representaciones triviales de los parabdlicos estandar de W. Esto establecié un
homomorfismo de anillos desde Ag al anillo de los caracteres inducidos ¢, llamado

el homomorfismo de Solomon, que se extiende a un homomorfismo de QQ-algebras.

El tema principal de esta tesis esta en el ultimo capitulo, pero involucra variados
conceptos que son desarrollados en los capitulos previos y estan desarrollados con
el fin de obtener la demostracion del resultado principal. En el primer capitulo de
este trabajo vemos las nociones basicas de estructuras algebraicas, es decir, grupos,
anillos, moédulos y dlgebras, se presentan sus principales propiedades, teoremas y no-
taciones, que se usaran en el desarrollo de esta tesis. El segundo capitulo presenta la
teoria de representaciones de grupos finitos, representacion inducida y caracteres. En
el tercer capitulo se estudian los sistemas de Coxeter finitos (I, S), y en particular
los subgrupos parabdlicos estandar W; ; J C S y a partir de ellos se construyen los
elementos x; como una suma formal de elementos de un sistema de representantes de
las clases laterales, este sistema de representantes se obtiene usando la funcion largo
y en cada clase lateral se escoge el elemento de largo minimo, ademés se establece
la correspondencia de los sistema de Coxeter finitos con los grupos de reflexiones en

un espacio euclidiano. Finalmente en el cuarto capitulo se construye el algebra de
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Solomon Ag. Mediante una secuencia de lemas se demuestra el Teorema de Solomon
el cual define el producto de tal algebra. Después se establece el homomorfismo de
Q-algebras 6g desde el dlgebra de Solomon Ag al algebra de caracteres principales
IBg llamado homomorfismo de Solomon, tal homomorfismo se obtiene del hecho de
que el Z-médulo de Solomon A\ es libre, entonces existe 6 el homomorfismo de

Z-moédulos de Al a B, el cual mediante el producto tensorial se extiende a 0g. Luego
a dicho homomorfismo se le calcula el kernel, y por el segundo Teorema de Solomon,

se tiene que tal kernel coincide con el radical de Jacobson del anillo Ag.



Capitulo 1

Estructuras Algebraicas

En esta tesis se usan conceptos matematicos y estructuras algebraicas tales como
grupos, anillos y modulos. Este capitulo incluye solamente los resultados que per-

miten entender el desarrollo de este trabajo.

1. Grupos

DEFINICION 1. Un grupo es un conjunto no vacié G, con una operacién binaria

x: GxGE — @G
(g.h) ~ gxh,

tal que satisface:

i) Para todo g,h,k € G tenemos que (g% h) xk = gx* (h*k).

i1) Eriste un tnico e € G, tal que para todo g € G entonces se tiene
gxe = exg = g Fl elemento e es llamado elemento neutro de G.

i11) Para todo g € G, eziste un unico h € G tal que gxh = hxg = e, al
1

elemento h se le dice inverso de g, y se denota por h:= g~ ¢ (—g) si es un

grupo con la operacion multiplicacion o la operacion adicion respectivamente.

Ademds G es un grupo abeliano si cumple la propiedad conmutativa, es decir,

para todo g, h € G entonces se tiene g x h = h x g.

Por ejemplo: (R, +), (Z,+), (Zn,+), (R*,-), (U(Zy),") , (Q*,-), ({1,-1},-), (Z5,")
y (Sp,0) son algunos grupos conocidos, donde U(Z,) es el grupo de los elementos
invertibles en Z,, bajo la multiplicacién y p es un niimero primo.

7
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En el grupo G, se define la potencia de g por ¢° =e, ¢"™' =g"g, vy g = (¢

donde n € N, y se cumplen las siguientes propiedades.

PROPIEDADES 2. Para todo g,h € G, se tiene:

1
2. (gh)"t =h"1g7L.

3. g™t = ¢g™g"™ para todo n,m € 7.
4. (g™)™ = g™ para todo n,m € 7.

Cualquier subconjunto H no vacié de GG, que cumpla las cuatro propiedades de
grupo con la misma operacién binaria de G, se dice que es un subgrupo de G y se
denota H < G, podemos comprobar que {e} es un subgrupo de G, llamado grupo
trivial. También es facil probar que si K < H y H < G entonces K < G, y que la

interseccién arbitraria de subgrupos de G es un subgrupo de G.

PROPOSICION 3. Sean G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. Entonces H
es un subgrupo de G si, y sélo si, para todo g,k € H se tiene que gk~ € H.

Si X es un subconjunto del grupo G, entonces se define (X)) como la interseccion
de todos los subgrupos de G que contienen a X y por lo anterior es un subgrupo
de G llamado subgrupo de G generado por X, si X es un conjunto finito (X =

{1, 29, ..., 2, }) entonces el subgrupo generado por X se dice finitamente generado.

DEFINICION 4. Sea G un grupo, se dice que G es un grupo finito si, y sdlo si, el
cardinal del conjunto G es finito, en caso contrario se dice que el grupo es infinito.
Si G es un grupo finito, se dice que el orden de G es n si el cardinal de G es n, y

se denota |G| =n € N.

Por ejemplo tenemos que |S,| = n!, |Z,| =ny |U(Z,)| = p(n), (¢ es la funcién de
Euler).

TEOREMA 5. Sean G un grupo finito, y H < G, entonces |H| divide a |G)|.
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Sea g € G, se dice que el orden de g es n si, y sélo si, n # 0 es el menor nimero

natural tal que g" = e.

1.1. Clases laterales: Sea H < G, para g € (G, denotamos por gH al con-
junto de todos los productos gh con h € H, y decimos que gH es la clase lateral
izquierda de H conteniendo a g. Dos elementos ¢ y ¢’ de GG se dicen ser congruen-
tes médulo H si ellos pertenecen a la misma clase lateral izquierda, es decir, si

g g’ € H, entonces escribimos:
g = g (mod(H)).
El conjunto de todas las clases laterales izquierdas se denota por:
G/H :={gH | g€ G}.

Si escogemos un unico elemento por cada clase lateral izquierda de H, obtenemos
un subconjunto R de G llamado sistema de representantes de GG /H, es decir, que

cada g € G se puede escribir unicamente g = rh, donde r € Ry h € H. Con esto

G:HTH,

donde [ ] simboliza la union disjunta.

tenemos que:

Si |G| =ny |H| = m entonces

G/ H| =

3=

El niimero natural ™ es el indice de H en Gy es denotado [G : H].

Un resultado andlogo se obtiene de las clases laterales derechas Hg = {hg | h € H},
con g € G.

Si k y g son elementos del grupo G, el conjugado de k por g es el elemento gkg~!.

Dos elementos g y ¢’ de G son conjugados si existe algtin x € G tal que ¢’ = xzgx~!.

Sean GG un grupo y H un subgrupo de G, si g € G, el conjugado de H por g es el

' = {ghg™ | h € H } que consiste de todos los elementos conjugados

conjunto gH g~
de H por g. Dos subgrupos K y H de G, son conjugados en G si K = gHg™ !, para

algin g € G.
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PROPOSICION 6. Sea H un subgrupo cualquiera de G, entonces cualquier conjugado

gHg™ ' es también un subgrupo de G.

Sea N un subgrupo de G, se dice que N es un subgrupo normal de G si, y solo si,
gN = Ng para todo g € G, o equivalentemente que gNg~! C N para todo g € G,
y se denota por N < G. Todo grupo G tiene al menos dos subgrupos normales, que
son {e} y G. También se tiene que todos los subgrupos de un grupo abeliano son

normales.

TEOREMA 7. Si N <G, entonces el conjunto G,/ N es un grupo con la operacion

binaria definida por:

(gN)(g'N) = (94 )N.

Si NG, entonces G/N es llamado grupo cociente con la operacién binaria definida
en el teorema anterior, el elemento neutro es eN = N y el elemento inverso de
gN € G/N es g ' N. Ademds se tiene que si G es un grupo abeliano, entonces
G /N también lo es.

EJEMPLO 1. Sea Z el grupo de los niumeros enteros con la adicion, el subgrupo nZ
de 7 es normal, pues es abeliano, luego 7.,/ nZ = 7, es un grupo con la adicion de

orden n, conocido como el grupo de los enteros modulo n.

1.2. Homomorfismos: Sean (G,-) y (K, %) dos grupos, y f : G — K una

funcion. Se dice que f es un homomorfismo de grupo si, y sélo si:
(Vg€ G)(YheG)(flg-h) = flg) * F(h)).
El conjunto de todos los homomorfismos del grupo G al grupo K se denota:
Hom(G,K) :={f:G — K| f es un homomorfismo de grupo}.

Si f € Hom(G, K), entonces decimos que f es un monomorfismo si f es inyectivo,
que f es un epimorfismo si f es epiyectiva y f es un isomorfismo si f es biyectiva.
A f se le dice endomorfismo si f € End(G) := Hom(G,G) y automorfismo si
f € End(G) y es biyectiva.
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La funcién del grupo G al grupo K que envia todos los elementos de GG en el elemento
neutro de K, es decir, que para todo g € G la funcién f cumple que f(g) = ex es

un homomorfismo de grupo, y es llamado homomorfismo trivial de G a K.

El conjunto de los automorfismos de un grupo G se denota:
Aut(GQ) :={f € End(G) | [ es biyectiva}.

Si ¢y ¥ € Aut(G), tenemos que su composicién ¢ o) € Aut(G), con esta operacién
binaria Aut(G) es un grupo, cuyo elemento neutro es la identidad Id, es decir,
Id(g) = g para todo g € G.

Decimos que los grupos GG y K son isomorfos si, existe un isomorfismo f : G — K,

y se denota por G = K.

DEFINICION 8. Sea f € Hom(G, K).
El Kernel de f es:

Ker(f):={g9€ G| f(g) =ex}.
y la Imagen de f es:

Im(f):={ke K|[(3geG)(flg) =k)} = f(G)

Si f € Hom(G, K) entonces f(e) = ey f(g7') = f(g)~! para todo g € G, esto
permite verificar que Ker(f) es un subgrupo normal de G y Im(f) es un subgrupo
de K.

TEOREMA 9. TEOREMA DEL HOMOMORFISMO

Si G y K son grupos y f : G — K es un homomorfismo de grupo, entonces existe
un unico isomorfismo f: G/Kerf — Im(f) tal que f = fon donde n : G —
G/ Ker(f) dada por n(g) = g(Ker(f)). Con esto se tiene que:

G/ Ker(f) = Im(f).

TEOREMA 10. Si X es un conjunto no vacio, entonces existe un grupo F(X) gene-

rado por X tal que satisface:

Para todo grupo G y f : X — G una funcion, entonces existe un unico homomor-
fismo de grupos f : F — G tal que foi = f, donde i : X — F es la funcidn

mclusion.
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El grupo F(X) es llamado el grupo libre sobre el conjunto X.
COROLARIO 11. Todo grupo G es la imagen homomorfica de un grupo libre.

DEFINICION 12. Sea G un grupo, se dice que el par (X|Y) es una presentacion de
G si, y solo si, G =2 F /N, donde F' es el grupo libre sobre X y N es el subgrupo

normal minimal de F' generado porY .

EJEMPLO 2. Una presentacion del grupo Z,, de los enteros mddulo n es ({b} | {0"}).

2. Anillos y Médulos

2.1. Anillos.

DEFINICION 13. Un anillo es un conjunto no vacié R junto con dos operaciones
binarias (la adicion + y la multiplicacion -) tal que (R,+) es un grupo abeliano,

asociativo con la multiplicacion, es decir,
a(bc) = (ab)c para todo a,b,c € R,
y cumple la propiedad distributiva de izquierda y derecha, esto es:

i) a(b+c)=ab+ac paratodo a,b,c€ R.
ii) (a+b)c=ac+bc para todo a,b,c€ R.

Se dice que este anillo es abeliano si sus elementos conmutan bajo la multiplicacion
esto es que ab = ba para todo a,b € R, y decimos que R es un anillo con unidad si

contiene un elemento 1 tal que 1ra = alg = a, para todo a € R.

El conjunto de los niimeros enteros Z es anillo abeliano con unidad.

DEFINICION 14. Sean G un grupo y R un anillo. El anillo de grupos de G sobre R,
es un anillo, denotado por RG], en el cual sus elementos son de la forma: >\ | rg.g;

Yy sus 0p€TCLCiOTL68 SONn:

L. Z?:l Tg;9i + Z?:l Sg:9i ‘= E?:l(rgi + 54,)9i-

2. (2imy g 90) Qomy snyhy) i= 30 D00 (risy) (gihy).-
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Notamos que (7;s;) es el producto en Ry (g;h;) en G.

R|G] es conmutativo si Ry G lo son, y si R es un anillo con unidad R[G] también

lo es, vemos que 1z = (1gr)e, donde e es el elemento neutro de G.

Sean R un anillo y S un subconjunto no vacié de R. Si S es un anillo con las mismas
las operaciones de adiciéon y multiplicacion de R, se dice que S es un subanillo de

R. Si I es un subanillo de R y si I satisface la siguiente propiedad:
Para todo r € R y para todo x € I entonces rx € I.
Entonces I es llamado ideal izquierdo, y si I satisface que:
Para todo r € R y para todo x € I entonces xr € I.

Entonces I llamado ideal derecho.

Si I es un ideal izquierdo y un ideal derecho, entonces I es llamado simplemente

1deal del anillo R.

Un anillo R tiene al menos dos ideales, los cuales son R y {0}, también se tiene que
la interseccion arbitraria de ideales R es también un ideal de R. Un ideal M de un
anillo R se dice maximal si M # R y para todo ideal N de R tal que M C N C R
se tiene N = M o N = R.

Si I es un ideal de R, dado que R es un grupo abeliano con la adicién, podemos
construir el grupo cociente R,/I el cual es aditivo bajo la operacién (r+1)+(r'+1) =
(r+1")+ I, para todo r,r" € R.

TEOREMA 15. Sean R un anillo y I un ideal de R. Entonces el grupo cociente R,/ I

es un anillo bajo la operacion:

(r+ D" +1) = (rr")+ 1.

Si R tiene unidad y es abeliano también R, I tiene unidad y es abeliano.
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Sean Ry S anillos, y f : R — S una funcién. Se dice que f es un homomorfismo de

anillos si, y solo si:

i) f(r+s)=f(r)+ f(s) paratodo r,s€ R.
ii) f(rs)= f(r)f(s) paratodo r,s € R.

Se usa la misma terminologia para monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo y
automorfismo de anillos como en la seccién de grupos, ahora por ejemplo un mono-

morfismo de anillo es un homomorfismo de anillo inyectivo.

EJEMPLO 3. Sean G y H dos grupos multiplicativos y f : G — H un homomorfismo

de grupos. Para todo anillo R, se tiene que:

f: R|G] — R[H]
Z?:N’igi ~ Z?:N“z’f(gi),

es un homomorfismo de anillos.

TEOREMA 16. Sea f : R — S un homomorfismo de anillos, entonces existe un
isomorfismo inducido por [ desde R,/ Ker(f) a Im(f), donde Ker(f) = {r €

R[f(r)=0s} y Im(f) = {f(r) [ r € R}.

2.2. Moédulos.

DEFINICION 17. Sea R un anillo con unidad. Un R-mddulo izquierdo es un grupo
abeliano aditivo M junto con una funcion R x M — M donde (r,m) — rm, tal que

satisface lo siguiente:

i) 1m =m para todo m € M.

ii) r(m-+n)= rm+rn para todor € R ym,n € M.
iii) (r+s)m = rm+ sm para todor,s € R ym & M.
iv) r(sm)= (rs)m para todor,s € Rygée M.

Un R-médulo derecho M es analogo al izquierdo, pero el anillo multiplica por la
derecha a M, y diremos solamente que M es un R-moédulo si, y sélo si M es un

R-médulo izquierdo y derecho a la vez o bien un R-bimddulo.
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EJEMPLO 4. Todo grupo abeliano G (aditivo) es un Z-mdodulo, bajo la accion del
anillo 7., dada por:

nm=m-+m-4+..+m.
~ >
n—uveces

Para todon € Z ym € M.

EJEMPLO 5. Si G es un grupo y R un anillo con unidad, entonces el anillo de grupo

R[G] es un R-mddulo, bajo la ponderacion:

7”27“191' = Z(”ﬁ)%-

Un R-moédulo M es finitamente generado por X C M si todo elemento de M puede
ser escrito como una R-combinacion lineal de elementos de algtin subconjunto finito
X de M, es decir, si m € M entonces m =rixy+ ... +rpxp parar, € Ry z; € X,y
se denota M = > Rx donde x € X o bien M = (X)g.

Sean M un R-médulo y N un subgrupo de M, se dice que N es un R-submdédulo (o
solo submédulo) de M si rn € N para todo r € Ry n € N. Todo R-mdédulo tiene
al menos dos submdédulos, el submédulo {0} y a si mismo, el submddulo {0} a veces

es escrito por 0.

Un médulo que tiene como submédulos tinicamente a si mismo y al 0 es un Mddulo

Simple. En particular un subespacio vectorial de un K-espacio vectorial V' es un
K-submodulo de V.

Si N es un R-submoddulo de M, dado que M es un grupo abeliano podemos construir
el grupo cociente M /N que es un R-médulo bajo la accién de R dada por r(m +
N)=rm+ N parar € Ry m+ N € M/N, de esta manera el R-médulo M N

es llamado mddulo cociente.

Sean N y L dos R-submddulos de M, la suma (interna) de N con L es definida

CO1mo:

N+L={n+Il|neN,lelL}

la cual es un R-submédulo de G bajo la accién r(n+1) = rn+rl € N + L para
todo r € R.
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Cuando N N L = {0} se dice que la suma N + L es directa y se denota por N & L.

La suma directa externa de N con L, es definida por:
N xL={(n,l)|ne N,leL},
la cual es un R-mddulo bajo la accién r(n,l) = (rn,rl), para todo r € R, también

escribimos N @ L en lugar de N x L.

Sean M y N dos R-médulos. La funcion f : M — N es un homomorfismo de

R-médulo o un R-lineal si, y sdlo si:

i) f(m+m')= f(m)+ f(m'); paratodo m,m' € M.
ii) f(rm)=rf(m); paratodor € Ry m e M.

Se usa la misma terminologia para monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo y
automorfismo de R-moédulos como en la secciéon de grupos, ahora por ejemplo un

epimorfismo R-lineal es un R-lineal epiyectivo.

Dos R-médulos M y N se dicen isomorfos si existe un isomorfismo R-lineal f : M —
N, y se escribe M =p N.

El kernel y la imagen de un R-lineal f : M — N se definen andlogos al de grupos,
y tenemos que Ker(f) :={m € M| f(m) = 0} es un submédulo de M y Im(f) :=
{f(m) | m € M} es un submédulo de N.

Con esto el teorema fundamental del homomorfismo de médulos es andlogo al de

grupos, es decir:

M/ Ker(f)=r Im(f).

Sea M un R-médulo (izquierdo), definimos el aniquilador de M como
Ann(M) :={r € R|rm =0 para todom € M}.

Podemos comprobar que es un ideal izquierdo del anillo R.

Sean R un anillo con unidad y M un R-médulo simple, para m € M no nulo

definimos:
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fm: R — M

T o= rm.

Tenemos que f,, es un epimorfismo R-lineal y que Ker(f,,) = Ann({m}), luego
R/ Ann({m}) =g M.
PROPOSICION 18. R I es un R-mddulo simple si, y sélo si I es un ideal mazimal.

TEOREMA 19. Sea R un anillo con unidad, entonces existe un ideal Rad(R) de R

tal que:

1. Rad(R) es la interseccion de todos los aniquiladores de los R-mddulos sim-
ples.

2. Rad(R) es la interseccion de todos los ideales mazimales de R.

El ideal Rad(R) es llamado radical de Jacobson del anillo R.

EJEMPLO 6.
1. Rad(Z) = 0.
2. Rad(Zg) = 27,/ 8.
3. Si K es un cuerpo entonces Rad(K) = 0.

TEOREMA 20. Sea R un anillo, entonces:
Si I es un ideal de R, entonces Rad(I) = 1N Rad(R).

LEMA 21. SCHUR’S
Cualquier homomorfismo distinto del nulo entre R-mddulos simples es un isomor-

fismo.

Un médulo M se dice semisimple si este es una suma directa de médulos simples.

LEMA 22. Sea M un R-mddulo semisimple, entonces todo submaodulo y modulo co-

ciente de M es semisimple.
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Un R-médulo M, se dice libre de rango n si, y sélo si,

MZrRx..XR.
N———

n—uveces

TEOREMA 23. Son equivalentes:

1. M es un R-mddulo libre de rango n.
2. Existe un subconjunto B de M tal que |B| = n que cumple lo siguiente:
i) M es finitamente generado por B.

ii) B es linealmente independiente, esto es que para todo r; € R,
rmy+ ... +r,m, =0

implica que r; = 0, donde m; € B para todo i € {1,2,...,n}.
3. Dado un R-modulo K y una funcion f: B — K, existe un unico homomor-
fismo de R-mddulos f: M — K tal que fvoi = f, donde v es la inclusion,

es decir, que el siguiente diagrama conmute:
B <& M

Yy
K

EJjemprLO 7. Todo K-espacio vectorial V' es libre de dimension n, en este caso se

dice dimension en lugar de rango. La dimension de V' se denota dim (V).

Si K es un cuerpo, entonces tenemos que la definicién de un K-mddulo corresponde
a la de un K-espacio vectorial. Si V' es un espacio vectorial sobre K, entonces el

grupo General Lineal GL(V') de V se define como el grupo:
GL(V) := Aut(V) = {f € End(V) | fes biyectiva},

es decir, el grupo formado por los K-lineales biyectivos (transformaciones lineales
biyectivas) de V' a V', donde la operacién binaria es la compuesta de funciones y el
elemento neutro es la identidad. Si V' es de dimensién n, entonces V' = K", luego
tenemos que el grupo GL(V) es isomorfo a GL(n,K), donde GL(n,K) es el grupo

multiplicativo de las matrices invertibles de n por n con entradas en K.

DEFINICION 24. Sean M, N, L tres R-mddulos, una funcion f : M x N — L es

R-bilineal st las funciones f1, y fom son R-lineales, donde:
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i) fin:M — L tal que m— f1,(m) = f(m,n) para cada n € N.
i) fom : K — H tal que k — fa,,(n) = f(m,n) para cada m € M.

PROPOSICION 25. Sean M y N dos R-mddulos. Entonces existe un R-mddulo T y

una funcion R-bilineal pn: M X N — T con las siguientes propiedades:

1. Dado cualquier R-modulo L y cualquier funcion R-bilineal f: M x N — L,
existe una unica funcion R-lineal ¢ :'T' — L tal que f = ¢pop, esto es que el

siquiente diagrama conmute:

M x N—&s T
b e
L

2. Si ezisten dos pares (T, ) y (T, 1) con estas propiedades, entonces existe

un unico isomorfismo R-lineal ¢ : T — T" tal que v o = p'.

Con esto el R-médulo T es llamado el producto tensorial de M y N, y es denotado
M ®r N o simplemente M ® N si no hay lugar a confusion. El producto tensorial

es generado por los elementos p(m,n) los cuales denotamos por m ® n.
PROPOSICION 26. Sean M y N dos R-mddulos, entonces:

1. MIN=ZNQM.

2. R M = M.

PROPOSICION 27. Sean R un subanillo de S y M un R-mddulo, entonces S ®@ M es

un S-mddulo bajo la accion s(s' @ r) = (ss' @r).

TEOREMA 28. Sean f : M — M' y g : N — N’ funciones R-lineales. Entonces
existe una unica funcion R-lineal f @ g: M @ N — M'® N’ tal que:

(f @ g)(m&n) = f(m) @ g(n).
3. Algebras

DEFINICION 29. Sea K un cuerpo. Un anillo R es una K-dlgebra si, y sélo si, se

cumple lo siguiente:
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1. R es un K-espacio vectorial.

2. k(rs) = (kr)s = r(ks) para todo r,s € R y para todo k € K.
EJjempPLO 8. K es una K-dlgebra.

EJEmMPLO 9. Si M, (K) es el anillo de matrices de orden n x n, entonces M,(K)
es una K-dlgebra, pues el escalar actia sobre las matrices multiplicando a cada
coeficiente de la matriz, es decir, si (a;;) € M, (K) entonces a(a;j) = (aa;j), para
todo o € K.

EJjeEmMpPLO 10. C es una R-dlgebra.

DEFINICION 30. Sea G un grupo y K un cuerpo, entonces el anillo de grupo K[G] es

llamado el dlgebra de grupo de G sobre K, y es una K-dlgebra bajo la accion dada

k(z ;i) = Z(kai)gi7

por:

donde k,a; e K y g, € G.

Si H es un subgrupo de G, entonces K[H] es un subanillo de K[G].

Sea R una K-algebra, una K-subdlgebra S de R, es un subanillo de R y es un

K-submédulo.

Un ideal de dlgebra de la K-algebra R, es un ideal del anillo R que también es un

K-médulo.

Se dice que la K-algebra R es simple si sus tnicos ideales son R y el {0}.

Se dice que la K-algebra R es semisimple si todos los R-modulos distintos del médulo

{0} son semisimples.
LEMA 31. La K-dlgebra R es semisimple si, y solo si, el R-modulo R es semisimple.
Un homomorfismos de K-algebras es un homomorfismo de anillos K-lineal, es decir,

si Ry S son dos K-algebras, entonces la funciéon ¢ : R — S es un homomorfismo de

algebras si, y sélo si, para todo r y 7’ € Ry todo k € K, se satisface lo siguiente:



21

El Ker(y) :={r € R|¥(r) = 0} es un ideal de dlgebra de Ry Im(¢) := {u(r) | r €
R} es un ideal de élgebra de S, con esto se mantiene el teorema del homomorfismo

para algebras, es decir, R/ Ker(1) es isomorfo a Im(v).



Capitulo 2

Representaciones de Grupos Finitos

En este capitulo, K es un cuerpo de caracteristica 0, G un grupo finito, V' un K-

espacio vectorial de dimensién n y GL(V') el grupo General Lineal sobre K.

1. Representaciones Lineales de Grupos Finitos

DEFINICION 32. Sea G un grupo. Una representacidon lineal (V,p) de G es un ho-
momorfismo p del grupo G al grupo GL(V'), es decir:

p: G — GL(V)
g ~ plg)=pg
tal que pgn, = pgpn, para todo g,h e G.

Se dice que el grado de la representacion (V) p) es la dimensién de V.

Sea (V, p) una representacion lineal de G. Un subespacio vectorial W de V' se dice
estable bajo G si, y sélo si, p,(W) = W para todo g € G, es decir, que para cada
w € Wy para cada g € G se tiene que p,(w) € W.

DEFINICION 33. Sea p : G — GL(V) una representacion lineal del grupo G. Se dice

que (W, p) es una subrepresentacion de (V, p) si, y sdlo si:

1. W es un subespacio vectorial de V.
2. W es estable bajo G.

Si los tnicos subespacios estables de V' son 0 y V, se dice que (V,p) es una re-
presentacion irreducible de GG, en caso contrario decimos que es una representacion
reducible.

22



23

TEOREMA 34. Sea p : G — GL(V) la representacion lineal de G en'V', y supongamos
que W es un subespacio vectorial de V' estable bajo G, entonces existe un subespacio
vectorial W' de V' que es estable bajo G, y ademas V =W & W'.

1.1. Representacion trivial. Sea G un grupo finito, la representacion trivial

de G' es un homomorfismo dado por:

1: G — GL(C)
g ~ ]]-g = 1@.

Con esto (C, 1) es una representacién lineal irreducible, ya que envia todo elemento
de G a 1¢, donde 1¢ es la identidad de GL(C), y a GL(C) lo podemos identificar

con C*.

1.2. Representacion regular. Sean G un grupo de orden n y V' un K-espacio
vectorial de dimensién n con base {e, | g € G}, la representacion reqular (V,p) de

G es dada de manera que, para cada g € G, se tiene que py(ep) = egpn, para todo
h e G.

Sean p: G — GL(V}) y 0 : G — GL(V3) dos representaciones del grupo G. Estas

representaciones son isomorfas si existe un K-isomorfismo lineal ¢ : V; — V5 tal que:
0,00 =¢op, paratodo g€ G.

DEFINICION 35. Sean p : G — GL(V) y ¢ : G — GL(W) dos representaciones
lineales del grupo G, tenemos que: La representacion suma directa del grupo G de
p con Y es

pdY:G—GLVaeW),
donde (p ® 1) y(v B w) = py(v) B Yy(w) para todo g € G.
DEFINICION 36. Sean p : G — GL(V) y ¢ : G — GL(W) dos representaciones

lineales del grupo G, tenemos que: La representacion producto tensorial del grupo
G de p con Y es

pRY:G— GLVRW),

donde (p @ 1) y,(v ® w) = py(v) ® Py(w) para todo g € G.
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TEOREMA 37. MASCHKE
Sea p: G — GL(V') una representacion lineal del grupo finito G, y V' un K-espacio
vectorial, entonces (V, p) es reducible y es una suma directa finita de representaciones

1rreducibles.

TEOREMA 38. Toda representacion irreducible del grupo G se encuentra en la re-

presentacion reqular.

TEOREMA 39. El numero de representaciones irreducibles de un grupo finito G es

igual al nimero de las clases de conjugacion de G.

Sea G es un grupo finito, si consideramos el algebra de grupo K[G], podemos ver
que hay un correspondencia entre médulos sobre el algebra de grupo y las represen-
taciones de grupo, es decir, que dada una representacién (V, p) de G, podemos darle
al K-espacio vectorial V' estructura de K[G]-médulo, del siguiente modo:

Zozgg'v ::Zagpg(v) ; ve W

gelG gelG

Reciprocamente, si V' es un K[G]-médulo, entonces V' es un K-espacio vectorial,
pues A := Mg € K[G], luego podemos definir la representacién (V,p) de G, dada
por p,(v) = gv, para todo g € Gy v € V, donde g es lineal, es decir, g € GL(V).

Con esto se tiene que el estudio de las representaciones de grupos finitos es equiva-

lente al estudio de mdédulos sobre algebras de grupo.

2. Representaciéon Inducida

Sean GG un grupo y H un subgrupo de G. A partir de una representacion lineal de

H se construird una representacién del grupo G.

Para lo anterior, sean p : G — GL(V') una representacion lineal de G, W un sub-

espacio de V' que es estable bajo H y R un sistema de representantes de G/ H.

Sea g € G, el espacio vectorial p,(W) depende solamente de las clases laterales

izquierdas gH, ya que si h € H, entonces p,p,W = psppW = p,W pues p,W = W.
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Denotamos el subespacio p,(W) := W, de V, para cualquier g € rH, donde r € R.

Con esto podemos definir lo siguiente:

DEFINICION 40. La representacion p : G — GL(V) es inducida por la representacion
0:H— GL(W), si V es igual a la suma directa de W,, r € R, es decir

V:@WT.

reR

Con esto tenemos:

dim(V) =" dim(p,(W)) = [G : H]dim(W),

r€ER

y denotamos por V =: Ind§W y p =: Ind%0, cuando (V, p) es la representacién de
G inducida por (W, 6).

Como vimos en la seccién anterior, una representacién lineal (V, p) de un grupo G,
es equivalente a un K[G]-mé6dulo, ahora mostraremos que la representacion inducida

es equivalente a un producto tensorial de modulos, del siguiente modo:

Sean H un subgrupo de G y L un K[H]-médulo, el producto tensorial de K[H]-

modulos
K[G] ®xu L == L,
es un K[G]-mdédulo inducido por L, bajo la accién:
alu®v) = (au ®v),

para todo o, u € K[G] y v € L.

Con esto, si el K[H]-médulo L es equivalente a (W, ) entonces el K[G]-médulo L
es equivalente a (V, p), donde V = Ind§W y p = Ind50.

TEOREMA 41. Sean H y K dos subgrupos de G, Ly un K[H]-mddulo y Lk un

K[K]-mddulo y para x € G, consideremos el grupo
P:=zHz 'NnK.
Entonces Lg) =2 ® Ly y Lk son K[P]-mddulos, y el K[G]-mddulo inducido

(LY ®kpy Li)C,
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depende solamente de las dobles clases HtK € H\G /K vy

L ® L =Y (L ® Lx)°,

TER

donde R es un sistema de representantes del doble cociente H\NG /K.

DEMOSTRACION. Referencia [8], cap 7 seccién 44. O

COROLARIO 42. Sean (Cy,1g) la representacion trivial de H y (Ck,1x) la repre-

sentacion trivial de K, entonces:

Ind§C @ IndfC =Y Indf((z®C)®C) =Y IndgC.

TER zER

Notamos que para este caso particular r ® C = Cuz.

3. Caracteres

Sean GG un grupo y f : G — C una funcién que es invariante bajo las clases de
conjugacién de G, es decir, f(gzg™t) = f(x) para todo z,g € G. A la funcién f se
le llama funcion de clase. El conjunto de todas las funciones de clase de un grupo es

un Z-médulo y mas aun es un K-espacio vectorial bajo la suma usual de funciones

y a(f) =af.
DEFINICION 43. Sea p : G — GL(V') una representacion lineal de un grupo finito
G. Se define el cardcter de la representacion p, como la funcion:
Xp: G — C
9~ Xpl9) =tr(py)

Donde tr es la funcion traza.

DEFINICION 44. Al cardcter x1 de la representacion trivial de G se le llama cardcter

principal de G, donde x1(g) =1 € C ; para todo g € G.

PROPOSICION 45. Sea x es el cardcter de una representacion (V, p) del grupo G de

grado n, entonces:

(i) Xp(l) =n.
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(ii) x,(g7) = x,(9) € C ; g € G, donde x,(g) es el conjugado de x,(g)
como numero complejo.
(iii) x,(tgt™") = x,(9); g,t € G, es decir, x, es una funcién de clase.

PROPOSICION 46. Si dos representaciones p y o son equivalentes entonces X, = Xo-

PROPOSICION 47. Sean p: G — GL(V) y ¢ : G — GL(V) dos representaciones del

grupo Yy Xp, Xy Su respectivos caracteres, entonces se tiene:

i) Xpay = Xp + Xo-
i) Xpew = Xp * Xop-

PROPOSICION 48. Sean H wun subgrupo de G y xg9 : H — C el cardcter de la

representacién (W, 0) de H. El cardcter de la representacion p = Ind%6 de G es:

xp: G — C

1
g ~ Xg(g)zm Z xo(hgh™")
hgh*lceH
he

EJEMPLO 11. Sea G = S3 el grupo simétrico, con la notacion de ciclos tenemos que

Consideremos el subgrupo generado por {(12)} el cual es ({(12)}) = Sy = {(1),(12)}.

Luego, el cardcter de S3 inducido por el caracter principal de S es:

1
s s X gt

fof~lesy
fess



Para o = (1), se tiene que:

1
X1, (1) = 3 Z Xas, (F(1)f7)
f)f~lesy
fess
1
= 5| 2 LU
ff=1esy
f€S3

1
= U+ l+1+14141)

= 3.
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Andlogamente calculamos el cardcter de los representantes de cada clase de conju-

gacion de S3 y obtenemos:

o | X, (o)

(1) 3
(12) | 1
(123)] 0

PROPOSICION 49. Sean G un grupo, p = Ind%0 y p' = Ind%0'. Si fijamos x € G,

entonces el subgrupo P = x 'Hx N K induce a una representacion de G, cual es

p" = Ind%0" y ademds

p pl o p//
XoXg = E AHKPXgr»
x€ER

donde agxp =|{x € R| 2 'HxNK = P}| y R es un sistema de representantes del

doble cociente H\G /K.

DEMOSTRACION. Aplicamos proposicién 47 del cardcter de la representacién

producto tensorial, el cual nos muestra que X,y = X,X, donde p y p’ son re-

presentaciones de algin grupo, y el teorema 41 del producto tensorial de modulos

inducidos. Es decir, si p = Ind$%0 y p' = Ind§0' son representaciones inducidas del

grupo G, entonces p ® p’ equivale a:

LG @ LG => (LY @ Li)°.

TER



Luego

_ o0 o
Xpzp = XoXor = E AQHKPXgrs
TER

donde p” = Ind$0" y P=2"'Hx N K.
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Capitulo 3

Sistemas de Coxeter

1. Sistemas de Coxeter

DEFINICION 50. El par (W, S) es llamado sistema de Coxeter finito si, y sdlo si, el

grupo W tiene una presentacion:
W= (5[ (ss')""),

donde mgs =1 y mgy € {2,3,4,...} sis#¢.

El grupo W es llamado grupo de Cozeter y el orden de S es llamado el rango de W'

En particular, la relacion m,, = 1 afirma que cada s € S es una involucion, es decir,

que (ss)! = s? = 1. También notamos que:

Mey =2 & 85'ss' =14 s = 5's.

Se dice que (W, S) y (W', S") son isomorfos si existe un isomorfismo de grupo
fW—=w,

que envie S a S’.

El sistema de Coxeter (W, S) es reducible si W = Wy x Wy vy S = S; ][5, tal

que los S; son distinto del vacié y generan los W; formando los sistemas de Coxeter

(W, S;) con i € {1,2}. En otro caso, se dice que el sistema de coxeter es irreducible.

EJEMPLO 12. El grupo Diedral es un grupo de Coxeter de rango 2, pues tiene una

presentacion:
D, = {51,580 | 57 =85 = (518)" = 1).

30
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EJEMPLO 13. El grupo de las simetrias del cubo Bs es un grupo de Cozeter de rango
3, pues:

Bs = (s1, $a, 53|(5132)3 = (3153)4 = (5253)3 =1; s% = s% = sg =1).

Este grupo de orden 48 actiia en R3, permutando los vertices del cubo, es decir:
By = {f € O(R) | F{(£1,£1, £1)} = {(£1, £1,+1)}},
donde O(R?) = {T € Aut(R?) |V x,y € R*, B(T(x),T(y)) = B(z,y) } y B es el

producto interno sobre R3.

EJempLO 14. El grupo simétrico S, = Biy({1,2,....,n}) es un grupo de Cozxeter
de rango n — 1, pues tiene como conjunto generador S = {(i i +1)|1 < i < n},

entonces los elementos s; := (i i + 1), satisfacen las siguientes relaciones
2 . . . .
s; =1, s;8; =558 con|i —j| > 1 y 881418 = Sit18:Si41 Vi, 7,

es decir, una presentacion de S, es:

2 . . .o
Sn=(S1]s; =1, s;s; =s58; conli —j| > 1 y ;8418 = Si+18:iSi41 V4, 7J).

En general los grupos de reflexiones finitos sobre un espacio euclidiano son sistemas

de Coxeter junto a su conjunto generador.

2. La Funcién Largo

Cada w € W puede ser escrito de la forma w = s155...s, con los s; (no necesariamente
distintos) en S. Si r es el menor niimero natural posible para el cual existen s; tales
que w = s183...5,, llamamos a r el largo de w, y lo denotamos ¢(w) = r € N. Es

decir, la funciéon largo es definida de la siguiente manera:

/: W — N

w o~ L(w) =T

Si w = $189...8, vy L(w) = r, esta expresién se dice reducida. Por convencidn,
((1) = 0, y cuando w = s;89...5, es reducida tenemos que ¢(s1sg...5,_1) = 1 — 1

y (S983...8,_1) =1 — 2, etc.
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EJEMPLO 15. El grupo simétrico de 4 elementos Sy = Biy({1,2,3,4}) es generado
por las transposiciones S = {(i i+ 1) | 1 < i < 4}, el 4-ciclo (1 4 3 2) puede ser
escrito usando la minima cantidad de generadores posibles de la forma (3 4)(2 3)(1 2)

y con esto se tiene que £((1432)) =¢((34)(23)(12)) =3.

LEMA 51. Sea (W,S) un sistema de Coxeter, para todo w € W y s € S se tiene

que:
i)lw)=1w=s€eSs.
i) L(w) = L(w™h).
iii) L(ww') < L(w) + (w')
) L(ww') > (w) — f(w)
v) l(w) —1 <Ll(ws) < Ll(w)+1
DEMOSTRACION.

i) Por definicién.

ii) Dado que w € W entonces si w = sj...s, donde ¢(w) =1y s; €S, tenemos

que wt = s,...51, luego £(w) < f(w™'), la otra desigualdad se obtiene de

(w™) < L((w™) 7).

iii) si w = s1...5, y W' = s]...8/

q’

/

entonces el producto ww’ = s;...5,815...5,

tiene largo a los mas p + q.

1 1,,,0—1

es decir L(ww'w'™") <
l(ww')+0(w'™1) pero L(ww' (w'™1)) = l(w) y £((w')~!) = £(w') reemplazando
tenemos (w) — {(w') < L(ww').

v) Usamos partes i) iii) iv) anteriores.

iv) Aplicamos parte del lema iii) al par ww’, w'~

O

TEOREMA 52. Sea w = s1...8, (8; € S) no necesariamente una expresion reducida.
Supongamos eziste t € S tal que ((wt) < l(w). Entonces existe un indice i para
el cual wt = s1...5;...8, (omitiendo s;). Si w es una expresion reducida entonces el
indice i es unico.

TEOREMA 53. PROPIEDAD DE CANCELACION DE MATSUMOTO Dado w € W, si

w = $189...8, Yy L(w) < r, entonces existen 1 <i < j < r tal que:

W = 81...84-.-Sj41---Sp-
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LEMA 54. Sean (W, S) un sistema de Coxeter, w e W y s,s" € S.

Si l(sws') < l(sw) y l(w) < L(ws'), entonces sw = ws'.

3. Subgrupos Parabdlicos

DEFINICION 55. Sean S el conjunto generador del grupo de Cozeter W, y J C S,

entonces definimos el subgrupo parabilico estandar Wy de W como:

Wy = (J)<W,

como &, S C S, entonces se tiene que Wy = {1} A Wg =W.

EJEMPLO 16. El grupo simétrico W = S3 = Biy({1,2,3}), es generado por el

congunto de transposiciones
S={(12),(23)}

Consideremos el conjunto

2% ={2.{(12)},{23)}.5}.

Entonces los subgrupos parabolicos estindares de Sz son:

1. Wy = {(1)}.
2. Wia2y ={(12), (1)}
3. Wisy = {(23), (1)}
4. Wy = Ss.

TEOREMA 56.
i) Para cada J C S. El par (Wy,J) es un sistema de Cozxeter.
ii) Sea J C S. Sea w = $1...s, una expresion reducida con los s; € S. Si
w € Wy entonces s; € J para todo i € {1,...,r}, ademds W;N S = J.
iii) La correspondencia entre J ~ W define una funcion biyectiva entre 2°

y la coleccion de subgrupos parabélicos estandares Wy de W.

DEMOSTRACION. Referencia [2] capitulo II, seccién 5.5. O
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4. Representacion Geométrica de W

En esta seccién veremos que un grupo de Coxeter W tiene una representaciéon como

un grupo generado por reflexiones en un espacio euclidiano.

Sean (W, S) un sistema de Coxeter finito de rango n y V' = R™ un R-espacio vectorial

con base {es|s € S} y con producto interno dado por B: V x V — R, tal que
).

Notamos que B(es, es) =1y B(es,eq) < 0si s # s'. Representamos a cada genera-

™

B(es,eq) = —cos(

Mgg

dor s € S como una reflexién en V| la cual es una transformacién lineal que envia
un vector distinto de cero a su negativo y deja fijo todos los puntos del hiperplano

ortogonal al vector.

La geometria sobre V' es impuesta de tal manera que el angulo entre e, y ey es

compatible con mgy. El vector eg es ortogonal a un hiperplano
Hy ={v e V|B(es,v) =0},
luego la recta generada por e, es el complemento ortogonal a Hy, es decir:
H, ® Re, = R",

donde dim(H;) = n—1, dim(Res) =1y Res = {res | r € R}.

Para cada s € S, definimos la reflexion en GL(V) como sy : V — V| tal que:

sy(v) = v — 2B(es, v)es.

Con la definicién anterior se tiene que sy (es) = —es v los elementos del subespacio
H, quedan fijos por sy. También vemos que si = 1y y que B(sy(v), syu) = B(v,u)
para todo u,v € V, esto nos muestra que todo elemento de GL(V') generado por los

sy preserva el producto interno B.

PROPOSICION 57. Ezxiste un tinico homomorfismo:

p: W —s GL(V)
s = p(s) =sy.
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Y ademds, el subgrupo p(W) de GL(V') preserva el producto interno B sobre V', o
de otro modo, p(W) es un subgrupo del grupo ortogonal O(V).



Capitulo 4

Algebra de Solomon

1. Sistemas de Representantes de Clases Laterales de W

PROPOSICION 58. Sean (W,S) un sistema de Cozeter finito y J, K C S. Cada
doble clase WywWyx € WANW /Wy posee un unico elemento x de largo minimo,
y ademds cada elemento en WiwWy tiene una expresion de la forma uxv donde

ue Wy, ve Wk, tal que:

l(uzv) = L(u) + (x) + L(v).

DEMOSTRACION. Supongamos que x € W;wW)}, es un elemento de largo minimo
m en la doble clase, y sea uxv otro elemento en la doble clase, donde u € W y
v E WK.

Sean u,v y x elementos de W tales que u € W; y v € Wg. Si el producto uzv es

una expresion reducida, entonces
((uzv) = l(u) + l(x) + L(v).

Dado que ¢(x) = m, entonces debemos tener que u = 1 = v entonces x = uzv. Ahora
consideremos la otra opcion, la cual es que el producto uzv no es una expresion

reducida, entonces aplicamos el teorema de la cancelacion, obtenemos
urv = u'x'v.

Donde v/, 2" y v’ son expresiones reducidas a partir de u,z y v respectivamente, y
mas ain, tenemos por el teorema de cancelacién que v’ € W; y v' € Wy, entonces
' € WyazWp con (x') < {(x), lo cual es una contradiccion pues = es minimo en la

doble clase, entonces = = 2’ y luego

ury = u'xv’.

36
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Por hipdtesis tenemos:
((u'zv") =m = ().

Entonces ' =1 =1 y por lo tanto v'zv" = x.

Por la propiedad de cancelacion de Matsumoto obtenemos que cada elemento de la
doble clase W;xWg lo podemos expresar en su forma reducida uxv donde u € W,
y v € W, entonces

l(uzv) = l(u) + U(x) + L(v).

0

Esta proposicién permite definir un sistema de representante del doble cociente
WAW Wk, tomando como representante de cada doble clase al elemento de largo

minimo. Lo llamaremos sistema de representantes distinguidos y lo escribiremos
)(Jkp
Notacién: Sea w € W, denotamos la doble clase de w como

(j(UO = WwWy € LLUN\JA///LVG(.

Ejempro 17. Consideremos J = {(1 2)} y K = {(2 3)} subconjuntos de S =
{(12),(23)} conjunto de transposiciones generador del grupo de Cozeter Sz, enton-

ces:

L C((1) = {(1), (12), (1 2)(23), 2 3)}.
2. C((132) ={(23)(12),(12)(23)(12)}.

por lo tanto Xy = {(1), (13 2)}, y verifica que W = C((1))[[C((1 3 2)).

Notacién: Consideremos X jx, cuando se tiene que J = &, se denota Xk en lugar
de Xyk, y denotamos X;' = {27! |z € X,}.

PROPOSICION 59. Para cada w € W, existen tinicos v € X y v € Wy tal que

w = 2av.

Ademds si v € Xgx yv € Wy se tiene que ((zv) = €(z) + L(v), y siz € X;' y
u € Wy, se tiene que L(ux) = l(u) + {(z).
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DEMOSTRACION. Aplicamos la Proposicién 58 y el hecho que W, = {1}.

Ahora sean w e Wy z € X}l entonces x~1 € X, luego w = x~'u donde u € W,
pero sabemos que ¢(z~!) = {(z), entonces la demostracién es andloga a la anterior

considerando que X ;5 = X jl. 0

PROPOSICION 60. X = X;' N Xk.

DEMOSTRACION. Seanz € X;'NXg yw € C(x) = WyaWp, entonces w = uzv
donde u € W; y v € Wg. Luego,

ulw = v vy wot = uz.
Por la Proposicién 59 tenemos que
Cutw) = L(z) + L) y Llwo ) = L(u) + (),
luego por las propiedades de la funcién largo se tiene que:

U(z) +L(v) < lw) +€(u) y L)+ {(z) < Lw) +L(v),

ahora sumando ambas expresiones obtenemos que f(x) < ¢(w), entonces = es de

largo minimo en la doble clase, por lo tanto x € X k.

Ahora sean * € X y w € Wz, entonces w = uxr = url € WyazWg, donde
u € Wy, por Proposicién 59 se tiene que {(w) = l(u) + ¢(x), luego ¢(x) < l(w),

entonces r € X]l. Anélogamente se tiene que r € Xk, entonces = € le N Xk.
Por lo tanto X = le NXg. O

TEOREMA 61. Sea x € X ji. Entonces

z Wiz N Wy =Wy, donde L=x"'JeNK.

DEMOSTRACION. Sea w € W ;xNWp, probaremos que w € W, y lo haremos
mediante induccién sobre ¢(w). La afirmacién es clara cuando ¢(w) = 0, asi que lo

haremos para ¢(w) > 1, siendo asi se tiene que K # @.

Si l(w) < l(ws) para todo s € K, entonces se tiene que w € Wy N Xk asi que
w = 1, y quedaria demostrado. Entonces sea s € K tal que ¢(w) > ¢(ws), como

w € x7'Wyx, podemos escribir zw = vz para algtin v € W.
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Dado que x € X ;i = X}l N Xk y por Proposicién 59 tenemos:

l(vzs) = L(zws) = l(x) + L(ws) < L(z) + L(w) = l(zw) = L(vx).

Sea ((v) =p y {(x) = q entonces escribimos

V=251...8 Y T = Spi1---Spiq>

donde si,...,8, € J ¥ Spi1, ..y Sprq € 5.
Por la Proposicién anterior tenemos ¢(vz) = £(v) + £(z).

Por Teorema de la cancelacién existe un entero j con 1 < j < p+ ¢, tal que
VTS = 51...5j...8p4q-
Si j > p tenemos:
VTS = 51...5p...5j...5p4qs

ahora cancelando v a ambos lados obtenemos:

TS = Spy1.--5j.--Sptq

y dado que C(zs) = C(x), se contradice la minimalidad de ¢(z). Esto obliga a que
J < p, asi que

VTS = 81...5j...5pT,
y de esta manera xsz~! € W;. Dado que s € Wy, la Proposicién 59 nos dice que:

L+l =l(ws™!) = (e ase™) = (™) + L(zsz™T),

entonces ((zsr™1) = 1, luego zsx~! € S, con esto vemos que xsx~t € SN W;, pero
por el Teorema 56 de los subgrupos parabdlicos tenemos que zsx™! € J y esto es
equivalente a que s € o~ 'Jx. Por lo tanto s € 27 'Jx N K = L. Ahora aplicamos

hipdtesis de induccién sobre el largo de w.

Si ws € x7 Wz N W entonces ws € Wy, de esta manera
w = (ws)s € Wr.
Esto completa la induccion y prueba que

ZE_IWJJJ N WK Q WL.
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Sea w € Wy donde L = v~ Jox N K. Luego w = s1...5, con s; € 2 ' Jr y s; € K,
para todo i € {1,2,...,r}. Entonces w € Wg, y ademds se tiene que:
-1 -1 -1 _ -1
TS1X T XSx .. XS LT = TS1S9...S._18,x € Wy,

lo es equivalente a que s155...s, € 7 'Wjx, pero s1s...s, = w, por lo tanto w €
%71WJ"L‘ N Wgk. [

Observacion: Para todo x € X i se tiene que, para todo z € W, existe un tnico

u € Wy, tal que ux € X]lz.

LEMA 62. Sean x € X i, 2 € W yu el tinico elemento de W tal que za= € X ju,
entonces:

X;'2N Xk NO(x) = {uz} ; dondeur € Xg,

y la interseccion es vacia si ur ¢ Xk.

DEMOSTRACION. Supongamos que X;'2 N Xk N C(z) # @.

Sea w € X;'2N X N C(x), por la Proposicién 58 se tiene que w = u'zv, donde
weWy, ve Wiy l(w)=~L0W)+(x)+ £(v). Siv+#1, podemos escoger un s € K

con {(vs) < {(v), entonces
l(ws) = L(u'zvs) < L(u') + 0(z) + L(v) = L(w),
lo que contradice el hecho que w € Xk. De esta manera v = 1. Entonces
w=u'r € X,z
lo que equivale a que zz~—! € X 4. Por la unicidad de u se tiene que u = u’ y luego

se tiene que w = ux, entonces X;'2 N Xx N C(x) C {ux}.

Si ur € Xk, entonces ur = uxrl € C(x) y por hip6tesis zz~! € Xju, por lo tanto

{ur} C X;'2N Xk NCO(x), esto completa la demostracion.

LEMA 63. Sean s € S, we W yz e X;.

Si l(ws) > L(w) y wsw™t € Wy, entonces {(zws) > L(zw).
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DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, es decir que £(zws) < ¢(zw) cuando
l(ws) > l(w) y wsw™ € W;. Sil(x) =py l(w) = q, luego

T =51...8p Y W= Spi1..-Spiqs
donde s; € S, entonces tenemos:
TW = S1...SpSpt1---Sptq-
Por hipdtesis sabemos que existe un entero j con 1 < j < p+ q, tal que
TWS = 81...5j...8p4q.
Si j > p entonces ws = Spi1...5;...5p14 contradice la hipétesis £(ws) > £(w).

Entonces si 1 < 5 < p, se tiene

TWws = $1...8;...8,w entonces rwsw '

= Sl"'SAj"'Sp'
Dado que z € X; y wsw™! € W), la Proposicién 59 nos da la contradiccién, pues:

p > U(s1...85...5,) = L(zwsw™") = l(z) + L(wsw™") > {(x).

DEFINICION 64. Sean (W, S) un sistema de Cozeter y w € W.
El conjunto
Asc(w) :={s € 5| l(ws) > l(w)},

es llamado ascendiente de w.

LEMA 65. Sean s € S, w € W yw' = sw. Si {(w') < L(w), entonces Asc(w) C
Asc(w').

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, entonces existe s’ € Asc(w) tal que

s' & Asc(w'). De esta manera tenemos:
lws') > L(w) > l(w') > L(w's") = (sws'),

asi que ((ws') > 1+ {(sws’), esto contradice las propiedades de la funcién largo.
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DEFINICION 66. Sean (W, S) un sistema de Cozeter finito y J, K, L subconjuntos de
S, se definen

Xy ={r € Xyx |z ' JzNK =L},

Cirkr = {C(I) | x € XJKL}.

LEMA 67. Sean z € W, L C Asc(z), x € Xk yu el inico elemento de W tal que
zx~l e Xu.

Siw = ux entonces w € X;'2N Xk y C(w) = C(x).

DEMOSTRACION. Dado que u € W, tenemos que C'(w) = C(x) pues
w = ur = uxrl.

Como zx~! € X u, entonces w = ux € XJ_lz.
Sélo queda demostrar que w € Xk y lo haremos por induccién sobre £(z2).

Para z = 1, 27! € X u si, y s6lo si, ux € le, pero por hipotesis = € X}l, luego

u = 1 por unicidad de x, luego w = r € Xg.

Ahora si £(z) > 1, entonces podemos escoger s € S fijo, tal que £(sz) < {(z). Sea
7' = sz, el lema anterior nos muestra que Asc(z) C Asc(z’) entonces L C Asc(z’).
Por la hipétesis de induccién escribimos z’x™! = yu’ € X/, donde y € X y

u' € Wy por induccién w’ € Xy, donde w' = u'x.

Supongamos que sy € X, entonces

1

2t =gt

= syu’,

asi que por unicidad de u tenemos que u = u’, de esta manera w = w’' y queda
demostrado. Ahora supongamos que sy € X, es decir existe s’ € J tal que £(sys’) <
((sy). Dado que y € X, tenemos ¢(y) < {(ys'), entonces por Lema 54 obtenemos

que sy = ys', y de esta manera

1

Y

= syu’ = ys'u'.
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Dado que s" € J tenemos que s'u’ € Wy, luego u = st/ y de esta manera
z=yur =yw y w=ur = sur=sw.
Supongamos que w ¢ X, entonces existe s” € K tal que {(ws”) < {(w). Luego
U(s'w's") < L(s'w').

Pero w' € Xy asi que (w') < ¢(w's”), luego nuevamente el Lema 54 nos dice que
w's” = s'w’. Esto puede ser reescrito como u'zs” = s'u/x y de esta manera

n,.—1 __

sz —1 7 /).

o (u s

Dado que 27! € X; vy 1 # o/~'s'v/ € W la Proposicién 59 nos muestra que no
podemos tener s”r~' € X, luego existe § € J tal que £(s"z713) < £(s"z7!) y por
propiedad de la funcién largo del inverso, tenemos ((sxs”) < ((xs"), y por otro
lado tenemos que z7! € X;y § € J, asf que £(z7!) < £(x7'5) es igual a tener que

l(x) < £(5z). Con todo esto podemos volver a aplicar el Lema 54, el cual nos dice

xs"” = 5x.

Ahora usando la hipétesis L C Asc(z), se tiene que
s"=x'rcarJrNK =L C Asc(z).
De esta manera ¢(z) < £(zs"). Pero
" " / /
28" = yws" = yuw' = ys'w = syw = sz.

Asi que £(z) < {(sz), contradiciendo nuestra eleccién de s. Por lo tanto w € Xk.

Esto completa la demostracion.

U

TEOREMA 68. Sean (W, S) un sistema de Coxeter y J y K subconjuntos de S. Para

w,z € W la aplicacién w — C(w) es una biyeccion de X;'2N Xk a Urcasers) Caxr.

DEMOSTRACION. Sean

fz: XJIZQXK — ULCAsc(z)CJKL
w —  C(w)
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yw e X;'2NXgyax € Xy con C(x) = C(w), el Teorema 61 nos dice que
C(x) € Cygrp donde L =z ' Jr N K y Wi = 27 'W,x N Wk, sélo queda probar que
L C Asc(z).

Dado que w € X]lz N Xgx N C(x) por el Lema 62 se tiene que que w = ux para
algin u € W;. Sea s € L =z 'Jr N K, tenemos que £(w) < {(ws) pues w € X y
s € K.Y ademas se tiene que

wswt =uzselut € uJuTt T W,

Aplicamos el Lema 63 a zw ™! en lugar de z, pues se cumplen todas las hipStesis del

lema, luego tenemos:
((z5) = L(zw tws) > L(zw  w) = £(2).
Esto implica que L C Asc(z), entonces f, esta bien definida, es decir

Im(f.) C U Ciker.

LCAsc(z)

Sean w,w' € X;'2N Xg y supongamos que C(w) = C(w').

Tomando z € X x N C(w), se tiene que w y w' € X;'2N X N C(x). Luego por el
Lema 62 tenemos que

X7 '2N X NO()] <1,
entonces w = w’, por lo tanto f, es inyectiva.
Finalmente mostraremos que f, es epiyectiva. Sea C' € Cygp con L C Asc(z), y
para algin x € X g, sean C' = C(x) y w el elemento de X}lz N Xk dado por el

Lema 67, entonces f,(w) = C(w) = C, con lo que obtenemos la epiyectividad de f,,

por lo tanto f, es biyectiva.

COROLARIO 69. Sea z € W, entonces:

LCAsc(z)
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DEMOSTRACION. Dado que X i, = {r € Xk | ™ 'Jx N K = L}, la igualdad

es inmediata por la biyectividad de f, pues las dobles clases son disjuntas.

LEMA 70.
z € Xy si, y sdlo si, L C Asc(z).

DEMOSTRACION. z € X, si, y s6lo si, para todo s € L, ((z) < £(zs)

luego L C Asc(z).

PROPOSICION T1. Sea (W, S) un sistema de Cozeter finito. Si K C S, sea

entonces:

Tyl = Z | X7 2N Xklz.
zeW

DEMOSTRACION. Dado que el grupo es finito, tenemos que
Tyg=wW1+ ...+ Wy,
con w; € Xy, paratodoi € {1,2,...,|J| =r}. Y
T = w)+ ...+ wy,
con w; € Xk para todo j € {1,2,...,|K| =t} . Entonces:

!/ / / / / !/
TjT = WiWy + W Wy + ... + W W, + Wawy + ... + W,wy + ... + WpW;.

Sea z = wawj & w;'

pares (w;, w}), con w; € X;y w; € X, el cual es |X;'2N Xg|. Es decir:

Ty = Z X2 N Xk|z.
zeW

O

z = w;-. Ahora el coeficiente de z en zjrg es el namero de
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TEOREMA 72. SOLOMON

Sea (W, S) un sistema de Cozxeter finito. Si K, J,L C S, sean

y ayrr el nuimero de elementos v € X i tal que = *Wiyx N Wy = Wy, entonces:

Tjrg = E AJjKLTL-

DEMOSTRACION.

ZGJKLIEL = Z |XJKL|$L

Le25

= Z | Xkl Z w

Le25 weXr,

= Z Z | Xkr|w

Le25 weXy

ZZ Z | Xrr|w

weW LCAsc(w)

= Z 1 X5 N Xk |w
weW

=T jrK.

O

EjempLO 18. Consideremos el sistema de Coxeter (S3,S) donde S = {(12),(23)}
y sean J = {(12)} y K = {(23)} en 25 = {{(12)},{(23)}, S,2}. Entonces
los sistemas de representantes distinguidos de los cocientes izquierdos para cada

subgrupo parabolico estandar son:

1. Xg = {(1),(12),(23),(123),(132),(13)} = S5 dado que cada clase en
W/{(l)} tiene un unico elemento.

2. Xy ={(1),(23),(123)}.

3. Xk ={(1),(12),(132)}.

1 Xs = {()}.
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Por el teorema de Solomon tenemos que:

TjTg = E AQJKLTL,
Le2s

donde
ajrr = | Xsko| = |{z € Xyx |27 Jz N K = L},

y ademds se tiene que Xy = X;'N X = {(1),(132)}.

Sea v € X = {(1),(132))}, calculando x={(1,2)}x N {(23)}, resulta:

({231 n{(23)} = 2.
(123){(12)}(132)N{(23)} = {(23)} = K.

Por lo tanto:

ryrg = (ajrs)rs+ (asks)ry+ (askk)Tx + (Ajke)To
| Xsksles + | Xuksles + | Xokkl|rrx + | Xiko|ts
= Ozg+0x;+ log + 12y = + 4.

Calculamos de manera andloga los otros productos y obtenemos (los de la columna

multiplican por la izquierda):

Ts Ty TK Tz

Ts | Ts L TK Ty

Tyl xy | s+ 25| X+ 2K | 3Ty

T | Tk | o+ T | Ty + 2K | 32y

Ty | Ty 3Ty 3T 624
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2. La Q-algebra de Solomon

El Z-médulo Y Zaz; generado por {x; | J € 25} es un anillo bajo el producto
ryjrg =Y asxrxy descrito en el teorema de Solomon, y en particular es un subanillo
del anillo de grupos Z[W].

De aqui en adelante denotaremos al Z-médulo Y Zz; =: A.

PROPOSICION 73. El Z-mddulo A\ es libre de rango |2°].

DEMOSTRACION. Dado que A es generado por {x; | J € 2°}, s6lo queda demos-
trar que este conjunto generador es linealmente independiente. Podemos caracterizar
a Xx como el conjunto de todos los z € W, tal que ¢(x) < {(zs) para todo s € K.

Sea
Y ={y e W | L(y) < l(ys)y l(y) > {(ys") para todo s € K,s' € S — K},

Entonces se tiene que:

Xy = ]_[ Y.

KCJ
Luego
Yk = E w,
weYg
y con esto tenemos que
T = E Y-
KCJ

Luego por la inversién de Mobious ([7], pdg 440), se tiene que
Yy = Z(—l)'K_J‘xK donde (—1)X=71" es la funcién de Mobious.
JCK

Dado que los Y; son disjuntos y los elementos y; son linealmente independientes

sobre Z, entonces también lo son los x ;. Por lo tanto A es libre. 0

Consideremos el Z-médulo Cy = {f : W — Z | f(w) = f(zwz"") para todo z,w €
W} de las funciones de clase de W, notamos que los caracteres de una representacion

de W pertenecen a Cly.
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Sea @y el caracter de W, inducido por el cardcter principal de W, el Z-mdédulo
3" Zp; generado por el conjunto {p; | J € 25} es un anillo, pues por la Proposicién
49 del producto de caracteres inducidos tenemos que @ pr = Leos GgkL@r. En

adelante denotaremos > Zp,; =: IB.

Dado que A\ es libre, existe una funcién Z-lineal 6 : A — B tal que 0(x;) = ¢,.

PROPOSICION 74. 6 : A — B es un homomorfismo de anillo.

DEMOSTRACION. Dado que @ es Z-lineal, tenemos que
O(zy+zk) =0(xs)+60(rk).

Sé6lo queda probar que O(x x) = 0(x;)0(zK).

(1) 9($J90K) = 0 (Z GJKLIL>

Le25

= Z aJKL‘g(xJ)

(2)
(3) = ZGJKLSDL
(4)
(5)

4 = QIPK

La igualdad (1) se tiene por el Teorema 72 de Solomon, la (2) pues 6 es Z-lineal
por hipdtesis, (4) por la Proposicién 49 y por ultimo la tercera y quinta igualdad se

tiene por la definicién de 6. O

2.1. Algebra de Solomon. El algebra de Solomon se obtiene al extender
el Z-médulo A a una Q-algebra mediante el producto tensorial de modulos, de la

siguiente manera:

Ag =A®Q=> Qu,.

Dado que |S| = n, el dlgebra de Solomon Ag, es una Q-subélgebra de dimensién 2"
del algebra de grupo Q[W] del grupo de Coxeter W.
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Por lo tanto, podemos identificar a A con A® Z y a IB con B ® Z subanillos de Ag
y Bg respectivamente. Entonces g = 0 ® 1 es un Q-homomorfismo de Q-algebras,

llamado el homomorfismo de Solomon el cual es una extension de 6.

Lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

it Ao Ag
10 1 0o
7. B < IBg

donde 7 y 4’ son inclusiones.

2.2. El Kernel de 6g.

DEFINICION 75. Si J es un subconjunto de S, definimos c; como el producto de todos
los elementos de J, tomados en algin orden fijo. Es decir, si J = {s1,S2,..., 5.},

entonces
CJ = Sa(1) " Sa(2) " -+ " So(r),

para algin o € S,.

LEMA 76. Sean c; y ¢; dos productos de todos los elementos de J, tomados en algin
orden fijo, pero con diferente orden uno del otro, entonces c; y ¢; son conjugados,

es decir, pertenecen a la misma clase de conjugacion.

DEMOSTRACION. Ver Referencia [2], capitulo 1, seccién 3.16. O
DEFINICION 77. Sea
Alx) :={w e W | Ker(l —wy) 2 Ker(l —zv)},

donde wy denota la correspondiente transformacion lineal sobre el espacio vectorial

V' de dimension |S|, 1 = 1y denota la transformacion lineal identidad y
Ker(1—wy)={veV|(Q—-wy)(v)} ={veV]wy(v) =0}

Es decir, Ker(1 — wy) son los puntos fijos de wy .
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PROPOSICION 78. Para todo x € W se tiene:

1. A(z) es un subgrupo de W.
2. Siw € A(z) entonces A(w) es subgrupo de A(x).
3. A(wtzw) = wrA(x)w para todo w € W.

DEMOSTRACION.
1. Tenemos que 1 € A(x) pues Ker(ly — 1y) = Ker(0) = W. Ahora si w y

w' € A(x), entonces:
Ker(1—wy) 2 Ker(1 —xy) y Ker(1 —wy,) 2 Ker(1l — xy).

Luego, para todo v € Ker(1 — zy) tenemos que wy(v) = vy wy,(v) = v,y

dado que wy (v) = v, esto implica que wy,' (v) = v, entonces:

wy' 0wl (v) = wy' (wy (v) = wy ' (V) = v,

de esta manera, v € Ker(1 — (w™'w')y), luego w™w’ € A(x), por lo tanto

A(x) es un subgrupo de W.
2. Sean w € A(z) y w' € A(w), luego

Ker(l —wy) 2 Ker(l —wy) 2 Ker(1 — xy),

entonces w’ € A(z), por lo tanto A(w) C A(z).
3. Sea z € wA(x)w, luego z = wlyw, con y € A(z).
Para v € Ker(l — w™'zw) tenemos (w™'zw)y(v) = v lo que implica
zy(wy (v)) = wy (v), es decir, wy (v) € Ker(1—xzy), pero dado que Ker(1 —
zy) C Ker(l — yy) tenemos que yy(wy(v)) = wy(v) lo que equivale a

(wlyw)y(v) = v esto es 2y (v) = v, luego v € Ker(1 — zy/), por lo tanto

Ker(1—zy) D Ker(l — (w™taw)y,

y con esto se tiene wtA(z)w C A(wlzw).

La otra contencién se tiene del hecho que w™lA(z)w C A(w lazw) y
haciendo el cambio de variable a # = zuz™! y a w = 27!, obtenemos
2P A(zuzt)2 C A(u) lo cual equivale a A(zuz™!) C zA(u)z7!, lo cual com-

pleta la demostracion.
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LEMA 79. Para todo J C S se tiene que A(cy) = Wj.

DEMOSTRACION. Sean H,, el hiperplano de V fijado por la reflexién sy y

H, = (\H..

seJ
Dado que cada s € J fija un Hj, el argumento dado en la Referencia [5] (seccién 2,

lema 2), nos muestra que

K€7’(1 - (CJ)V) = HJ.

Notamos que para todo w € Wy u € Hj, tenemos que wy (u) = u si, y sblo si,
w € Wy. Seguido de esto obtenemos A(c;) = W, Referencia [2] capitulo I, seccién
1.12 . U

LEMA 80. Sea J, K C S. Sicy es conjugado a un elemento de Wy, entonces Wy es

conjugado a un subgrupo de Wi .

DEMOSTRACION. Por hipétesis tenemos que
wreyw € Wy para algin w € W.
Luego por Lema 79, tenemos:
w Wiw = w A(ey)w = A(wteyjw) C A(ek) = Wk
U

TEOREMA 81. El Kernel de 6 : A — B es Y, . Z(x; — vk), tal que J,K C S,
donde J ~ K si, y solo si, Wy es conjugado a Wi en W. Ademds

Ker(fg) = Z Q(zs — k) = Rad(Ag),

J~K

donde Rad(Aq) es el radical de Jacobson del anillo Ag.

DEMOSTRACION. Probaremos las siguientes inclusiones:

> Qs — 2x) € Rad(Ag) € Ker(fg) € Y Q(zy — k).
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Sea p la representacién regular del dlgebra de grupo Q[W]. Para J,L C S,y w € W,

tenemos:
Tjxy = E QjLMTM -

Dado que 1 € X, para todo M C S, luego tenemos que:

ZGJLM = |WAW /W],

de esta manera:

Xo(wswn) = Xo(D_ asrnnr) = [W|IWANW /Wi,

decir que W es conjugado a Wy en W es decir que existe un z € W tal que
2W ;21 = Wi. Entonces C +— zC' es una biyeccién desde W \W /Wy a W N\W /W7

Asi que por lo tanto tenemos

WANW /W] = [WiX\W /Wy

Luego concluimos que x,((z; — zx)zr) = 0. Dado que los elemento x, generan Ag
con L C S podemos afirmar que x,((z; — 2x)a) = 0 para todo a € Ag. Dado que
p es fiel(inyectiva) y que Q[IV] es semisimple y contiene todas las representaciones
irreducibles, se tiene que z; — xx € Rad(Ag). De esta manera tenemos la primera
inclusién

Z Q(zy — k) € Rad(Ayg).

J~K

Dado que 6g(Ag) C Bg y la caracteristica de Q es 0, entonces Og(Ag)es semisim-
ple. Luego por el Teorema del homomorfismo Ay, Ker(fg) es semisimple, de esta
manera Rad(Ag) C Ker(fg).

Para la ultima inclusion, notemos la relacion de equivalencia sobre los subconjuntos
de S, dada por J, K C S escribimos J ~ K si, y s6lo si, W es conjugado a W, en
Ww.

Sean Ji, Js, ..., J, los representantes de cada una de las clases de equivalencia y los

enumeramos de la manera que cumple con:

|WJ7"| <..< |WJ1’7



54

y en adelante escribiremos: W; := W, ¢; := ¢, v ¢; := cy,;, donde ¢; es el caracter

principal de W;,.

Sea a € Ker(fg) entonces

a:ZquJ, donde ¢; € Q.

Je2s
Dado que los caracteres son constantes bajo las clases de conjugacion, tenemos que,

si J ~ K entonces ¢; = @, con esto tenemos que:

XT: (Z %‘) i = 0.

i=1 \J~J;

Si podemos probar que ¢, ..., ¢, son linealmente independiente sobre QQ, entonces

por la expresién anterior tendriamos que Z q; =0y luegoa € Y Q(z;—zk), con
T
lo cual completariamos la ultima inclusién.

Supongamos entonces que tenemos una relacién y;_, Lip; = 0, donde I; € Q. Ar-
gumentaremos que /; = 0 por induccién sobre 7. Supongamos que hemos mostrado
que

li =..=1j-1 =0 paraalginj>1,

entonces:

Zli%(cj) =0.

i2]

Supongamos que ¢;(c;) # 0, para algin ¢ > j. Dado que el cardcter inducido es
constante sobre las clases de conjugacion, se tiene que c¢; es conjugado a un elemento
de W; y por el Lema 80, tenemos que W; es conjugado a un subgrupo de W;, en
particular |W;| < |W;], pero como i > j entonces |W;| < |W;| por nuestra eleccién
de numeracién hecha antes. De esta forma |W;| = |W;|, asi que W; es conjugado a

W; y luego j = . De esta manera
Lipi(e;) =0,
pero ¢; € W, asi que ¢;(cj) # 0. Con esto tenemos que [; = 0, y esto prueba me-

diante la induccion la ultima contencion, por lo tanto se tiene la segunda afirmacion

del teorema.
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Podemos ver que también prueba que Ker(f) C > Z(x; — xk). Sea a € Ker(f)
entonces a € Ker(fg) v luego las contenciones probadas anteriormente nos dice que
Ker(fg) es generado sobre Q por los elementos x; — x;,, donde ¢ € {1,...,r} y

J ~ J;, de esta manera podemos escribir:

T

a = Z Z qs(r; —x7),

i=1 J~J;

donde ¢; € Q. Dado que a € A y los elementos x; con J C S son una base con

escalares en Z en A, entonces tenemos que q; € Z y esto completa la demostracion.
O
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