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Introducciéon

La presente tesis esta sobre las bases de la teoria de representaciones de grupos finitos.

A continuacién entregaremos un resumen de cada capitulo del trabajo hecho. K representa
un cuerpo finito con ¢ elementos (¢ potencia de un nimero primo).

En el primer capitulo entregamos las herramientas generales y necesarias para poder desa-
rrollar los problemas planteados en los capitulos posteriores.

En el capitulo 2, tratamos de dar una respuesta al problema de encontrar modelos para
algunas representaciones irreducibles del grupo G = GLy(K) que aparecen al descomponer
la representacién natural de G, asociada al conjunto X = G/H, donde H es el subgrupo
de matrices diagonales de (G. La tarea sera descomponer la representacion natural asociada a
X, desde un punto de vista geométrico, esto es encontrando las G-érbitas en X? con el fin
de obtener alguna parametrizacién de los operadores de entrelazamiento asociados a L?*(X),
necesarios para descomponer dicha representacion, en forma coherente.

Un hecho importante de hacer notar, es el siguiente:

Sea

X ={({u), (v)) | {u,v}linealmente independiente}

G actia por coordenadas sobre X. Como esta accion es transitiva y el estabilizador del

punto ({e1), (es)) es
a 0

nuestro conjunto X = G/H lo podemos pensar y ver como el conjunto de pares de rectas
distintas, lo cual es un gran aporte para el trabajo de encontrar las G-érbitas en X?2. Esto
ultimo serd entregado en general en el final del capitulo 4.

Un elemento notable es el nimero llamado razén exterior (anarmonica), asignado a los
elementos (I,10s,13,1;) en X x X, tal que [{l1,ls,13,04}| = 4. Este nimero, como veremos,
parametriza a las G-6rbitas en X? méas complicadas. Ver teorema 26.

En el capitulo 3, via trabajo de caracteres, encontramos una descomposicion en irreducibles
de la representacién natural, asociada al conjunto cociente X, del grupo G. Para obtener esta
descomposicion con las respectivas multiplicidades, usamos la tabla de caracteres irreducibles
del grupo G y también el caracter de la natural asociada a X . Este capitulo es complementario al
segundo, pues entrega todas las representaciones irreducibles de G' que aparecen al descomponer
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INTRODUCCION 3

la representacion natural asociada a X, asi como su multiplicidad, y en particular de las cuales
no se encontro un modelo en el capitulo 2. Ver Teorema 36.

El capitulo 4 y final tiene dos partes. La primera de ellas, de igual modo como en capitulo 3
esta amparado por la teoria de caracteres. Este trata sobre la decomposicion de la representacién
natural de G = G L3(K), asociada al conjunto cuociente X = G/H, donde H es el subgrupo
de matrices diagonales de G. Veremos cuales son las representaciones irreducibles del grupo G,
y sus respectivas multiplicidades, que aparecen en dicha descomposicion.

Una herramienta importante de uso para nuestro objetivo serdn, en este capitulo tal como en
el capitulo 3, las respectivas tablas de caracteres irreducibles, es decir, los caracteres asociadas
a cada representacion irreducible de grupo GLo(K) y GL3(K) respectivamente.

La segunda parte de este capitulo final, serd entregar una férmula para el valor del caracter
asociado a la representaciéon natural del grupo G, = GL,(K), asociada al conjunto cociente
X, = G,/T,, donde T, es el subgrupo de matrices diagonales de GG,,. Como veremos este va-
lor es distinto de cero, sélo en los elementos diagonalizables de G,,, y serd calculado en los
representantes de las clases de conjugaciéon de G,,. Ver Teorema 42.

Un resultado final, que por su simpleza no pierde su fuerza ni tampoco su belleza, es la
entrega de una férmula que permite calcular la dimensién del algebra de entrelazamiento de la
representacion natural p del grupo G, asociada al conjunto cociente T,,. Ver Teorema 43.



CAP{TULO 1

Preliminares

1. Accién de Grupo

Sean G un grupo finito y X un conjunto. Se dice que G actia sobre X o que X es un
G-espacio si y solo si existe una funcién.
GxX — X
(o,2) +— o-x,
donde 0 € G,z € X, y ademas cumple las siguientes propiedades:

1.g-(h-z)=(gh)-x.
2.e-x=ux.

OBSERVACION 1. Notemos que una accién define una relacién de equivalencia en X dada

por:

(1) z~y e (3g€CG)(g-z=y)
Teniendo presente esta relacion, entregamos las siguientes definiciones:

DEFINICION 1. Orbitas o Clases de un elemento x €X :

O, = {yeX|(FgeG)g-r=y)}={9-2|geG}= [z]

Sea ~ una relacion de equivalencia sobre el conjunto X. Un subconjunto S de X es un
sistema de representantes para ~ si y solo si cumple con.
l.s b r Vs, res.
2. Vze X)(TseS)(x~s).

OBSERVACION 2. Dado un sistema de representantes I para la relacidn de equivalencia (1)

tenemos.

DEFINICION 2. Sea G un grupo y X un conjunto donde G actiia, el estabilizador de un

punto x € X es:
Stab, ={geG|g -z =1z}

4



2. ESPACIOS VECTORIALES 5

PROPOSICION 1. Sea G un grupo y X un G-espacio tenemos:

a)
Stab, < G

b)
¢: G/Stab, — O,

(9] +— d([g]) =g =
¢ es una funcion biyectiva

c) SiG es finito entonces.

G| = 0| |Stab,|.

DEFINICION 3. Sea G un grupo y X un G-espacio. G actia transitivamente en X o la
accion es transitiva si y solo si existe una sola orbita, o de otro modo:

(Vo,y € X)(Fg € G)(g9-z=y)

2. Espacios Vectoriales

DEFINICION 4. Sea X un conjunto no vacio definimos el siguiente conjunto.
CX={f:X — C| fes funcion }.

PROPOSICION 2. Sea X un conjunto no vacio.

1. CX es un C-espacio vectorial.
2. Si X es un conjunto finito entonces una base para CX es {0,}zex formada por los
siguientes elementos.

1 st T =1y
0. (y) :=
) {0 sixF#y

Ademds la dimension de CX es igual a | X|.

OBSERVACION 3. Dado G un grupo y X un conjunto donde actia G, podemos transportar
la accion al espacio vectorial CX, es decir, CX es un G-espacio, del siguiente modo:
GxC¥ — CX
(9.f) v+ g-f

donde ¢ - f esta definido por:

g-f: X — C
x — (9 f)@)=flg™" =)



3. REPRESENTACIONES 6

PROPOSICION 3. La funcién definida por:

pg: C¥ — CX
for— pf)=g-f

es una transformacion lineal biyetiva
PROPOSICION 4. Sea X un conjunto finito entonces
CcX ~ kXl

donde el isomorfismo esta dado por:

T: C*¥ — cl
[ (f(0)iex
OBSERVACION 4. El isomorfismo anterior nos permite considerar el siguiente Producto

Interno sobre CX. Considerese para este efecto X un conjunto finito, con lo cual el Producto
Interno esta dado por.

(,) :CX¥XxCX¥ — C -
(f,9)  — {(f,9) = % Zsex f(2)9(2).
CX con (, ) se denota por L*(X) o bien L*(X) = (C* , ( , )).

3. Representaciones

DEFINICION 5. Sea G un grupo y V' un C-espacio vectorial, se dice que (V,p) es una
representacion (lineal compleja) de G si y solo si .

p: G — Aut(V),

es un homomorfismo de grupos

Si no hay lugar a confucion, aludiremos a la representacion de un grupo G solo mencionando
el espacio vectorial V' en cuetion o al homomorfismo p.
Ademas diremos que el grado de la representacion (V) p) es la dimension del espacio V.

DEFINICION 6. Sea G un grupo y (V,p), (W,o) dos representaciones de G. Diremos que
p ~ o (son isomorfas) si y sdlo si existe un ¢ un C-isomorfismo de espacios vectoriales de V
en W que cumple con lo siguiente:

(Vg € G) (o409 =¢op,)



3. REPRESENTACIONES 7

3.1. Construcciones Genéricas. Sean (V,p) y (W, o) dos representaciones del grupo
G. Definiremos las siguientes representaciones de G.
1. Representacion suma directa

pdo: G — Aut(Vae W)
g — (p@a)

(pBo)y: VoW — VaeW
v+ w — (p®o)(v + w)

de donde (p @ 0)y(v + w) := py(v) + o4(w)
2. Representacién producto tensorial.

pRo: G — Aut(Ve W)
g — (p@a),

La definiremos en los generadores de V @ W.

(pR0o)y: VW — VoW
v W (pB0)0 © )

de donde (p®@0),(v ® w) = py(v) @ o4(w)
3.2. Representacion Natural. Sea G un grupo y X un G-espacio. Recordemos que
L*(X) es también un G-espacio.
DEFINICION 7. Sea g € G, definimos la siquiente funcidn.
pg: C¥ — CX
fo— pg(f) =g-f
con,
g-f: X — C
z — (9 f)x)=flg"2).
PROPOSICION 5. Sea p la funcion definida del siguiente modo.
p: G — Aut(L*(X))
g = Py
entonces p es un homomorfismo de grupos.

(L*(X) , p) se llama Representacién Natural de G, asociada al G-espacio X.

OBSERVACION 5. Recordando observacion 3, la accién transportada corresponde a la re-

presentacion natural.



4. PRODUCTO INTERNO INVARIANTE 8

3.3. Representaciones de un grupo ciclico.

PROPOSICION 6. Toda representacion irreducible de un grupo finito abeliano es 1-dimensional.
Mads atin st G es un grupo ciclico generado por a, de orden n, entonces para toda o represen-
tacion irreducible de G se tiene que a(a) = r, donde r es una raiz n-esima de la unidad.

3.4. Subrepresentacion.

DEFINICION 8. Sea (V, p) una representacion del grupo G. Se dice que (W, p) es una subre-
presentacion de (V, p) si y sélo si :
1. W<V
2. pg(W) CW,vg € G.

OBSERVACION 6. Si (W, p) es una subrepresentacion de (V, p) entonces tenemos que (W, p)
es una representacion del grupo G.

DEFINICION 9. Se dice que (W, p) es una representacion irreducible de G si y sdlo si , no
existe subrepresentacion propia de (W, p), en caso contrario se dice que la representacion es
reducible.

También definimos G como el conjunto que esta formado por todas las representaciones irre-
ducibles de G.

4. Producto Interno Invariante

DEFINICION 10. Sea (V, p) una representacion de un grupo G y { , ) un producto interno
sobre V', se dice que este producto interno es invariante por la accion de G si y solo si ocurre
lo siguiente:

Cpalu), py(v) ) = (u,v) Yuu e Vi Vg € G

PROPOSICION 7. Sea (V, p) una representacion (con producto interno invariante) del grupo
G y (U, p) una subrepresentacion de (V, p), entonces (UL, p) es una subrepresentacién de (V, p).

OBSERVACION 7. Sea (V,p) una representacion de un grupo G y (U, p) una subrepresen-
tacion de (V, p). La proposicion anterior nos entrega una manera de construir una nueva su-
brepresentacion es decir, encontrar el subespacio ortogonal de U, mediante un producto interno
invariante por la accion de G.

PROPOSICION 8. El producto interno de la representacion natural L?(X) del grupo G finito
dado por.
(,) :CX¥XxCX¥ — C
(f,9) = {f,9) = 1 Luex [(@)g(@).

es G-invariante.



5. OPERADORES DE ENTRELAZAMIENTO 9
5. Operadores de Entrelazamiento

Sean (V, p), (W, o) dos representaciones del grupo Gy ¢ : V. — W un endomorfismo. Se
dice que ¢ es un operador de entrelazamiento de p con o si y sélo si

(Vg € G)(og0 ¢ =¢opy)
NOTACION 1. Homg(V,W) ={¢:V — W | ¢ es un operador de entrelazamiento }.
SiV =W, Homg(V,W) = Endg(V).
OBSERVACION 8. Homg(V, W) tiene una estructura de C-espacio vectorial.

PROPOSICION 9. Sea (V, p) una representacion de G, ¢ € Endg(V) y W el espacio propio
asociado al autovalor A del operador ¢ entonces.

pg(W)C W, VgeGqG,
es decir, (W, p) es una subrepresentacion de (V, p)
PROPOSICION 10. Si ¢y, ¢o € Endg(L*(X)) tenemos que ¢y o ¢y € Endq(L*(X))

DEFINICION 11. Sea ¢ € End(L*(X)), y [¢]s = (a;;) la matriz asociada a ¢ respecto de
B, donde B = {6, | x € X}. Se define la siguiente funcion.

K: XxX — C
(4,4) +— K(i,7) = aij,
llamada funcion de coeficientes matriciales, que es unica para cada ¢.

DEFINICION 12. Sea X un conjunto donde actia G, se define el conjunto de los nicleos

N(X,G)={K: X xX —C|(Va,y € X)(Vg € G)[K(g9-2,9-y) = K(z,y)]},

OBSERVACION 9. N(X,G) tiene una estructura de C-dlgebra, dada por:
i) (K+L)(z,y) = K(z,y)+ L(z,y).

i) (aK)(xy) = a(l(z,y)).
iti) (K *L)(z,y) = ;{K(:E,z)L(z,y).

Con K,L € N(X,G)y aeC.

PROPOSICION 11. Sea X un conjunto donde el grupo G actia. Dado I un sistema de re-
presentantes para la accion de G en X x X. Entonces una base para N(X,G) es la formada

por los siguientes elementos.
K,: XxX — C

(z,y) +— K.(z,y) ::{(1) si (z,y) € O;

si (x,y) ¢ O,,



5. OPERADORES DE ENTRELAZAMIENTO 10
donde z € 1.

PROPOSICION 12. Sean G un grupo y X un conjunto donde actia G. Ademds ¢ € End(L*(X))

y K4 la funcion de coeficientes matriciales asociada a ¢ entonces.
¢ € Endg(L*(X)) siy sdlo si Ky € N(X,G).
donde ¢(0,) = > Ky(y,x)d,

yeX

PROPOSICION 13. Sean G un grupo y X un conjunto donde actia G, entonces

Vi NX,G) — Endg(L*(X))
K — oK)= oéx.

donde Vi (6,) = > K(y,x)d,, es un isomorfismo de espacios vectoriales.
yeX

OBSERVACION 10. Los dos Lemas mds importantes de la Teoria de Representaciones de
Grupo son los siguientes:

1. Lema de Schur.
2. Lema de Maschke.

LEMA 1. (Schur) Sean G un grupo y (V. p), (W, o) dos representaciones irreducibles de G.
Entonces

1. VW & Homg(V,W) ~C.
2. VAW < Homg(V,W) = {0}

Enunciaremos dos teoremas antes de dar a conocer al lema de Maschke

TEOREMA 14. Sea G un grupo finito, y (V, p) una representacién de G entonces existe un
producto escalar { | ) sobre V' que es G-invariante, es decir:

{ pg(u); pg(v) ) = (u,v ) Yu,v eV, Vg eG.

TEOREMA 15. Sea G un grupo, (V, p) una representacion de dimension finita de G y (W, p)
una subrepresentacién de (V, p) entonces existe (W=, p) subrepresentacién de (V, p) tal que:

V=wWaoWw.

LEMA 2. (Maschke) Sea G un grupo entonces toda representacion de G es suma directa
de representaciones irreducibles.

TEOREMA 16. Sea G un grupo y (V, p) una representacion de G, tal que
V =mW; ®@maWsy - - ®&m, W,
Wi £ W; y Wi irreducible Vi, j € {1,2,---,r}, entonces
dime Homg(V,V) =m3 +mi+ - +m?

re



6. CARACTERES 11
6. Caracteres

DEFINICION 13. Sea G un grupo y (V, p) una representacion de G de grado finito. El cardcter
X, de la representacion (V, p) es funcion definida por:

Xp: G — C
9 Xolg) :=Tr(py).
OBSERVACION 11. Sea G un grupo y C(G) = {f : G — C| flgzg™) = f(x)}.

Tenemos que C(G) es un C-espacio vectorial y hereda el producto escalar de L*(G).

OBSERVACION 12. Sea G un grupo. Una base para C(G) es la formada por los siguientes

1 sixzeC
0, =
c(2) {o sizdC.

elementos.

donde C' es una clase de conjugacion de G.

OBSERVACION 13. El cardcter asociado a una representacién de un grupo es una funcion
de clase, es decir, es constante sobre las clases de conjugacion del grupo.

TEOREMA 17. Sea G un grupo. Los caracteres asociados a cada representacion irreducible
de G forman una base ortonormal de C(G). Ast, la dimension de C(G) es la cantidad de
representaciones irreducibles en G o el cardinal de G.

COROLARIO 1. Sea G un grupo y (V, p) una representacion de G entonces.

(V. p) es irreducible = ( x, , X, ) = 1
COROLARIO 2. Sea G un grupo, (V, p) una representacion de G tal que
V=mW &mWsy - - ®me, Wy, &me,Ws, - - B mg W,_,
donde W; 2 W; y W, irreducible Vi, j € {1,2,--- r}.
{ Xor s Xp) = Moy
COROLARIO 3. Sea G un grupo y (V, p) una representacion de G tal que,
V =m Wy ®@ myWs - - - &m, W,
donde W; 2 W; y W; irreducible Vi, j € {1,2,---,r} entonces,
(Xp s Xp) = mi+mj+---+mi
COROLARIO 4. Sea G un grupo y (V,p), (W, o) dos representaciones de G entonces

P~ 0 <= Xp = Xo
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OBSERVACION 14. Sean G un grupo y (V, p),(W, o) dos representaciones irreducibles de G

con X, Y Xo los caracteres asociados a cada representacion respectivamente. Por el teorema 17

)1 s VW (p~o)
0o X">_{ 0 si VEW (poto)

PROPOSICION 18. Sea G un grupo y X un G-espacio. Consideremos la representacion
natural (L*(X), p) de G, entonces,

Xol9) =z e X | g-2 = =z}

tenemos lo siguiente.



CAP{TULO 2

Modelos de Representaciones de GLy(K)

1. Preliminares

En esta primera etapa consideraremos G = G Lo(K), (K es un cuerpo finito con ¢ elementos,
donde ¢ es potencia de un primo) y sea H es el grupo de matrices diagonales.
Nuestro objetivo serd descomponer la representacién natural asociada a G, tomando X = G/H.

Como primer paso, encontraremos un sistema de representantes para el conjunto cuociente

X.

Sabemos que G = GLy(K) se escribe del siguiente modo.
(2) G= BW B,
donde

W={E,| o€l }
es el grupo de Weyl, y FE, la siguiente transformacion
E, K? —s K?
a1€] + Qigey +—— EJ(Oé1€1 + 04262) ‘= Q1 €4(1) + Q2€4(2)
Ademas B es el grupo definido por.

B ={A € GLy(K) | A es triangular superior}

llamado grupo de Borel. Asi tenemos que.

G:BE(l) B U BE(lg) B.

Consideraremos a F, como la matriz asociada a la base candnica, con lo cual tenemos la
siguiente identificacién.

10
cr- (1)

13



1. PRELIMINARES 14
Con la notacién recientemente dada realicemos algunos calculos para dar solucién a nuestro

primer objetivo, encontrar un sistema de representantes para X.

Consideremos g € G, con lo cual existen b,b € B, de este modo ¢ se puede escribir de la

siguiente forma.
g = b E(l) b, 0o g = b E(lg) b/.
Analicemos los casos anteriores.

Sea

b= * Y yb = * y/ , con lo cual tenemos que.
0 =z 0 =z

b Eg b < Tr Y +/yz )’
0 2z

donde zz', 22" € K*, pues b,b € B. Por lo tanto.

BE(l)B:{<g i) |ac7é0}:B.

/ x '—i—xz/
bE(lg)b:< ?{ 4 ’ )>

Ademaés tenemos que.

2T 2y

’ ’ , ey . . .
con zx € K*, pues b,b € B. Lo cual podemos re-escribir, pensando en las restricciones como

(0)

donde a,s,b € K y r € K*. Simplificando un poco mas la escritura anterior, con el fin de

sigue.

presentar un sistema de representantes para G/H, tenemos.

7) <a Z),cona,bEKyrseK*
r

.. 0
i1) (p ),conr,pseK*.
ros

Asi proponemos el siguiente sistema de representantes o tipos de clase para G/H.

1 ¢ a 1 c 0
I e

NOTACION 2. Denotaremos por:
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A(t):[(l) i] ,B(a,b):[‘f i] ,C(i):[j (1)]

los respectivos tipos de clases. Ademds tenga presente que las clases las estamos anotando con
parentesis cuadradados.

A continuacion verificaremos que realmente el conjunto dado anteriormente es un sistema
de representantes para G/H.
Es fécil notar que ningtin tipo de clase esta relacionado entre si (es decir, del tipo A, B, C),
debido a la decomposicion 2. En segundo lugar tenemos lo siguiente.
i) A(t)~At)siysélosit=t,
ii) B(a,b) ~ B(c,d) siysblosia=cyb=d,
iii) C(i) ~C(j) siy sélosii=j.
Lo tdltimo que nos queda por hacer notar es que |G/H| = |J|. Para ello observemos los
siguientes puntos.
i) El numero de clases distintas del tipo A(t) es igual a g.
ii) El numero de clases distintas del tipo C(i) es igual a (¢ — 1).
iii) El ndmero de clases distintas del tipo B(a,b) es igual a (¢ —1)(¢ — 1) + q.
Asi tenemos.

g+ @—Dg—1)+q+(q@-1) =g+

Lo cual nos prueba que el conjunto J es un sistema de representantes para G/H.

2. El G-espacio asociado

Como segundo paso, asociaremos al conjunto cuociente G/H un G-espacio. Para ello entre-
garemos a continuacion algunas proposiciones y observaciones.
Al considerar un elemento g € My(K) lo miraremos formado por sus vectores columnas,

pues tenemos la siguiente correspondencia.

T(el’ez)i MQ(K) — K?x K?
g — T(61762)(g) = (g €1,9 62).

Teniendo esto presente, usaremos la siguiente notacion: Dado g € My(K); g = (v w), donde
v es el primer vector columna y w es el sequndo vector columna que forman g, inversamente
dados dos elementos en K* — {0} podemos agruparlos en una matriz, mirandolos como las
columnas de dicha matriz.

Observar que el hecho de considerar una matriz formada por sus vectores columnas no es
inherente solo a matrices 2 X 2, sino a matrices cuadradas n X n, en general.

Sea L el conjunto de rectas vectoriales, el cual lo podemos presentar del modo siguiente.

((z) |z e K"~ {0}}), neN.
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Por esta razon usaremos la notacion [, para dar a conocer un elemento de £, entendiendo que

l, = (z), con x € K" —{0}.
PROPOSICION 19. Sean I, = (u) y I, = (v), donde u,v € K? — {0}, entonces
L, = 1, siysdlo si{u,v} es un conjunto linealmente dependiente.

PROPOSICION 20. Sea g € M,(K), con K cuerpo finito, luego g € GL,(K) si y sdlo si los
vectores columna(fila) que forman g son linealmente independientes.

OBSERVACION 15. Sea G = GLy(K) y H es el grupo de matrices diagonales. Consideremos
el conjunto

Y={WLI)eLxL) | 1#I}=A{01) | 1#1}
Sabemos que G actia transitivamente sobre L del siguiente modo.
GxL — L
(g, l:c) — gl:c :lg-x = <g$>

Con esta informacion G actia sobre Y .

g, 1) = (g1, g-0).

Observemos que la accion anteriormente citada es también transitiva, pues dado ({(x),(y)) € Y
eziste g = (x y) € GLy(K) tal que

g- ((ex); {e2)) = (), (9)),

en otros términos existe una tunica érbita y esa es O,y (e)) -
Calculemos de inmediato el estabilizador del punto en cuestion, para ello analicemos la siguiente
rgualdad.

Sea g = (z y) € GLy(K), tal que

g- ({e1), (e2)) = ((er), (€2))-

De la cual obtenemos.

i) (x) = (e1)

i) (y) = (e2),

por lo tanto ©x = ey, y = pey, con A\, u € K*. Ast
Stab(<el>7<e2>) = H.

Considerando la observaciéon anterior y la proposicion 1 trasladamos nuestro X = G/H
original al nuevo Y = O(e,),e,)) geométrico. Asi construimos la siguiente correspondencia.
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Y — X
Oten) fea) e G/Stabie) ()
((e1), (E(e1) + e2)) i Alt)
((a(er) + €2), {(e1) + b(e2))) B(a,b)
((i(e1) + €2), (e2)) o C(i)
Observemos que en general tenemos la siguiente identificacion. Sea g = (z y), donde | g ]
representa la clase del elemento g.

Oter) ey < G/Stabiey) (es)
(x),(y) < [g]

Nuestra tarea ahora es encontrar las G-érbitas Y2, pues con esta informacién, podemos

(3)

empezar la construccién de los operadores de entrelazamiento asociado a cada doble drbita,
para luego poder descomponer la representacion natural.

3. Dobles clases

A continuacién daremos a conocer las G-6rbitas en Y2, ademds de sus estabilizadores y
respectivos cardinales. Para llevar a cabo esta nueva tarea octiparemos con mayor fuerza la
proposicién 19 y la idea de ver a una matriz formada por sus vectores columnas.

Desarrollaremos el estudio de las dobles clases ocupando la notacion que dimos para los
tipos de clases en G/H, pero estaremos pensando, via la correspondencia 3, en su respectivo
par de rectas.

Para efecto de no saturar con demasiados parentesis los cdlculos octiparemos el siguiente
hecho. Sea I conjunto no vacio.

T: I x I? — I?
[(z,9), (z,w)] +— T((z,9),(z,w)) = (2,9, 2,w),
es una funcién biyectiva.
1. Orbita y estabilizador asociada al par (A(0),.4(0)),

Oa.40) = { 9+ (A(0), A(0)) | g € G }.

Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:
Oum.ao) = {9-(({er),(e2)), ({er), (e2))) | g € G}
Usando la proposicion 20 podemos re-escribir lo anterior.
Ouao),40) = {1 ((v),(w), (v),(w)) | {v,w} linealmente independiente }.

Y ahora por proposicién 19 tenemos lo siguiente.
Ouaoy = { (ilyl k) [ L# B}
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Calculemos ahora el estabilizador de (.A(0),.4(0)).
Stabawoaoy = {9€G | g-(A(0),A(0)) = (A(0), A(0)) }

Analicemos que matrices cumplen la proposicién que define el estabilizador. Para ello sea
g = (v w) tal que,

De donde,

((v), (w)) = ({ex), {e2))-

Por lo tanto v = ey y w = peq, con A\, u € K —{0}. Con lo cual.

A0
Staba),A0) = { (0 u) | )\M#O}

| Oa@.a0) | = alg+1).

Ademss.

2. Orbita y estabilizador asociada al par (A(0), B(0,0)),
O .s00) = { 9+ (A(0),B(0,0)) | g€ G }.
Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:

OuoB800) = {1 {(v),(w),(w),(v)) | {v,w} linealmente independiente }.
De lo cual obtenemos.

Ou.sooy = { (12,12, 1) | i # I }.

Ahora calculemos el estabilizador de (A(0), B(0,0)).
Stab(A(OLB(O,O)) = { 9= (U w) G ‘ 9 (A(O)vB((]vO)) = (‘A(O)vB(OvO)) }
Analicemos la igualdad que determina el estabilizador, y encontremos las matrices que la
satisfacen, es decir

g-A0)=A(0) ; ¢g-B(0,0) = B5(0,0).

De la primera igualdad tenemos.

((w), (v)) = ({e2), {e1)).

De donde v = Ae; y w = pey, con A\, € K — {0}. Por lo tanto
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A0
Staba).s0.0) = { (0 M) | )\M#O}

| Oca),80,0) | = alg+1).

Por consiguiente,

3. Orbita y estabilizador asociada al par (A(0),.A(1)),
Ota,am = { g-(A0), A1) | g€ G}

Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:

Owuo,a0) = { (v),(w),(v), (v + w)) | {v,w} linealmente independiente }.
Observemos lo siguiente.
i) {v,v + w} es un conjunto linealmente independiente, lo cual ya era claro pues g-A(1) € X.
ii) Ademds tenemos que (w) # (v + w).
Ahora ocupando la proposicion 19 y los items anteriores tenemos lo siguiente.

O(A 0),A(1)) — { (l17l27l17l3) | #{l17l27l3} = 3}

Calculemos el estabilizador de (A(0),.A(1)).
Stabwy.aay = {9€G | g-(A(0), A1) = (A0), A1) }

Analicemos la siguiente igualdad.

({0}, (w), (v}, (v + w)) = ({e1), (e2), (e1), {er + €2)).

De donde obtenemos.
i) v=DXe;yw= pes, con \,u € K*.
i) (v + w)={e; + e3), de donde deducimos que \ = p.

A0
Staba),a01)) = { ( 0 ) ) | A#0 }

| Oaya) | = alg+1)(g—1).

Por lo tanto,

Asi,

OBSERVACION 16. Para los cdlculos de los casos 4, 5, 6, se resuelven de manera andloga a

los usados para el caso 3.
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4. Orbita y estabilizador asociada al par (A(0), B(0,1)),

Oo,801 =1 9-(A(0),B(0,1) | g€ G }.

Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:

Owuo,801 = {1 (v),(w),(w), (v + w)) | {v,w} linealmente independiente }.
De lo cual tenemos,

O(A(O),B(O,l)) = { (l17 l27 l27 l3) | #{ll> l27 l3} = 3}

Stabaw)so1) = {9€G | g-(A0),B(0,1)) = (A0),B(0,1)) }.

De donde,
A0
Staba).50.1) = { ( 0 ) ) [ A#0 }

| Oa0)801)) | = alg+1)(g—1).

Asi,

5. Orbita asociada al par (A(0),C(1)),

O ca) =1 9 (A0),C(1) | g€ G }.

Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:

Ouoecny = { ({(v),(w), (v + w),{w)) | {v,w} linealmente independiente }.
De lo cual,

Ooycy =1 (i, o, 13,1z) | #{l1, 12,13} = 3}.

Stabawycay = {9€G | g-(A0),C(1) = (A©0),C(1)) }.

A0
Staba).c1)) = { ( 0 A ) 70 }

| Oaycay | = alg+1)(g—1).

Asi,

Con lo cual,
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6. Orbita asociada al par (A(0),B(1,0)),

Oo),810 =1 9- (A(0),B(1,0) | g€ G }.

Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:

Owuo,81,00 = 1 ((v),(w),(v + w),(v)) | {v,w} linealmente independiente }.
Del mismo modo obtenemos,

O(A(o),B(l,O) = { (11712713711) | #{11712713} = 3}-

Stabaoy sy = {9€G | g-(A0),B(1,0) = (A0),B(1,0)) }

De donde tenemos,
A0
Staba).501.0) = { ( 0 ) [ A#0 }

| Oa),8a,0) | = alg+1)(g —1).

Asi,

7. Estudiaremos los tipos de érbitas O, asociadas al par (A(0), B(1,1)),
Or={g-(A0),B(1,1) | ge G}, teK;t#o, t#1

OBSERVACION 17. Sit = 0 tenemos la orbita Oy = O(a0),801,0), Previamente estudiada.
Ademds si t = 1 no hay clase, pues nuestro conjunto X esta formado por pares de rectas
distintas.

Calculemos el cardinal de O;.
Sea g = (v w) € G. Asi tenemos lo siguiente:

Stabwy sy = {9€G | g-(A0),B(1,t) = (A0),B(1,t)) }.

Re-escribiendo tenemos,

A0
Stabia),B(1,1) = { ( 0 ) ) | A#£0 }

| Oa) 80, | = alg+1)(g—1).

Con lo cual,
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PROPOSICION 21. Sea t1, t, € K — {0,1} entonces.

tl = t2<:,>0t1 - Ot2.

22

DEMOSTRACION. La demostracién en un sentido es inmediata. Para la otra direccién tene-

mos.

Sea Oy = Oy, por lo tanto 3 g = (v w) € G tal que ocurre lo siguiente:
g (A(0),B(1,t1)) = (A(0), B(1,t2))

es decir.

i) g-(A0)) =A(0)

i) g-(B(1,t1)) = (B(1,t2).

De otro modo,

i) ((v),(w)) = ({ex), (e2)) ¥

i) ((v + w), (v + tyw)) = ({e1 + ea),{e1 + tae2)).
De la primera ecuacién tenemos,

V= 1€ YW = [iseg, CON [y , fo € K.

Y por tltimo ocupando la segunda igualdad obtenemos, p; = s y que t; = ts.

O

OBSERVACION 18. Si g € GLy(K) y consideramos un elemento (r,s) € K? x K? tenemos

la siguiente propiedad sobre el determinante

(g7 gs)| = lgll(r s)|.

Denotaremos por |(gr gs)| = |gr gs|.

DEFINICION 14. Dado el parr = (I, , L, , L., L) en X2, con #{l, , 1, , L., l,} =4,

se define la Razén Exterior Anarmonica 7, del elemento r como el siguiente cociente.

T - v z| |u w]

- lu z| v w|

Notemos que la razén exterior no depende del generador.

PROPOSICION 22. Sea r = ((ly, 1), (1,,1w)) € X X X con razén 1, entonces,

T, € K—{0,1}.

DEMOSTRACION. Claramente la Razén Exterior es un elemento en K, solamente falta ver

que no puede tomar los valores 0 y 1.

Supongamos que 1, = 0, por proposicién 19, concluimos que {v,z} o {u,w} son conjuntos
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linealmente dependientes lo que es una contradiccion.

() e () (2) - ()

luego tenemos la siguiente igualdad.

Para T, = 1, sea

(UO,Zl — Zoul)(Uowl — U1w0> = (’0021 — Ulzo)(qul — Ule).

Simplificando tenemos.

ViUg = U1Vp.
luego,
Vo Ug
= (]7
v

es decir {u,v} es un conjunto linealmente dependiente, lo cual es una contradiccién, por lo
tanto 7, # 1. OJ

PROPOSICION 23. Dado g € G y el elementor = ((ly,1,), (I, 1,)) € X x X con razén 7,

entonces
Yor = 1. VgegG.
DEMOSTRACION. Sea r = ({u), (v),(z),(w))y s =g-r, con g € G. Luego.

_ lgv g2l lgu gw| _ |gllv 2| lgllu w| _ .
lgu gz| [gv gw| — |gllu 2| |g|lvw| "

s

PROPOSICION 24. Sea r = (ly,ly,1.,1,) € X X X, entonces
r=((u),(v), (2),(w)) €O =1t = T,.

DEMOSTRACION. Como ({e1), (e2), {(e1 + €3),{e1 + tes)) € O, y usando la proposicién 23
basta célcular.

les €1 + es| |e1 e1 + tes _
ler e1 + es| |e2 €1 + tes

por lo tanto.

_\Uz\ lu wl B

t 1.

_\uz| |v w| N

PROPOSICION 25. Sea r = ({u), (v), (z),(w)) € X x X con razén 1, =t, entonces

((u), (), (2), (w)) € Oy
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DEMOSTRACION. La demostracién la realizaremos encontrando en forma explicita el ele-
mento g € G.
Sea g € G, luego.

g-((ex); {ea), (ex + €a),(er + teg)) = ((u), (v), (2), (w)),

que es equivalente al sistema.

) g-({er),(e2)) = ((u),(v))

i) g-({e1 + e2),(er + tea)) = ((2), (w)).
De otro modo tenemos.

i) g = (MAu A\v), donde \p, \; € K*

11) g'(<61 + 62>a<61 + t62>) = (<Z>,<'LU>)
Asi obtenemos como primer resultado un valor para los elementos A\g y A1, pues satisfacen la
igualdad (Aou + Ajv) = (z). Una solucién es obtenida del siguiente sistema de ecuaciones

)\0 o
(uv)()\l>—z

Como (u v) € GLy(K) y ocupando Cramer tenemos que.

lineales.

NELY
|u vl
y también,
>\1 = |U Z|
|u vl

observar que g esta inicamente determinada (salvo escalar).
Es claro que g - (e1) = (u) y g - (ea) = (v), y claramente tenemos que g - (e; + e2) = (2), pues
esta fue la igualdad que nos permitio encontrar g explicitamente.

A continuacién observemos lo siguiente.

g'(61+t62) = >\0U+t)\11)

- uvu+t|u v\v

_ zvu+vz|\uw\uz|v
u v u z| v w||u v

|z v vzl |luw

- uv\u+ u vl \Uwv

|z lu w|

= Z=fu— v
u v [v w|

_ |z v _

= vV Wwiu u w\v
lu v|lv w|

— _lzol]w ol v w]

o |v w\[\uv|u+ [ U\U]

Paremos en este punto para resolver el siguiente sistema. Sean «, 5 € K* tal que,

au + Pv = w.
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(uv)(ﬁ)zw.

Como (u v) € GLy(K) tenemos, por Cramer.

que es equivalente.

Con lo cual.

g-(er+ten) = —Zaplwtly 4 luwl)

Por lo tanto, g - ((e1 + tea)) = (w). O

Observemos que con las proposiciones 24 y 25 hemos demostrado el siguiente bello teorema.

TEOREMA 26. Seant € K —{0,1} yr = (lu, v, 12, lw) € X x X, tal que # {ly, 1y, 1., 1} =4,
entonces, r es un elemento de la orbita Oy si y solo si su razon exterior es igual a t.

COROLARIO 5. Dado ({u), (v}, (2), (w)) un elemento en la orbita O, con t € K —{0,1}
entonces el elemento (w) € L esta unicamente determinado por las tres primeras rectas y el

elemento t.

A continuacién construieremos los operadores de entrelazamientos asociados a cada doble
clase para poder encontrar subrepresentaciones del grupo G, mediante la descomposicion en
subespacios propios en L*(X).

Usaremos el conjunto X formado por pares de rectas distintas para asi poder escribir de

una mejor forma los nicleos, y con esto los operadores asociados a cada doble érbita.

4. Operadores de entrelazamiento

Para empezar daremos algunas proposiciones extraidas del algebra lineal, necesarias para

nuestros calculos.

PROPOSICION 27. Sea T wun operador sobre un espacio vectorial V de dimensién finita
entonces
1. El polinomio caracteristico y el polinomio minimal de T tienen las mismas raices, salvo

multiplicidades.
2. Un polinomio que anule a T es multiplo del polinomio minimal de T'.
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COROLARIO 6. Si el polinomio que anula al operador lineal T, tiene n raices distintas
entonces la cantidad de valores propios es a lo mds n.

OBSERVACION 19. Recordar que la manera de decidir si una raiz de un polinomio anulador
es un valor propio es: Encontrar por lo menos un vector no nulo, que tenga la condicion de ser

un vector propio.

A continuacion construiremos los operadores de entrelazamiento a medida que avanzamos
en la descomposicién de la representacién natural L?(X).
Por la proposicién 12 tenemos que cada ¢; € Endg(L*(X)).

1. Sea ¢y y k1, el operador y nicleo respectivamente, asociado la érbita O((0),5(0,1)- Asi.

(o)1) = X wi(L, L) fF(L L) feLA(X), (Il) € X.
(L,L"eX

(¢1f)(llal2) == Zf(Lall)
LeLl

L#ly
2. Sea ¢y y Ko, el operador y ntcleo respectivamente, asociado a la érbita O40),5(0,0))

con lo cual tenemos.

(¢2f)(llal2) = Z KQ(LaL,allaZQ)f(LaL/) f€L2(X)7 (l17l2) € X.
(L,L"eXx
(@)1, 1) = [l ).
Con 1) y 2) construimos el operador de entrelazamiento Q = ¢; + ¢o. Evaluando en

(I1,13) € X tenemos.

QN k) =Y f(L L) () € X, fe LX)
LeL
Hallaremos los espacios propios asociados a €2, para lo cual encontraremos un polinomio que
anule al operador.
Primero encontraremos 2.
Sea f € L*(X) y (I1,15) € X, asf tenemos que.

()1, L) = (UQ)) (1, 12)
= > ()L, L)

LeLl
L#l,

= ¥ X f(L,L).
LeL ['er
L#l;

Sea f € L*(X) y (I1,12) € X, definamos el operador suma total, que denotaremos por . ,
Total

O - NHk) = > fLL),

Total (L,L')GX

de otro modo tenemos.
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O Hk) = > Y FELL) + > f(LL)

Total LEL [/ LeL
ota Lef Lec

de lo cual obtenemos.

(4) N

Calculemos ahora 3.
Sea f € L*(X) y (I1,15) € X, asf tenemos que.

(P, l) = (QULS))(1, L)
= (L, h)

ter
= L%:E((T%:lf)@all) — (Qf)(L, 1))
= Q(thlf)(ll,lz) - LEZﬁ(Qf)(L,ll)
= Q(thjlf)(lblz) — (1)1, 1)

por lo tanto

(5) P =gy + Q.

Total

Asi con las formulas (4) y (5) obtenemos el siguiente resultado.

O =(g— 1) + ¢5.

Con lo cual encontramos que un polinomio que anula a Q2 es: 23 — (¢ —1)z?> — gx. Ahora
ocupando el corolario 6 tenemos que, los posibles valores propios asociados al operador €2 son

las raices de este polinomio, es decir: 0, ¢, —1.

5. Estructura de los espacios

A continuacion verificaremos que las raices del polinomio anteriormente son, 0, —1, y ¢, son

valores propios, es decir, falta s6lo ver que los respectivos espacios asociados son no nulos. Para

27

ello daremos a conocer la estructura de los espacios propios asociados a las respectivas raices.

1. Sea W, el espacio asociado al valor ¢, es decir.

W,={feLl*X) | Qf =qfy={fel’X) | Y _fLI)=qfl.1)}

Lel

PROPOSICION 28. Si h € W, entonces h(l,1') = h(1,1") VI,I',1" € L.
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DEMOSTRACION.
gh(L,1) = (QR)(1,1) = h(r,l) == (Qh)(1,1") = qn(L,1"), (1.1),(1,1") € X.
rel
Luego.

gh(1,1) = qh(1,1")

PROPOSICION 29.
W,={fel*X) | f=Xx xeC}

DEMOSTRACION. Si f € {f € L*(X) | f=X; X € C} es inmediato concluir que f € W,.

Ahora sea f € W, debemos demostrar que f € {f € L*(X) | f=X\ XeC}.

Supongamos que f no es una funcién constante, asi tenemos que existen (I,1')y (I",1") € X
tal que f(I,1') # f(I",1"). Por estar f € W, tenemos que f(I,I') = f(I,I") y ademas
FA 1" = f(17,1), con lo cual f(1,1") # f(1I",1).
Por otra parte tenemos.

a) ¢ fLI)=Sfr) v b)) qfW0)=Xf0r1").
rel rel

Podemos escribir de una manera mas conveniente a).

g fLU) = fU 0D+ f(rD).
rel
r-;él”

Ahora reescribamos b)

q f(l”7 l) = f(lv l”) + Zf(rv l”)‘
rel
Al

Como la suma Y f(r,1) es igual a >_ f(r,I") pues, usando la proposicién 28, tenemos lo

rel rel
vl r#l

siguiente.

Zf(rv l) = Zf(rv l”) = Zf(rv l”)'

rel rel rel
7‘751” r;ﬁl" r#l
(r#1) (r#1)

Con lo cual obtenemos la siguiente igualdad.

af (1L,U) —qf(1",1) = f(

" "

Asi obtenemos

(@ +DIFCE) = fW.0] =0,
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por lo tanto (¢ 4+ 1) = 0, pues f(1,1") # f(I",1), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
fe{fel*X) | f=X XeC}. O

Anotaremos W, = {f = cte}.
Observar que también hemos verificado que q es un valor propio, pues el espacio que engen-
dra tiene dimension 1.

2. Sea W, el espacio asociado al valor 0, donde

Wo={feLl*X) | Qf =0}=KerQ.

Un hecho importante de descubrir es la dimensién del espacio W, pues asi verificamos que
0 también es un valor propio.
Recordar que Q € Endg(L?*(X)) con lo cual,

dim(Wy) = dim(L*(X)) — dim(Im%Q),

asi s6lo basta hallar una base de la imagen del operador €. Sabemos por proposiciéon 2 que una
base para L?(X) es la formada por los siguientes elementos.

1 siz =1y
0. (y) :=
(v) { 0 siz#y.

donde x € X, y la dimensién de L*(X) = | X| = q(q + 1).
Usando proposicién 12 y dado (I, l/) € X, tenemos.

9(5(1,1’)) = Z‘s(LJ)'

LeL

De lo anterior concluimos que
QSury) = Qymy), ¥V LI €L
Por lo cual una base para la imagen del operador € es la siguiente.
{Ar=Q(6qr) | el
donde L € L, es decir, dim(ImSQ) = (g + 1). Por lo tanto la dimensién de Wy es (¢* — 1).
3. Sea W_y el espacio asociado al valor —1.

Como ya conocemos las dimensiones de W, y de W, tenemos que la posible dimensién para
W_4 es q. Verifiquemoslo.
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PROPOSICION 30. Si f € W_y entonces f(1,1') = f(I,I") V¥V (I,I),(,I")e X
y la suma total de f sobre X es cero, es decir,

DEMOSTRACION. Sobre W_, = {f € L*(X) | Qf = —f} tenemos la siguiente propiedad.
Si f € W_; obtenemos que

(6) fa,0 =1y vl e,
pues
—FLOQAHWT) =Y fr D) =Q(f 1) = =f0,1), 1), (01 e X
rel

También tenemos que.
(7) D fr) = —fl2() (1) € L; () #L.
rel

Ocupando las formulas (6) y (7) anteriormente dadas, tenemos lo siguiente.

DoF=d = fz0) = =[O _f6,20)) + f(z0,21)] = =[=f(20,21) + f(20,21)] = 0,

lel lel
l#zq

para algtin (zg,21) € X. O
A continuacién encontremos una base para W_;, ya esta informacién, igual que en los

casos anteriores, nos permite verificar que —1 es un valor propio, para lo cual ocuparemos las

propiedades del espacio en cuestiéon como guia.

DEFINICION 15. Se define la siguiente funcién en L*(X).

’ 1 Sll:L
Fr(l,l) =
e(l) {0 sil L.
ConLeLly(l,l)eX

Notemos que las funciones Fj cumplen con la igualdad (6). Ahora observemos que las
funciones F;, — Fo L, O(fijo) € L, con L # O, satisfacen la propiedad antes citada y también
tienen suma total nula.

Asi el hecho de tener algunas condiciones sobre W_; nos permiten encontrar elementos que
podrian formar una base del espacio.

De ahora en adelante la letra ® € £ denotara un elemento fijo.
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PROPOSICION 31. Sea © € L. El conjunto {F, —Fe | L€ L; L+#0O} es una base para
el espacio W_y.

DEMOSTRACION. Primero notemos que |[{F, —Fo | L € L; L # O} = q, pues |L| =
g+1. A continuacion verifiquemos que este conjunto esta contenido en W_;. Para ello realicemos
los siguientes calculos.

Sean L € Ly (I,I') € X, con [ # L, tenemos que.

(QfL)(lvl/> = ZfL(Tvl)

rel
= Fu(L,l) + X Fu(rD)
rel
r#L
= 1.

Ahora si L = [ tenemos lo siguiente.

(QFL)(L,I) = X Fu(r L)

rel

r#L
= 0.
Agrupando la informacién reciente deducimos que, si L,© € L con L # Oy (I,I') € X
tenemos.
/ 1 sil#L
Q L) :=
(QF)(1.1) { oo
También.
1 sil=1L
(Fr—Fo)(l,1):={ —1 sil=6
0 E.O.C
Y por tltimo.
—1 sil=1L
(UFL—Fo))1,1) =4 1 sil=0
0 E.O.C

Por lo tanto (U FL —Fe)) = —(Fr—Fe),esdecir {F,—Fo | LeL; L#0O}C W_,.
En segunda instancia verifiquemos que el conjunto anterior es linealmente independiente.
Supongamos que
ij(fj — f@) =0

JjeL
i#©

Evaluando en (j,0) € X obtenemos que m; =0 Vj € L.
Por lo tanto la dimension del espacio W_; es q. ([
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Hasta ahora hemos encontardo 3 subrepresentaciones de L*(X), que son las aportadas por
el operador de entrelazamiento 2, cuyos espacios asociados son los anteriormente estudiados.
Notar también que ya encontramos el primer modelo para las representaciones irreducibles de
G de grado q.

Hasta el momento tenemos.
L*(X)={f=cte} & W1 & W,.

A continuacién analizaremos el siguiente operador de interes, 1util para nuestra descompo-
sicién, pues nos aportara la otra subrepresentacién de grado ¢, isomorfa a la anteriormente
encontrada.

Igual que para la construccion anterior, ocuparemos la proposicion 12.
1. Sea vy ki, el operador y nicleo respectivamente, asociado la 6rbita O40),5(1,0)- Asi.

(Vf)(llah) = Z Hl(Llevllvl2)f(LvL/) fEL2(X), (llvl2> €X.
(L,LeXx

(VA l) = > f(le, L).
A

2. Sea Z y kg, el operador y nucleo respectivamente, asociado a la dérbita O 4(0),5(0,0)-
Hemos dado mayor elegancia a este operador pues el sera crucial algunos pasos mas adelante.

ENULL) = 3wl L0 0L) (L L) feL*(X), (hl) € X,
(L,Lex
EN k) = [ h).
Con 1) y 2) construimos el operador de entrelazamiento A = v + Z. Asi tenemos.

(AN (sl) = [, L) (h,l) € X, fe LX),

LeL

Lo que haremos enseguida sera buscar un polinomio que lo anule. Este paso es andlogo al
encuentro del polinomio que anula al operador §2.
Encontremos A?, para ello, sea f € L*(X) y (I1,1l5) € X.

(A2(f ), 1) = (AAS))(, 1)
= Y (Af)(lo, L)

LeL
L#ly

= X X fLL).

LELT!
LeLi'ec

A continuacién completamos esta suma para transformarla en el operador suma total.

D= D ) AL + > fla, L)

Total LEL]/ LeL
ota LeLi'er

Con lo cual tenemos.



5. ESTRUCTURA DE LOS ESPACIOS 33

Total

Y ademds, realizando el célculo para encontrar A® tenemos

A =q>  + A%
Total

Por lo tanto el polinomio que antila al operador A es 2> — (¢ — 1)z> — gx. De donde
los posibles valores propios asociados al operador A pueden ser las raices de este polinomio,
es decir, 0, ¢, —1, que por cédlculos analogos para el operador §2 obtenemos que son todos los
valores propios aportados por el operador A, por lo tanto las representaciones de G aportadas
por este operador son los respectivos espacios propios.

Veremos enseguida que las representaciones de GG aportadas por el operador A y €2 son
isomorfas.

Sean Vp, V;, V_; los espacios propios asociados a los valores propios 0, ¢, —1 respectivamente.
Donde.

Vo = {fel?(X) | X f(L)=0;1l€eL}

Lel
Vo = {fel?Xx) | I;ﬁf(l@L) =qf(l,1); 1, € L}.
Vo = {fel’(X) | L%:Ef(l',fl) =—f(1,I); L, € L}.

Como ya mencionamos nosotros tenemos el operador de entrelazamiento = dado por.

ENWT) = F(I,0).

Sea s € {0,—1, q}. Observemos lo siguiente.

= Wy — Vi
f— ZEf
es un isomorfismo de espacios vectoriales, pues.
i) Ze Endl*(X).
i) Z7l==.

Sin perder de vista que = € Endg(L*(X)) tenemos que.
ng‘/s S {07_17q}7

como representaciones de grupo.
Notar que hasta este punto hemos encontrado las dos representaciones irreducibles isomorfas
de grado ¢ del grupo G = GLy(K) que aparecen al descomponer la representacién natural.
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Continuaremos nuestra descomposicién de la representacion natural asociada a G, cons-
truyendo con la informacién recopilada hasta este momento, una nueva subrepresentacion de
L*(X), obtenida de la suma de representaciones. Ella es.

V={f=cte}a V. oW,

de grado (2¢ + 1).
Nuestra tarea posterior sera encontrar el espacio ortogonal a la nueva subrepresentacion V
de L?*(X), la cual, por la proposicién 7, es también una subrepresentacién de L?(X) de grado

(¢?—q—1).
El siguiente resultado sera util para poder presentar las condiciones que definen al espacio
ortogonal a V.

VE={feL*X) | (f,f;)=0, {f;}; base de V}.
Lo que nos queda por hallar es una base para al espacio V.

Conocemos una base para {f = cte}. Ademas tenemos una base para W_; y recordando el
isomrfismo =, también tenemos una base para V_;. Con lo cual.

{BU{FL-Fe, CL—Co | ©#L; LEL}, OEL,
es una base para V', donde C;, = =F, L € L. Es decir
: 1 sil=L
Co(l,l) := ,
ot 1) {0 sil # L.
Con (I,1') € X.

PROPOSICION 32.

Vi={fel’(X) | Q_fl.L)=0,YIecL)AD f(L1)=0,VIeL)}
LeL LeL
DEMOSTRACION. Usaremos para el desarrollo de la demostracién la base anteriormente
dada para el espacio V.
Sea f € V*.
1. (f,1) = |71\ %{f(a:)m = 0, por lo tanto tenemos.

(8) d f=o

2. Consideremos un elemento de la base del espacio V_;.
Sea L,Oc Ly feVt



<f7fL_F@> =

Con lo cual.
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w2 fUO(FL—Fo)l,T) =
1)ex

ml X FLOFLLD -

hex ,Hex
%[;ﬁf@ ,T) = ;Ef(@,r)] =

> F(Lr) =) f(O,r), VO#LEL
rel rel
Por lo tanto.
(9) S f(Lor) =) _f(L'r), VL LeL
rel rel

A continuacién integraremos los resultados (8) y (9).

L) = X XD+ Y f(el)=0
ihex l@éyéﬁl l'eL l'ec
= Y YO0+ X el =
el lec l'eL
= (@+1) X f(6,l)=
l'eL
Por lo tanto.
> f(r,L)=0, VLeL.
rel

3. Por iltimo consideremos un elemento de la base del espacio W_;

al anteriormente estudiado.
Sea L,O€ Ly feVt

(f,CL —Co) =

Con lo cual obtenemos.

(10)

> L)

lel

. Este caso es andlogo

m o fLO(C—Co)lT) =

(,1ex

ml 2 fEOCE - X fLICe (D)) =
(ll )eX ({1, l/)EX

w22 (L) = X f(1,)] = 0.
leL leC

VL' ,L e L.

= Zf(h L,)a

lel
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Agrupando los resultados (8) y (10), tenemos.
> f,L)y=0, VLeL.

leL
0J

A continuacién construiremos otro operador de interes, el cual operaremos sobre el espacio
V4, para poder seguir descomponiendo la representacién natural y asi encontrar los demés
modelos para las representaciones irreducibles de G.

6. Operador asociado a la razén exterior

Sea ¢y, ki, con t € K —{0,1}, el operador y nicleo respectivamente, asociado a la érbita
O,. Anotemos antes de proseguir, el conjunto K — {0,1} como K.

DEFINICION 16. Sea X € Endg(L*(X)), definido del siguiente modo.

X =Y 0.
teK
Donde (¢, f)(1,1) = > (L, L', LLIYF(L, L), con(I,l') € X, fe€ L*X).
(L,L"ex
Simplificaremos a continuacién el operador X.
Sea feVty (I,I)e X
XN = Z(ohHL1)

teK

= 2 Z ke(L, L LU) (L, L)

teK

= > Z Z/@(L L' LU (L, L)
LeX K L/eX
L'#L

Nosotros, por teorema 26, tenemos la siguiente equivalencia.

(L,L',1,I'Ye Oy <= (I,I',L, L) € O,.

De esta forma tenemos lo siguiente.

zeX LeX
L' #L

> z_ > kil L, L) f(L, L)
LeX (K L',GX
L'#L

Analicemos la siguiente suma.

> w1, LL)f(L,L).
L’/eX
L' #L
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i) Sabemos por corolario 5 que si (U, I, L, L') € O, entonces la cuarta recta, en este caso
L', esta tnicamente determinada por las otras tres rectas y el elemento ¢, es decir, tenemos.

> w1, L L) f(L, L) = f(L,a(L,t)).
L'ex
L' #L

Donde el elemento a(L,t) es tal que (1, L,a(L,t)) € O;. Anotamos de esta forma a la cuarta
recta, pues en la suma anterior los elementos I, [ estan fijos.

ii) Como (I,I',L,a(L,t)) € Oy, el elemento a(L,t) € £ — {I,I'}. Es claro también que
a(L,t) # L.

Con lo cual.

XHLH = > X X sl LL)f(LL)
LeX ek L’/eX
L #L

= X TSLalLb).

OBSERVACION 20. Tenemos la siquiente equivalencia gracias a la proposicién 21

t1 =ty siy solo st a(L,ty) = a(L,ts).

Considerando f € V1 y usando observacién anterior tenemos que.

Zf(Lva(L7t>> = _f(L7 l) - f(L7 l,)
teK
Por lo tanto.

XHWT) = X = f(L1) = f(L,T)

LeX ,
= _Zf(L>l)_Zf(L>l)
LeX LeX

Como f € V+ luego.

S AL =0 f(L1)=—f(I,1).

Lel LeLl
Ll

Por lo tanto.
LEX LEX
= S0+ fT1).
DEFINICION 17. Sean f € L*(X) y (I, o), se define fT del modo siguiente.
fT=Ef,
donde = fue definido por: (Zf)(l1,1ls) = (I2,11).

[1]
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De este modo podemos reescribir el operador X.

(11) Xf=f+f"

Nuestro siguiente paso sera encontrar un polinomio que anule al operador X. Lo primero
que haremos es calcular X2 ocupando formula (11).

Sea f € V*.

XU = X(Xf)
= Xf + &f"

2(f + f7)
2 Xf.

Asi el polinomio que anula al operador X es: 2% — 2x.

Por corolario 6, los posibles valores propios asociados a este operador son 0 y 2. Para verificar
que son todos los valores propios, solo basta verificar que el espacio asociado a cada valor es no
nulo.

Obsevemos lo siguiente. Sea f € V*.
X+ 1) =20f + f1)
i) X(f — /) = 0=0(f — f7).

Con lo cual los valores 0 y 2 son valores propios, pues los espacios asociados son no nulos, para
ello considere la siguiente funcién, G,y € L*(X), con (I, I') elemento fijoen X,y 1,1" ¢ {l.,,l.,},
definida por.

1 (LL) € {(leysler) , (L1}

oL L) =4 =1 (LL)e{(ll,), (le: 1)}
0 E.O.C.
Esta funcién pertenece a V* pues tenemos lo siguiente.
Sea y € L.
Zg(lJ’)(Rv y) = g(l,l’)(leu y) + g(l,l’)(l> y) =0
ReL
Y ademas

Zg(z,z’)(ya R) = g(z,z’)(?/> le,) + g(z,z’)(y,l )=0
ReL
Sean Vs, v V), los espacios propios asociados a los valores propios 2 y 0 respectivamente.

Recordando las condiciones que definen al espacio ortogonal V+, daremos una base para
dicho espacio con el fin de hallar el grado de las representaciones aportadas por el operador X.

OBSERVACION 21. Sea V' un K—espacio vectorial de dimension finita y ¢ € End(V).
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1. Si ¢ es un proyector entonces la dimension de la itmagen de ¢ es igual a la traza aso-
ciada al proyector ¢.

2. La traza asociada a ¢ no depende de la base del espacio V.

Teniendo presente el polinomio minimal asociado a X, tenemos que %X es un proyector.

Por lo tanto, ocupando la parte 1) de la observacion anterior, obtenemos lo siquiente.

1
dimc Im(X) = 5 Tr(X).

A continuacion definiremos una base para el espacio ortogonal. No olvidar que en las de-
finiciones y comentarios posteriores, los elementos [y y [y representan dos rectas fijas que no
pertenecen al conjunto {l.,,l.,}, y ademds distintas entre si.

Definiremos de los elementos de la base B del espacio ortogonal, del siguiente modo, sea
(z,y) € X.

i) Elementos del tipo (1).

L () € (D), (e}
G () =1 —1 (ey) € {(Llw). (e 1)}
0 E.O.C

Donde 1,1 ¢ {l.,,l.,} ¥ por supuesto por definicién del conjunto X, tenemos que [ # 1.

ii) Elementos del tipo (2) o elementos fila.

1 (SL’,y) S {(1627161)7 (llvl)}
g((l21),l) ($7y) = -1 (SL’,y) € {(ll?lel>7 (lezvl)}
0 E.O.C

Donde [ ¢ {l.,,l.,} v por definicién del conjunto X, [ # [;.

iii) Elementos del tipo (3) o elementos columna.

1 (x,y) S {(le2ale1)> (lall)}
g((lg,?l) (Ivy) = —1 (ZL’,y) S {(le2al1)> (lalm)}
0 EO.C

Donde I ¢ {l.,,l.,} vy por definicién del conjunto X, [ # .

iv) Ultimo elemento definido del siguiente modo.
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1 ($7y) € {(lezall)a(lmal?)}
D(I,y) = —1 ($7y) € {(le1al1)a(l62al2)}
0 E.O.C

Es facil notar que cada elemento definido anteriormente pertenece al espacio ortogonal V.

Para verificar que es una base, solo basta mostrar que el cardinal de dicho conjunto es igual
a la dimensién del espacio V*, y que ademds es un conjunto linealmente independiente, lo cual
se realiza evaluando en ciertos elementos notables de X, lo que mostraremos en un ejemplo.
Sea,

(12) H = ZA(LL LL + Zm, A(M + Zﬁ(ul ?21 1+ 6D = 0.

En la igualdad 12 evaluamos en el elemento (1,1') € X, con I,I' & {l.,,le,, 1} tenemos lo
siguiente.

H(l,l ) - )\(171/) - 0
Teniendo presente la posterior igualdad y algunas obsevaciones pertinentes, podemos cal-
cular el valor de traza asociada a X.

OBSERVACION 22. No debemos olvidar los siguientes comentarios.

1. Para toda elemento en V* tenemos la propiedad 11

2. Cometeremos un abuso con el fin de no saturar la notacion. Los escalares que aparecen
en la combinacion lineal de los vectores de la base B, de la imagen de un elemento en
dicha base, se entenderan distintos para cada evaluacion que hagamos.

3. Se subentiende que la imagen del elemento basal D, aunque no este reflejada en la
escritura posterior, esta siendo contemplada.

(13) X(AD) = D Apry AL, + th o+ Bua AL, + 6D
/ L

El valor de la traza resulta de la suma de los coeficientes que acompanan al elemento basal en
el cual se esta evaluando. A continuacion mostraremos un ejemplo de lo anteriormente acotado.

Considerando la igualdad 13 y el elemento basal Aglzl)h), nuestra tarea sera encontrar el
coeficiente 7, 1,)-

i) Evaluando en el elemento (/;,1) € X, tenemos lo siguiente.
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1 I=1
0 1#£1

ii) Evaluando en el elemento (l,[.,) € X, tenemos lo siguiente.

a1 XAD Y1) = A + 70 = {

(15) X(AD 1) = D (=Ain) = 0.

L

iii) Evaluando en el elemento (l.,,(), con | # ls, tenemos lo siguiente

(16) XA i)l ) = =00 = 0.

Ocupando las ecuaciones 14 y 16 obtenemos que,

Ay = 0, [ # 1.

Con lo anterior y la ecuaciéon 15 tenemos que,

)\([17[2) - 0

Y por tltimo, ocupando nuevamente la ecuacion 14 tenemos que,

Y l2) = L.

Un proceso similar, al ejemplo anterior, nos entrega todos los coeficientes que componen la
traza del operador de entrelazamiento X'. Con lo cual tenemos el siguiente resultado.

]m(X) = Vg; Ker(X) = Vo.

Ademas,

dime Im(X) = J(g=2)(q+1);  dime Ker(X) = J()(g - 1)

Observar que hemos logrado una descomposicion para la representacion de G, asociada al

espacio ortogonal en cuestion.

PROPOSICION 33. Tenemos, la siguiente descomposicién para la representacion natural.

P X)={f=cte} @ V., & W, & V) & .
Donde
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Wor = {fel*(X) | X ALD=—f11); LI €L}

Lec
Voo = {fel*)X) | YfI,L)=—f11); Ll €L},
Lec
son representaciones irreducibles de G, de grado q, isomorfas.

42



CAP{TULO 3

Descomposicién para una Representacion Natural p de GLy(K)

1. Caréacter asociado a la Representacién Natural de GLy(K)

Este capitulo es complementario al capitulo 2. Descompondremos la representacion natural
de G = GLy(K) (|K| = g, ¢ ntimero primo), asociada al G-conjunto X definido por pares de
rectas distintas. Recordar que el conjunto X fue descrito ampliamente en el capitulo anterior.
Nos interesara saber cuales son las representaciones, y su respectiva multiplicidad, que aparecen
al descomponer dicha representacion natural de G = G Ly(K). Para ello acudiremos a la teoria
de caracteres y a la tabla de caracteres irreducibles de G.

Como primer paso calcularemos el valor del caracter asociado a la representacion natural
de G, anteriormente citada, en un representante de cada clase de conjugacién de G.

Sea (L%(X), p) la representacién natural de G, donde X = {(I,I') | I #1; 1l € L}y X,

su caracter.

NOTACION 3. Denotaremos del siguiente modo las clases de conjugacion de G.

Atz{g(é ?)g_llgeG}, &z{g(é 1)9_1|96G}
C(ns)I{g(g 2)9‘1|96G}, é’zz{g<(1) ;ﬁg)g‘llge(}}.

Donde t,r,s(r #s) € K*, z¢€ Ky — K.

Ademas tenemos la siguiente tabla.

| Tabla: Clases de Conjugacion

Tipo de clase | Estabilizador | Orbita | cantidad de clases
At |G| 1 qg—1
By q(g—1) -1 q—1
Clr,s) (¢—1* Jalg+1) | 1/2(g—1)(g—2)
& > =1 @’ —q 1/2(¢*> — q)

Ahora usando la proposicién 18 podemos completar la tabla anterior con el calculo de x,(C)
para todo C clase de conjugacion de GG. Anotemos el conjunto X de una forma mas conveniente
para los calculos, representando las rectas por sus pendientes.

43
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NOTACION 4. Sea P = {\ | A € K}|J{oo} el conjunto de pendientes. De esta forma [P con
p € P —{oo} es la recta vectorial de pendiente p. Ademds, 1> = (e3).

1. A; deja fijas todas las rectas, pues

() GG

Con lo cual

Xo(Ar) = qlg +1).

2. B; no deja fija a la recta [, pues

t 1 0 1
(=1 )

obtenemos el sistema siguiente.
i) t+p=2A
i) tp=Ap.
De donde deducimos necesariamente que p = 0. Por lo tanto

Xp(Bt) = 0.

3. Cq.s fija a las rectas [* y 1° pues

(o2 =)
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(o) (= ()

Revicemos si esta clase fija a las rectas del tipo [P, con p # 0. Para ello anlicemos la siguiente

igualdad.
r o0 1 1
)G
<( b >>=<(1>>,
T oSp P

asi tenemos, igualando pendientes, que r = s, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto no
existe una recta [P (p # 0) fijada por la clase estudiada. Con lo cual

que es equivalente a.

XP(C(T,S)) = 2.
4. &, no fija a las rectas [ y [°.

A continuacion analicemos si esta clase fija alguna recta de la forma [P, con p # 0. Para ello
analizamos la igualdad siguiente.

0 —N(2) 1), (1
() GG
—N(z)p (1
<(1+Tr(z)p>>_<(p>>’

de donde, igualando pendientes, tenemos la ecuacion.

que es equivalente a.

(x) PPN(2) +pTr(z) +1 =0,

Es decir, p € K* es solucién del polinomio

’N(z) + Tr(z)r + 1,
cuyas raices son:
~Tr(z)+© —Tr(z)—0©

2 ’ 2 7
donde O es solucién de x? = (2 — 2)%. De otro modo
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O=(2—2) V O=(z—2),
que en ambos casos no es un elemento de K. Demostremos lo dicho anteriormente.
Supongamos que (z — z) € K. Sabemos también que Tr(z) € K, por lo tanto.

(z—2) + Tr(z) =22 €K,
lo cual es una contradiccion, pues z € Ky — K. El otro caso es andlogo.
Como ya sabemos que © ¢ K, obtenemos que  (*) no tiene soluciones en K. Asi

Xo(E;) =0.
2. Dimension del algebra de entrelazamiento

Con la informacién anterior ampliamos la informacion para la tabla de clases de conjugacién

de G.

| Tabla: Clases de Conjugacion |

Tipo de clase | Estabilizador | Orbita | cantidad de clases Xp
At [&] 1 g-1 a(g+1)

B a(g—1) -1 q-1 0

Clr,s) (@=1D* Jala+1) | 1/2(¢=1)(g-2) 2

& -1 7 —q 1/2(¢*> — q) 0

La tabla anteriormente indicada nos permitira calcular la dimensién del algebra entrelaza-
miento, para lo cual ocuparemos el corolario 3.

<X0’Xp> = \_a%é)(p(g)m

= Gl X9}
geG
= l@*@+1)*q—1)+2(g—1)(g—2)(g)(g+ 1)}
= e (@)(g + 1) + 2~ 2)}
= q+4
Asi, con lo anterior tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION 34. La dimensidn del dlgebra de entrelazamiento es (q + 4).

3. Multiplicidades

A continuacién obtendremos las representaciones irreducibles del grupo G = GLy(K), que
aparecen en la descomposicién de la representacién natural asociada a X. Ademas podremos
calcular las multiplicidades de cada representacion irreducible de G que aparecen en la descom-
posicion de la representacion natural ya mencionada, usando para ello, el corolario 2.



3. MULTIPLICIDADES 47

Como primer paso recordaremos la tabla de caracteres irreducibles para G = GLy(K).
El supraindice indica el grado de la representacion y el subindice es usado para distiguir

entre dos representaciones no isomorfas de un mismo grado.

| Tabla: Caracteres |

Tipo de clase X4 x& ngﬁl X271
At a?(t) | qo(t) (g+ DaB(@) (g —1DA()
B a?(t) 0 afB(t) —A(t)
C(r,s) a(rs) a(rs) a(r)B(s) + a(s)B(r) 0
Ey a(Nz) | —a(Nz) 0 —(A(z) + A(z))

Con a, p € K*y A € K;, donde A # A1
Como segundo paso daremos a conocer una proposicién necesaria para empezar a cédlcular.

PROPOSICION 35. Sea G un grupo de cardinal finito y o € Hom(G, C*) entonces

B 0 a#1
ZO‘(“)_{ G| a=1

aceG

COROLARIO 7. Sea F un cuerpo de cardinal ¢ y o € F* entonces

Za(a):{ 0 Oé#l

=t q—1 a=1.

A continuacién desarrollaremos los calculos pertinentes para encontrar las ya mencionadas

multiplicidades.
1. Sea a € K*. Estudiemos .

(XboXp) = ﬁ%xé(g)m

= {2 XA (A + L5 S XL (Clro)X(Cre)) )

teK* r,seK*
r#S

— WS @)+ Y alrs)
teK* r,seK*
r#s

)
r,s€K*
Ahora por corolario 7 tenemos lo siguiente.
(Xa:Xp) = ﬁ{ ZK a(rs)}
r,sEK*

- A Y Y als)

re K*se K*

— =55 ala)

acK*
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Con lo cual tenemos.

0 a#l
1 —
War Xp) { 1 a=1

La cantidad de representaciones irreducibles de este tipo, es solamente 1. A saber la repre-
sentacién irreducible asociada al cardcter x!, con a = 1.

2. Sea a € K*. Estudiemos X4.

Xexe) = & %;;xi(g)xp(g)
g
= Y A + 1D S (€l (€}
te K* rsre#i(
= @+ X () +qlg+1) X alrs)}
teK* r,ssi(*
- 2o{a X ¥+ X alrs)}
teK* r,srié(*
- ﬁ{(q— Y )+ > ars)}
teK* r,seK*
- a?(t) + > afa)}
te K* ac K*
Por lo tanto.
2 a=1
Xaxp) =4 1 o®=1;a#1
0 E.O.C.

De lo cual la representacion irreducible asociada al cararter x?, con o« = 1 tiene mutipli-
cidad 2. Y la representacién irreducible asociada al cardcter x4, donde a cumple con a? = 1

y a # 1, es decir, « es tal que al generador de K* lo envia en —1 0 @ = —1, tiene multiplicidad 1.
3. Sea a € K*. Estudiemos X(q+1).
Y x,) = Py X5 (9)x0(9)
= \G|{ Z X5 (Ao (Ay) + 2o PR 5 (Com) X0 (Core))}
= lala+ P T (@B)0) +gla+ 1):12[(*0&(7")6(8) +a(9)8(r)}

r#s



3. MULTIPLICIDADES 49

D) = Gl ) S @0+ T ali) +als)50))
— el ) T @80+ > ;zK*amms)}
=l ) T @80 +2 3 i)

Por lo tanto podemos concluir lo siguiente.

(q+1) _J 1 ap=1
<Xa,ﬁ 7XP> - { 0 EOC

Las tnicas representaciones que aparecen al descomponer la representacién natural son las
asociadas a los caracteres Xg:rﬁl, donde aff = 1 y cuya multiplicidad es 1. Nos queda saber
cudntas representaciones de esta dimensién aparecen, para ello analizamos la condicién (*)
aff = 1. Recordemos que K* ~ K*, asf la condicién (*) se transforma en 8 = a~!. También
tenemos que « # 3, con lo cual la cantidad de representaciones de este tipo es,

{2 =1} ¢-3

2 T2
Pues (o, B) v (0, ) parametrizan a la misma representacion.

4. Sea A € I/(\; Estudiemos X(Aq_l).

_1 1), T
DRV x) = ﬁZGx(X (9)x,(9)
ge

= 7o, 2 XA (A (A
= A X AW

teK*
Para poder cédlcular la suma anterior daremos algunos pasos antes.
Sabemos que la funciéon norma dada por:
N: K5 — K~

z +— N(z):=zz.

es un epimorfismo. Con lo cual tenemos que:

Kj/Ker(N) ~ K*,
donde Ker(N)={z€ K; | N(z)=1}y|Ker(N)| = (¢+1). Asi la cantidad de preimagenes
de un elemento en K* es (¢ + 1), pues tenemos los siguientes resultados.
i) Como N es una funcién epiyectiva, para cada a € K* existe un elemento z € K} tal que
N(z) = a. Tener presente que si a # a’ entonces z # 2’ por ser N funcién, con N(2') = d’.
ii) Sea wu € Ker(N), con lo cual N(z) = N(uz) con z € K;. Y por tltimo
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i) wz=1u zsiysélosiu=u".Conu,u € Ker(N)yzec K}
Por lo tanto:

GV = 45T A

acK*

= L1 A(N(z
ol 5 5, AN
N(z)=a

= o 2 ANG).

z€K3
Donde Ao N € K3.
Con lo cual.

INCRE BRI b
Xa o Xel =Y 0 AoN£1
Observar que A(N(z2)) = A(zz) = A(227) = ATL(2), con 2 € K3. De donde,

-1 1 Al =1
(XA Xp) = { 0 A2
Recordar que A? # A. Ahora calculemos la cantidad de representaciones irreducibles asocia-
das al caracter X‘JA_I donde A tiene la condicién AYT! = 1. Lo que ya sabemos es que cada una
tiene multiplicidad 1. Por proposicién 6 tenemos que |U| = [{zx € C | 29 =1} =¢q+ 1.
Conlocual [{x € U | 27 =2z} =2porlotanto |U| = {z € U | 29 # 2} = ¢— 1.
Asi la cantidad de caracteres asociados a A € U es ¢ — 1. Pero sabemos que la cantidad de
representaciones es %(q — 1), pues A? y A parametrizan a la misma representacion.
Verifiquemos a continuaciéon que las mutiplicidades anteriormente calculadas satisfacen el
corolario 3.
(XpXp) = 124224124 1%4(¢—3)+1%3(¢— 1)
<Xp=Xp> = q+4
Con todo lo hecho anteriormente y el lema 2, hemos obtenido el siguiente resultado.

TEOREMA 36. La representacion natural p se descompone del siguiente modo.

X)) =v Py P vy, P o vt B B Vil
a2#1



CAP{TULO 4

Descomposicién para una Representacion Natural p de GL3(K)

1. Clases de conjugacion de GL;(K)

En este capitulo consideraremos G = G'L3(K), con K un cuerpo finito de cardinal ¢, donde
q es la potencia de un nimero primo.

Consideremos H el grupo de matrices diagonales y X = G/H. Nuestro objetivo serd des-
componer la representacion natural asociada a X, del grupo G. Usaremos para ello la Teoria de
Caracteres. Ademas de las tablas de clases de conjugacion y caracteres irreducibles asociados
al grupo GG, con su respectivo valor en cada clase de conjugacién.

Como una primera etapa estudiaremos las clases de conjugacién de G. Esta parte sera util
para encontrar el valor del cardcter de la representacion natural asociada al conjunto X.

OBSERVACION 23. Como el |GL3(K)| = (¢* = 1)(¢®* — ¢)(¢®* = ¢*) y |H| = (¢ — 1)3, tenemos
que
G/H| = (¢ +q+1)(¢° + a)(¢*).
También sabemos que la cantidad de rectas del espacio esta dada por el siguiente cuociente:

¢ —1

1 =¢ +q+1,

donde (¢* — 1) es la cantidad de vectores en el espacio que generan una recta y (¢ — 1) es la

cantidad de vectores en el espacio que engendran la misma recta.

NOTACION 5. Denotaremos del siguiente modo los tipos de clases de conjugacion en G.
( )

a 0 0 a 1 0
Cila)=<9| 0 a 0 |g'|geGp, Cla)=4g| 0 a 0 |g'|geqC
0 0 a 0 0 a

\ V

J

( 0 ) 0 0
Cs(a) =< g a 1l |gtlgeGy, Ciad)=<g a 0 lg']gedG
0 b
0
0
C

a
0
0
gl geGy, Cslab,c)= g(

o O 2
oS @ =
oSt OO

51
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a 0 O z 0 0
Crla,z)=qg| 0 2 0 |g'[geGyp, C(2)=<Sg| 0 22 0 |g']lged
0 0 z9 0 0 27

Donde a,b,c € K* de a dos distintos, y r» € Ko — K, z € K3 — K.

Notemos, antes de proseguir, que los elementos elegidos como representantes para los tipos
de clases de conjugacién C; y Cg es un abuso de notacién, pues dichos elementos no pertenecen
al grupo GL3(K). Pero dichos representantes tienen que ver con las raices del polinomio carac-
teristico. Daremos a continuacion una explicacion para el representante correcto de las clases
en juego.

i) Clase del tipo C7. Observemos la siguiente matriz.

a 0 0
R=|0 0 —N(s) |,
0 1 Tr(s)

cona € K*,s€ Ky— K, asi N(s) =s s7y Tr(s) =s + s
Notemos que la matriz R pertenece a GL3(K) y ademés su polinomio caracteristico es.
—(z — a)(z® — 2Tr(s) + N(s)),

cuya parte cuadratica tiene como raices a s y s?. Es decir la matriz R es diagonalizable en Kj.
De donde obtenemos.

a 0O 0 a 0 0
00 =N(s) |~]10 s O
0 1 Tr(s) 0 0 s

ii) Clase del tipo Cs.
Consideremos la siguiente Transformacion lineal, mirando K3 como Kj3-espacio vectorial.
ha . Kg — Kg
r — hy(r)=ar,
con o € K3 — K.
Consideremos a continuaciéon K3 como K-espacio vectorial. Sabemos que para este espacio
tenemos la siguiente base.
2
{1, a, a*}.

Luego la transformacién h, queda definida en un elemento como sigue.

he (K3)K —  (K3)k

2

r=xl + ya + 20> — ho(r) =za + ya® + za3,

donde z,y, 2z € K.
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Recordemos que « es raiz de P4, polinomio caracteristico de una matriz A € GL3(K). Dicho

polinomio caracteristico se factoriza integramente en K.

2

Pi(z)=(z — a)(z — a)(z — a¥) =2 — Tr(a)x* + B(a)z — N(a)

De donde.
o’ = N(a)l + (=B(a))a + Tr(a)a’.
con
N(o) = aa?a?,
Bla) = aa® + (o + a%)a?

De otro modo tenemos.
he K3 —s K3
(z,9,2) = ha(r,y,2) = (2N(a),2 — 2B(a),y + 2Tr(a))

Pues (K3)x ~ K3, K3 como K-espacio vectorial. Teniendo presente el isomorfismo anterior

tenemos la siguiente correspondencia.

(K3)x «— K°
1 — e
« — €9
o? —  e3
Asi la matriz asociada a h,, es la siguiente.

0 0 N(a)

1 0 —B(«a)

01 Tr(a)

Notemos que esta matriz pertenece a GL3(K) y su polinomio caracteristico
—(2® — Tr(a)z® + B(a)z — N(a)),

no tiene raices en K, en otras palabras no es diagonalizable en dicho cuerpo, pues sus raices

estan en Kj3. Pero h, la podemos transportar a (K3)? pensado como Kj-espacio vectorial.

ho o (K3 — (K3)°
(r,y,2) +— ho(z,y,2) = (zN(a),z — zB(a),y + zTr(a)),

y considerando la base canonica para este espacio obtenemos.
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0 0 N(a) a 0 0
1 0 —B(a) |~] 0 ar 0
01 Tr(a) 0 0 aof

Pues el polinomios caracteristico asociado a h, se descompone completamente en Ksj.

2. Caracter asociado a la Representacién Natural p de GL3(K)

Para cdlcular el valor del caracter de la representacion natural, que anotaremos por Y, de
G ya mencionada, ocuparemos algunos hechos importantes.

Recordando el capitulo 2. Sea

Y ={(l,lw,l.) | {v,w,z} linealmente independiente }, con [, = (x).

Observar que si tenemos 3 vectores linealmente independientes en un espacio cuya dimensién
3, ellos forman una base del espacio en cuestion, con lo cual podemos precisar un poco mas los
elementos del conjunto Y.

Cada trio de rectas esta en'Y si y solo si dada la primera recta en el trio, la sequnda recta
es distinta de ella y la tercera recta del trio no esta en el plano formado por las dos rectas
anteriores.

También tenemos que Y es un G-espacio, definida la accién del siguiente modo.

G- (lu, b, L) = (g, lgws lgw)

Notemos que esta accion es transitiva, pues dado ((u), (v), (w)) € Y existe
g = (uvw)e GLy(K) tal que

g- ((ex) {e2), (e3)) = ({u), (v)(w)).

Ademaés
Stab((ey) (ea) fes)) = 1,

donde H es el grupo de las matrices diagonales.

Asf ocupando la proposicién 1 podemos transportar nuestro X = G/H, y mirarlo como el
nuevo Y = O, e,.e5) geOmMELrico.

Otro hecho importante de resaltar es la siguiente observacién, que nos permitira célcular
los valores del cardcter asociado a la representacién natural x,.

OBSERVACION 24. Los tipos de recta en el espacio son:
1. Tipo 1: {my = (e1)}.
2. Tipo 2: {l[t} = <t61 + 62> | t e K}
3. Tipo 3: {ljpq = (req +sex+e3) | t,re K}
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Claramente si sumamos el cardinal de cada conjunto nos da la cantidad de rectas en el
espacio. Y dichos conjuntos son todos distintos, con lo cual la particion anterior es correcta.

Ahora calcularemos x, en cada clase de conjugacién de G. Para ello ocuparemos la propo-
sicion 18.

Usaremos el nombre de cada clase como un representante de dicha clase de conjugacion.

1. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase C4.

Cr-my=my, Ci-ly=ly, Ci-lpg=Ipg-
Con lo cual
Xp(C1) = [X]
2. Tipos de rectas fijas por el tipo de clase Cj.

Vemos claramente que Cy - mq = my.
A continuacién escojamos una recta del tipo 2. Sea t € K. Nos preguntamos que condiciones
sobre t rigen sobre la siguiente igualdad.

a 1 0 t t
0 a0 {1 =1/
0 0 a 0 0
Haciendo actuar el representante de la clase sobre la recta obtenemos el sistema siguiente:
i) at+1=at
i) a=q,

para algin a € K*. Vemos claramenta que ningun ¢ satisface el sistema anterior. Por lo tanto
este tipo de rectas no es fijadas por el tipo de clase Cs.
Escojamos ahora una recta del tipo 3. Sea r, s € K. Revisemos la siguiente igualdad.

de donde tenemos.

T ar + s
(1 s [h)=( a |)
1 a

Desarrollando la igualdad anterior concluimos que ella sélo se cumple cuando s = 0. Es
decir, las rectas fijas del tipo 2 son [, g con r € K.
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Por lo tanto si existe un elemento fijo de X por el tipo de clase C5 el esta constituido por m; y
dos rectas del tipo [}, con r € K. Este trio de rectas para que pertenezca a X debe cumplir.

1 T T2
{z=101], y= 0|, z= 0 |},
0 1 1

con 171 # 19 debe ser linealmente independiente. Lo cual no se cumple pues.

z=(ro—mr)x + (1)y
Por lo tanto
XP(C2) =0
3. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase Cs.
Vemos facilmente que C5 - m; = m;. Revisemos que sucede con las demas rectas.
Escojamos un recta del tipo 2.
Sea t € K. Desarrollemos la siguiente igualdad.

a 1 0 t t
0 a 1 [ 1 =11
0 0 a 0 0

Asi obtenemos el sistema siguiente:
i) at+1=at
i) a=q,
para algin a € K*. Lo cual nos dice, que para toda recta de este tipo, ella no es fijada por el
tipo de clase Cs.
Ahora escojamos una recta del tipo 3.
Sea r,s € K y hagamos actuar (3 sobre la recta [}, 4. Al realizar este acto obtenemos.

a 1 0 T r
0 a 1 < S >:< S >>
0 0 a 1

Con lo cual tenemos el siguiente sistema.
i) as+s=ar
i) as+1=as,
para algin a € K*. Con lo cual.

Xo(C3) =0

4. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase Cj.
Vemos facilmente que Cy - my = my y Cy -l = Iy para todo t € K.
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Ahora escojamos un recta del tipo 3. Sea r, s € K.
Desarrollemos la siguiente igualdad.

a 0 0 T T
0 a 0 |(]l s [)=(] s |
0 0 b 1 1
De lo anterior obtenemos:
ar r
([ as [)=(| s |)

de donde tenemos el siguiente sistema.
i) ar=ar
i) as=as
i) b= q,
para algin o € K*. Asi,
(r#0Vs#0)=a = b.

Como sabemos que a # b tenemos que la tnica recta fijada es {jog = (es). Por lo tanto las
rectas fijas por este tipo de clase son

my, { g}, oo

Sélo nos queda encontar cuantos elementos de X podemos formar con la informacién obtenida.
Como el conjunto {e; , te; + e, e3}, con t € K es linealmente independiente, asi la cantidad
de trios en X, de esta forma, que podemos formar son 6q.

También sabemos que {tie; + €3 , tae; + €5 , ez}, con ty, to € K distintos, es linealmente
independiente. Con lo cual la cantidad de elementos X, de esta forma, que podemos formar
son: g(q)(q—l). Observar que el conjunto {e; , tje;+es , tae;+es} es linealmente dependiente,
pues.

t1€1 +eq = (tl — t2)61 + t2€1 =+ €.

Por lo tanto.

Xo(Cs) = 6q + g(q)(q—l) = 3q(q+1).

5. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase Cs.
Vemos que este tipo de clase fija a la recta m,. Revisemos si fija a alguna recta del tipo 2.
Consideremos la recta Iy con t € K y analicemos la siguiente igualdad.
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a 1 0 t t
0 a0 |(f 1 P=(1])
0 00 0
con lo cual tenemos esta otra igualdad:
t at +1
q1rp={ a ]
0 0

Pero esta igualdad no se cumple, pues si se cumpliera 1 = 0. Asi la clase C5 no fija a
ninguna recta del tipo 2. Revisemos el tercer tipo de rectas. Ahora consideremos la recta [}, 4
con 1, s € K perteneciente al tercer tipo. Haciendo actiar el representante de la clase Cy sobre
la recta [ 4 e igualando a la recta [, 4 obtenemos lo siguiente.

r ar + s
(1 s [)=( a |
1 b

Con lo cual obtenemos el siguiente sistema.

i) ar+s=br

i) as=bs.

De donde si s # 0 se tiene que a = b, lo cual no es posible. Ahora si s = 0, sélo nos queda la
ecuacién ar = br, por lo tanto r tampoco puede ser distinto de cero. Asi los valores de r y s
son simultaneamente ceros. En otras palabras la tinica recta del tipo 3 que es fijada por esta
clase es [jpq).

Por lo tanto

Xo(cs) =0

6. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase Cg.
Esta clase fija a la recta m;.
Veamos si deja fija a otra recta. Consideremos la recta [ del tipo 2 donde ¢ € K. Revisemos
la siguiente igualdad.

a 0 0 t
0 0 ¢ 0 0

con lo cual tenemos la siguiente igualdad.
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at

t
(o =1
0 0

Asi obtenemos.

i) bt = at. De donde t # 0, pues de otro modo, a = b. Por lo tanto la tinica recta fija por este
tipo de clase es [[g].

Sélo nos queda revisar que pasa con las rectas del tipo 3.

Sea la recta [f. 4 con 7, s € K. Analicemos la igualdad a continuacién.

a 0 O r T
0b 0 [(] s [)=(]s|)
0 0 ¢ 1 1

la cual provoca el hecho siguiente.

—~
j—
O

~

I

—~
»

~

De donde obtenemos el sistema siguiente.

i) ar=cr

ii) bs=cs.

Asf la tnica recta fija por este tipo de clase es [y .
Por lo tanto

Xo(Cs) = 6.

7. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase C7.
Este tipo de clase fija a la recta mq, pues

a 0 0 1 a

00 =N(a) | (| 0 [)=([0])

01 Tr(a) 0 0

Consideremos ahora una recta del tipo 2. Para ello sea t € K. Revisemos la siguiente
igualdad.

a 0 0 t

00 =N(e) | (| L [h=([1]h

01 Tr(a) 0

la cual provoca el hecho siguiente.
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1 0

Que claramente son distintas para todo t € K. Es decir el tipo 2 de rectas no son fijas por esta
clase.

El ultimo caso es considerar una recta del tipo 3. Para ello sea r,s € K. Analicemos la
siguiente igualdad.

a 0 0 r r
00 N || s h=t] s |)
01 Tr(a) 1 1
De lo anterior obtenemos.
ar r
| v = s
s+ Tr(a) 1
Con lo cual tenemos el siguiente sistema.
i) ar=pr
ii) —N(a)=ps

iii) s+ 7Tr(a) =0, con e K*
De ii) 1iii) obtenemos la ecuacién siguiente.

B — Tr(a)B + N(a)=0.

Es decir g € K*, es una solucién del polinomio,

> — Tr(a)z + N(a).
Pero las raices del polinomio anterior son.
~Tr(a)+0 —Tr(a)—06
2 ’ 2 ’
donde O es solucién de 22 = (a — @)?, es decir © ¢ K, por lo tanto el polinomio anteriormente

citado no tiene sus soluciones en K. Asi obtenemos que el tipo 3 de rectas no es fijado por la
clase C5.
Por lo tanto.

X,o(C7) = 0.

8. Tipos de rectas que son fijadas por el tipo de clase Cs.
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Observemos lo siguiente. Si x,(Cs) # 0, de donde tenemos que existe € X tal que

Cs-r=u.
Por lo tanto existe [, € (L), tal que
g-l, =1,
Es decir, existe g € K* tal que
= [o.

De donde obtenemos que (3 es un valor propio de Cf, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto.

Xo(Cs) = 0.

Con toda esta informacién generamos la tabla siguiente util para descomponer la represen-

tacion natural.

| Clase de Conjugacién para G |

Tipo de clase Cardinal Orden Xp
Ch qg—1 1 | X|
Co qg—1 (@ —=1)(g+1) 0
Cs g—-1 (¢ —1)(¢* —q) 0
Cy (¢=D(¢g—2) (¢ + 9+ 1(d?) Ba(g+1)
Cs (¢—1)(q-2) (® - D(g+1)(¢%) 0
Cs s@=1D(@-2(-3) | (@*+a+ (" +¢° 6
Cr 3(a—1D(¢*—q) ()¢ —1) 0
Cs (@ —q) (¢® —d*)(@* —q) 0

El paso siguiente sera calcular la dimensién del entrelazamiento, para luego proseguir con
el calculo de las multiplicidades de cada representacion irreducible de GG, que aparecen al des-
componer la representacion natural.

3. Dimension del algebra de entrelazamiento de p

<vaXp> = |G\ZXP() ()

geG

= Iq { %Xp}

= Glla—1(@+q+1D)*@+a)*(*)? +9(a") (g — 1)(g — 2)(¢° + ¢+ 1)(g + 1)*..
- +6(g—1)(¢—2)(a—3)(* +a+1)(@*)(a+ 1)}

= Gl@ = 1@ +q+1D(g+1)*(¢°) +9(¢")(¢* = 1)(a — 2)(g +1)* + ..
- +6(0° —1)(g—2)(a—3)(¢*) (g + 1)}



3. DIMENSION DEL ALGEBRA DE ENTRELAZAMIENTO DE p 62

3 3
(o Xp) = (2 4 g+ 1) (g + 1)) +9(9) (g — 2)(g+ 1) +6(g — 2)(g — 3)}
= e’ +24° +2¢" +10¢° — 3¢7 — 48¢ + 36}
= W=D 4 4P 4 9¢2 + 24q + 36}

(¢—1)
Asi, con lo anterior tenemos la siguiente proposicion

PROPOSICION 37. La dimensién del dlgebra de entrelazamiento es, (¢*+4¢>+9q¢*+24q+36).

Daremos a continuacién algunas informaciones ttiles, para luego recordar la tabla de carac-
teres irreducibles de G L3(K).

PROPOSICION 38. Sea Z un conjunto no vacio y f : Z3 — C, g : Z?> — C funciones
entonces.

Z) Z f(a,b,c) = Zf(aaa'>a) + Z f(b>ava') + Z f(a'>bva’) + ..
a,b,ceZ ac”Z a,al;ebZ a:lbbe

et Z f(a,a,b)—l— Z f(a,b,c).
a,bbe a,b,c(#)eZ

Ademds si f cumple con.

f(avav b) = f(a7 bva) = f(bvavCL)v

tenemos que

Zf(a,b,c):Zf(a,a,a)+32f(a,b,b)—l— Z f(a,b,c).

a,b,ceZ ac”Z a,beZ ab,c(#)eZ
a#b
i)
> gla,b) = > gla,b)+ gla,a).
a,beZ a,beZ a€”Z
a#b

NOTACION 6. Sean «, v, 3 € K*, conl< H{a, B, v} <3, se define.
S: K*xK*xK* — C
(,9,2) — S(@,y,2) = Y a(2)By)v(2).

> a@)B)v(z) = a(@)8(y)v(z) +a(x)v(y)B(z) + Bla)v(y)a(z) + ...
o+ B(x)a(y)y(2) +v(2)B(y)alz) + v(z)ay)B(z)

PROPOSICION 39. La funcion S cumple con.
i)
Z S(a,b,c) =0.

a,b,ce K*
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i)
Z S(a,b,c) = —1ZSaaa—3ZSaab

a,b,c(#)eK* acK* abag){*
iii)
Z S(a,a,b) = ZS(a,a,a) + Z S(a,a,b).
a,beK* acK* abek:

DEMOSTRACION. Sabemos lo siguiente.
S Shd- ¥ Y a@itn.
a,b,ce K* ab,ce K*(a B )
Analicemos a continuacién la siguiente suma.
DD D a@Bb)e) = Y ala)d Bb) Y A(e)
aeK*be K*ce K* acK* beK* ceK*

Ocupando proposicién 7 y el hecho que 1 < [{a, 5, v}| < 3, obtenemos.

Yo ala)Y Bb)Y ()=

acK* beK* cEK*
Con lo cual.

También es facil percatarse de lo siguiente.
S(a/’ b? b) = S(a/’ b? a) = S(b7 a’? a)?

de donde, por proposicién 38 y adjuntando el resultado anterior obtenemos el punto i) de la
proposicion.
Para el punto #ii) observemos lo siguiente.

S(a,a,0) = Y a(a)Blayy(b) = Y (aB)(a)y(b).
(o B ) (o B )
Es decir, S se puede ver como una funcién en dos variables y aplicando la

proposicién 38 ii) obtenemos el ltimo punto de la demostracién.
O

Como ya hemos mencionado otro dato importante para realizar la descomposicion de la
representacion natural, es la tabla de caracteres irreducibles o caracteres asociados a cada re-
presentacion irreducible de G.

El supraindice indica el grado de la representacion y el subindice es usado para distiguir

entre dos representaciones no isomorfas de un mismo grado.
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4. Multiplicidades

A continuacién calcularemos las multiplicidades de cada representacion irreducible, que
aparecen al descomponer la representacién natural L?(X) asociada a G.

1. Célculo de la multiplicidad de la representacion irreducible de G asociada al caracter
(¢+1)(¢*+q+1)
aBy

los célculos.

(Xapr: Xp) = ﬁgxam(g)xp(g)

- ﬁ{a;:{*Xaﬁv(cl)Xp(Cl) + (q2 +q+ 1)(q2)a gK*Xaﬁv(C4)Xp(C4)+---

. De aqui en adelante omitiremos el supraindice por comodidad en la lectura de

a#b

2 4 3
o D) (€ (Co)}
avbvc(;é)eK*

= pilla+D(@+q+1) 3 (apy)(a) +35(a+1) 3 3 aa)bla)y(b) + ..

acK* a,beK* (afy)
a#b

2 2 ala)Bb)y(e)}

a,b,¢(#)(afv)

= ol D@ +ar) 3 Saa+5a+1) 3 Saab)+..
acK* a,be K*
a#b

-+ > S(a,b0)}

a,b,c(#)eK*
Ahora por proposicién 39 ii) tenemos que la suma anterior se transforma en.

(Xasy Xp) = o tlGla+ D@ +a+1) = 1] 3 Sla,a,a) + [5(g+1) = 3] 3 S(a,a,b)}

aceK* a,be K*
a#b
= opilGa+ )@ +q+1) 1] ¥ S(a,a,a) +3(a—1) 3 S(a,a,b)}
aceK* a,be K*
a#b
A continuacién, por proposicién 39 iii) tenemos.
(Xasr Xo) = prll(Gla+ D +q+1) —1— L] 2, Sla,a,a) + ..
aceK*
-1 Y Slaab)
a,be K*
= Gyl 20~ T+ 46 3 (afy)(a) + ..
acK*
e B)a- D) Y Sa,ab)}
a,be K*
— e =120+ 3 (@B)() + .
acK*
A @D} Y Sla,a.b)
a,be K*

Notemos que.

%3 (a,a,b) = (aB)(a)y(b) + (ay)(a)5(b) + (v5)(a) (D).
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Asi obtenemos lo siguiente.

R g+7 (aB=1Ay=1V(ey=1AB=1)V (By=1Na=1)
(e oy = 8 g4 afy =1
0 E.O.C.

2. Célculo de la multiplicidad de la representacién irreducible de G asociada al cardcter ..

(XasXp) = & 2 Xaor(9)X,(9)
= ﬁ{ > Xa(CXo(C) + (¢ +a+1)(¢%) 20 Xa(Ca)xo(Ca) + ...

acK* a,be K*
a#b

2 4 3
+% > XalCs)x,(Co)}
a7b7c(¢)€K*

= it L al@®)+3 X a(@®)+ ¥ alabe)}
aceK* aqbié{* a,b,c(;é)

Considerando la funcién f, : K* x K* x K* — C, definida por.
folz,y,2) == a(zyz), (x,y,2) € K* x K* x K*,
Observemos que f,(z,x,y) = fo(x,2,2) = fo(z,x,z) y ocupando la proposicién 38 i) obte-

nemos lo siguiente.

(XarXo) = el 2 2 X alabe)}

acEK*be K*ceK*
NarXo) = ot 2 ala) X a(b) 3 alo)})
aeK* be K* ceK*

Por lo tanto tenemos.
1 a=1

<xi,xp>={ 0 sl

3. Calculo de la multiplicidad de la representacién irreducible de G asociada al caracter
2
X4

XarXo) = 73 > Xa (9)x0(9)
= i 2 xa@X(C) + (¢ +a+ 1(@) 3 XalCoxolCs) + -
. relet) o XelCox (o)}
= wrile+ D > ola)+3(g+1) 3 ala®)+2 bzg;é)a(abc)}
= Gol@+ )@ -2 5 o(@)+ B +1)=6) 3 a@®®)+2 5 alabo)}

a#b
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Teniendo presente la funcién f, y ocupando la proposicién 38 ii) obtenemos.

XasXp) = pilla—1D(g+2) —3(¢ - D) & oa?) +3(¢ 1) b;K*a(a%) + ..
+... 2> afabe)}

a,b,c
— ﬁ{(q — 123 a®a)+3(g—1) Y a®(a) 3 a(b) + ...
acK* acK* beK*
23 ala) X ab) 3 alc)}
acK* beK * cEK*
Por lo tanto.
6 a=1
ETx) =8 1 a#liad=1
0 E.O.C.
4. Calculo de la multiplicidad de la representacién irreducible de G asociada al caracter
X4
Xas Xo) = 17 22 Xal(9)X0(9)
geG
= \—(1;|{ > Xa(C)Xp(C1) +(* +q+1)(¢%) X XalCa)xp(Ca) + ...
acK* a,be K*
a#b
L IR e (Co)x(Co)}
ab,c(#)eEK*
= pid® X ald®) +3¢ 3 a(a’®) + 3 alabe)}
acK* a,l;i{)(* a,b,c(#)
— ﬁ{((q?’ —-1)=3(g—1)) z}:{ a(a®)+3(g—1) bZK a(a®b) + Zb: a(abe)}
acK* a,be K* a,b,c
= wpila—1%q¢+2) ¥ o*(a)+3(¢—1) X ala®) 3 ab)+ > alabe)}
aeK* aceK* beK % a,b,ce K*
Por lo tanto.
q+6 a=1
(X0 X)) =4 q+2 a#lad=1
0 E.O.C.
5. Calculo de la multiplicidad de la representacién irreducible de GG asociada al caracter
2+g+1
Xiﬁ LA
<Xocﬁa Xp> = % Z Xaﬁ(g)Xp(g)
61 =,
g
= |—Cl;\{ ZK Xas(C1)Xp(C1) + (¢* + ¢ + 1)(¢?) bZK Xas(Ca)Xp(Ca) + ...
acK* a,be K*

a#b
2 4 3
Lo e s e y,(Co)}
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(Xop: Xp) = rpll@®+a+1) ;{*(aﬁz)(a) +3 b;K*[(q +1)(af)(a)3(b) + B*(a)a(b)] + ...

+3 > Y a(a)s(be)}
a,b,¢(#) (abe)
Donde

%Za(a)ﬂ(b)ﬁ@) = a(a)B(b)B(c) + a(c)B(a)B(b) + a(b)B(c)(a).
(abe)

Lo cual podemos pensarlo del siguiente modo.

a7) 5> 0@B0)5(0) = 3 al@db)i),
(

abc) (aB8)

pues tenemos.

Y a(@B®)B(e) = 2[ a(a)Bb)s(c) + alb)B(a)B(c) + alc)5(a)B(b) ]

(abc)
Observemos lo siguiente.

(g +1)(@B)(a)8(b) + B*(@)a(b) = (g — 1)(aB)(a)B(b) + Y ala)5(a)B(b).
(a58)

Con lo cual tenemos.

(o) = Gl @40+ ) 3 (@F)(@) +3(g—1) T ala)d(@)so) + .

32 > aa)Ba)sb)+ 3 3 ala)Bb)b(c)}
a,b(#)(aBp) a,b,e(#)(aBp)
Por proposicién 39 ii) obtenemos la siguiente igualdad.

(Xop: Xp) = pll@+a+1) 2 (@) @) +3(a—1) 3 a(@)f@)fd)+..

= 2. T ald@s@)
= @l e+ T ()0 +3g—1) 5 o@f@)i) +

. =33 ala)B(a)B(a)}

aeK*
Ademds, ocupando la proposicién 38 ii) sabemos que.

D (@) (@)Bla)+ > (aB)(@)Bb) = > (aB)(a)3(b).

aeK* a,be K* a,be K*
a#b

Con lo cual obtenemos.
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(o o) = dl@+0=2) T (@8)(@) +3(g—1) 3 a(@)Ba)d0)

= i@ +a-2-3(a—-1) X ala)B(@)fla) +3(¢—1) ¥ (aB)(a)B(b)}

acK* a,be K*

= 2 {-1° Y a(@B@)f@) +3a—1) ¥ (aB)(@)5b)}

aeK* a,be K*
Pero,

> (aB)(a)Bb) = > (aB)(a)>_ B(b)

a,beK* a€K* beK*

pues a # 3. Con lo cual obtenemos.

() — { 1 apt=1

0 af?#1.
6. Calculo de la multiplicidad de la representacion irreducible de GG asociada al caracter
(+ +1)
o
<Xoc6aXp> = |G\ ZX&B( )Xp(g)
geG
= &l 2 XasCOX(C) + (@® + ¢+ 1)(¢*) 3 Xap(Ca)xp(Ca) +
aeK* a,l;i{?{*
N % > Xaﬁ(c6)XP(C6>}

a,b,c(#)eK
= Gl@+a+1)g+ 1)) T (af)(a) +
(

)
3@+ 1+ )+ 1)) X g+ 1)(aB)(a)B(b) + qf*(a)a(d)] + ..

a,be K*
a#b

(@14 (a+ () X 52 ala)Bbe)}

ab,c(#) (abe)
= wrl@+a+ 1)) X (@f)(a)+3 2 [(¢+1)(aB)(a)3(b) + g5 (a)a(d)] + ...

aceK* a,be K*
a#b

Y LY al)ih)
ab,c(#) (abe)
Observemos lo siguiente.

(g + D(aB)(@)B(b) + g5 (a)a(b) = (q — 1)(aB)(@)B(b) + (¢ — )F(a)a(b) + Y ala)B(a)3(b).
(B8)

Ahora por proposicién 39 iz) y usando la igualdad 17 tenemos.

(osxs) = rpedl@ +a+ (@) =3 T (@)@ +30-1) ¥ (aB)a)s) +

aeK* a,be K*

~+3(g—1) > BHa)a(b)}.

a,be K*
a#b
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Debido a la proposicién 38 i) tenemos.

Y (@) @)Ba)+ Y (@) @pb) = 3 (aB)(a)B(b) = 0.

aEK* a,b(#)eK* a,be K*
y
Y Flaala) + Y Flaab) = Y Fla)a(b)
acK* a,l;ii(* a,be K*

Por lo tanto.

oo Xp) = pll@+a+1)(0) =3 -6(¢—1)] 2 (af)(a) +3(a—1) ¥ A(a)a(b)}

aceK* a,be K*
= wpila—1D*g+3) X (af)(a) +3(g—1) X F*a)a(b)}
aeK* a,be K*
Con lo cual.
q+6 a=1Ap3*=1
<Xg1,[§(q +q+1)7XP> — q + 3 62 7& 1A Oé/@2 =1

0 E.O.C.

7. Calculo de la multiplicidad de la representacion irreducible de G' asociada al caracter
(g-1)(¢* +a+1)

XaA
XoasXp) = G EG Xa(9)Xo(9)
= &t ;:{ Xa(CXp(C1) + (¢ + g+ 1)(¢?) gK*Xa(C4)Xp(C4)}
— = D 1P+ D) T (0B)(0)+
3D+ g+ 1)(g+1)(¢%) I)ZK*OK(@)A(Z?)}
= o 1 —={(@+q+ 1)6213( (@A) (a) + 3a :%:K*oz(a)A(b)}

Debido a la proposicién 38 ii) tenemos lo siguiente.

Yo (ad)@) + Y al@A®d) = Y a(@)A®),

acK* a,be K* a,be K*
a#b

de donde obtenemos.

Xoa:Xp) = Errild +q+1)a§(( A)(a) +3 I;K*a(a)ﬁ(b)}

= Eoelle—D@+2) ¥ (ad)(a) +3 3 ala) 3 Ab)}.

acK* acK* beK*



4. MULTIPLICIDADES

Tener presente el siguiente hecho.

donde N(z) = z z9. Con lo cual tenemos.

71

(XaasXp) = Fptla—1)(@+2) GZII(*(@A)(@) +3 GZI; a(a)bg{*ﬁ(b)}
= rtla—D(g+2) eZ[:O(aﬁ)( a) + Z[:{ a(a) eZII(*A(N(Z))}
De donde obtenemos. ’
q+5 (a=1)AN(aA =1)
KR )y =8 g2 (@A DA(@A=1)A(AoN #£1)
0 E.O.C.

8. Calculo de la multiplicidad de la representacién irreducible de GG asociada al caracter

—1)(¢®—1
X((ﬁq )(a ).

(Xo» Xp) = |G\Zxa(g)xp(g)
Xo(C1)
— (= 1)(q —1)(q‘5r|q+1 (¢+1)(¢*) S (a)

acK*
g 3 la)

(q_l)aEK

Lo que a continuacion desarrollaremos ya ha sido estudiado en capitulos anteriores, que es

una nueva forma de escribir la suma antes mencionada, por esta razon solo veremos los pasos

mas importantes.

N: Ki — K*
z — N'(2):=2z2 27,

epimorfismo. Con lo cual tenemos que:
Ki/Ker(N) ~ K",
donde
Ker(N

V={:eK; | N(z)=1},

donde |Ker(N')|
(¢*> +q+1). Con lo cual tenemos lo siguiente.

= (¢* + g+ 1). Asi la cantidad de preimagenes de un elemento en K* es
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(Xo:Xp) = LS ¢(a)

aEK*

ﬁz}{ 3N
N (2)=a
= 53 0oNE)
Donde Ao N’ € [/(Ef Por lo tanto.

NP1 qg+1 ¢q2+q+1 -1
<Xé)q @ )7 Xp) = 21041
0 P HaT! oL

TEOREMA 40. La representacion natural p se descompone del siguiente modo.

2 = e g VN @ e VST @ e -

DOV @ o VI @tV @ 9 itV D
aa; aa;

B o VI ® @ ko Vil T @ 8 s VT @

aﬁz 1

) A @:1 lq + 5] V(1qu (¢*+q+1) D o [¢+2 V(glAl) (¢*+q+1) D .

alA=1
Adtly
a#l

(g—1)(g*-1)
B o [g+1]Vy .

pa2+ati=1

Donde Vf son los espacios asociados a las representaciones irreducibles de G' cuyo caracter

es X
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5. Generalizaciones

Lo que realizaremos en la presente seccién serd dar algunas generalizaciones, o de otra
forma, la determinacién de una férmula que nos permita calcular en forma mas rapida la tabla
de caracteres y el numero de entrelazamiento.

Sea G, = GL,(K) con |K| = q y T, el subgrupo diagonal o Toro de G,.

1. Consideremos a continuacién los siguientes conjuntos.

Xn = Gn/Tna
y también
Yo = {(loy, logs log, - 5 lo,) | {v1,v2,03,- -+, v, } base de K"}.

Sabemos que Y,, es un G,-espacio. La accién esta definida del siguiente modo.

g- (lvlﬁlvmlvw T '>lvn) = (g : lvpg : lv2>g : lv3> g lvn)a
donde

g'lvi:lgviv lvi:<vi>
OBSERVACION 25. Observemos que G,, actia transitivamente sobre Y, pues dado

(lvlﬁ lvza l’l)3a T lvn) €Y emiste

g=(v1 v2 U3 -v,) € Gy,

tal que

g- (l€17l62a l63a t '>len) = (lvp lvza lvaa o '>lvn)'

Ademds tenemos lo siguiente.

Stab( = Tna

lel 7162 7l63 7"'7l€n)

pues si g = (v1,v2,v3 -, U,) € Gy es tal que g-x = x, con = (ley, ley, les, - * e, ), tenemos.
Uj:)\j €j, )\jEK*,jE{l,Q,g,“',n},

Juntando la observacién anterior con la proposicion 1 tenemos la siguiente correspondencia.

(18) Y, — G,/ Stab

lel 7l€2 7l€3 7“‘7len) :
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La equivalencia 18 es nuestra primera generalizacion, que nos ayudara a encontrar el valor del
cardcter asociado a la representacién natural asociada a G, para X,, = G,,/T,. Este resultado
serd nuestra segunda generalizacion.

En lo que sigue el conjunto X,, sera pensado, vi la equivalencia 18, como el conjunto Y,,.
2. El del caracter asociado a la representacién natural, (L*(X,,) , p) de G,,, considerando
X, =G, /T,.

PROPOSICION 41. Sea g € G,,.

1. Si g fija al menos un elemento x € X entonces g es diagonalizable.
2. 51 g tiene al menos un valor propio fuera del cuerpo K entonces

Xo(g) = 0.

DEMOSTRACION. Sea g € GL,(K). Sabemos por proposicién 18 que,

Xolg) = #{reX | gz = z}.

Supongamos que g fija un elemento & = (ly,, ly,, lug, -+, by, ) € Xp, entonces tenemos lo siguiente.
gur = A
gua = Ay vy
gus = A3u3
g v, = )\n Un,

con \; € K*, j € {1,2,3,---,n}. Asi la matriz ¢ en la base {vy,ve,vs, - -, v,,} es diagonal. Es
decir, g es diagonalizable. Con lo anteriormente dicho demostramos el punto 1 de la proposicién.

Demostremos el punto 2. Si suponemos que x,(g) # 0, entonces que existe al menos un
elemento x € X tal que g-x = =x. Con lo realizado anteriormente, g es diagonalizable y
evidentemente todos sus valores propios pertenecen a K*. O

Hasta este punto ya sabemos el valor del caracter de la representacién natural asociada a G,
en las clases de conjugacién no diagonalizables, es decir cero. El paso siguiente serd encontrar
su valor en las clases de conjugacién diagonalizables.

DEFINICION 18. 1. Sean € N se define a continuacion el siguiente elemento.

n—1 ;
B ¢ =1 ¢ -1\ [GL(K)|
gn_H<q_1 q—l)_ ‘Tn| _‘Xn‘

=0
2. Sea A= (A1, Ao, Az, -, A\), 7 < n, donde {1, Ao, A3, -+, A\ } es un conjunto de numeros

enteros positivos. Se dice que A es una particion de n si solo si.
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j=1
W) M >A> A3 > >\,

Recordar que los tipos de clases de conjugacion de GL,(K), diagonalizables, estan parametri-

zadas por las particiones de n.

TEOREMA 42. Sea A = (A1, Ao, A3, -+, \.) la particidn de n, que parametriza al tipo de clase
de conjugacion C, de un elemento diagonalizable de G,,, entonces

(19) Xp(C) = PV & & &g 6

DEMOSTRACION. Sea C la clase de conjugacién de G,, parametrizada por la particién \ de
n. Recordar que todos los elementos de la clase tiene el mismo polinomio caracteristico, pues
son matrices conjugadas, por tal razén usaremos C como un representante de la clase.

Sean ay, as, as, -+, ar, y A1, Ag, A3, -+, A, los valores propios y multiplicidades respectivamente
de C, con r <n.

Observemos lo siguiente.

Las tinicas rectas fijas por C son las pertenecientes a los espacios propios V,,, asociados a
cada valor propio a;, cuya dimension es \;, coni € {1,2,3---,r}.

Teniendo presente lo anterior y ocupando la proposicién 18, procedamos a contar la cantidad
de n-uplas en X fijas por C.

Pensemos en la n-upla cuyos primeras coordenadas estan constituidas por rectas del espacio
propio V,,, las coordenadas que siguen, por rectas del espacio propio V,,, y asi sucesivamente
hasta las ultimas coordenadas constituidas por rectas del espacio propio V,, . O de otro modo
la n-upla en X formada por bloques V,,, V,,, Vi, -, V,,.. Calculemos la cantidad de n-uplas
que tienen esta forma.

Anotemos como [ las rectas que forman la n-upla en cuestién, donde i indica la coorde-

V(i,g)
nada y j indica el espacio propio al cual pertenece o de otro modo v(; ;) € Vi,.

La cantidad de rectas posibles para la primera coordenada de la n-upla es.

g —1
qg—1 )

OBSERVACION 26. Sea V' es un K -espacio vectorial de dimensidn finita, W <V con B una

base de W, entonces.
v¢ W =W # (WU{v}) <= BU{v} es un conjunto linealmente independiente.
es decir, v & W si sélo si (v) € { | < W | dimension del =1 }.

La cantidad de rectas posibles para la segunda coordenada de la n-upla, es tal que el
conjunto,
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{0(1,1) ) U(1,2)}>

es linealmente independiente, es decir, ocupando obsevacién anterior, v(1,9) & [ lo cual es

U(1,1)7

equivalente a decir [, ,, #1 Por lo tanto la cantidad de rectas pertenecientes a V,,, que

v,n-

pueden ocupar la segunda coordenada de la n-upla es.

)\1_1
(q )—1.
qg—1

La cantidad de rectas posibles en V,,, para ocupar la tercera coordenada de la n-upla, es

tal que el conjunto,

{U(l,l) » U(2,1) U(3,1)}7

es linealmente independiente, que es equivalente a decir v(s 1y & ({v(1,1) » Y1) }), lo que a su vez
es equivalente I, , , & { I < ({v@a1), ven}) | dimensién de I =1 }. Por la tanto la cantidad de
rectas pertenecientes a V,, que pueden ocupar la tercera coordenada de la n-upla es.

q)\l -1 q2 -1
g—1 g—1)"
Siguiendo este proceso obtenemos que la cantidad de n-uplas en X formada por bloques es.

SRS PRSVREERIW

Ademas observando que si g € GG, fija una n-upla entonces ¢ fija cualquier arreglo nuevo

que hagamos de dicha n-upla, obtenemos el bello resultado.

Xo(C) = P & &, 6n - 6
]

Resumiendo lo dicho en los puntos 1 y 2, tenemos que el caracter de la representacién
natural asociada a G, para X, = G, /T,, en las clases de conjugacién no diagonalizables es
cero y para las diagonalizables tenemos la formula dada por el teorema 42.

Observar que también podemos ocupar el siguiente hecho, que nos servira, junto con lo
anterior, para calcular la dimensién del algebra de entrelazamiento.

Sea Cy un representante de un clase de conjugacion diagonalizable de G, parametrizada

por la particion X = (A1, Ao, Az, - - -, \,.) entonces

(20) | Oc, | =

Sea G un sistema de representantes para las clases de conjugacion de G,,. Observemos lo
siguiente.
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X Xo) = 1a 2 X2(9)
9€Gn
= \G}MZ ZX%(Q)
ceG 9€0c
= @12 2 X0
ceG 9€0c
— Ly 101
CceG

Sea D un conjunto representantes para las clases de conjugacion diagonalizables de G,,,
J el conjunto de todas las particiones de n y Il la cantidad de clases parametrizadas por la
particién A. Asi la suma anterior adquiere la siguiente forma.

o Xo) = @y | Oc|x;(C)
ceG

= IGlnl > | Oc| X%(C)
ceb

= IGlnl >, L[ O | X?)(CA>
reJg

La suma anterior queda absolutamente determinada. Sélo basta emplear para su resolucién
las formulas 19 y 20. Con esta informacién tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 43. La dimension del dlgebra de entrelazamiento asociada a la representacion
natural p en el grupo G,, es:

1
|Gl

Y IO | X;(Ch):

reT

Un par de ejercicios interesantes de desarrollar, es en primer término, verificar la dimensién
del algebra de entrelazamiento que obtuvimos para G3 y encontrar la dimensién del algebra de
entrelazamiento para Gjy.

1. Dimensién del algebra de entrelazamiento de p para G = GL3(K).

Mo Xo) = G 2 X09)
gelg\ 3 ¢ \2 |G| 3 9
_
- @{@ > (P35 6)° + |GLa(K)xGL1(K)]| > (P(g,l) §261)° + ..
aeK* a7b€K*
a#b
1 el
-+ SEenE e anm. | 2 Pauy & é &)}

(#)ab,ceK*

= glile— (¢ +a+1Da+1)%(a)° +9(¢")(g — (g = 2)(¢* + ¢+ (g + 1)*..
- +6(q—1)(g=2)(q = 3)(¢* + ¢+ 1)(¢*) (¢ + 1)}

= D@ (g2 + g+ 1)(g+ 1)) + () (g = 2)(g + 1) + 6(g — 2)(q — 3)}

= e ld® +2¢° +2¢" +10¢° — 3¢* — 48¢ + 36}

= S {q" +4¢° + 9¢° + 24q + 36}




Por lo tanto.
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(Xps Xp) = ¢*+4¢° +9¢* + 24q + 36.

2. Dimension del dlgebra de entrelazamiento de p para G = GL4(K).

<Xp> Xp) =

Por lo tanto.

&1 2 X5 (9)

geqG

1 rlG] 1G]
@{@ EZK*(P‘? §a)* + [GL3(K)xGL1(K)| I);K*(P(%,l) &) + ..

a#b

1 (€] 4 2
T aEnmrenExen®@ | 2 Pean 28 &)° +
(#)ab,ceK*

1 (€] 4 2
.t by ‘GL2(K)XGL2(K)|QI;K*(P(ZZ) 52 £2> + ...

a#b

1 €] 4 2
-t A |GL1(K)xGL1(K)XGL1 (K)xGL1(K)| Z (P(1,1,1,1 &4 & 51) }
(#)a,b,c,deK*

(@ P+ g+ D@+ g+ Dg+1) + 166% +q+1)(g+1)(g—2) +..
T2+ @) (@ = 5q +6) +18(¢% + 2+ 1)(¢* — 2¢%) + 24(q — 2)(q — 3)(q — 4)}

(= 1)*(¢” + 64° + 207 + 49¢° + 98¢° + 186¢" + 314¢” + 468¢* + 672¢ + 576)

(Xpr Xo) = @ +6¢° + 207 +49¢° 4 98¢° + 186¢" + 314¢> + 468¢> + 672q + 576.



[1]
2]

Bibliografia

J.L Alperin; Rowen B. Bell : Groups and Representations.
Department of Mathematics. University of Chicago.

Jean Pierre Serre : Représentations Linéaires Des Gruopes Finis.
Paris. Omega Barcelona, coleccién metodos.

1971. 182p.

Jorge Soto : Representaciones Geométricas de Grupos Finitos.
Escuela Latinoamericana de Mateméticas(ELAM). Santiago. Chile.
1988. 104p.

Hoffman-Kunze : Algebra lineal.

Prentice-Hall Hispanoamerica. 1973.

Hungerford, T.W : Algebra.

Springer-Verlang New York. Heidelberg. Berlin. Alemania.

1972. 512p.

79



