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Capitulo 1

Elementos de Algebra Lineal

Sea K un cuerpo. Denotaremos por M,,,,,(K) el K-espacio vecto-
rial formado por las matrices de tamano n x m con entradas en K.

Denotaremos M, (K) en vez de M, v, (K).

1.1. Espacio Vectorial Libre

Sea X un conjunto no vacio. Denotamos por £(X) el K-espacio
vectorial libre generado por X, es decir, £(X) esta formado por las

siguientes sumas formales.
Zoqxi (xie X, e Kyme Z™). (1.1)
i=1

Las operaciones de suma y ponderacion por escalar estan defini-
das, respectivamente, como sigue:

n

i xiXi + i Bixi = Z (o + Bi) x4
i=1 i=1

i=1

n

Ai Xy = 2(7\061)7% (A e K).

i=1

3
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El subconjunto {1-x; x € X} de £(X) es una base de L(X), y esta
en correspondencia biunivoca con X, mediante la siguiente funcién
inyectiva.

e: X— L(X) (1.2)
x—€e(x)=1-x
De este modo, X es visto como un subconjunto de £(X). Conse-

cuentemente, X es una base para £(X).

Lema 1.1. El par (L(X), e) satisface la siguiente propiedad univer-
sal: si W es un K-espacio vectorial y f : X — W es una funcion,
entonces existe una tnica transformacion lineal ¢-: L(X) — W tal

que ¢ o e = f. Tenemos, asi, el siguiente diagrama conmutativo.

Demostracion. Dados Wy f, definimos ¢ por:
b Z oGXq > Z o f(xi).
i=1 i=1
Se deja como ejercicio al lector verificar los detalles de la demos-

tracion. L]

Notar que £(X) puede ser descrito también como el conjunto for-
mado por las funciones de X en K con soporte finito. En particular,

la suma formal de (1.1), es la funcion de X en K definida por:

o siie[l,n],
Xi —
0 en los otros casos.
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Asi, en términos funcionales la base X de £(X) es el conjunto for-

mado por las funciones delta de Dirac b,, x € X, donde

6X(a)»—>{] sia=x,

0 en los otros casos.

Observacion 1.2. Si X es un conjunto finito, entonces £(X) coinci-

de con el espacio de todas las funciones de X en K, y dim £(X) = |X].

1.2. Teorema Fundamental del Algebra Li-
neal

Denotaremos por Lin(V,W) el K-espacio vectorial formado por
las funciones lineales de V en W. Recuerde que dados f, g € Lin(V, W)
y « € K, la suma f + g, y multiplicacion por escalar «f, estan defini-

das como sigue.
(f+g)(v) =f(v) +g(v), veV,
(af)(v) = af(v), veV.
En el caso V.= W, el espacio Lin(V,W) se denota por End(V).

Sean B = {vy,...,v,} base de Vy D = {wy,...,w,,} base de W.
Estas bases originan la base Cgp de Lin(V, W),

Cpp = {di;ie [1,n],j e [1,m]}, (1.3)
donde
W]' sik = i,
it vk — . . (1.4)
0 sik=+1.

La relacion fundamental entre las matrices y el espacio de fun-
ciones lineales viene dada por el siguiente teorema, cuya demos-

tracion puede ser consultada en [3, Teorema 4.22].
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Teorema 1.3. Sean B y D bases de V y W, respectivamente. La
transformacion lineal §5 : Lin(V,W) — My.n(K), f — [f]}, es un
isomorfismo, donde n es la dimensién de V y m es la dimension de
W. En particular, End(V) = M,,(K), y

dim Lin(V,W) = (dimV)(dim W).

Dado que la definicion del isomorfismo g5 depende de las bases
B y D, se dice que es un isomorfismo no canénico. Ahora, si B’ y
D’ son bases de V y W, respectivamente, la relacion entre 35 y 3,
viene dado por la matriz cambio de base Ci,.de B’ a B y la matriz

cambio de base CB' de D a D’. De modo preciso, tenemos
30/ (f) = CB'gP(f)CE,. [3, Corolario 4.27]. (1.5)

Observacion 1.4. Recuerde que M, (K) es un anillo con el produc-
to usual de matrices y que End(V) es un anillo con el producto
dado por la composicién de funciones. Asi, M,,(K) y End(V) son
K-algebras, y el isomorfismo del Teorema 1.3 resulta ser un iso-

morfismo de algebras.

1.3. Espacio Dual

El espacio dual V* de V se define como el K-espacio vectorial
Lin(V,K). El Teorema 1.3 dice que V* ~ M;,,,, cuando dimV = n.

Asi, tenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 1.5. SidimV es finita, entonces V >~ V*,

Observacion 1.6. Si la dimension de V no es finita, la proposicion

anterior no es valida. Por ejemplo, si V es el R-espacio vectorial
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R[x], tenemos que dim V es ¥,, mientras que dim V* = 2%, En efec-
to, V* es isomorfo con el espacio vectorial de las sucesiones reales,

y también es isomorfo con R[[x]].

Dada B = {v;;i€ I} una base de V y D la base canénica {1} de K.

Para cada i€ I, sea v{ € V*, definido como sigue.

1 sik=i,
Vi v — (1.6)
0 sik+1i
Proposicion 1.7. B* := {v{;i € I} es un conjunto linealmente inde-
pendiente.
Demostracion. Sea {vj,...,v} un subconjunto de B*. Consideremos

la ecuacion ovi + - - - + oy v = 0, con oy € K. Al evaluar ambos lados
de esta ecuacion en vj,j € [1,n], se-obtiene que «; = 0. Asi, obtene-
mos que «; = 0, para todo i € [1,n]. Por lo tanto, B* es linealmente

independiente. ]

En el caso que B = {vi,..., vy} (finito), tenemos vi = ¢;;, para to-
do i. Asi, B* es la base Cgp definida en (1.3). La base B* es llamada
la base dual de B.

La Proposicién 1.5 implica que V =~ (V*)*. Sin embargo, daremos
otra demostracion de este hecho, mediante un isomorfismo cano-
nico, es decir, un isomorfismo cuya definicion es independiente de

la eleccion de bases,

Proposicion 1.8. La transformacion lineal ¥ : V — (V*)*, definida

por
v —» Yv): V¥ — K

f - YW(f):=1(v)
es un monomorfismo. En el caso que dim V es finita, ¥ es un isomor-

fismo.
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Demostracion. Si v € KerV, entonces ¥(v) = 0. Luego, ¥Y(v)(f) = 0,
para todo f € V*. Es decir, f(v) = 0 para todo f € V*. Luego v = 0; por
lo tanto V¥ es inyectiva.

Si dim V es finita, ¥ resulta ser un isomorfismo, pues V y (V*)*

tienen igual dimension. O

Definicion 1.9. La traspuesta (o dual) de f € Lin(V, W) es la trans-

formacion lineal f* € Lin(W*, V*), definida por
f*(g) =gof,  (geW?).

Teorema 1.10. Sea @ : Lin(V, W) — Lin(W*, V*) la transformacion
lineal definida por f — f*. Tenemos que ® es un monomorfismo, y en

el caso que V y W son de dimension finita, es un isomorfismo.

Demostracion. Si f € Ker @, entonces @(f)(g) = 0, para todo g € W*,
o equivalentemente, (gof)(v) = 0, paratodov e V, g € W*. Pongamos
ahora f(v) = ocywq + - - -+ tuWi, donde los w;’s son parte de una base
de W. Luego, aug(w1) + -+ +amg(wn) = 0; tomando ahora g = wy,
se obtiene que «; = 0, para todo j. Por lo tanto f(v) = 0, para todo
ve 'V, es decir, f =0. Asi ® es un monomorfismo.

En el caso que las dimensiones de V y W son finitas, se si-
gue que @ es un isomorfismo, pues Lin(V,W) = Lin(W* V*) =
(dim V) (dim W).

N

Proposicién 1.11. Si f € Lin(V,;W), con V y W son de dimensién

finita, entonces
[f*]B];k — transpuesta de la matriz [f]},,
donde B es una base de V, D es una base de W.

Demostracion. Ver [3, Proposicion 4.31]. O]
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1.4. Aniquilador

Sea S un subconjunto de V, el aniquilador An(S) de S, se define

como:
An(S) = {fe V*; f(s) =0, paratodo sce S}.

Claro que An({0}) = V*. Ademas, si S < T, entonces An(T) < An(S).

Ejemplo 1.12. Sea S el subconjunto de R;[x] formado por los poli-
nomios:

Tx)=x*+x+1 y s(x)=x—1.
Sea f € An(S), definido por («, B,7v) € R3. Esto es,
f(ax? + bx +¢) = aoc+ bR + cy.

Luego, f(r(x)) = f(s(x)) = 0 implica que « , y vy satisfacen las ecua-
ciones: x +p3+yvy =0y =y =0. Luego, « = -2y y 3 = v. En
consecuencia, An(S) es el espacio de dimensioén 1 generado por la

transformacion lineal definida por:
ax’+bx+c— —2a+b+c.
Proposicion 1.13. Sea S un subconjunto de V, entonces:
(i) An(S) es un subespacio de V*.
(i) An(S) = An(Vect (S)).
(iii) An(S) + An(T) < An(SnT), paratodoT < V.
Demostracion. Queda de ejercicio. O

En lo que resta de capitulo V es de dimension finita.
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Proposicion 1.14. Si U un subespacio de V, entonces
dim U + dimAn(U) = dim V.

Demostracion. Sea A = {u,...,u,} una base de Uy sea B := A u
{Wmy1y..., Uy} una base de V. Sea D* el subconjunto de B* forma-
do por u? .,,...,u’; notese que D* esta contenido en An(U). Clara-
mente, la demostracion resulta mostrando que D* es una base de
An(U). Ahora como D* es linealmente independiente, solo resta ver

que este conjunto genera a An(U). Dado f € An(U), tenemos que
f=oquy+...+ .

Evaluando esta ultima expresion en u; € A, se obtiene que ou (u;) =
0, luego oy = 0, para todo i € [1,m]. Por lo tanto D* genera a
An(U). O

Proposicion 1.15. Si U y W son subespacios de V, entonces
An(U+ W) = An(U) n An(W).

Demostracion. Sea f € An(U + W), entonces f(u + w) = 0, para todo
ue Uywe W. En consecuencia, f(u) = f(w) = 0, para todo u e U
y w € W. Por lo tanto, f € An(U) n An(W). Reciprocamente, dado
f e An(U) n An(W), se sigue que f(u) = f(w) = 0, luego 0 = f(u) +
f(w) = f(u+w), paratodoue Uy we W. Es decir, f e An(U+W). O

Teorema 1.16. Si U un subespacio de V, entonces
dim U + dimAn(U) = dim V.

Demostracion. Sea B = {vi,...,Vyy,Vms1,...,vn} una base de V tal

que los primeros m vectores vy,..., v, constituyen una base de U.
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Sea B* = {v{,...,vi,Vvi 4,...,Vi} la base dual de B. En particular,

D = {vi_.,,...,Vi} es un subconjunto linealmente independiente
contenido en An(U). Demostraremos que D es un conjunto de ge-
neradores de An(U), de donde sigue la demostracion del teorema.
Sea f = ovi +...+ v € An(U). Para demostrar que D genera a
An(U) es suficiente demostrar que «; = 0, para todo i < m. Lo cual

se obtiene del hecho que f(v;) = 0, para todo i € [1,m]. En efecto,

0=1~F(vi) = (Vi + ...+ Vi) (vi) = .

Corolario 1.17. Y(U) = An(An(U)). En particular, U =~ An(An(U)).

Demostracion. Sea u € Uy f € An(U), luego 0 = f(u) = ¥Y(u)(f). Es
decir, W(u) € An(An(U)). Asi, ¥(U) esta contenido en An(An(U)). Por

otra parte, del Teorema 1.16 obtenemos:
dimAn(An(U)) = dim V* —dimAn(U) = dimV — dim An(U) = dim U.
Por lo tanto, ¥(U) = An(An(l)). O
Corolario 1.18. SiU y W son subespacios de V, entonces

An(U W) =An(U) + An(W).

Demostracion. Tenemos dim An(UnW) = dim V —dim (U~ W). Aho-

ra, de la Proposicion 1.15 y Corolario 1.17 se sigue que:
An(An(U) + An(W)) = An(An(U)) n An(An(W)) ~ U n W.
Luego,

dimAn(UnW) = dimV —dimAn(An(U) + An(W))
dim (An(U) + An(W)).



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAL 12

Es decir, dimAn(U n W) = dim (An(U) + An(W)). Luego, usando

Proposicion 1.13 (iii), la demostracion concluye. O

Sea W un subespacio de Vy sea t: W — V la funcién inclusion.

Sea ¢ la transformacion lineal de V* en W*, definida por:
d(f) =fot (feV*).

Proposicion 1.19. ¢ es epiyectiva y ker($p) = An(W). En particular,

Vv .
W ~ W,
Demostracion. Es facil ver que ker(¢) = An(W). Ahora, de esta
igualdad y el Teorema 1.16 se sigue que dim V = dim W*+dim ker(¢).
Combinando esta ultima igualdad con la férmula de Grassmann,
se deduce que dim W* = dimIm(¢). Asli, ¢ es epiyectiva. El isomor-
fismo del enunciado es una consecuencia del teorema fundamental

de homomorfismo de grupos. ]

1.5. Ejercicios

Exercise 1.20. Sea ¢ un endomorfismo del espacio vectorial V.

Demuestre:

(i) Si « es un valor propio de ¢, entonces « es un valor propio de
¢

(ii) Si V tiene una base de valores propios de ¢, entonces V* tiene

una base de valores propios de ¢*.

Exercise 1.21. Demuestre que (¢ o)* = 1P* o p*.
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Exercise 1.22. Hacer Ejercicios 4.64-4.74 de los Apuntes de Li-

neal.

Exercise 1.23. Sean f y g elementos de V* tales que: f(v) = 0,

implica g(v) = 0. Demuestre que {f, g} es linealmente dependiente.

Exercise 1.24. Sean fy g dos formas lineales de un espacio vecto-
rial de dimension finita. Demuestre que Ker (f) = Ker (g) si y solo si

{f, g} es linealmente dependiente.

Exercise 1.25. Sea V el R-espacio vectorial R*. Explicite una base
para An(U), donde

u={(ab,c,d)eV;a+b+c+d=0,a+b—c+d=0}.
Exercise 1.26. Determine una base del aniquilador de W, cuando:
(i) W = Vect{(1,0,1),(1,1,0)} en R3.
(i) W = {p(x) € Ry[x];p(0)=0} en Ry[x].
(iii) W = Vect{1,i;1 + i} en C como R-espacio vectorial
(iv) W es el subconjunto de (R*)* constituido por ¢, y {, donde

¢(x,y,z) =x+2y + 2z V(x,y,z) = —x —z.

(v) Calcular una base para An(An(W)).
Exercise 1.27. Sean U, W dos subespacios de V. Demuestre:
(i An(U + W) = An(U) n An(W).

(i) An(U W) = An(U) + An(W).
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Exercise 1.28. Sean V, W dos espacios vectoriales y ¢ € Lin(V, W).

Demuestre:
(i) An(Ker ¢*) =Im ¢.

(i) rg(d) = rg(d*).



Capitulo 2

Algebra Bilineal

2.1. Funciones Bilineales

Sean U, V y W tres K-espacios vectoriales. Una funcion b de U x
V en W es una funcion bilineal, si ella es lineal en cada componente.

Es decir, para todo u,u' € U, wyv' e Vy x € K, se tiene:

b(au +u',v) = ab(u,v)+bu,v),
b(u, v +V) = ab(u,v) + b(u,V).

Ejemplo 2.1. La multiplicacion usual de matrices define una fun-
cion bilineal b, de M,,,+(K) x M, (K) en M, (K),

b:(N,M)— NM,
donde N € M, ,(K), M € M, .1n(K).
Ejemplo 2.2. El producto punto ( ) es una funcion bilineal.
( VK" xK"— K
donde

xy) = inyia X = (X1y-+esX%n)y Y = (Y1y-+ -y Yn)-

15
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Ejemplo 2.3. La funciéon b: V x V* — K, definida por b(v, f) = f(v)

es una funcién bilineal.

Ejemplo 2.4. Fijemos f € U*, g € V*, entonces la funcién (u,v) —
f(u)g(v) define una forma bilineal sobre U x V. Analogamente, fije-
mos u € U, v € V, entonces la funcion (f,g) — f(u)g(v) define una

funcién bilineal de U* x V* en K.

Observacion 2.5. Obsérvese que si b es una funcion bilineal, esta
queda completamente determinada por los valores b(ui,v;), donde

u; (resp. vj) recorren una base de U (resp. V).

Sea b : U x V — W una funcioén bilineal. El radical izquierdo
Rad;(b) de b y el radical derecho Radg(b) de b, se definen como
sigue:

Rad;(b) := {ue U; b(u,v) =0, paratodove V},
Radg(b) := {ve V;b(u,v) =0, paratodoueU}.

Notese que si b esla funcion bilineal del Ejemplo 2.3, entonces
Radg(b) = An(V).

Proposicion 2.6. Rad, (b) (resp. Radg(b)) es un subespacio vectorial
de U (resp. V).

Demostracion. Queda de ejercicio. O

Definicion 2.7. En el caso que Rad;(b) y Radg(b) sean nulos, se
dice que b es no degenerada. En caso contrario, se dice que b es

degenerada.

Sib:UxV-— K es una forma bilineal no degenerada, esta se
suele denotar por ( ), y se dice que es un producto escalar entre

Uy V. También se dice que Uy V son duales, respecto de { ).
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Proposicion 2.8. Sean U y V dos K-espacios vectoriales duales
respecto de { ), entonces la funcion ¢ : U — V*, definida por u —

¢ es un monomorfismo, donde

by v — (uyv).

Demostracion. Es una rutina verificar que ¢ es lineal. Sea u €
Ker ¢, entonces ¢, es la forma lineal nula de V, en consecuen-
cia ¢,(v) = (u,v) =0, para todo ve V. Como ( ) esno degenerada,

se concluye que u = 0, luego ¢ es inyectiva. ]

Denotaremos por Bil(U x V,W) el conjunto formado por todas
las funciones bilineales de U x V en W. Las operaciones usuales de
suma de funciones y ponderacion por escalar dotan a Bil(U x V, W)
de una estructura de K-espacio vectorial. Mas precisamente, para
by, b € Bil(U x V, W), a € K, tenemos:

(b1 + b2)(u,v) = by(u,v) + ba(u,v), (w,v)elUxV,
(aby)(w,v) = aby(u,v), (u,v)eUx V.

A continuacién construiremos una base de Bil(U x VW) a partir
de bases de U, V.y W. Sean {wy,...,un}, {Vvi,...,vin} ¥ {wi,...,w;}
bases de U, V y W, respectivamente. Para cada i € [1,n], j € [1,m],
k € [1,r] definamos la funcién bilineal by, que es determinada por
las siguientes asignaciones:

wy si i=a,j=Db,

bijk(ua)vb) = {

0 en los otros casos.

Proposicion 2.9. El conjunto,

B = {bijk;ie [])nHJ € [“»m]])ke [[])Tﬂ}
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es una base de Bil(U x V, W). En particular,
dim Bil(U x VW) = (dim U)(dim V)(dim W).

Demostracion. Veamos que B es linealmente independiente. Para

todo i, j, consideremos la combinacion lineal
D %ijxbii = 0.
k

Evaluando en (u,,v;), obtenemos la combinacion lineal ), o s Wy =
0. Luego, o, = 0, para todo k. Por lo tanto, o = 0 para todo i, j, k.

Veamos ahora que B genera a Bil(U x V;W). Todo elemento b e
Bil(U x ;W) queda completamente determinado por los valores

b(u,vj). Tenemos:

b(ui’\)] 2 ocl»])kwk - Z O('lv))kb Ljk ul’ vJ (Z (Xl\])kb Lj,k > ul’ V))'

Luego, existen escalares 1i,j,k tales que b = >} «;;xbijr. Es decir,
B genera a Bil(U x V,W). Por lo tanto, B es una base de Bil(U x
ViW). O

Sea F : Bil(U x VW) — Lin(U, Lin(V, W)), definida por b — Fy,
donde F,: U — Lin(V,W), u— Fy(u),

Fb (u) V—W
vi—b(u,v).
Corolario 2.10. F es un isomorfismo.
Demostracion. Es una rutina ver que F es una funcion lineal. El

Teorema 1.3 junto con la Proposicion 2.9, dicen que el dominio y

codominio de F tienen igual dimension. Luego, para tener que F sea
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un isomorfismo, basta ver que F es inyectiva. Lo cual es equivalente
a ver que KerF es trivial. Sea u € KerF, entonces F,(u) = 0 para todo
u € U, luego Fy(u)(v) = b(u,v) = 0, para todo u € U,v € V, es decir

b = 0. Asi, F es inyectiva y en consecuencia es un isomorfismo. [J

2.2. Formas Bilineales

El resto del capitulo esta dedicado a estudiar formas bilineales
sobre U x V, es decir, funciones bilineales b de U x V'en K. En el
caso que U =V, se dice que b es una forma bilineal sobre V.

Sean B = {w,...,u,} y D = {vi,...,v,,} bases de Uy V, res-
pectivamente. Si b es una forma bilineal sobre U x V, ella queda
completamente determinada por los-valores b(u;,v;) € K. En efecto,
sean u € U, v € V, X las coordenadas de u en la base B, e Y las

coordenadas de v en la base D. Pongamos:

o4 B
"y o) ’ v 32
On Bm

Entonces, b(u,v) = >};; «ib(wi, vj)p;. Sea M = (my) la matriz de ta-
marno n x m, donde my := b(u,v;). Entonces, un calculo directo
muestra que

b(u,v) = X'MY. (2.1)

Definicion 2.11. La matriz M se llama matriz de b respecto de
las bases B y D, la cual denotaremos por [b]gp. En el caso que b
sea una forma bilineal sobre V y B = D, la matriz [b]gp se denota

simplemente por [b];.
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La siguiente proposicion nos dice como estan relacionadas las

matrices de una misma forma bilineal respecto a diferentes bases.

Proposicion 2.12. Sea b una forma bilineal sobre U x V. Sean B, B’

dos bases de U y D, D’ dos bases de V. Tenemos
[b]er,pr = P'[blepQ,

donde P denota la matriz cambio de bases de la base B’ a la base B

Q denota la matriz cambio de bases de la base D’ a la base D.
Demostracion. Desde (2.1) tenemos que
b(u,v) = Xt[b]B’DY = (X/)t[b]B/’D/Y,,

donde X (resp. X’) son las coordenadas de u en la base B (resp.
B’), e Y (resp. Y’) son las coordenadas de v en la base D (resp.
D’). Asi, tenemos que (X')'[b]g,p'Y' = X'[b]gpY, 0 equivalentemente,
(X")*[blerpr Y = (PX)[b]s,pQY’, luego (X')'[b]g/p Y" = (X")'P*[b]gpQY".
Por lo tanto [b]g'pr = PY{b]spQ- O

Si b es una forma bilineal sobre V, podemos tomar en la Propo-
sicion 2.12, B =D y B’ = D’. Luego

[ble: = P'[b]P.
Esta ultima igualdad motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.13. Dos matrices M y N cuadradas, de igual tamaro,

se dicen congruentes, si existe una matriz invertible P tal que
N = P'MP.

Proposicion 2.14. La relaciéon ser congruente define una relacion

de equivalencia en M,,(K).
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Demostracion. Queda de ejercicio. O

Teorema 2.15. Sea b una forma bilineal sobre V. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
() Rad, (b) = {0}.
(ii) Radg(b) = {0}.

(iii) Cualquier representacion matricial de b es una matriz inverti-
ble,

(iv) b es no degenerada.

Demostracion. Sea B = {vi,v,,...,v,} una basede V,y M = [b(v;,Vj)]

la matriz asociada a V respecto de la base B. Sea v € V, tenemos:

v € Rad| (b) siy solosi b(vyv;) = 0, para todo i.

v € Radg(b) si y solo si b(v;,v) = 0, para todo i.

Pongamos v = ajvy+:+ -+, vy, con «; € K. Luego b(vi,v) = o;b(vi, vq)+
-+ 4+ oy b(vn,v). Asi, v € Radg(b) si y solo si («,...x,) e€s solucién
del sistema homogéneo MX = 0. Por lo tanto, Radg(b) = {0} siy
solo si MX = 0 tiene la solucion trivial, o equivalentemente, M es
invertible. Resumiendo, (ii) es equivalente con (iii). De igual modo
se ve que (i) es equivalente con (iii). De donde se sigue que (iii) es
equivalente con (iv). Por lo tanto, las afirmaciones de (i) a (iv) son

todas equivalentes. O]

Corolario 2.16. Sib es una forma bilineal no degenerada sobre V,
entonces todo elemento del dual de V es de la forma b(v,-), para

algunveV.
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Demostracién. Sea b de V en V* definida por v — b(v,-). Tenemos
que Kerb = Radg(b) = {0}, luego b es inyectiva, en consecuencia es

un isomorfismo. N
Definicion 2.17. Sea b : V x V — K una forma bilineal.
(i) b se dice simétrica si b(u,v) = b(v,u), para todo u,ve V.
(ii) b se dice antisimétrica si b(u,v) = —b(v,u), para todou,ve V.
(iii) b se dice alternada si b(v,v) =0, para todo ve V.

Notese que si b es una forma bilineal alternada, entonces ella
es antisimétrica. En efecto, sean u,v € V, si suponemos que b es

alternada, entonces 0 = b(u + v,u + v). Luego
0 = b(u,u) + bw,v) + b(v,u) + b(v,v)
por lo tanto
b(u,v) = -b(v,u) paratodo u,veV.
Es decir b es antisimétrica.

Observacion 2.18. La igualdad anterior nos dice que si la carac-
teristica del cuerpo K es diferente de 2, entonces los conceptos de
antisimétrico y alternado son equivalentes. Sin embargo, si la ca-
racteristica del cuerpo es 2, los conceptos de ser simétrico y antisi-

métrico coinciden.
Proposicion 2.19. Sea b una forma bilineal sobre V, entonces:

(i) b es simétrica si y solo si toda representacion matricial de b es

una matriz simétrica.
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(ii) b es antisimétrica si y solo si toda representacion matricial de

b es una matriz antisimétrica,

Definicion 2.20. Una forma bilineal b sobre V se dice que es refleja

si b(u,v) = 0, entonces b(v,u) = 0.

Es claro que si una forma bilineal es simétrica o alternada, en-
tonces es refleja. Demostraremos que el reciproco también es cier-
to en el Teorema 2.22. La demostracion de este teorema usa el

siguiente lema técnico.

Lema 2.21. Si b es una forma bilineal sobre V tal que para todo
u,v,w € V, se tiene b(u,v)b(w,u) = b(v,u)b(u,w), entonces b es si-

métrica o bien alternada.

Demostracion. Observe que, al tomar en la ecuacion del lema u = v,
obtenemos
b(v, v)(b(w,v) = b(v,w)) = 0. (2.2)

La demostracion sera por el absurdo. Supongamos que b no es

simétrica ni alternada, entonces existen x,y,z € V tales que:
b(y,y) + 0, b(x,z) — b(z,x) £ 0. (2.3)
En la ecuacion (2.2), se obtiene:

() b(x,x) = 0 (resp. b(z,z) = 0), al especializar v = x, w = z (resp.

V=2 W=X).
(i) b(x,y) = b(y,x), al especializar w = x,v = y.

(iii) b(y,z) = b(z,y), al especializar w = z,v = y.



CAPITULO 2. ALGEBRA BILINEAL 24

Especializando ahora la ecuacion del lema en u =x, v =y, w = z,
se obtiene b(x,y)b(z,x) = b(y,x)b(x,z). Esta ecuacion y (ii) implican
que b(x,y) = b(y,x) = 0. Luego, b(x,y + z) = b(x,y) + b(x,z) = b(x,z).
Analogamente, al intercambiar el rol de uy w en la ecuacion del
lema y tomando, otra vez, u = x, v = y, w = z, junto con (iii), se

obtiene b(z,y) = b(y,z) = 0. Luego,
b(y + z,x) = b(y,x) + b(z,x) = b(z,x).

Ocupando ahora (2.3) y (ii) se sigue que b(x,y + z) = b(y + z,x) £ 0.
Esta ecuacion junto con (2.2) implican b(y + z,y +z) = 0, pero b(y +
z,y +z) = b(y,y) + b(y,z) + b(z,y) + b(z,z) = b(y,y). Asi, obtenemos
b(y,y) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, b debe ser

simétrica o bien alternada. O

Teorema 2.22. Sea b una forma hilineal sobre V, entonces b es re-

fleja si y solo sib es simétrica o bien alternada.

Demostracion. Supongamos que b es refleja. Sean u,v,w € V y de-

finamos x = b(u,v)w — b(u;w)v. Tenemos
b(u, x) = b(u,v)b(u,w) — b(u,w)b(u,v) = 0.

Dado que b es refleja, también tenemos b(x,u) = 0. Por otra parte,
b(x,u) = b(u,v)b(w,v) — b(v,u)b(u,w). Asi, obtenemos la ecuacion:
b(u,v)b(w,v) = b(v,u)b(u,w). Usando el Lema 2.3, se sigue que b es

refleja o bien alternada. El reciproco es inmediato. N

Sea U un subespacio de V y sea b una forma bilineal sobre V.
Definimos:
utt = {veV; b(v,u) =0,para todo ue U},
utr = {veV; b(u,v)=0,paratodoue U}.
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Notese que si U = V, entonces:
U't = Rad;(b), U™'* = Radg(b).

Proposicion 2.23. Sea U un subespacio de V. Si b es una forma

bilineal no degenerada sobre V, entonces
dimV = dim U + dim U = dim U + dim U™**.

Demostracién. Sea b la funcién lineal de V en U* definida por v —
b(v,-)ju. Es claro que Kerb = U't. Ademas, Imb = U*; en efecto,
dada f € U*, la extendemos a una funcion f’ de V*. Luego, de la
Proposicion 2.16 se sigue que f' = b(v,-), para algun v € V. Luego,
b(v) = b(v, Jju = ffy = f. La demostracién de la primera igualdad del
lema sigue de la formula de Grassman [3, Teorema 4.9]) aplicada a

b. Para demostrar la otra igualdad se procede de modo analogo. [

Observe que en el caso que b es una forma bilineal refleja los
subespacios U't y Utk coinciden. Consecuentemente, en este caso

se habla del ortogonal de U, el cual se denota por U+ .

Ejemplo 2.24. Sea b la forma bilineal refleja sobre R, definida por
(x,y) — x*My, donde

Para el subespacio U generado por e; — e, se tiene U+ = R.

Definicion 2.25. Sean b una forma bilineal refleja sobre V y U
un subespacio de V. El radical de U, denotado por Rad(U), es el
espacio U n Ut. En el caso que Rad(U) = {0}, se dice que U es

subespacio no degenerado de (V,b).
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Proposicion 2.26. Sea b una forma bilineal refleja sobre V y U un
subespacio de V. Tenemos:

b restringida a U x U es no degenerada si y solo si Rad(U) = {0} .

Demostracion. Que b restringida a U x U es no degenerada equiva-
le a que cualquier representacion matricial de ella es una matriz

invertible, lo cual equivale a que Rad; (b}, ) = {0}. Ahora,
Rad; (b)) ={veU;bv,u) =0, ue U} =UnU'".

Dado que b es refleja, se concluye que Rad; (b, ) = Rad(U). Por lo
tanto, Rad(U) = {0}. O

La notacion V = U& U’ significa que V es suma directa de U con

U’y ademas que un factor es ortogonal del otro.

Proposicion 2.27. Si b una forma bilineal refleja sobre V y U un

subespacio no degenerado de V, entonces V = U & u-t.

Demostracion. Sea B = {u;,.v.yUpn, Ups1, ..., Uy} Una base para V,
tal que {u,...,u,} es una base de U. Sea v = > , oqu; en U, lo

cual equivale a b(u;,v) =0, para todo 1 < i < m, es decir

b(u, )y =0, o €K

j=1
Esto ultimo equivale a decir que (oy,...,x,)" es solucion del siste-
ma homogéneo NX = 0, donde N es de tamafno m x n (m son las
primeras filas de N). Luego, dimU* = n — rg(N) > n — m. Por otra
parte, dado que U es no degenerado, se tiene que U n U+ = {0}.

Luego, U + Ut es una suma directa. Esto implica,
dim(U+ UY) =dimU+dimU* > m+ (n—m) = n.

Por lo tanto, V= U & UL, O
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2.3. Formas Bilineales Alternadas

Durante la presente seccion b denota una forma bilineal alter-
nada no nula sobre V.

Note que si u,v en V son tales que b(u,v) # 0, entonces ellos
son linealmente independientes. Ahora, si A := b(u,v) + 0, entonces
b(u,v') = 1, con u := A'u, v/ = v. Por lo tanto, en el caso que

la dimension de V es 2, b queda representada, respecto a la base

Sl

Notese que si V = K2, entonces:

([ mH L)

Es decir, b es el determinante de la matriz [ @ ¢ ] )

{u’;v’}, por la matriz

b d

Definicion 2.28. Si u,v € V son tales que b(u,v) = 1, entonces se
dice que (u,v) es un par hiperbdlico. El subespacio Vectyk{u,v}, se

llama plano hiperbolico de V.

Teorema 2.29. Sea b una forma bilineal alternada no nula sobre
un espacio vectorial V de dimension n, entonces existen planos hi-

perbolicos U,...,U,, deV, tales que
V=ueoWwsa- -aolU,dRad(b).

Ademds, V posee una base B = {u;,vi,..., U, Vin, W1, ..., Wy o} tal
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que

[b]B: ) H:=
H

0 ]]. (2.4)
-1 0

On—Zm

Demostracion. La demostracion sera por induccion sobre la dimen-
sion n de V. Supongamos que n = 2. Como b no es nula, se sigue
que existe un par hiperbélico (u,v), asi V = Vect{u,v}. Ademas, la

matriz de b respecto a la base {u,v} es

Sl

Supongamos ahora que el teorema es valido para todo espacio vec-
torial cuya dimension es menor o igual a n. Sea V un espacio vecto-
rial de dimension mayor que n. Tomemos en V un par hiperbolico
(u,v) y definamos U; = Veet{u,v;}. Entonces la Proposicién 2.27,
dice que:

V=UouU.

Usando la hipétesis de induccion sobre Uj, se tiene que existen

subespacios hiperbolicos U,,...,U,, tales que
Ur =L, oo -oU, ®Rad(Uy).

En consecuencia, para demostrar la descomposicion de V anuncia-

da en el teorema, basta demostrar que Rad(b) = Rad(U; ). Tenemos:
Rad(b) =V V=V~ (U oUy)" = Ur © (U)h.

Por lo tanto, Rad(b) = Rad(U5).
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Para concluir la demostracion, sean {w,...,w, »,} una base de
Rad(b) y (ui,v;) un par hiperbélico asociado a U;, con i € [1, m]. To-
mando B := {u;,vy,..., Un, Vi, Wi, ..., Wy _on}, S€ sigue que [b]p tiene
la forma (2.4). ]

Corolario 2.30. Sib en el Teorema 2.29 es no degenerada, entonces

la dimension de V es un numero par.

En términos matriciales, el teorema anterior nos dice que si M
es una matriz antisimétrica, entonces existe una matriz invertible
P, tal que P'MP es de la forma (2.4). En efecto, dada M € M,,(K),
entonces consideremos la forma bilineal b sobre V = K", definida
por (X,Y) — X*MY. Asi, M es la matriz asociada a b respecto de
la base canonica C de V. Segun Teorema 2.29, podemos encontrar
una matriz B de V tal que [b]s este de la forma (2.4). Asi, si P es la

matriz cambio de base de la base B a la base C, tenemos
[b]g = P'MP. (2.5)

Definicion 2.31. La forma (2.5) se llama la forma normal de la

matriz antisimétrica M.

Observacion 2.32. Conservando las notaciones anteriores, tene-

mos:
(i) El rango de M es un numero par.

(ii) El determinante de M es un cuadrado.
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Ejemplo 2.33. Hallar la forma normal de la matriz M,

0 -1 00 -1
10 -1 0 1
M=1|o0 1 0 —1
0 0 0 -2
|1 2 0

Sea b la forma bilineal antisimétrica sobre V := K° que define M.
Tenemos que (u4,v;) es un plano hiperbdlico de V, donde u; = e; y

v; = e;. Sea U, := Vect{u;, v}, entonces tenemos
V=UaUuji.

Ahora, Ui esta constituido por los vectoresx € V, tales que b(x, 1) =
b(x,v;) = 0. Sea

X1
X = ,
X5
entonces
b(x, 1) = —x1 + X3 — X5,

b(x,Vv1) = X3 + Xs.
En consecuencia,
Ui = Vect{e; + e3,es, —€; — €3 + es}.

Tenemos que b(e; + e3, —e; — e; + es) = —2. Pongamos

1
u, = —2(61 + 63), Vy 1= —e1 — €3 + es.
Luego, se tiene b(u,,v;) = 1. Asi, (u;,v;) es un par hiperbdlico con

plano hiperbélico U, == Vect{u,,v,}. Usando la Proposiciéon 2.27,
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tenemos U; = U, ® Uy. Ahora los elementos x en Uy, son aquellos

de Ui ortogonales a U,. Por lo tanto, x satisface las ecuaciones:
b(x,u) = b(x,v1) = b(x,uz) = b(x,v;) = 0.
Un calculo directo muestra que:
b(x,u;) = —x5, b(x,v2) = —2x3 — 2x4.

Luego, Rad(V) = Uj esta constituido por las soluciones del siguien-

te sistema homogéneo.

—X1 +X3— X5 =
X2+ X5 =

—X5 —

o OoO oo O

—2X3 — 2X4 =

Por lo tanto,
Rad(V) = {x € V5% = x3 = —x4,%2 = x5 = 0} = Vect{w, },

donde w; := —e; — e3 + ey.
Tomando B = {vi,v;,v3,v4,W;}, se tiene que la forma normal de
M es

01 000
10 000
ble=| 00 010
00 -100

| 00 00 0|

La matriz invertible P tal que P'MP = [b]g, es la matriz cambio de
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base de B a la base canoénica. Luego,

01 —1/2 -1 -1
10 0-1 0
P=|00 —12 0 -1
00 0 1
00 0 1 0|

Proposicion 2.34. Si M y N dos matrices antisimétricas en M, (K),

entonces ellas son congruentes si y solo si ellas tienen igual rango.

Demostracion. Si M y N son dos matrices congruentes, entonces
existe una matriz invertible P tal que P'NP = M. Sea r el rango de

M, entonces existen matrices invertibles Ry S tales que

I, 0
RMS = .

0 0
Luego RMS = RP!NPS. Asi, el rango de N también es r. Recipro-
camente, si la forma normal de M posee r matrices hiperbolicas,
entonces el rango de M es 2r. Analogamente, si la forma normal de
N posee s matrices hiperboélicas, entonces el rango de N es 2s. Por
lo tanto r = s, es.decir, M y N tienen la misma forma normal. Luego

ellas son congruentes. ]

Ejemplo 2.35. Toda matriz antisimétrica de M,(K) es congruente

a la matriz nula o la matriz hiperbdlica
01
-1 0|
2.4. Formas Bilineales Simétricas

Definicion 2.36. Sea b una forma bilineal simétrica no nula sobre
V.
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(i) Un subconjunto S de V se dice ortogonal si para todo u,v € S,
con u + v, se tiene que ellos son ortogonales, es decir, b(u,v) =

0. Si u,v son ortogonales se denota u L v.

(ii) Un vector v € V\{0} se dice anisotropico si b(v,v) £ 0. En caso
contrario se dice que es isotropico. Se conviene en tomar el

vector 0 como anisotrépico, aunque b(0,0) = 0.

Lema 2.37. Si b es una forma bilineal simétrica (no nula) sobre V,

entonces V tiene un vector anisotrépico no nulo. .

Demostracion. Supongamos que en V\{0} todo vector es isotrdpico,
entonces para todo u,v € V, se tiene b(u + v,u + v) = 0, lo cual nos
dice que 2b(u,v) = 0, para todo u,v. Es decir, b es la forma bilineal

nula; lo cual es una contradiccion. O

Teorema 2.38. Sea b una forma bilineal simétrica no nula sobre

V, entonces existe una base B ={v;,v,,...,v,} de V y escalares no
nulos «y,...,«, tal que:
» N _
0
[bls = : (2.6)
0 o
Onfr

donder =rg(b) y {vi11,...,vn} s una base de Rad(b).

Demostracion. La demostracion sera por induccion sobre n = dim V.
Sin = 1, el teorema es claramente valido. Supongamos valido el
teorema para todo espacio vectorial de dimension menor que n.
Sea V de dimension n, entonces del lema anterior dice que existe

un vector anisotrépico v; £ 0. Sea «; := b(vy,v;) y denotemos por U,
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el subespacio de V generado por v;. Luego, usando la Proposicion

2.27, tenemos la siguiente descomposicion.
V=UoUu;.

Usando ahora la hipétesis de induccion sobre Ui, se sigue que
existe una base {v,,...,v,} de Ui tal que b(vi,v;) = 0, para i + j.
Ademas:
o :=b(vi,vi) $ 0 para todoie [2,r],
b(vi,v;) =0 paratodoice [r+ 1yn].
Sea B := {v;,v;,...,v,}, entonces [b]g es la matriz de (2.6). En
particular, rg (b) = r. Asi, solo resta ver que {v,.,...,v,} €s una

base del radical Rad(b) de V. Tenemos, v = A\jv; + - -- + A,v,, € Rad(b)

siy solo si b(v,v;) = 0, para todo i. Por lo tanto,

( ) 7\1[)(\)1, Vi> 1€ [[1,1’],
b YV, Vi) =
0 ie [[T + 1,Tlﬂ.

Luego, v € Rad(b) si y solo si A; = 0, para todo i € [1,r]. Es decir,
v es una combinacion lineal de v,,i,...,v,. Por lo tanto, Rad(b) =
Vect(Viigy ..., V). O

Ejemplo 2.39. Sea b la forma bilineal simétrica sobre V = K* defi-

nida por b(x,y) = x*My, donde

A continuacion determinaremos
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Sea v; = e, tenemos b(vy,v;) = 1. Sea U; = Vect{v;}. Luego,
K' = U, @ Uy.

Calculemos U;. Tenemos x € U siy solo si b(x,e;) = 0, 0 equiva-
lentemente

X; — X2 + 2x3 = 0.

En consecuencia,
Ui = Vect{e; + es, —2e; + e3, e4}.
Busquemos v, € U5 tal que b(v,,v;) # 0. Tenemos:
b(e; + ey e +e)=—1, b(—2e +es3,—2e;+e3)=-3, b(eseq) =0.
Tomemos v, := —2e; + ez, U, := Vect{v,}. Luego,
Ui =wau;.
Calculemos U;. Tenemos que x pertenece a Uy siy solo si ocurre:
b(x,v1) =0, b(x,v;) = 0.

Asi, Uy esta formado por la solucion del siguiente sistema de ecua-

ciones.
X1—X+2x3 = 0

2x; —3x3+x4 = 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:
U; = Vect{—e; + 3e; + 2e3, —e; — e; + 2e4}.

Repetimos el proceso con Uzl. Sea v; := —ej + 3e; + 2e3; notar que
b(vs,v3) = 3. Sea U; := Vect{vs}, luego

Uy = U; @ Us.
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Procedemos ahora a calcular Us. Six € Uz, debe tenerse b(x,v3) = 0,
es decir —x; + 3x; + 2x4 = 0. Asi, x € U§ siy solo si x es solucion del

siguiente sistema de ecuaciones.

X2 + 2x4 =
X1 — X2 +2x3 =

2%x; —3x3 +x4 =

Luego,
U3L = {X; X1 = O,Xz = —2X4,X3 = —X4} = Vect{—Zez —e3 + 64}.
Sean v, := —2e; — e3 + €4, Uy := Vect{v,}; note que b(vy,v,) = —1.

Resumiendo, tenemos:
K'= U ©WoUs & Us.

Ademas, si B =: {v;,Vv,,v3, v}, entonces
0

o= | © >

o O o -
S W o O

—1

Por ultimo, si tomamos P = [v; v, v; V4], es decir, P es la matriz cam-

bio de bases de B a la base canénica de K*. Tenemos,
P'MP = [b];.

Terminaremos la seccion con el teorema de Inercia de Sylvester.
Suponga que b es una forma bilineal simétrica sobre un K-espacio

vectorial V. Sea B = {vy,...,v,,v;11,...v,} una base de V tal que [b]s



CAPITULO 2. ALGEBRA BILINEAL 37

tiene la siguiente forma normal.

X1

[blg = h donde «; # 0, para todo i.
o

0

Si tomamos B’ = {¢yvy,...,¢Vr,Vry1,...vn}, donde los ¢y son todos

escalares no nulos, entonces B’ es una base para V. Tenemos,

C% X

[bler = K , o+ 0.
o,

0

Por lo tanto, los elementos de la diagonal pueden ser elegidos con-
venientemente, dependiendo si los c;’s son cuadrados o no en el
cuerpo K. A continuacion estudiaremos los casos en que K es el
cuerpo de los numeros complejos y numeros reales.

Supongamos que K = C, en este caso podemos tomar c¢; =
v/ b(vi,vi), para todo 1< 1 < r; luego b(civi,civi) = 1. Por lo tanto,
[b]g: es la matriz con sus primeras r entradas sobre la diagonal

igual a 1.

Teorema 2.40. ! Sean M, N dos matrices simétricas en M,,(C). En-

tonces, M es congruente con N si y solo si M y N tienen igual rango.

Ejemplo 2.41. El teorema anterior dice que toda matriz simétrica

de M;(C) es congruente a una, y solo una, de la siguientes matri-

!Este teorema es valido sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado.
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Cces:

0 1 0 1 0 1 0
o, 0 0|, 0 0|, 0 0
0 0 0 0 0 0 1

o = O
o = O

0
0
0

o O O
o O O

Supongamos ahora que K = R. En este caso si b(vi,v;) > 0, toma-
mos ¢; = b(vi,v;). Entonces, b(civi,civi) = 1. En el caso b(v;,v;) < 0,
si hacemos c¢; = 4/—b(v;, Vi), se obtiene b(cyvi, civi) = —1:

En consecuencia, la matriz [b]s, es la matriz diagonal cuyas pri-
meras entradas sobre la diagonal son +1. El analogo del Teorema

2.40, cuando K = R, es el siguiente teorema.

Teorema 2.42 (Ley de inercia de Sylvester). Sea b una forma bili-
neal simétrica sobre un R-espacio vectorial V. Sean B,D dos bases

deV, tal que

X1

[b]B = —Xp41 »

B

Bq
[b]D = _Bq+1 )

_(5r
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donde «;, 3; > 0, para todo i. Entonces p = (.

Demostracion. Sean

B = {w,...;UpyUpsty..sUn}y, D= {wi,...;wq,ugqir, ..., Wil

Sean U = Vect{u,,...,u,}, W = Vect{w;,...,wq}. Sean u = aju; +

oot au, ey w=bgiwger + ...+ byw, € W. Entonces, tenemos:

b(u,u) = ajoy + -+ + ajog = 0,

b(W,W) = _bQ+11ZBq+1 - b%BT‘) <0.

Luego, si tenemos v € U n W, se debe tener que b(v,v) = 0. Por lo

tanto v = 0, es decir, la suma U + W es'una suma directa. Ahora,
dim (U + W) =dim U + dimW < n.

Luego, dim (U + W) = p + (n — q) < n. Por lo tanto p — q < n. De

modo analogo se obtiene p — q > n. Por lo tanto, p = q. O]

La signatura de b, se denota sg(b), es la cantidad de numeros
positivos de la diagonal, menos la cantidad de numeros negativos,

en una formanormal de b. Con las notaciones del teorema anterior:

sg(b)=p—(r—p)=2p—.

Teorema 2.43. Sean M y N dos matrices simétricas en M, (R), en-
tonces M y N son congruentes si y solo si tiene igual rango y signa-

tura.
Demostracion. Queda de ejercicio. O

Ejemplo 2.44. Toda matriz simétrica de M;(R) es congruente a

una, y solo una, de las siguientes matrices:
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00 0 10 0 10 0
oool, [ooo], 0o 00|,
00 0 00 0 0 0
100 1 0 0| 1 0
01 0|, 10|, 0o -1 0 |,
00 0 0 0 0
10 0 10 0 10 0 21 0
o10l, o1 0o, |0 =1 o], 0 —1
00 1 00 —1 0 0 —T 0 0 —1

2.5. Isometrias

Definicion 2.45. Una isometria entre (V;b) y (V/,b’) es un isomor-
fismo lineal ¢ de V en V' tal que

b(u) V) = b,(d)(u)) d)(\)))
para todo u,v € V. En un diagrama:

Si existe una isometria entre (V,b) y (V',b’) se dice que ellos son

isométricos.

Proposicion 2.46. (V,b) y (V/,b’) son isométricos si y solo si existe

una base B de V y una B’ de V' tal que
[b]g = [b']p.

Demostracion. Sea ¢ una isometria de (V;b) en (V/,b’). Sea B =
{vi,...,vn} una base de V, como ¢ es un isomorfismo de V en

V', entonces B’ = {$(vi1),...,d(v,)} es una base para V', ademas
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b(vi,vj) = b'(d(vi), d(vj)), para todo i,j. Luego, [b]g = [b’]|s:. Recipro-
camente, sean B = {vi,...,v,} vy B’ = {v{,...,v/}, respectivamente,
bases de V y V/, tales que [b]g = [b]s. Definamos el isomorfismo
¢ de V en V' como aquel que envia v; en v{. Ahora, para todo 1i,j,

tenemos:
b(vbvj) = b/(\/{,v;) = b/((b(\)i)) ¢(VJ))

Entonces, ¢ es una isometria. Asi, la demostracion concluye. O]

Sea b una forma bilineal que no es degenerada sobre V, denote-
mos por G(V,b) el subconjunto de GL(V) constituido por todas las

isometrias de (V,b) en si mismo.
Proposicion 2.47. G(V,b) es un subgrupo de GL(V).
Demostracion. [

Sea B una base de V, entonces ¢ € G(V,b) si y solo si b(u,v) =

(b(d(u),d(v))). Ahora, [d(u)]s = [d]s[u]s, entonces se sigue que ¢ €
G(V,b) siy solo si

[b]s[bls[d]s = [b]e.
Por lo tanto, €l subgrupo G,(b) de GL,(K) que le corresponde a

G(V,b), tiene la siguiente descripcion.
Gn(b) = {Re GL,(K); R'[b]gR = [b]s} .

Supongamos que b es una forma bilineal alternada que no es
degenerada sobre V. Luego, la dimension de V es dimension par

n = 2m. La siguiente terminologia es frecuentemente usada.
1. b se llama forma simpléctica,

2. V se llama espacio simpléctico,
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3. (V,b) llama geometria simpléctica,
4. G(V,;b) se llama grupo simpléctico y se denota por Sp(V),
5. G,(b) se denota por Sp,(K), o Sp,, (K)zm.

A modo de ejemplo calculemos G, (b), cuando b es la forma bili-
neal alternada definida sobre el K—espacio vectorial V de dimension

2. Sea B una base de V tal que

Luego, Sp, (K) esta formado por las matrices R € GL,(K) tales que
R'HR = H. Esta ultima igualdad es equivalente a tener det(R) = 1.
Entonces,

Sp,(K) = {R € GL,(K);det(R) = 1}.

Asi, Sp,(K) coincide con el grupo especial lineal SL;(K).
Exercise 2.48. Explicite Sp,(K), ..., Sp,(K).

Si b es una forma bilineal simétrica que no es degenerada so-
bre V. Entonces G(V,b) se llama grupo de transformaciones orto-
gonales y se denota por O(V). Tenemos los siguientes subgrupos
notables de O(V):

0" (V) i= {T e O(V); det(T) = 1}.

O~ (V) = {T e O(V); det(T) = —1}.

Supongamos que la dimension de V es n, entonces los subgrupos
O(V),0"(V) y O~ (V) en su version matricial se denotan, respecti-
vamente, O, (K), O/ (K) y O (K).

Exercise 2.49. Explicite O,(K), O;(K), O7 (K), O3 (K).
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2.6. Formas Cuadraticas

Sea b una forma bilineal simétrica sobre V. La siguiente funcion

Q se llama forma cuadratica asociada a b,

Q:V — K
v = Q) =Dbvv)

La funcion Q satisface Q(av) = o?Q(v), para todo «x € Ky v € V.

También, para todo u,v € V tenemos:
Qu+v)=bu+v,u+v)=Q(u)+ 2b(u,v) + Q(v)

Luego,
b(u,v) = 2[Q(u +v).~ Q) QW)]
Esta ecuacion dice que la forma bilineal puede ser reconstruida a
partir de su forma cuadratica asociada.
Sea B = {v,...,v,} una base de V, sea v = oV + - - + q,Vy,

entonces

Q(V) = D AAb (v, vy)
b
Asi, Q(v) es un polinomio homogéneo de grado 2 en Ay,...,A,. Re-
ciprocamente, supongamos que tenemos un polinomio homogéneo

P = P(x1,X2y...,X,) de grado 2,
P = Z O(,inin
L
Definamos la siguiente matriz simétrica M = (a;) de tamaro n,

mediante:

Qi == Ky aj = ai 1= 705 cuando i+j

2
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Definamos la funcion Q como sigue

Q:V — K
Vv — Q(V)ZXtMX

donde X son las coordenadas de v respecto a una base B de V.

Definicion 2.50. Sea Q una forma cuadratica a sobre V a valores

reales. Diremos

(i) Q se dice definida positiva (resp. definida negativa) si Q(v) > 0

(resp, Q(V) < 0), para todoveV

(ii) Q se dice semi—definida positiva (resp. semi-definida negativa)
si Q(v) = 0 (resp. Q(V) < 0), paratodove V.

2.7. Ejercicios

Exercise 2.51. Sea V = M, (K). Sea b la forma bilineal definida por
b(M,N) = ntr(MN) — tr(M)tr(N).
Demuestre que b es una forma bilineal simétrica.

Exercise 2.52. Sea b una forma bilineal simétrica

Exercise 2.53. Determine una matriz invertible P de modo que la

matriz P'MP sea diagonal, donde

o123

101 2
M =

21 01

3210
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Exercise 2.54. Sea V el R-espacio vectorial R;[x]|. Sean fy g en el
dual de V, definidos como sigue: para p(x) = ax> + bx +ce V,

f(p(x)) :==a—b+c, glp(x)) :=—a+b—c.
Sea ¢ la funcion de V x V en R, dada por
b - (u(x),v(x)) = f(u(x)gv(x))  (u(x),v(x) € V).
(i) Demuestre que ¢ es una forma bilineal sobre V.

(i) Determine la matriz de ¢ con respecto a la base {x* +x +1,x +
1,1}

(iii) Determine una base para rad(U), donde U = {ax* + bx + ¢ €

V;a+b+c=0}.

Exercise 2.55. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea

¢ la forma bilineal sobre V.:= K4[x| definida por

0 -1 0O 0 -1 04
1 0 -1 0 1 B

(P a) | a b c de]|o 1 o 1|y,
0 0 0 )

1 -1 1 -2 0| e ]

donde p(x) = ax* +bx3 +ex? + dx+e y q(x) = ox? + Bx> +yx* + 8x + €.

(i) Determine un base B de V tal que [$]s este en su forma nor-

mal.
(ii) Determine una base para rad(V).

(iii) Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita.
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Exercise 2.56. Explicite una base para el R-espacio vectorial cons-

tituido por las formas bilineales simétricas sobre V.

Exercise 2.57. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea

M la siguiente matriz antisimétrica

[0 -2 -1 0 1]
2 0 1 1 0
1T -1 0 0 —1
0 -1 0 0

-1 0 1 2 |

(i) Determine una matriz P tal P'MP este en la forma normal
(ii) Determine una base para rad(V,b), donde V = K4[x]| y
b(p(x),q(x))=(abede)M(xpyde)
parap(x) = ax*+bxd tex? +dx+e y q(x) = ox* + x> +yx? +5x +e.

Exercise 2.58. Determine condiciones necesarias y suficientes pa-

ra que la forma bilineal b sobre C* sea refleja,

b(u,v) := u'Mv (u,ve C"

a1l b b?
b 0

donde M = c d
1 ¢ 0 d
1 a a c



Capitulo 3

Tensores

A menos que se mencione lo contrario, los espacios vectoriales

considerados a lo largo del capitulo son de dimension arbitraria.

3.1. Producto Tensorial

Definicion 3.1. Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Un pro-
ducto tensorial de V. con W es un par (Uy,t), donde U, es un K-
espacio vectorial, 1: V x W — U, es una funcion bilineal que satis-

face las siguentes propiedades T1 y T2.

T1: El espacio vectorial U, esta generado por la imagen de t.

T2: Dados un K-espacio vectorial U y una funcion bilineal b de
V x W en U, existe una funcién lineal b : Uy, — U tal que
b=bou

La definicion de producto tensorial tiene asociado el siguiente

diagrama conmutativo.

47
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VXW‘L'UO

B

'

u

Ejemplo 3.2. Sean V y W, respectivamente, los K-espacios vecto-
riales M, «1(K) y My, (K). Veremos a continuacion que el-par (U, t)
es un producto tensorial de V con W, donde U, es el K-espacio vec-
torial M,y (K), (N,M) = NM es la multiplicacion usual de matri-
ces. Sea {F;; 1 <1< n} la base canénica de V, es decir, F; es la ma-
triz con 1 en la i-ésima fila y ceros en el resto, y sea {C;; 1 <j < m}
la base canonica de W, es decir, C; es'la matriz con 1 en la j—€sima

columna y ceros en el resto. Para todo i,j, tenemos:
L(Fi y C)) = FiCj = Ei,j)

donde E;; es la matriz de n-x m con 1 en la posicion (i,j) y 0 en el
resto. Las matrices Ej constituyen la base canonica de M, ,m(K),
en consecuencia, se cumple la propiedad T1. Veamos ahora que
se cumple T2: sea U un K-espacio vectorial y b : Vx W — U
una funcién bilineal. Asociado a (U,b) tenemos la funcién lineal
b : Uy — U definida mediante b(E;;) = b(F;, C;). Es claro que b =
b o 1, en consecuencia el par (U, ) satisface la propiedad T2. Asi,

(M «m(K), 1) es un producto tensorial de V con W.

Ejemplo 3.3. Veamos que un producto tensorial de V con su dual
V* se puede realizar como el par (End(V),t), donde t: V x V* —
End(V), (v, f) — (v, f), con

t(v, f) :u— flu)v.
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Claramente ( es bilineal. Veamos que se cumple la propiedad T1.
Sea B una base de V. Para todo v; € B, v{' € B*, tenemos que t(v;, vj') =
¢y, ver (1.4). Luego, se deduce que la imagen de « es End(V). Asi,
se cumple T1. Ahora, si b: V x V¥ — U es una funcion bilineal,
definanmos la funcién lineal b : End(V) — U, por lN)(d)ij) = b(vi,V{),
donde v; € B, v].* € B*. Tenemos:

~

(o), vf) = (B)(1(vi, v})) = b(dyy) = b(vi, V).
Es decir, bot = b. Asi, se cumple T2.

Ejemplo 3.4. Sean X, Y dos conjuntos no vacios. Un producto ten-
sorial de £(X) con L(Y) es el par (L(X x Y),t), donde t: (f,g) — t(f, g)

es definida por

Wf,g)(x,y) == f(x)gy)  ((x%y)e X xY).

Recordemos que las funciones delta de Dirac b,, con x € X, cons-
tituyen una base de £(X). Asi, una base de £(X x Y) es el conjunto
constituido por las funciones delta de Dirac 6, donde (x,y) reco-
rre X x Y. Tenemos que (8, d,) = (), €n consecuencia la imagen
de . genera L(X x Y), es decir, la propiedad T1 se cumple. Vea-
mos que tenemos la propiedad T2. Sea b una funcion bilineal de
L(X) x L£(Y) en U, definamos la funcién lineal b de £(X x Y) en U

como la extension lineal determinada por:
S(xy) > b(x, dy)-
Es una rutina ver que boi=b. Asi, la propiedad T2 se cumple.

Antes de demostrar la existencia y unicidad del producto ten-
sorial, veremos que pedir las propiedades T1 y T2 es equivalente
a pedir la propiedad T. La propiedad T es la propiedad T2, pero

agregando la unicidad a la existencia de la funcién b.
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Proposicion 3.5. Sobre el par (U, 1) tenemos: la propiedad T se

cumple si y solo si se se cumplen las propiedades T1 y T2.

Demostracion. Supongamos que (U, t) satisface las propiedad T.
En particular, (U, ) satisface la propiedad T2. Demostraremos aho-
ra que también satisface la propiedad T1, es decir, U, esta genera-
do por t(V x W). Denotemos por U] el K-espacio vectorial generado
por t(V x W) y denotemos por p la funcion bilineal de V xW en Uy,
definida cambiando el codominio U, de ¢ por Uj. Aplicando la pro-
piedad T, se sigue que existe una unica funcién lineal i : Uy — U}

tal que 1 = o t. En un diagrama conmutativo, tenemos:

VXW—L>U0

Ahora, si k denota la funcion inclusiéon de U} en U,, entonces 1 =
k o n. Luego, usando el diagrama conmutativo anterior, obtenemos

L = ko flol Asi, kol hace conmutativo el siguiente diagrama.

VxW — U,

Este diagrama también lo hace conmutativo I,. Luego, la unicidad
en la propiedad T, implica que ko {1 = Iy,. En particular, se sigue
que k es epiyectiva, en consecuencia Uj = U,. Por lo tanto, el par

(Uo, 1) satisface la propiedad T1.
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Reciprocamente, supongamos que (Uy,t) satisface la propieda-
des T1 y T2. Por lo tanto, solo resta ver que la funcién lineal b,
cuya existencia la asegura la propiedad T2, es uinica. Si b’ es otra
funcion lineal tal que b’ ot = b, entonces b y b’ son iguales en la
imagen de (, pero como ambas son lineales y dado que la imagen

de « genera Uy, se deduce que b="b" ]

Observacion 3.6. La propiedad T se llama propiedad universal del
par (U, ).

A continuacion demostraremos la unicidad y existencia del pro-

ducto tensorial.

Teorema 3.7 (Unicidad). El producto tensorial entre los K-espacios
vectoriales V y W es tinico, en el siguiente sentido: si los pares (U, 1)
y (Up, V) son productos tensoriales de'V con W, entonces existe un
isomorfismo{ : Uy — U tal que P oL = V. Tenemos, asi, el siguiente

diagrama conmutativo.

VxW— U

Demostracion. Sean (Uy,t) y (Ug, V) tales que satisfacen la propie-
dad T. Luego, se sigue que existen unicas funciones lineales \{ y

Y’ tales que: ot =1, P ol = 1. En un diagrama conmutativo, la



CAPITULO 3. TENSORES 52

situacion es la siguiente,

VXW‘L'UO

En consecuencia, ' oy ot = 1. Ahora, la funcion identidad I, tam-
bién satisface Iy, ot = 1. Luego, la unicidad en la propiedad T dice
que V' o = Iy,. De igual modo se obtiene 1 o’ = Ly, . Por lo tanto,

1} es un isomorfismo. Luego, la demostracion esta concluida. O

Teorema 3.8 (Existencia). Existe el producto tensorial de cualquier

par de espacios vectoriales.

Demostracion. Sean V.y W dos K-espacios vectoriales. Sea X el con-
junto V x W. Sea L' el subespacio del K-espacio vectorial libre £(X)

(ver Subseccion 1.1) generado por los siguientes vectores:
e(vi +va,w) — e(vy,w) — e(vz, w),

(
e(v,wi +wy) — e(v,wq) — e(v,W3),
(
(

(3.1)
e(ov,w) — axe(v, w),

e(v, aw) — ae(v, w),

donde € es la funcion definida en (1.2), v, vi, v, € V, w, w;, w, € W,
x e K.
Definamos U, := £(X)/L£', . := 7o e, donde 7 es la proyeccion

natural de £(X) sobre U,. Es una rutina verificar que t es bilineal.
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Dado que € (X) genera a L(X), se sigue que U, esta generado por
{m(e(x)); x € X}. Asi U, esta generado por t(X). Luego, (U, t) cumple
la propiedad T1.

Veamos ahora que (U, 1) satisface la propiedad T2.

Sea b : VxW — U una funcién bilineal. De acuerdo al Lema 1.1,
existe una funcioén lineal ¢ : £(X) — U, tal que ¢ o € = b. Por otra
parte, del hecho que b es bilineal, se sigue que los generadores en
(3.1) de £’ pertenecen al Ker (¢). Asi, £’ < Ker (). En consecuencia,

1 induce una funcioén lineal b: Uy — U tal que ¢ = b ot Ahora,
BOLZBOHO€=¢O€=b.

Es decir, el par (U, t) cumple la propiedad T2. Resumamos la de-
mostracion en el siguiente diagrama conmutativo.

us

VxW —— L(X)

U,

o (L:i=moe)

]

Por lo general, el espacio vectorial U, se denota por VQW. EIl par
(V® W,1), es denotado frecuentemente por V® W, y se lee producto
tensorial de'V con W.

El vector t(v,w) se denota por v®@w, y se lee v tensor w. Conse-

cuentemente, como t es bilineal, tenemos:

(Vi+v2) W =vi QW +Vv; ®W,
VR (W + W) =vR W + VR Ww,,
a(vw) = (aev@)w = v R® (aw),

para todo v, vi, v, e V, w, w;, w, e W, x e K.
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Observacion 3.9. Como ((V x W) genera a V®W, se sigue que todo
elemento t de V® W se escribe (aunque no de modo unico) como

una suma finita de la forma:

t= o (v ®©w),

i

donde oy € K, vie V, wj e W.

La propiedad T del producto tensorial (V® W, 1), implica que te-

nemos la siguiente funcion biyectiva T,
r:Bil(VxwWU — Lin(VWU)
b —b
Mas aun, esta funcion resulta ser lineal y con inversa I'"' dada por:
r'(b) =boL
Teorema 3.10. " es un isomorfismo.
Demostracion. Tarea: Escribir los detalles O]

Corolario 3.11. Lin(V®W, U) y Lin(V, Lin(W, U)) son canénicamente

isomorfos.

Demostracion. Dada f € Lin(V ® W, U), sea @(f) € Lin(V,Lin(W, 1)),
definida como sigue.

O(f)(v) : W — U, W (D(F)(v))(w) = T (F) (v, ).
0
Corolario 3.12. La funcién ¥ de V* @ W* en (V@ W)*, definida por
Yf@g)veaw)="1f(viglv) (veV,weW),

es un isomorfismo.
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Demostracion. Sea F el isomorfismo de V* ® W* en Bil(V x W,K),

definido por

Ff®g):VxW — K
(vw) — f(v)g(w)

donde f € V¥ y g € W*. Entonces, ¥ := "o F, es el isomorfismo

anunciado en el corolario. O

A continuacion demostraremos las principales propiedades del

producto tensorial.

Proposicion 3.13. La asignacion «a ® v — av, conv € V, x € K define
un isomorfismo de K® V en V. Analogamente, tenemos un isomorfis-
modeV®KenV.

Demostracion. Sea b : K x V.— V, definida por b(x,v) = av. La
funcién b es bilineal, luego existe una funcién lineal b : KQV — V,
tal que bot="b, es decir, b : x @V — av, para todo v € V,x € K.
Veremos que b es elisomorfismo anunciado en la proposicion.

La funcion b es epiyectiva, pues dado v € V, tomamos 1Qv € KQV
y tenemos: b(1®v) = (bo)(1,v) =b(1,v) =1 v =v.

Para demostrar que b es inyectiva, consideremos la funcion li-
neal P : V. — K ® V, definida por P(v) = 1 ® v. Veremos que
PYob = Idkgv, lo cual nos dice que b es inyectiva. En efecto, te-

nemos:

P <5 (Z%@w)) = (Zoqvi> —1®)) v = ) o @ vi.
i=1 i=1 i=1 i=1

Es decir, V o b= Idkgyv- O
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Proposicion 3.14. Tenemos un isomorfismo V@ W ~ W® V, deter-

minado por la siguiente funcion ‘flip’
VOW > WRV (veV,weW).

Demostracion. Sea b la funcion bilineal de Vx W en W®YV, definida
por b(v,w) = w®v. Luego, del producto tensorial (V® W, ), se sigue
que existe una funcion lineal bde VW en WQV tal que Lo b =b.
De igual modo, considerando el producto tensorial (W ® V, k) y la
funcion bilineal d de W x Ven VW, (w,v) — vR@w, se sigue que
existe una funcién lineal d de W®V en V® W tal que K o d=d.
Ahora, sea f la funcion bilineal de V x W en W x V, definida por
f(v,w) = (w,v). Tenemos k o f = b. Luego,

~

dobot=dob=dokof=dof.

En otros términos I'(do f) = d ob, pero también I'(1) = Idygw. Luego,
debe tenerse dob = Idvgw. De igual modo bod= Idygw. Por lo tan-
to, b es un isomorfismo. A continuacién ponemos en un diagrama

conmutativo las funciones involucradas en la demostracion.

V x W VW

I

L

VW
]

Proposicion 3.15. Sean U, Vi, V,, ..., V,, son K-espacios vectoria-

les, entonces:

UR(Vid - @Vy) ~2URVi@ - U V. (3.2)
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Analogamente, tenemos
Vie--aVp)eUu~VieUue- - eV, ®U.
Demostracion. Pongamos:
V=V - ®dVy, W=URVi® - ®dUR V.

Sea i, la inclusion natural de V; en V, y sea p, la proyeccion natural
de V sobre V.. Sea b la funcioén bilineal de U x V en W, definida por

b(u,v) =u@pi(v) + - + U Pm(Vv).

Luego, el producto tensorial asegura que existe que existe una uni-
ca funcién lineal b de U® V — W tal que bot = b. Veremos que
en efecto b es un isomorfismo, quedado asi demostrado la proposi-
cion. La epiyectividad resulta de ver-que todo elemento descompo-
nible u®v, € URV,, con u € U,v; € V,;, r € [1,m], tiene preimagen. En
efecto, dado un tal elemento, este tiene como preimagen u® i.(v,),
pues:
bu®@i(v,) = (bot)(wi(v)) = blu,i(v)).

Asi, b(u®i, (vy)) = u@p; (i:(vy))+- - - +uRPm (i:(v+)). Luego, b(u®i.(v,)) =
u®v,. Por lo tanto, b es epiyectiva.

Para ver que b es inyectiva, construiremos una funcion 3 tal
que B ob = Idygy. Para cada r € [I,m] sea 3, : Ux V, — UR YV,
definida por f.(u,v) = u®i,(v). Dado que 3, es bilineal, entonces
existe ET U®V, — U®V tal que [§T ot = fB,. Estas funciones
lineales definen : W — U® YV, por 3 =31 @ -+ P Bn. Ahora para

ueyv=vi+---+v, €V, tenemos:

(Bob)(u®@w) = (Bobou)(u,w) =B(buew))
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Luego
(Bob)(u®v) = BUPI(V) + - + U Pn(V))
=B (u@pPi(v)) + -+ Bn(u@Pn(v))
=u@ii(Pi(v) + - + u@in(Pm(v))
=ui(v) + - Fu®in(v).
Luego (Bob)(u®v) =u®v. O

Para finalizar la presente seccion estudiaremos el producto ten-
sorial de subespacios y el cociente de espacios tensoriales.

Sea A un subespacio vectorial de V y B un subespacio vectorial
de W. Consideremos (V® W, 1) el producto tensorial de V con W.
Pongamos C := vect (((A x B)) y k la restriccion de t a A x B.

Proposicion 3.16. El par (C, k) es un producto tensorial de A con B.

Asi, A ® B se identifica naturalmente a un subespacio de V@ W.

Demostracion. Directamente de la definicion de « y C se tiene la
propiedad T1. Veamos la propiedad T2: Sean U un K-espacio vec-
torial y d una funcién bilineal de A x B en U. La funcion d puede
ser extendida a una funciéon bilineal b : V x W — U. Usando la
propiedad T2, tenemos una funcion lineal b: VW — U tal que
b = bot. Definamos d como la restriccién de b a C. Ahora, para todo

ve A, we B, tenemos:
<c~10 K) (v,w) = (l; o L) (v,w) = b(v,w) = d(v,w)

Luego, d o k = d. Por lo tanto el par (C, k) satisface la condicién T2.

Asi, la proposicion queda demostrada. O]

Segun la proposicion anterior AQ W'y V® B pueden ser consi-

derados como subespacios de V®W. Sea U el subespacio de VW
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generado por los vectores de A ® W junto con los vectores de V® B.
Pongamos U := V@ W/U. Seat: V/A x W/B — U definida por

t(v+AW+B)=vew+ U

Proposicién 3.17. El par (U,1) es un producto tensorial de V/A con
W/B.

Demostracion. Tarea (ver Greub). O
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3.2. n-Tensores

Sean Vi,...,V,, W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Una
funcion f: V; x--- xV,, — W se dice que es n—-multilineal si es lineal

en cada una de sus componentes, es decir:
f(Viy ey 0V 4+ Wiy oo oy V) = af((Viy ooy Vig ooy V) + F(V1y e ooy Wiy e e oy V).

para todo « € K, u;,v; € Vi. En el caso que W = K se dice que f es

una n-forma multilineal.

Ejemplo 3.18. Sean f; € V{*, entonces tenemos la forma multilineal
f: Vi x---xV,— K, definida por

f(viyeeoyvn) = f1(vi) - fr(vn).

Teorema 3.19. Si V;,...,V, son K-espacios vectoriales, entonces
existe una par (U, ), donde U, es un K-espacio vectorial y t : V; x

-+ x V, — Uy es una funcion n-multilineal, tal que:
(i) La imagen de \ genera a U,.

(i) Dados un K-epacio vectorial U y una _funcion n-multilineal b de
V x --- x V en U, existe una_funcion lineal b de Uy en U, tal que
b=bot

Ademads, el par (Uy, 1) estd unicamente definido en el mismo sentido

de los 2-tensores (Teorema 3.7).

Demostracion. La demostracion de la existencia (resp. unicidad) es

analoga a la demostracion del Teorema 3.8 (resp. Teorema 3.7). [

Observacion 3.20. Procediendo como en la Proposicion 3.5, las
condiciones (i)-(ii) del Teorema 3.19 equivalen a (ii), pero incluyen-

do la unicidad de b.
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Proposicion 3.21. Existe un isomorfismo de UQVRW en (UQV)QW,
tal que

URVRW— (L®V)®w.
Analogamente, UQ VRIW = U® (VR W).

Demostracion. La asignacion (u,v,w) — (u®v) ® w define una fun-
cion 3—multilineal cde U x V x W en (U® V) ®W. Luego, existe una
funcion lineal c: UQVRW — (UR® V) ®W, tal que:

~

Cot=¢, C(URVROW)=(ULRV)RW.

Demostraremos que ¢ es un isomorfismo. Fijemosw € W y sea b,

la funcion bilineal definida por:

by: UxV —-URVRIW

(L,v) > uURvVRw

Luego, existe un funcién lineal b, : U®V — U® V® W tal que
by(L®V) = by(u,v) = u®v®w. En un diagrama conmutativo, la

situacion es como sigue:

UxV — UV

%
k ;w

UVvew

Es una rutina verificar que para todo w, w' e W, « € K, se tiene:

bw-i—w/ = bw“‘bw’)

~

bow = od;w.
Estas igualdades permiten definir la siguiente funcion bilineal.

d:( URV)xW — UVRW

(W) = bu(x)
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Luego, tenemos una funcién lineal d: (U@ V)@W — UQ VW tal

que d ok = d. Tenemos:

~

(dod)(u@vew) = d((€o 1) (1,v,w)) = (d(c(u,v,w))
= d(u@Vv)®w) = (dok)(L@V),w)
du®v,w) = l;w(u®v) =URXVRw.

Luego, d o ¢ = Idygvgw. De modo analogo se puede ver que ¢ o d =

O

Idugview- Asi, ¢ es un isomofismo.

Observacion 3.22. La proposicion anterior nos permite identificar

libremente los siguientes espacios tensoriales:

U@Vew, (UeV)eWw, U (VeWw).

3.3. Tensor de Funciones Lineales

Sean f € Lin(U,W), g € Lin(V,Z). Estas funciones definen la
funcion bilineal f x g: U x V— W x Z, donde

(W, v) = (f(w),g(v)).
Consideremos los productos tensoriales (U® V;1) y (W ® Z, k). Co-

mo ko (f x g) es una funcion bilineal, se sigue que existe una unica

funcion lineal, que denotaremos por f ® g, tal que
(f®g)ot=ko(fxg).
En un diagrama conmutativo, la situacion es como sigue.

L

Uxyv

uyVv
fxg  f®g
'

WxZ ——+WQRZ

Resumiendo, tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.23. Sif € Lin (U,W) y g € Lin (V, Z), entonces existe
una unica funcion lineal f® g e Lin (U® VW ® Z) tal que

(f®g)(u®Vv) =flu)®gv) (welU,veV).

En otros términos, la proposicion anterior nos dice que tenemos
una funcion bilineal b de Lin (U, W) xLin (V,Z) en Lin (U® VW ® Z),
definida por

b(f,g) = f®g.

Ahora, la propiedad T del producto tensorial dice que b determina

una unica funcién lineal L,
L:Lin(U,W)®Lin(V,Z) — Lin(U®V,WQ Z)

tal que
b(f,g)=Lf®g).

Proposicion 3.24. [ es un monomorfismo. En el caso que los espa-
cios U, V, W y Z son de dimension finita, L resulta ser un isomorfis-

mo.
Demostracion. Greub O

Estudiemos brevemente la imagen y kernel de f ® g. De la defi-

nicion de f® g se obtiene directamente:
Im (f®g) = Im (f) ® Im (g). (3.3)
De donde se sigue la siguiente proposicion.

Proposicion 3.25. Si las funciones f y g son epiyectivas, entonces

f ® g también lo es.

Para el kernel de f ® g, tenemos la siguientes proposiciones.
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Proposicion 3.26. Ker (f ® g) esta generado por los vectores de la
Jormax®y, donde x € Ker (f) oy € Ker (g). Asi,

Ker (f® g) = Ker (f) ® V + U® Ker (g).

Demostracion. Sea Y := vect (x®y; x € Ker (f) oy € Ker(g)). De la
epiyectividad de f y g se sigue que dados w € Wy z € Z, existen
ue UyveVtales que f(u) = wy g(v) = z. Definamos ahora la
funcion bilineal b de W x Z en (U® V) /Y, mediante

bw,z) =u®v+Y.

Notese que b esta bien definida, pues siu’ € Uy V' € V son tales que

f(uW) =wy g(V) = z, entonces:
U v—-—uU®v = uv—uURdv+uUQv-—u Vv
= W-uwW)¥v+uv-V)eY
pues u—u € Ker (f) y v—V e Ker(g).

Del producto tensorial (W ® Z, k) se sigue que existe una funcion
linealn de W® Zen U®V/Y tal que

nNok=>ob.
Por otra parte, parau®v e U® V, tenemos
Nf®g)(u®v) =n(f(u)®g(v)) =uv+Y.

Luego, no(f®g) = m. Ahora, Y < Ker (f ® g), luego existe una funcion
lineal pde (U®V)/Yen W® Z, tal que pomt = f® g, donde 7t: es la
proyecciéon canénica de U® V sobre U® V/Y.

Tenemos

nopon=no(f®g) =Idom.
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Luego, n o u = Id. En consecuencia n es inyectiva. También es epi-
yectiva, dado que f ® g es epiyectiva. Asi, 1 es un isomorfismo, lo
que implica que Y = Ker (f ® g).
Pongamos en un diagrama conmutativo las funciones utilizadas
durante la demostracion.
f®g W®Z K

4

Uuv W x Z

B b

N

(u ®:V) Y 4 (U V)Y
0

Finalizamos esta seccion con una proposicion que resume las
principales propiedades del producto tensorial de aplicaciones li-

neales.

Proposicién 3.27. Sean fy, f, € Lin(V, W), g, e, h funciones lineales

y « un escalar. Tenemos:
D) g (fi +f) =g®fi+ g®f,.
i (fi+f2)®g=H1®g+HL®g.
(i) (xg)®f1 =g® (af1) = x(g® f1).
(iv) (g f)* = g* ®fF.
© (g®fi)o(e®h) = (goe)®(fioh).

Demostracion. Queda de ejercicio. O
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3.4. Tensores en Dimension Finita

A continuacion daremos dos modelos del producto tensorial, en
el caso de dimension finita. Cabe destacar que, contrariamente al
segundo modelo, la construccion del primer modelo no depende de

una eleccion de bases.

Primer Modelo

Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Co-
mo es usual denotemos por V* y W* sus respectivos espacios dua-
les. Sea U, := Bil(V* x W* K) y sea ( la funcién bilineal de V x W en

U, t: (v,w) — L(v,w), definida por:

v, w)(f, g) := f(v)g(w) (e V7, geWr).

Veamos que (U, t) satisface la propiedad T1. Sean {vi,...,v,} ¥
{wq,...,w,} bases de, respectivamente, V y W. Sean {fi,...,f,} y
{g1,...,9m} las respectivas bases duales. Tenemos:

(v, W) (s ). = (7)) = { Lo Teh e

0 en los otros casos.
Notese que 1(vi, w;) = by, donde {by;;; 1€ [1,n],j € [1,m]} es la base
de U, definida en la Proposicion 2.9. Por lo tanto Im(t) genera a U,,
es decir, el par (U, () satisface la propiedad T1. Veamos ahora que
(Uo, 1) satisface la propiedad T2. Si U es un K-espacio vectorial y b
una funcién bilineal de V x W en U, definimos una funcién lineal b

de U, en U por:
b: Z%jbm = ZYijb(Vij)-
5] )



CAPITULO 3. TENSORES 67

Tenemos, (¢ o t)(vi,w;) = d(by1) = b(vi,wj). Luego, ¢ ot = b. Asi,
el par (U, ) satisface la propiedad T2, por lo tanto este par es un

producto tensorial de V con W.

Observacion 3.28. El modelo anterior de V ® W, nos dice que

dim (V®W) = dim Bil(V* x W* K) = (dim V)(dim W).

Segundo Modelo

Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimensiones n y
m, respectivamente. Sea B = {v;,...,v,} una base de Vy D =
{wq,...,wn} una base de W. Sea U, un K-espacio vectorial de di-
mension nm. Sea E = {u;,...,u,,} una ‘base de U,. Dispongamos

los elementos de la base E en un arreglo rectangular de n filas y m

columnas:
W 1w v Up
Um41 Umn2 cee Upm
Un—1)ym+1 Un—1)m+2 -.- Unm

Sea uy; := 1y, donde wu, esta en la posicion (i,j) del arreglo an-
terior. Consideremos la funcion biyectiva entre B x D y E, definida

por: (vi,wj) — ;. Esta biyeccion determina una funcién bilineal t,

L:VxW — U,
vw) = > By,
iJ
donde v =31, owvi y w =", Bwj.
El par (U, 1) satisface la condicion T1, pues (vi,w;) = u. Ahora,

si U es un K-espacio vectorialy b : VxW — U una funcién bilineal,
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definamos la funcion E,

b:Uy — U
Z%juij — ZYU‘ b(vi, w;).
i) i

Por construccioén b es lineal. Ademas, b = b o 1. En efecto:
(IN) o L> (viywj) = l;(uij) = b(vi,w;), para todo i,j.

Asi, (Up,t) satisface la condicion T2. Por lo tanto, (Ug,t) es un
producto tensorial de V con W.

La construccion anterior deja la siguiente proposicion.

Proposicién 3.29 (Cf. Observacion 3.28). . Si B = {vq,...,v,} es una

base deV y D = {wy,...,w,} es una base de W, entonces
B®D :={vi®W;,vi ®Wa, ...,V @ W1i,..., Vs @ Wy}
es una base paraV® W. En particular,
dim (V®W) = dim (V) dim (W).

Definicion 3.30. La base B® D de V® W, en la proposicion ante-
rior, recibe el nombre de base en orden lexicografico asociada a las

bases By D.

Claro, la proposicion anterior dice que todo elemento de V@ W
puede ser escrito, de modo unico, en la forma:
Z Xij; (Vi®wj) ((Xi,j EK,V1®W]' EB@D)

I<igsn
I<jis<m

La siguiente proposicion generaliza este ultimo hecho.
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Proposicién 3.31. Sea >, x; ®yi € VO W. Si{xy,...,x,} es lineal-
mente independiente, entonces y,...,\Y, estan unicamente determi-

nados, es decir:

in RYi = in ® vy, entonces y; = y;, para todo i.

i=1 i=1
para todo i. Analogamente, si {yi,...,y,} es linealmente indepen-

diente, entonces xi, ..., X, estan unicamente determinados.

Demostracion. Sea B una base de V que contiene {x;,...,X,},y D =
{wi,...,wn} una base de W.

La igualdad }}_; xi ®y; = >,;_; xi ® Yy}, puede ser re-escrita como
D %@ (yi — yi) = 0.
-

Escribiendo y; — y; = > ojwj, e € K, obtenemos:

ZXi@ (yi — Vi) = ZZ‘XU (xi ®@wj) = 0.
i1

i=1j=1
Ahora, como los x;® w; son parte de la base B ® D, se sigue que
oy = 0, para todo i,j. Luego y; = yj, para todo i.

De modo analogo se demuestra la otra afirmacion de la propo-
sicion. [
Corolario 3.32. Sean x;,...,x, como en la proposicion anterior y

{y1y...,Yyr} € W. Tenemos:

Si in ®vy; = 0, entonces y; = 0, para todo i.

i=1
Antes de finalizar la presente seccion, demostraremos un teore-
ma que caracteriza el producto tensorial de espacios vectoriales de

dimensién finita.
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Teorema 3.33. Sean V, W y U tres K-espacios vectoriales de di-

mension finita, y sea k : V x W — U una funcion bilineal, tal que:
(i) dimU = (dim V) (dim W),
(ii) Im(k) genera a U.

Entonces (U, k) es un producto tensorial de V con W.

Demostracion. Sea K la tinica funcion lineal de V® W en U deter-

minada por k, tal que Kot = k. En un diagrama conmutativo:

VW — VW

LK
K g
\4

u

Es suficiente demostrar que kK es un isomorfismo. La hipétesis (ii)
y la conmutatividad del diagrama implican que: U = Vect (Im(k)) =
Vect (Im(K o 1)). Luego, U < Vect (Im(K)) = Im(K). Asi, K es epiyectiva.
Finalmente, usando (i) de la hipoétesis, se concluye que K es un

isomorfismo. ]

Ejemplo 3.34 (C.f. Ejemplo 3.3). Sea V un K-espacio vectorial de
dimension finita, entonces el producto tensorial de V con V* puede
ser realizado como el par (End(V), k), donde la imagen «(v,f) del

par (v, f) es el siguiente endomorfismo de V,
K(v, f) : u— f(u)v.

Sea B = {v,...,v,} una base de V. Tenemos que k(vi,V{) es el ele-
mento ¢;; definido en (1.4). Luego, Im(k) genera a End(V); ademas,
dimEnd(V) = (dim V)(dim V*). Por lo tanto, del Teorema 3.33 se

sigue que (End(V), k) es el producto tensorial de V con V*.
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Ejemplo 3.35 (Cf. Ejemplo 3.4). Sea X e Y dos conjuntos finitos.
Sea k la funcion bilineal de £(X) x £(Y) en £(X x Y), definida por:

K (f,g): (x,y) = (f(x),g(y))-

La funcion « es bilineal y como k(d,08,) = Oy S€ sigue que la

imagen de k genera a £(X x Y). Ademas, tenemos
dim £(X x Y) = (dim £(X)) (dim L(Y)) .

Por lo tanto del teorema anterior se concluye que (£(X x Y), k) es el
producto tensorial de (£(X) con L(Y).

3.5. Producto Tensorial de Matrices

Sea M y N dos matrices, de cualquier tamano, con entradas en
K. El producto tensorial de M con N, en ese orden, es la matriz
M ® N definida como:

anN apN - apN
MR N = : : :

an1N a12N anmN

donde M = [a;] € Mp«n(K). La matriz M ® N se suele llamar el
producto de Kronecker de las matrices M con N. Notese que si M es
de tamano m x ny N es de tamano r x s, entonces la matriz M ® N
es de tamano mr x ns.

Las principales propiedades del producto tensorial de matrices

son resumidas en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.36. Sean M; y M, matrices de igual tamario; N, P y

Q matrices cualesquiera. Tenemos:
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@) P®(M;+M;)=PRM; +P®M,.
i) (M;+My)®@P=M;®P+M;®P.
(iii) (xP)® Q =P®[xQ) = «(P® Q).
(iv) (P®Q)" =P'®@Q
® M;@N)(P®Q)=MPRNQ.
Demostracion. Queda de ejercicio. O

Corolario 3.37. Sean P y Q matrices invertibles, entonces P ® Q es

invertible con inversa P~' @ Q.

Demostracion. Es consecuencia de (v) en la proposicion anterior.
N

El producto de Kronecker define la funcion bilineal « de M, ., (K) x
M, ,s(K) en My, »ms (K), donde

(M,N) = M®N.

Teorema 3.38. El par (M,,xms (K),t) es un producto tensorial de
M, «m(K) con M, (K).

Demostracion. Segun el Teorema 3.33, solo resta ver que la imagen

de « genera M,,.« s (K), pues:
dim(M,;xms (K)) = dim(M,, x 1 (K)) - dim(M,,(K)).

Ahora, si E;; son los elementos de la base candnica de M, (K) y
Fix son los elementos de la base candnica de M,.(K), se sigue que

el conjunto

{Ey @ Fu; ie[1,n],je[1,m],Le[1,r],ke[1,s]}.
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es justamente la base candnica de M, (K). Asi, la imagen de
genera M, .ms (K), luego la demostracion del teorema esta conclui-
da. ]

Proposicion 3.39. Sea M una matriz de tamarno n con valores pro-
pios oy, oy,...,x, Y N una matriz de tamano m con valores propios
B1, B2,...,an, entonces los valores propios de M ® N son los produc-

tos «if3;, conie [1,n],je [1,m].
Demostracion. O]

Corolario 3.40. Sean M y N matrices de tamano m y n, respectiva-

mente. Entonces:
@) triM ® N) = tr(M)tr(N).

(i) det(M®N) = (det(M))™(det(N))™

3.6. Extension de Escalares

Sea F < K < L una torre de inclusiones de cuerpos. Si V es un
K-espacio vectorial, entonces V es también un F-espacio vectorial,
el cual se obtiene simplemente en restringir la multiplicacion por
escalares de K a F. Este F-espacio vectorial se denota por Vy. Note

que si dim K, dimrV son finitos, entonces

La idea es ahora extender la multiplcacion de escalares de K a L.
De modo preciso, construir un L-espacio vectorial W, de modo que
que Wi contenga al K-espacio vectorial V. La construccion de W

se puede realizar mediante el uso de tensores.
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Sea V un K-espacio vectorial, y consideremos el K-espacio vec-
torial L®Q V. Se b, la funcion bilineal de L x V en L® V, definida por
ba(,v) = (Ax) ®@v. Luego, tenemos una funcién lineal by de LQV en

L ® V, que hace conmutativo el siguiente diagranma.
LxV—L®V

ba by
Y

LoV

Observe que by(x®V) = bx(a,v) = (Ax) @ .

Teorema 3.41. L.®V es un lL-espacio vectorial, con la estructura de
grupo abeliano del K-espacio vectorial L&V y el producto por escalar

es definido por:
A x = by(x) Aely,xeL®V).
Demostracion. Solo resta ver que se cumplen los axiomas (i)-(iv) de
[3, Definicion 3.1]. Lo cual resultan de un calculo directo. A modo
ejemplo, se vera que se cumple el axioma (iii). Sean A,A’ € L, y sea
x=a®veL®YV. Se tiene:
(AN) - x.= by () = b (@ V) = b (0, V) = (AN )x @V = AN o) ® v
= bi(Mx) ®V) = by (b (x®@V)) = ba(bar(x)) = A- (A - x).

Es decir, (AN) - x =A- (A -x). O
Definicion 3.42. El L-espacio vectorial L® V se llama la extension

de escalares de K a L, y se suele denotar por L ®g V.

Teorema 3.43. Sean V un K-espacio vectorial, K c . una inclusion
de cuerpos, y ¢ la funcion de V en L Qg V definida por v — 1 ®v.

Entonces:



CAPITULO 3. TENSORES 75

(i) ¢ es un K-monomorfismo.
(i) L®k V = Vect{d(v); ve V}.

(iii) Si {vi,...,v,} es una base de V, entonces {p(v1),...,d(v,)} es

una base de L. ®g V. En particular, dim L ®g V = dim g V.

Demostracion. (i) Claramente ¢ es K-lineal. Ahora si v € Ker (¢), es
decir ¢(v) = 1®v = 0, se sigue que v = O. Por lo tanto ¢ esinyectiva.

(ii) Todo elemento x de L ®x V es una suma de elementos de la
forma a®v, con x € L, ve V. Ahora, a®v = «(1®Vv) = ad(v). Luego,
x e€s una combinacioén lineal de elementos de la forma a¢(v). Asi la
afirmacion (ii) queda demostrada.

(iii) La ecuacion o;d(vy) + -+ + o d(vy) = 0 es equivalente a o1 ®
vi+ -+ x, ®vy, = 0. Aplicando el Corolario 3.32 en esta ultima

igualdad, se obtiene que «; = 0, para todo i. O

3.7. Ejercicios

Exercise 3.44. Sean ve Vy we W. Demuestre que vew =0 siy

solosiv=0o0w=0.

Exercise 3.45. Sean V y W los C-espacios vectoriales C,_;[x] y
C™, respectivamente. Sea U = C"™, defina una funcion bilineal « de

V x W en U tal que (U, ) sea un producto tensorial de V con W.

Exercise 3.46. Sea b : VW — U una funcion bilineal. Demuestre
que la siguiente propiedad es equivalente a la propiedad T2: Si {v;}
es una famila de vectores linealmente independientes de V'y {w;} es
una famila de vectores linealmente independientes de W, entonces

la familia {b(v;,w;)} es linealmente independiente.
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Exercise 3.47. Sean V y W dos K-espacios vectoriales, donde W
es de dimension finita m. Defina una funcién bilineal « de V x W
en V@ - @V (m-sumandos) y demuestre que (V@ - - @ V1) es un

producto tensorial de V con W.

Exercise 3.48. Sean V,...,V, espacios vectoriales sobre un cuerpo

K. Demuestre:
(i) vi® - -®v, =0 siysolo siv; =0, para algun 1i.

() Siviw---®v, 0, entonces Vi ¥ - @v, = w; ®- - - ®@w, siy solo
si existen escalares «; € K tales que wy = ogvi, con i€ [1,7], y

oo = 1.

Exercise 3.49. Consideremos los R-espacios vectoriales R? y R3.

Sean C, y C; sus respectivas bases canonicas y x el elemento de

R? ® R3, definido por
1
X = [ ]@ -2
1 1

(i) Exprese x como una combinacion lineal de los elementos de
la base C, ®C;

(ii) Determine la matriz cambio de base de C; ® B a D ® C3, donde
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(iii) Determine las coordenas de x en la base D ® B

(iv) ¢Es posible expresar y como suma de 1 o 2 vectores de la

formavew ?

2
2 1 3
Yy = X1 [+ 2 |+ ®
1 2 3
1
Exercise 3.50. Sean Vi,...,V, espacios vectoriales de dimensiones
my,...,m,, respectivamente. Demuestre que

Exercise 3.51. Sean X e Y dos conjuntos finitos distintos del con-
junto vacio. Defina una funcion bilineal t de £(X) x L(Y) en L(X xY),
de modo tal que (£(X x Y), 1) satisface (T1) y (T2). Asi, (L(X x Y),1)
es un modelo del producto tensorial de £(X) con £(Y). Para ver (T1)
podria ser ttil recordar que el K-espacio vectorial £(X) tiene como
una base el conjunto constituido por las funciones delta de Dirac:
Oy, x € X.

Exercise 3.52. Sean X e Y dos conjuntos finitos distintos del con-
junto vacio. Usando el Teorema 3.33 demuestre que £(X x Y) es un

modelo del producto tensorial de £(X) con L(Y).

Exercise 3.53. Suponga que U, V, Wy Z son espacios vectoriales
de dimension finita. Defina « de modo que [Lin [U® VW ® Z], ] sea
un producto tensorial de Lin(U, V) con Lin(W, Z).

Exercise 3.54. Sean V y W los K-espacios vectoriales K, [x] y

Kin—1[x], respectivamente. Sea U = K" Defina una funcion bilineal
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tde V x Wen Uy demuestre que (U, () es un producto tensorial de
V con W.

Exercise 3.55. Sean ¢ € Lin(U.V) y ¥ € Lin(W.Z). Demuestre:
(i) ¢ ® 1 es inyectiva siy solo si ¢ y ¢ lo son.
(i) rg(dé ® V) = rg(d)rg(P), si Uy W son de dimension finita.

Exercise 3.56. Sean M y N dos matrices cualesquiera. Demuestre
que
rgM@N) = rg(M)rg(N).

Exercise 3.57. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Sean

«, 3 € End(V) y sea ¢ definida como sigue:

¢ :End(V) — End(V)

o — «ooof}

Demuestre:

(@) tr($p) = tr(x)tr(B).
(ii) det(d) = det(cco ).

Exercise 3.58. Sean M,,..., M, matrices cuadradas con entradas
en un cuerpo K. Demuestre que si M;®---® M, es la matriz escalar
«l,, donde « € K. Entonces cada matriz M; es una matriz escalar

«il,,, donde «; € K. Ademas, se tiene o = o, - - &y, .

.

Exercise 3.59. Sean a, b y ¢ tres numeros reales. Sea ¢ € End(R?),

definida por,
¢ : (% y) = (ax +by,x —y).
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Sea 1P € End(R?), cuya matriz en la base canonica es:

e o o
© o o
S O o6

Determine las condiciones sobre a, by ¢, para que ¢ ® 1 sea inver-
tible.

Exercise 3.60. Sea ¢ € End(R?), definida como:

(b((X»U)) = (X +Y,X — y)'

Sea 1\ € End(R?), cuya matriz en la base canoénica es:

(SR S

1.1
1.1
0 1

Determine la matriz del endomorfismo ¢ ® {} respecto de la base
C ® B, donde C denota la base candnica de R? y B es la base {e; +
e; + es e, + e3, e3} de R3. Los vectores e, e; y e3 denotan los vectores

de la base canénica de R3.



Capitulo 4

Tensores Simétricos y
Antisimeétricos

4.1. El Espacio T™(V)

Sea V un K-espacio vectorial y sea m € Z*. La a m—€ésima poten-

cia tensorial T™(V) de V, se define como sigue.
T°(V) = K, T(V)=V®- --®V, m-factores, cuando m > 1.

Notar que los elementos de T™(V) se pueden escribir, no de modo

unico, en la siguiente forma.

Z Xip o imZi; @ - @ zq, (zi; € V, o, i € K.

1$ij <n

Note que, si V es de dimension n, entonces dimT™(V) = n™, ver
Proposicién 3.29. Mas aun, si B = {v,...,v,} es una base de V,

entonces B®™ es la base de T™(V) definida por:

BO™ = {v;, ® - @y, ; v, € B,ij € [1,n],j e [1,m]}. 4.1)

80
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Asi, z e T™(V) se escribe de modo tunico como:

Z = 2 ocﬁ...imvi] ® o ®vim (ocﬁ...im € K)‘

]Sij <n

Como es usual, denotaremos por &,, el grupo simétrico de m-
simbolos. Recuerde que &,, esta generado por la transposiciones
elementales s; = (ii+ 1), donde i € [1,n — 1]. Estos generadores

junto que las siguientes relaciones definen una presentacion de

si =1, sis5=-sjsi for |[i—j| > 1, sis58; =s58:8; for [i —j| = 1.

Proposicion 4.1. Para todo o € &,,, existe un unico automorfismo
P, de T™(V) tal que:

(l) PG(VI & ®Vm) = VU(]) Q- ®V0(m)-
(ii) Pyr = P,P., para todo T € &,,.

La afirmacion (ii) dice que tenemos una representacion de &,, en
™(V).

Demostracion. Todo o € G, define una funcién m-lineal b, de V"

en V®, definida por
bs: (V],Vz, oo ,Vn> = Vg(1) ®v‘7(2) ®... ®v(7(2)'

Luego, la propiedad T del m-tensor nos dice que existe un unico
endomorfismo P, de T™(V) que satiscace la propiedad (i). En efecto,
este endomorfismo resulta ser un automorfismo, pues P, solamen-

te permuta los elementos de la base B®™, O]

Definicion 4.2. Sea z € T™(V). Se dice que:



CAPITULO 4. TENSORES SIMETRICOS Y ANTISIMETRICOS 82

(i) z es simétrico, si P;(z) = z, para todo o € &,,,

(ii) z es alternado, o antisimétrico, si P,(z) = sg(o)z, para todo

o€ G,
Ademas definimos:
S™V) = {zeT™(V); z es simétrico},

A™V) = {zeT™(V); z es alternado}.

Proposicion 4.3. Los subconjuntos S™(V) y A™(V) son subespaciosc
de T™(V).

Demostracion. Queda de ejercicio. O]

En orden a estudiar los subespacios S™(V) y A™(V) es necesario
introducir los siguientes endomorfismos de T™(V): ., de T™(V),
llamado simetrizador, y el endomorfismo <, llamado alternador.

Mas precisamente:

1

L= — Ps, 4.2

7 m! G; (4.2)
1

Ay = W% sg(o)P,. (4.3)

El siguiente lemma sera usado para demostrar que .%;, y <, son

proyectores.
Lema 4.4. Para todo o € G,,, tenemos:
(l) Pcym:ympcf:ym-

(ii) Pop = FPo = SE(0) .
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Demostracion. Las afirmaciones resultan de aplicar la Proposicion

4.1 y un simple cambio de variables. Por ejemplo veamos que P,.o7,

sg(0),. Ocupando (ii) de la Proposition 4.1, tenemos:

1 1
Posn = — > sg(t)PePr = — > 88(T)Pr.

: T€G&m ' T€Gm

Poniendo ahora p = o7, se sigue que:

1 1
Pon = — D, s8(07'0)Py = sg(07")— > sg(p)P; = 88(0) .

" peGm T peGm

Proposicion 4.5. Para todo m, tenemos:

(i) . es un proyector de T™(V), con imagen S™(V).

(i) <, es un proyector de T™(V), con imagen A™(V).
En particular:

(V) = Ker () @ S™(V), (V) = Ker (,) @ A™(V).
Demostracion. Demostremos (ii). Tenemos:
2 = A (% U;m sg(o)PU> = % G;g]m sg(0) Po

Luego usando la Proposicion 4.4, se obtiene

A2 = (% > sg(0)2> A,

" 0eGm

Asi, @/} = d/,. Finalmente veamos que Im (#,) = A™(V). Si z €
Im (7,), entonces z = 4, (y), para algan y. Luego, P,(z) = Ps(#,(y)) =
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sg(o)“m(y) = sg(o)z, entonces P,(z) = sg(o)z, es decir, z € A™(V).

Reciprocamente, si z € A™(V), tenemos:

o(2) = = Y sglo)Polz) = o1 Y sg(0)(2) = .

: 0eGm * 0eGm

Es decir, z € Im (,). Por lo tanto, Im («7,) = A™(V). O
Proposicion 4.6. Si m > 2, entonces

() Sty = S = 0.

(i) S™(V)n A™(V) = {0}.

Demostracion. Veamos que .7, %, = 0. Tenemos

1 1 1
ym%m = (E Z P(;) JZ{m = W Z Po'dm = ﬁ Z Sg(O‘)éZ{m,

' 0eGm " 0eG 0eGm

donde la ultima igualdad viene de (ii) de la Proposicion 4.4. Note
que ) s, Sg(0) =0, por lo tanto .7;,.%, = 0. De modo analogo se ve
que S m = 0.

Veamos (ii). Tomemos z € S™(V) n A™(V), entonces z = .%;,(2),
pues z € S™(V). Luego, %,z = o, (z), esta igualdad dice que z =
0, en virtud de que también z € A™(V) y parte (i) de la proposicion.

O

Notar que si B es una base de V, entonces (4.1) dice que:
S™(V) = Vect{.#(z); z e B®™}, (4.4)

A™(V) = Vect{,(z); z € BE™}. (4.5)
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4.2. Los Espacios A™(V) y Ker (@,)

En esta seccion estudiaremos los espacios A™(V) y Ker (<,). Du-

rante la seccion B = {v,...,v,} denota una base de V.

Lema 4.7. Seav;, ® ---®v;,, € B®™. Siexistenr,s € [1,m] conr + s,

tales que i, = i;, entonces
%m(vh ® cee ®Vim) = O
En particular A™(V) = {0}, sim > n.

Demostracion. Supongamos r < s. Sea ¢ = (T,$) y pongamos z =
Vi, ® - ®v;,,, con la condicién i, = i, Tenemos, Py(z) = z, luego
I (Ps(2)) = 4, (z). Usando ahora (ii) del Lema 4.4, se obtiene que
I (z) = sg(0)y(z). Por lo tanto «%,(z) = 0.

Sim > n, entonces z = vi, ®-: - -Qv;,, tiene indices repetidos. Luego
m(z) = 0, para todo z € B®™, Por lo tanto, A™(V) = {0}. O

El lema anterior dice que A™(V), con m < n, es generado por los

elementos #,(z), donde z = v, ® - - - ® v;,, € B®™ es tal que
{1y . oyim}| = m.
Ahora, para un tal elemento z = v;, ® - - - ® v;,, tenemos
Vig(1) @+ ® Vig(m) F Vi) @+ ® Vii(m)
si 0y T son dos permutaciones distintas de &,,.

Lema 4.8. Seaz = v;,® --®v;,, enlabase B®™, tal que |{i,...,in}| =

m. Tenemos:

(i) n(z) +0
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(i) Si{i1,...yim} = {j1,...,jm}, entonces
A (2) = £Gm (v, ® - QVj,,).

(it)) Si {i1,...,im} + {j1,...,im}, entonces @, (vj, ® --- @Vj,.) Y Dm(z)
no tienen sumandos en comun.

Demostracion. (i) Si «7,(z) = 0, se sigue

Z sg(o)vigm & ®Vigm) = 0.

0eGm
Los sumandos son todos distintos y son parte de la base B®™, en
consecuencia debe tenerse sg(o) = 0, para todo ¢ € &,,,. Lo cual no
puede ser, en consecuencia debe tenerse .27,(z) + 0.

(ii) Sea T € &, tal que iy = j). Asi, Pr(vj, ® --- ®vVj,.) = z. Luego:

dalz) = 1 Y sE(O)Pol2)

" 0eGm

- % Z Sg(G)PG(PT(Vh ®’”®ij>)

' 0eGm
1
= =Y GOy, @ BV,
0eGm
Luego, haciendo n = o7, se tiene:

@) = LS se(r )sgPa(v, ® - © ;)

" NeGm

_ %Sgw) > sEm)P(v;, ® - ®;,,)

nNEGm

= (v ® - ®vj,).

(iii) Supongamos que %, (v, ®- - -®Vj,.) Y “n(z) tienen un suman-
do en comun. Luego existen 0,7t € &,, tales que P,(vj, ® --- ®vj, ) =
P-(z), o equivalentemente, vj, ® - -- ® vj,. = P,-1.(z). De donde se de-

duce que {i1,...,in} = {1,---yjm}- ]



CAPITULO 4. TENSORES SIMETRICOS Y ANTISIMETRICOS 87

Teorema 4.9. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Si m <

n, entonces una base para A™(V) es el siguiente conjunto.
{Am(vi, ® - @, ); 11 <+ <in, dondeije [1,n]}.
En particular,

dim A™(V) = dim A" ™(V) = (:1) .
Nétese que dim A™(V) = 1.
Demostracion. Es una consecuencia de Lema 4.7 y Lema 4.8. [

Ejemplo 4.10. Sea V un K-espacio vectorial y B = {vi,v;,v3,v4} una
base de V. Luego, la dimension de A*(V)es (3) = 4. Los indices 1,j, k

tales que i <j < k son:
1<2<3,1<2<42<3<41<3<4.
Luego una base de A3(V) esta formada por:
(Vi @ V2 ®@V3), (Vi @ V2 Q@ Vs), 3(V2 @ V3@ V4), #5(Vi QV3 @ V).

A continuacion daremos un lema que da un sistema de gene-
radores de Ker (4,). Para esto necesitamos introducir el siguiente
subespacio U de T™(V) .

U := Vect{z — sg(0)Py(z); 0 € G, ze T™(V)}.
Lema 4.11. Ker (&) = U.
Demostracion. Tenemos:

Gn(z —88(0)Ps(2)) = Fn(z) — sg(0)FnPs(2)
= on(z) —sg(0)’ e, (Lema 4.4)
= 0.
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Asi, U esta contenido en Ker (47,). Reciprocamente, si z € Ker (&,),

podemos escribir:
1
z=2z— =—'Z z —sg(0)Ps(z)) € U.
oG

Es decir, Ker (4,) esta contenido en U. Por lo tanto, la demostra-

cion concluye. ]

Lema 4.12. Sea X un conjunto de generadores de G,,. El espacio Ux

es 6,,—estable, donde
Uy := Vect{z — sg(0)P,(z2); o0 € X; ze T™V)}.

Demostracion. Debemos demostrar que para todo t € &,,, se tiene
P.(v) € Uy, para todo v € Ux. Teniendo presente (ii) de la Proposicién
4.1, basta considerar el caso en que t € X. Ademas, como los P;
son funciones lineales, basta considerar el caso en que v = z —
sg(0)Ps(z), donde z € T™(V), ¢ € X. Para un tal generador v, T € X,

tenemos:

Pr(v) = Pe(z) =
= —88(7) (z — s8(T)P«(2)) — 88(0)P:Ps(2) + s8(7)(2)
= —sg(1) (z — sg(T)P«(2)) + sg(T)sg(0) [Po(2) — sg(T)P<Ps(2)]

+sg(7) (z — 88(0)Po(2)) .

sg(o)P. P,z
S

Asi, P.(v) es una combinacion lineal de los generadores que definen

Uy, luego P.(v) € Ux. Asi, la demostracién concluye. O

Proposicion 4.13. Para todo m < n, X un corjunto de generadores
de &,,, se tiene que U = Ux. Asi, por el Lema 4.11, Ker (<) = Ux.
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Demostracion. Claro que Ux < U. Para tener la otra contencion bas-

ta demostrar que:
z—8g(0)Ps(z) e Ux (ze T™(V),0€ Gp). (4.6)

La demostracion sera por induccion sobre el numero de generado-
res n(o) de X usados para escribir 0 € &,,. Si n(o) = 1, significa
o € X, luego z — sg(o)P,(z) € Uy, para todo z € T™(V). Suponga-
mos valido (4.6), para todo o tal que n(o) < k. Sea 1t € G,, tal que
n(t) = k, entonces t se puede escribir en la forma T = no, donde

ne Xyn(o) =k— 1. Para todo z e T"(V), tenemos:

z—sg(1)Px(z) = z—sgn)sg(o)PnPo(z)
= z—g(N)Pn(z) +58M)[Pn(2z) — s8(0)PrPs(z)]

= z—sg(n)Pn(z) +sgM)Py (z — sg(0)Ps(2)) .

La estabilidad de Uy (Lema 4.12), junto con la hipotesis de induc-
cién que dice que z — sg(o)Py(z) € Uy, luego P, (z — sg(o)P,(z)) € Ux.
Por lo tanto, z—sg(T)P«(z) € Ux, pues también z—sg(n)P,(z) € Ux. O
Corolario 4.14. Sea V un K-espacio vectorial con base B y X un

conjunto de generadores de &,,, entonces
Ker (o, ) = Vect{z — sg(0)P,(z); 0 € X, ze B®™}.

Demostracion. Resulta del hecho que P, son funciones lineales, pa-

ra todo o. O

Ejemplo 4.15. Tomemos V como en el Ejemplo 4.10. Luego, se
tiene que dim Ker (¢4,) = 64 —4 = 60. Sea X = {s1, 52,53}, €l conjunto
de transposiciones elementales de G4. Segun el Corolario 4.14 el

Ker (%) esta generado por los vectores:

z+ Py, (Z)>Z + Psz(l),l + Ps3<Z), z € B®,
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Sea S el conjunto de generadores de &,,, constituido por las

transposiciones, es decir,
S={(r,s);r<s}.

El Corolario 4.14 dice que Ker () esta generado por los elementos
de la forma z — sg(0)P,(z) = z + P,(z), donde o = (r,s) € S, z € B®™.

Seaz=vi®: - ®v,B®". Luego,

Z24Ps(z) = Vi@ @AV QVi® - @V
VR VR RV, R ® Vi

— VR @V +V)® @V V) Q- ® Vi
“VI® VROV QVn
VR RV R ®Ve® - V.

Por lo tanto, Ker (4,) < U, donde
U := Vect{v; ® -+ vy, ; v; € B, v, = vycuandor + s}.

Veamos que U < Ker (@;,). Seaz:=v®- - ®v, € B®™, donde v, = v,

para algun r +'s. Sean:
, 1
z =5z, T:=(1,8) € Gp.

Tenemos, z =z’ + P.(2') = 2 — sg(T)P-(z). Luego, z € Ker (,). Por lo

tanto, U < Ker («,). Asi, obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.16.

Ker (#,) = Vect{ivi ® - - - Q@ vin; Vi € V, v, = v conr =+ s}.
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4.3. Los Espacios S™(V) y Ker (/)

Como antes, sean V un K-espacio vectorial y B = {vy,...,v,} una
base de V.

Lema 4.17. Los elementos distintos de .#,,(B®™) constituyen un con-

junto linealmente independiente de S™(V).
Demostracion. Discutida en clases. O

En orden a calcular el cardinal del conjunto .%;;(B®™), notemos
primero que .7, (v, ®: - -®vi,,) = Sm(v;,®: - -®vj,. ) siy solo si (i1,...,1n)
y (§1y..+,jm) son la misma m-combinacion admitiendo repeticion’.
Asi, contar la cantidad de elementos de .7, (B®™) equivale a con-
tar la cantidad de m—combinaciones, admitiendo repeticion, que se
pueden formar con elementos i; € [1,n]. Tal cantidad es (**™),
Como representantes de las combinaciones con repeticion pode-
mos elegir (i,...,1i,) tal que i; < - < i,. En resumen obtenemos

el siguiente teorema.

Teorema 4.18. Seann,m € Z". Una base para S™(V) es el siguiente

conjunto,
{Fmvy, @ Qvy, ) b < - - <im, i€ [1,n]}.

En particular, la dimension de S™(V) es ("7,

m

Procedemos ahora a estudiar Ker (.#},)). Si z € Ker (.#,,), entonces

podemos escribir:

Z—Z—Ym(z)—z—% > PJZ)—% (z — Py(2)).

' 0eGm 0eGm

ISeleccion de m elementos donde se permite repeticiones y sin importar el

orden.
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Luego, todo elemento del kernel de .#;, es una combinacion lineal
de elementos de la forma z — P,(z). Por otra parte, size T"(V)y o €
G, entonces 7, (z — Py(2)) = Sn(z) — Im(Po(2)) = Fm(z) — Fm(z) = 0.
Es decir, z — P;(z) € Ker (.*};). Resumiendo hemos demostrado la

siguiente proposicion.
Proposicion 4.19. Ker (.%,,) = W, donde
W = Vect{z — Ps(z); 0 € &, ze T™(V)}u

El resultado de la proposicion anterior puede ser refinado. Para
esto necesitamos la siguiente definicion. Para X un conjunto de de

generadores de G,,, definimos el subespacio Wx como sigue:
Wy = Vect{z — P,(z); 0e X, ze T™(V)}.

Lema 4.20. Sea X un conjunto de generadores de &,,. El espacio
Wy es &,,—estable.

Demostracion. Debemos demostrar que para todo Tt € G,;, y v e Wx
se cumple: P.(v) € Wx. Como los P, son funciones lineales, basta
considerar el caso en que v = z — Py(z), donde z € T™(V) y 0 € X,
i.e. v recorre el conjunto de generadores que define a Wx. También,
usando-la Proposicion 4.1, es suficiente considerar el caso en que

T recorre el conjunto de generadores X. Tenemos:

P(v) = Pu(z) = PPo(2)
— [z Pi(2)] + [Poz — P:Po(2)] + [z — Po(2)].

Note que cada sumando pertenece a Wy, luego P.(v) € Wx. ]

Proposicion 4.21. Ker (.%;,) = Wkx.
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Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicion 4.19, basta de-
mostrar que W = Wy. Claro que Wx < W. Para tener la otra inclu-

sion, basta ver que
z — Poz € Wx (0€eGn,ze THV)) 4.7)

Para lo cual usaremos induccion sobre el numero de factores que
aparecen en una escritura de o como un producto de generadores
en X. Si 0 € X, entonces (4.7) se cumple trivialmente. Sea ¢ un
producto de n factores de X. Pongamos o = 10/, donde T € Xy ¢’ es

un producto de n — 1 factores de elementos de X. Tenemos

z—Pysz = z—P.Pyz
= (z—P:z) ¥+ (Pz—= PPyz)
= (z—Psz) + Pz — Pyz).

Ahora, z — Pz € Wx y de la hipotesis de induccion z — Pyz € Wx.
Luego, usando el Lema 4.20 se sigue que P.(z—P,z) € Wx. Es decir,

se cumple (4.7). O

Corolario 4.22. Sea V un K-espacio vectorial con base B = {v;,...,v,}

y X un conjunto-de generadores de S,,, entonces

Ker(.7,,) = Vect{z — P,(z); 0 € X, ze B®™}.

4.4. Propiedad Universal de S™(V) y A™(V)

Definicion 4.23. Sean V, W dos K-espacios vectoriales y ¢ una

funcion m-multilineal de V x --- x V (m—factores) en W:

1. ¢ se dice simétrica si para todo o € G,,, se tiene:

d)(\)(;(]), “ee ,\)g(m)) = d)(\h, e ,Vm)
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2. ¢ se dice alternada, si ocurre que v; = v; para i + j, entonces
db(viy..oyvm) = 0.
3. ¢ se dice antisimétrica si para todo o € G,, se tiene:
G (Vo(1)y+ -y Vo)) = SE(O)G(Viy ...y Vm).

Proposicion 4.24. Si la caracteristica de K no es 2, entonces ¢ es

alternada si y solo si ¢ es antisimétrica.

Demostracion. Supongamos que ¢ es alternada. Luego, para todo
v = (Vvi,...,vn) se tiene ¢(vi,..., Vi +Vj,...,Vi+Vj,...,vy) = 0. De la
multilinealidad de ¢, se obtiene ¢(v) + d(vi,...,Vj,...,Viy... V) = 0.

Esta igualdad se puede re—escribir como:

P (Viy- ooy Vjyor vy Vigen o5 Vm) = SE(0)P(Vv),

donde o es la transposicion (i, j). Ahora, ocupando la Proposion 4.1,
el hecho que sg es un homomorfismo y como las transposiciones
generan al grupo simétrico, se deduce que ¢$P, = sg(o)¢, para todo

o € G,,, es decir, ¢ es antisimétrica.

Reciprocamente, sea v = (vi,...,vy,) tal que v = vj, sii $+jy
pongamos ¢ = (i,j). Luego, ¢(vi,...,Vj,...,Viy...,vm) = sg(o)d(v), es
decir, d(v) = —d(v). Por lo tanto ¢(v) = 0. O

Teorema 4.25. Sean V y U dos K-espacios vectoriales. Si s una
funcién m—multilineal simétrica de V x --- x V en U, entonces existe

una unica funcion lineal s : S™(V) — U tal que so (S ot) = s.

Demostracion. Veamos la existencia de la funciéon s. De la propie-
dad T del producto tensorial (T™(V), 1), se sigue que existe una uni-

ca funcion lineal f : T™(V) — U tal que f ot = s. Definamos s
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como la restriccion de f a S™(V). Claramente s es lineal. A conti-
nuacioén veremos que s o .¥,, = f. Para esto note que, para o € &,,,

z2=21® - ®zy € T™(V), tenemos

(foPs)(z) = f(ZcU) & - ®Zg(m)) = (fou) (20(1) oo ,Zg(m)).
Asi, (foPg)(z) = s(ze1) -+, Zo(m)). Ahora, como s es simétrica se con-
cluye:
(f © PG) (Z) = S(Zh oo »Zm)'
Tenemos:
1
(foSm)(z) = — (foPs)(z) =s(z1y...yzm) = (fou)(z1y...yZm)

|
m 0eGm

= f(z1Q - ®zm) = f(z).

Por lo tanto, fo.#, = f. Usando esta ultima igualdad y la propiedad

T, obtenemos:
So(Smot)=(SoFm)ot=(foSy)ot="Ffor=s.

Para finalizar veamos la unicidad de s. Observe que s o .7, sa-
tisface la propiedad T, luego, s o ., = f. Ahora para z € S™(V), se
obtiene s(z) = f(z), pues .#;,, actua como la identidad sobre S™(V).
Asi, se deduce que s esta unicamente definida.

El siguiente diagrama resume la demostracion del teorema.

Voo x Vo—e Th(V) — 22 sV

s
S x
(N

u

w
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Analogamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.26. Sean V y U dos K-espacios vectoriales. Si a una
Juncion m—multilineal alternada de V x --- x V en U, entonces existe
una tnica funcién lineal a : A™(V) — U tal que d o (e, o L) = a.

En un diagrama conmutativo, tenemos:

Vi x Ve ThV) —D

u

AT(V)

=}

Demostracion. La demostracion es analoga a la demostracion del

Teorema 4.25 y queda de ejercico.
O

4.5. Ejercicios

Exercise 4.27. Sea V. el K-espacio vectorial K;[x]|. Explicite una

base para:
(i) A%(V).
(i) Ker(As).
(iii) S*(V).
(iv) Ker(.#}).

Exercise 4.28. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n > 1.

Para m € [2,n — 1], explicite un isomorfismo entre A™(V) y A~ ™(V),

Exercise 4.29. Sean V el R-espacios vectorial R;[x].
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(i) Explicite una base de S$3(V) que contenga

1R1TR(1T+%x)+1T@x® (1 +x).

(i) Explicite una base de Ker.73.

Exercise 4.30. Sea V un K-espacio vectorial con base {vi, v, V3, v4}
y sea z := vi ® v, ® vi — v ® vi ® v,. Determine la dimension de

U + Ker.#3, donde .%; es el simetrizador sobre V& y
U := vect{v; ® vi ® vy, z}.

Exercise 4.31. Sea V un K-espacio de dimension 2, demuestre
que
Ker o7 = S*(V).
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