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Capítulo 1

Elementos de Álgebra Lineal

Sea K un cuerpo. Denotaremos por MnˆmpKq el K–espacio vecto-

rial formado por las matrices de tamaño n ˆm con entradas en K.

Denotaremos MnpKq en vez de MnˆnpKq.

1.1. Espacio Vectorial Libre
sub:1.1

Sea X un conjunto no vacío. Denotamos por LpXq el K–espacio

vectorial libre generado por X, es decir, LpXq está formado por las

siguientes sumas formales.

n
ÿ

i“1

αixi pxi P X,αi P K, n P Z`
q. (1.1) forSum

Las operaciones de suma y ponderación por escalar están defini-

das, respectivamente, como sigue:

n
ÿ

i“1

αixi `

n
ÿ

i“1

βixi “

n
ÿ

i“1

pαi ` βiq xi.

λ
n
ÿ

i“1

αixi “

n
ÿ

i“1

pλαiqxi pλ P Kq.

3
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El subconjunto t1 ¨ x ; x P Xu de LpXq es una base de LpXq, y está

en correspondencia biunívoca con X, mediante la siguiente función

inyectiva.
ϵ : X ÝÑ LpXq

x ÞÑ ϵpxq “ 1 ¨ x
(1.2) epsilon

De este modo, X es visto como un subconjunto de LpXq. Conse-

cuentemente, X es una base para LpXq.

univ(x) Lema 1.1. El par pLpXq, ϵq satisface la siguiente propiedad univer-

sal: si W es un K-espacio vectorial y f : X ÝÑ W es una función,

entonces existe una única transformación lineal ϕ : LpXq ÝÑ W tal

que ϕ ˝ ϵ “ f. Tenemos, así, el siguiente diagrama conmutativo.

X LpXq

W

-ϵ

@
@
@
@R

f

ppppppppp?ϕ

Demostración. Dados W y f, definimos ϕ por:

ϕ :
n
ÿ

i“1

αixi ÞÑ

n
ÿ

i“1

αifpxiq.

Se deja como ejercicio al lector verificar los detalles de la demos-

tración.

Notar que LpXq puede ser descrito también como el conjunto for-

mado por las funciones de X en K con soporte finito. En particular,

la suma formal de (1.1), es la función de X en K definida por:

xi ÞÑ

#

αi si i P v1, nw,

0 en los otros casos.
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Así, en términos funcionales la base X de LpXq es el conjunto for-

mado por las funciones delta de Dirac δx, x P X, donde

δxpaq ÞÑ

#

1 si a “ x,

0 en los otros casos.

Observación 1.2. Si X es un conjunto finito, entonces LpXq coinci-

de con el espacio de todas las funciones de X en K, y dimLpXq “ |X|.

1.2. Teorema Fundamental del Álgebra Li-
neal

Denotaremos por LinpV,Wq el K–espacio vectorial formado por

las funciones lineales de V enW. Recuerde que dados f, g P LinpV,Wq

y α P K, la suma f` g, y multiplicación por escalar αf, están defini-

das como sigue.

pf` gqpvq “ fpvq ` gpvq, v P V,

pαfqpvq “ αfpvq, v P V.

En el caso V “ W, el espacio LinpV,Wq se denota por EndpVq.

Sean B “ tv1, . . . , vnu base de V y D “ tw1, . . . , wmu base de W.

Estas bases originan la base CB,D de LinpV,Wq,

CB,D :“ tϕi,j; i P v1, nw, j P v1,mwu, (1.3) C{B,D}

donde

ϕi,j : vk ÞÑ

#

wj si k “ i,

0 si k ­“ i.
(1.4) baseLin

La relación fundamental entre las matrices y el espacio de fun-

ciones lineales viene dada por el siguiente teorema, cuya demos-

tración puede ser consultada en [3, Teorema 4.22].
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TFAL Teorema 1.3. Sean B y D bases de V y W, respectivamente. La

transformación lineal FDB : LinpV,Wq ÝÑ MmˆnpKq, f ÞÑ rfsDB , es un

isomorfismo, donde n es la dimensión de V y m es la dimensión de

W. En particular, EndpVq – MnpKq, y

dim LinpV,Wq “ pdim Vqpdim Wq.

Dado que la definición del isomorfismo FDB depende de las bases

B y D, se dice que es un isomorfismo no canónico. Ahora, si B 1 y

D 1 son bases de V y W, respectivamente, la relación entre FDB y FD
1

B 1

viene dado por la matriz cambio de base CBB 1 de B 1 a B y la matriz

cambio de base CD 1

D de D a D 1. De modo preciso, tenemos

FD
1

B 1 pfq “ CD
1

D FDB pfqCBB 1 . [3, Corolario 4.27]. (1.5) FBD

Observación 1.4. Recuerde que MnpKq es un anillo con el produc-

to usual de matrices y que EndpVq es un anillo con el producto

dado por la composición de funciones. Así, MnpKq y EndpVq son

K-álgebras, y el isomorfismo del Teorema 1.3 resulta ser un iso-

morfismo de álgebras.

1.3. Espacio Dual

El espacio dual V˚ de V se define como el K-espacio vectorial

LinpV,Kq. El Teorema 1.3 dice que V˚ – M1ˆn, cuando dimV “ n.

Así, tenemos la siguiente proposición.

V=dualV Proposición 1.5. Si dimV es finita, entonces V – V˚.

Observación 1.6. Si la dimensión de V no es finita, la proposición

anterior no es válida. Por ejemplo, si V es el R-espacio vectorial
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Rrxs, tenemos que dimV es ℵ0, mientras que dimV˚ “ 2ℵ0. En efec-

to, V˚ es isomorfo con el espacio vectorial de las sucesiones reales,

y también es isomorfo con Rrrxss.

Dada B “ tvi ; i P Iu una base de V y D la base canónica t1u de K.

Para cada i P I, sea v˚
i P V˚, definido como sigue.

v˚
i : vk ÞÑ

#

1 si k “ i,

0 si k ­“ i.
(1.6)

Proposición 1.7. B˚ :“ tv˚
i ; i P Iu es un conjunto linealmente inde-

pendiente.

Demostración. Sea tv˚
1 , . . . , v

˚
nu un subconjunto de B˚. Consideremos

la ecuación α1v˚
1 ` ¨ ¨ ¨ `αnv

˚
n “ 0, con αi P K. Al evaluar ambos lados

de esta ecuación en vj, j P v1, nw, se obtiene que αj “ 0. Así, obtene-

mos que αi “ 0, para todo i P v1, nw. Por lo tanto, B˚ es linealmente

independiente.

En el caso que B “ tv1, . . . , vnu (finito), tenemos v˚
i “ ϕi,1, para to-

do i. Así, B˚ es la base CB,D definida en (1.3). La base B˚ es llamada

la base dual de B.

La Proposición 1.5 implica que V – pV˚q˚. Sin embargo, daremos

otra demostración de este hecho, mediante un isomorfismo canó-

nico, es decir, un isomorfismo cuya definición es independiente de

la elección de bases,

V=dualVCano Proposición 1.8. La transformación lineal Ψ : V ÝÑ pV˚q˚, definida

por
v ÞÑ Ψpvq : V˚ ÝÑ K

f ÞÑ Ψpvqpfq :“ fpvq

es un monomorfismo. En el caso que dimV es finita, Ψ es un isomor-

fismo.
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Demostración. Si v P KerΨ, entonces Ψpvq “ 0. Luego, Ψpvqpfq “ 0,

para todo f P V˚. Es decir, fpvq “ 0 para todo f P V˚. Luego v “ 0; por

lo tanto Ψ es inyectiva.

Si dimV es finita, Ψ resulta ser un isomorfismo, pues V y pV˚q˚

tienen igual dimensión.

Definición 1.9. La traspuesta (o dual) de f P LinpV,Wq es la trans-

formación lineal f˚ P LinpW˚, V˚q, definida por

f˚
pgq “ g ˝ f, pg P W˚

q.

Teorema 1.10. Sea Φ : LinpV,Wq ÝÑ LinpW˚, V˚q la transformación

lineal definida por f ÞÑ f˚. Tenemos que Φ es un monomorfismo, y en

el caso que V y W son de dimensión finita, es un isomorfismo.

Demostración. Si f P KerΦ, entonces Φpfqpgq “ 0, para todo g P W˚,

o equivalentemente, pg˝fqpvq “ 0, para todo v P V, g P W˚. Pongamos

ahora fpvq “ α1w1`¨ ¨ ¨`αmwm, donde los wi’s son parte de una base

de W. Luego, α1gpw1q ` ¨ ¨ ¨ ` αmgpwmq “ 0; tomando ahora g “ w˚
j ,

se obtiene que αj “ 0, para todo j. Por lo tanto fpvq “ 0, para todo

v P V, es decir, f “ 0. Así Φ es un monomorfismo.

En el caso que las dimensiones de V y W son finitas, se si-

gue que Φ es un isomorfismo, pues LinpV,Wq “ LinpW˚, V˚q “

pdimVqpdimWq.

Proposición 1.11. Si f P LinpV,Wq, con V y W son de dimensión

finita, entonces

rf˚
s
B˚

D˚ “ transpuesta de la matriz rfs
D
B ,

donde B es una base de V, D es una base de W.

Demostración. Ver [3, Proposición 4.31].
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1.4. Aniquilador

Sea S un subconjunto de V, el aniquilador AnpSq de S, se define

como:

AnpSq “ tf P V˚ ; fpsq “ 0, para todo s P Su.

Claro que Anpt0uq “ V˚. Además, si S Ď T , entonces AnpTq Ď AnpSq.

Ejemplo 1.12. Sea S el subconjunto de R2rxs formado por los poli-

nomios:

rpxq “ x2 ` x` 1 y spxq “ x´ 1.

Sea f P AnpSq, definido por pα,β, γq P R3. Esto es,

fpax2 ` bx` cq “ aα` bβ` cγ.

Luego, fprpxqq “ fpspxqq “ 0 implica que α ,β y γ satisfacen las ecua-

ciones: α ` β ` γ “ 0 y β ´ γ “ 0. Luego, α “ ´2γ y β “ γ. En

consecuencia, AnpSq es el espacio de dimensión 1 generado por la

transformación lineal definida por:

ax2 ` bx` c ÞÑ ´2a` b` c.

pro1.1 Proposición 1.13. Sea S un subconjunto de V, entonces:

(i) AnpSq es un subespacio de V˚.

(ii) AnpSq “ AnpVect pSqq.

(iii) AnpSq ` AnpTq Ď AnpSX Tq, para todo T Ď V.

Demostración. Queda de ejercicio.

En lo que resta de capítulo V es de dimensión finita.
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Proposición 1.14. Si U un subespacio de V, entonces

dimU` dim AnpUq “ dimV.

Demostración. Sea A “ tu1, . . . , umu una base de U y sea B :“ A Y

tum`1, . . . , unu una base de V. Sea D˚ el subconjunto de B˚ forma-

do por u˚
m`1, . . . , u

˚
n; nótese que D˚ está contenido en AnpUq. Clara-

mente, la demostración resulta mostrando que D˚ es una base de

AnpUq. Ahora como D˚ es linealmente independiente, solo resta ver

que este conjunto genera a AnpUq. Dado f P AnpUq, tenemos que

f “ α1u
˚
1 ` . . .` αnu

˚
n.

Evaluando esta última expresión en ui P A, se obtiene que αiu˚
i puiq “

0, luego αi “ 0, para todo i P v1,mw. Por lo tanto D˚ genera a

AnpUq.

pro1.2 Proposición 1.15. Si U y W son subespacios de V, entonces

AnpU`Wq “ AnpUq X AnpWq.

Demostración. Sea f P AnpU `Wq, entonces fpu `wq “ 0, para todo

u P U y w P W. En consecuencia, fpuq “ fpwq “ 0, para todo u P U

y w P W. Por lo tanto, f P AnpUq X AnpWq. Reciprocamente, dado

f P AnpUq X AnpWq, se sigue que fpuq “ fpwq “ 0, luego 0 “ fpuq `

fpwq “ fpu`wq, para todo u P U y w P W. Es decir, f P AnpU`Wq.

thm1.3 Teorema 1.16. Si U un subespacio de V, entonces

dimU` dim AnpUq “ dimV.

Demostración. Sea B “ tv1, . . . , vm, vm`1, . . . , vnu una base de V tal

que los primeros m vectores v1, . . . , vm constituyen una base de U.
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Sea B˚ “ tv˚
1 , . . . , v

˚
m, v

˚
m`1, . . . , v

˚
nu la base dual de B. En particular,

D “ tv˚
m`1, . . . , v

˚
nu es un subconjunto linealmente independiente

contenido en AnpUq. Demostraremos que D es un conjunto de ge-

neradores de AnpUq, de donde sigue la demostración del teorema.

Sea f “ α1v
˚
1 ` . . .`αnv

˚
n P AnpUq. Para demostrar que D genera a

AnpUq es suficiente demostrar que αi “ 0, para todo i ď m. Lo cual

se obtiene del hecho que fpviq “ 0, para todo i P v1,mw. En efecto,

0 “ fpviq “ pα1v
˚
1 ` . . .` αnv

˚
nqpviq “ αi.

CorU=AnU Corolario 1.17. ΨpUq “ AnpAnpUqq. En particular, U – AnpAnpUqq.

Demostración. Sea u P U y f P AnpUq, luego 0 “ fpuq “ Ψpuqpfq. Es

decir, Ψpuq P AnpAnpUqq. Así, ΨpUq esta contenido en AnpAnpUqq. Por

otra parte, del Teorema 1.16 obtenemos:

dim AnpAnpUqq “ dimV˚
´ dim AnpUq “ dimV ´ dim AnpUq “ dimU.

Por lo tanto, ΨpUq “ AnpAnpUqq.

Corolario 1.18. Si U y W son subespacios de V, entonces

AnpUXWq “ AnpUq ` AnpWq.

Demostración. Tenemos dim AnpUXWq “ dimV´dim pUXWq. Aho-

ra, de la Proposición 1.15 y Corolario 1.17 se sigue que:

AnpAnpUq ` AnpWqq “ AnpAnpUqq X AnpAnpWqq » UXW.

Luego,

dim AnpUXWq “ dimV ´ dim AnpAnpUq ` AnpWqq

“ dim pAnpUq ` AnpWqq.
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Es decir, dim AnpU X Wq “ dim pAnpUq ` AnpWqq. Luego, usando

Proposición 1.13 (iii), la demostración concluye.

Sea W un subespacio de V y sea ι :W ãÑ V la función inclusión.

Sea ϕ la transformación lineal de V˚ en W˚, definida por:

ϕpfq “ f ˝ ι pf P V˚
q.

Proposición 1.19. ϕ es epiyectiva y kerpϕq “ AnpWq. En particular,

V˚

AnpWq
» W˚.

Demostración. Es fácil ver que kerpϕq “ AnpWq. Ahora, de esta

igualdad y el Teorema 1.16 se sigue que dimV “ dimW˚`dim kerpϕq.

Combinando esta última igualdad con la fórmula de Grassmann,

se deduce que dimW˚ “ dim Impϕq. Así, ϕ es epiyectiva. El isomor-

fismo del enunciado es una consecuencia del teorema fundamental

de homomorfismo de grupos.

1.5. Ejercicios

Exercise 1.20. Sea ϕ un endomorfismo del espacio vectorial V.

Demuestre:

(i) Si α es un valor propio de ϕ, entonces α es un valor propio de

ϕ˚.

(ii) Si V tiene una base de valores propios de ϕ, entonces V˚ tiene

una base de valores propios de ϕ˚.

Exercise 1.21. Demuestre que pϕ ˝ψq˚ “ ψ˚ ˝ ϕ˚.
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Exercise 1.22. Hacer Ejercicios 4.64-4.74 de los Apuntes de Li-

neal.

Exercise 1.23. Sean f y g elementos de V˚ tales que: fpvq “ 0,

implica gpvq “ 0. Demuestre que tf, gu es linealmente dependiente.

Exercise 1.24. Sean f y g dos formas lineales de un espacio vecto-

rial de dimensión finita. Demuestre que Ker pfq “ Ker pgq si y solo si

tf, gu es linealmente dependiente.

Exercise 1.25. Sea V el R–espacio vectorial R4. Explicite una base

para AnpUq, donde

U “ tpa, b, c, dq P V ; a` b` c` d “ 0, a` b´ c` d “ 0u .

Exercise 1.26. Determine una base del aniquilador de W, cuando:

(i) W “ Vecttp1, 0, 1q, p1, 1, 0qu en R3.

(ii) W “ tppxq P R4rxs ;p(0)=0u en R4rxs.

(iii) W “ Vectt1, i, 1` iu en C como R–espacio vectorial

(iv) W es el subconjunto de pR3q˚ constituido por ϕ, y ψ, donde

ϕpx, y, zq “ x` 2y` 2z ψpx, y, zq “ ´x´ z.

(v) Calcular una base para AnpAnpWqq.

Exercise 1.27. Sean U, W dos subespacios de V. Demuestre:

(i) AnpU`Wq “ AnpUq X AnpWq.

(ii) AnpUXWq “ AnpUq ` AnpWq.
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Exercise 1.28. Sean V, W dos espacios vectoriales y ϕ P LinpV,Wq.

Demuestre:

(i) AnpKerϕ˚q “ Im ϕ.

(ii) rg pϕq “ rg pϕ˚q.
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Álgebra Bilineal

2.1. Funciones Bilineales

Sean U, V y W tres K–espacios vectoriales. Una función b de Uˆ

V enW es una función bilineal, si ella es lineal en cada componente.

Es decir, para todo u, u1 P U, v, v1 P V y α P K, se tiene:

bpαu` u1, vq “ αbpu, vq ` bpu1, vq,

bpu,αv` v1
q “ αbpu, vq ` bpu, v1

q.

Ejemplo 2.1. La multiplicación usual de matrices define una fun-

ción bilineal b, de MnˆrpKq ˆ MrˆmpKq en MnˆmpKq,

b : pN,Mq ÞÑ NM,

donde N P MnˆrpKq,M P MrˆmpKq.

Ejemplo 2.2. El producto punto x y es una función bilineal.

x y : Kn
ˆ Kn

ÝÑ K

donde

xx, yy :“
ÿ

i

xiyi, x “ px1, . . . , xnq, y “ py1, . . . , ynq.

15
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Ex2.3 Ejemplo 2.3. La función b : V ˆ V˚ ÝÑ K, definida por bpv, fq “ fpvq

es una función bilineal.

Ejemplo 2.4. Fijemos f P U˚, g P V˚, entonces la función pu, vq ÞÑ

fpuqgpvq define una forma bilineal sobre U ˆ V. Análogamente, fije-

mos u P U, v P V, entonces la función pf, gq ÞÑ fpuqgpvq define una

función bilineal de U˚ ˆ V˚ en K.

Observación 2.5. Obsérvese que si b es una función bilineal, esta

queda completamente determinada por los valores bpui, vjq, donde

ui (resp. vj) recorren una base de U (resp. V).

Sea b : U ˆ V ÝÑ W una función bilineal. El radical izquierdo

RadLpbq de b y el radical derecho RadRpbq de b, se definen como

sigue:

RadLpbq :“ tu P U ; bpu, vq “ 0, para todo v P Vu ,

RadRpbq :“ tv P V ; bpu, vq “ 0, para todo u P Uu .

Nótese que si b es la función bilineal del Ejemplo 2.3, entonces

RadRpbq “ AnpVq.

Proposición 2.6. RadLpbq (resp. RadRpbq) es un subespacio vectorial

de U (resp. V).

Demostración. Queda de ejercicio.

Definición 2.7. En el caso que RadLpbq y RadRpbq sean nulos, se

dice que b es no degenerada. En caso contrario, se dice que b es

degenerada.

Si b : U ˆ V ÝÑ K es una forma bilineal no degenerada, esta se

suele denotar por x y, y se dice que es un producto escalar entre

U y V. También se dice que U y V son duales, respecto de x y.
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Proposición 2.8. Sean U y V dos K–espacios vectoriales duales

respecto de x y, entonces la función ϕ : U ÝÑ V˚, definida por u ÞÑ

ϕu es un monomorfismo, donde

ϕu : v ÞÑ xu, vy.

Demostración. Es una rutina verificar que ϕ es lineal. Sea u P

Kerϕ, entonces ϕu es la forma lineal nula de V, en consecuen-

cia ϕupvq “ xu, vy “ 0, para todo v P V. Como x y es no degenerada,

se concluye que u “ 0, luego ϕ es inyectiva.

Denotaremos por BilpU ˆ V,Wq el conjunto formado por todas

las funciones bilineales de UˆV en W. Las operaciones usuales de

suma de funciones y ponderación por escalar dotan a BilpUˆV,Wq

de una estructura de K–espacio vectorial. Más precisamente, para

b1, b2 P BilpUˆ V,Wq, α P K, tenemos:

pb1 ` b2qpu, vq “ b1pu, vq ` b2pu, vq, pu, vq P Uˆ V,

pαb1qpu, vq “ αb1pu, vq, pu, vq P Uˆ V.

A continuación construiremos una base de BilpU ˆ V,Wq a partir

de bases de U, V y W. Sean tu1, . . . , unu, tv1, . . . , vmu y tw1, . . . , wru

bases de U, V y W, respectivamente. Para cada i P v1, nw, j P v1,mw,

k P v1, rw definamos la función bilineal bijk, que es determinada por

las siguientes asignaciones:

bijkpua, vbq “

#

wk si i “ a, j “ b,

0 en los otros casos.

baseBil Proposición 2.9. El conjunto,

B “ tbijk ; i P v1, nw, j P v1,mw, k P v1, rwu
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es una base de BilpUˆ V,Wq. En particular,

dim BilpUˆ V,Wq “ pdimUqpdimVqpdimWq.

Demostración. Veamos que B es linealmente independiente. Para

todo i, j, consideremos la combinación lineal

ÿ

k

αi,j,kbijk “ 0.

Evaluando en pur, vsq, obtenemos la combinación lineal
ř

k αr,s,kwk “

0. Luego, αr,s,k “ 0, para todo k. Por lo tanto, αi,j,k “ 0 para todo i, j, k.

Veamos ahora que B genera a BilpU ˆ V,Wq. Todo elemento b P

BilpU ˆ V,Wq queda completamente determinado por los valores

bpui, vjq. Tenemos:

bpui, vjq “
ÿ

k

αi,j,kwk “
ÿ

k

αi,j,kbi,j,kpui, vjq “

˜

ÿ

k

αi,j,kbi,j,k

¸

pui, vjq.

Luego, existen escalares i, j, k tales que b “
ř

k αi,j,kbi,j,k. Es decir,

B genera a BilpU ˆ V,Wq. Por lo tanto, B es una base de BilpU ˆ

V,Wq.

Sea F : BilpU ˆ V,Wq ÝÑ LinpU,LinpV,Wqq, definida por b ÞÑ Fb,

donde Fb : U ÝÑ LinpV,Wq, u ÞÑ Fbpuq,

Fbpuq : V ÝÑ W

v ÞÑ bpu, vq.

Corolario 2.10. F es un isomorfismo.

Demostración. Es una rutina ver que F es una función lineal. El

Teorema 1.3 junto con la Proposición 2.9, dicen que el dominio y

codominio de F tienen igual dimensión. Luego, para tener que F sea
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un isomorfismo, basta ver que F es inyectiva. Lo cual es equivalente

a ver que Ker F es trivial. Sea u P KerF, entonces Fbpuq “ 0 para todo

u P U, luego Fbpuqpvq “ bpu, vq “ 0, para todo u P U, v P V, es decir

b “ 0. Así, F es inyectiva y en consecuencia es un isomorfismo.

2.2. Formas Bilineales

El resto del capítulo está dedicado a estudiar formas bilineales

sobre U ˆ V, es decir, funciones bilineales b de U ˆ V en K. En el

caso que U “ V, se dice que b es una forma bilineal sobre V.

Sean B “ tu1, . . . , unu y D “ tv1, . . . , vmu bases de U y V, res-

pectivamente. Si b es una forma bilineal sobre U ˆ V, ella queda

completamente determinada por los valores bpui, vjq P K. En efecto,

sean u P U, v P V, X las coordenadas de u en la base B, e Y las

coordenadas de v en la base D. Pongamos:

X “

»

—

—

—

—

—

–

α1

α2
...

αn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, Y “

»

—

—

—

—

—

–

β1

β2
...

βm

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Entonces, bpu, vq “
ř

i,j αibpui, vjqβj. Sea M “ pmijq la matriz de ta-

maño n ˆ m, donde mij :“ bpui, vjq. Entonces, un cálculo directo

muestra que

bpu, vq “ XtMY. (2.1) b(u,v)

Definición 2.11. La matriz M se llama matriz de b respecto de

las bases B y D, la cual denotaremos por rbsB,D. En el caso que b

sea una forma bilineal sobre V y B “ D, la matriz rbsB,D se denota

simplemente por rbsB.
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La siguiente proposición nos dice cómo están relacionadas las

matrices de una misma forma bilineal respecto a diferentes bases.

matrizfb Proposición 2.12. Sea b una forma bilineal sobre Uˆ V. Sean B,B 1

dos bases de U y D,D 1 dos bases de V. Tenemos

rbsB1,D1 “ PtrbsB,DQ,

donde P denota la matriz cambio de bases de la base B1 a la base B

Q denota la matriz cambio de bases de la base D1 a la base D.

Demostración. Desde (2.1) tenemos que

bpu, vq “ XtrbsB,DY “ pX 1
q
t
rbsB1,D1Y 1,

donde X (resp. X 1) son las coordenadas de u en la base B (resp.

B 1), e Y (resp. Y 1) son las coordenadas de v en la base D (resp.

D 1). Así, tenemos que pX 1qtrbsB1,D1Y 1 “ XtrbsB,DY, o equivalentemente,

pX 1qtrbsB 1,D 1Y 1 “ pPX 1qtrbsB,DQY
1, luego pX 1qtrbsB 1,D 1Y 1 “ pX 1qtPtrbsB,DQY

1.

Por lo tanto rbsB 1,D 1 “ PtrbsB,DQ.

Si b es una forma bilineal sobre V, podemos tomar en la Propo-

sición 2.12, B “ D y B 1 “ D 1. Luego

rbsB1 “ PtrbsBP.

Esta última igualdad motiva la siguiente definición.

Definición 2.13. Dos matrices M y N cuadradas, de igual tamaño,

se dicen congruentes, si existe una matriz invertible P tal que

N “ PtMP.

Proposición 2.14. La relación ser congruente define una relación

de equivalencia en MnpKq.
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Demostración. Queda de ejercicio.

Teorema 2.15. Sea b una forma bilineal sobre V. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) RadLpbq “ t0u.

(ii) RadRpbq “ t0u.

(iii) Cualquier representación matricial de b es una matriz inverti-

ble,

(iv) b es no degenerada.

Demostración. Sea B “ tv1, v2, . . . , vnu una base de V, y M “ rbpvi, vjqs

la matriz asociada a V respecto de la base B. Sea v P V, tenemos:

v P RadLpbq si y solo si bpv, viq “ 0, para todo i.

v P RadRpbq si y solo si bpvi, vq “ 0, para todo i.

Pongamos v “ α1v1`¨ ¨ ¨`αnvn, con αi P K. Luego bpvi, vq “ α1bpvi, v1q`

¨ ¨ ¨ ` αnbpvn, vq. Así, v P RadRpbq si y solo si pα1, . . . αnq es solución

del sistema homogéneo MX “ 0. Por lo tanto, RadRpbq “ t0u si y

solo si MX “ 0 tiene la solución trivial, o equivalentemente, M es

invertible. Resumiendo, (ii) es equivalente con (iii). De igual modo

se ve que (i) es equivalente con (iii). De donde se sigue que (iii) es

equivalente con (iv). Por lo tanto, las afirmaciones de (i) a (iv) son

todas equivalentes.

Prodela Corolario 2.16. Si b es una forma bilineal no degenerada sobre V,

entonces todo elemento del dual de V es de la forma bpv, ¨q, para

algún v P V.
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Demostración. Sea rb de V en V˚ definida por v ÞÑ bpv, ¨q. Tenemos

que Ker b̃ “ RadRpbq “ t0u, luego rb es inyectiva, en consecuencia es

un isomorfismo.

Definición 2.17. Sea b : V ˆ V ÝÑ K una forma bilineal.

(i) b se dice simétrica si bpu, vq “ bpv, uq, para todo u, v P V.

(ii) b se dice antisimétrica si bpu, vq “ ´bpv, uq, para todo u, v P V.

(iii) b se dice alternada si bpv, vq “ 0, para todo v P V.

Nótese que si b es una forma bilineal alternada, entonces ella

es antisimétrica. En efecto, sean u, v P V, si suponemos que b es

alternada, entonces 0 “ bpu` v, u` vq. Luego

0 “ bpu, uq ` bpu, vq ` bpv, uq ` bpv, vq

por lo tanto

bpu, vq “ ´bpv, uq para todo u, v P V.

Es decir b es antisimétrica.

Observación 2.18. La igualdad anterior nos dice que si la carac-

terística del cuerpo K es diferente de 2, entonces los conceptos de

antisimétrico y alternado son equivalentes. Sin embargo, si la ca-

racterística del cuerpo es 2, los conceptos de ser simétrico y antisi-

métrico coinciden.

Proposición 2.19. Sea b una forma bilineal sobre V, entonces:

(i) b es simétrica si y solo si toda representación matricial de b es

una matriz simétrica.
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(ii) b es antisimétrica si y solo si toda representación matricial de

b es una matriz antisimétrica,

Definición 2.20. Una forma bilineal b sobre V se dice que es refleja

si bpu, vq “ 0, entonces bpv, uq “ 0.

Es claro que si una forma bilineal es simétrica o alternada, en-

tonces es refleja. Demostraremos que el recíproco también es cier-

to en el Teorema 2.22. La demostración de este teorema usa el

siguiente lema técnico.

Lema 2.21. Si b es una forma bilineal sobre V tal que para todo

u, v,w P V, se tiene bpu, vqbpw,uq “ bpv, uqbpu,wq, entonces b es si-

métrica o bien alternada.

Demostración. Observe que, al tomar en la ecuación del lema u “ v,

obtenemos

bpv, vqpbpw, vq ´ bpv,wqq “ 0. (2.2) thmReEsSiAl1

La demostración será por el absurdo. Supongamos que b no es

simétrica ni alternada, entonces existen x, y, z P V tales que:

bpy, yq ­“ 0, bpx, zq ´ bpz, xq ­“ 0. (2.3) thmReEsSiAl2

En la ecuación (2.2), se obtiene:

(i) bpx, xq “ 0 (resp. bpz, zq “ 0), al especializar v “ x, w “ z (resp.

v “ z, w “ x).

(ii) bpx, yq “ bpy, xq, al especializar w “ x, v “ y.

(iii) bpy, zq “ bpz, yq, al especializar w “ z, v “ y.
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Especializando ahora la ecuación del lema en u “ x, v “ y, w “ z,

se obtiene bpx, yqbpz, xq “ bpy, xqbpx, zq. Esta ecuación y (ii) implican

que bpx, yq “ bpy, xq “ 0. Luego, bpx, y` zq “ bpx, yq ` bpx, zq “ bpx, zq.

Analogamente, al intercambiar el rol de u y w en la ecuación del

lema y tomando, otra vez, u “ x, v “ y, w “ z, junto con (iii), se

obtiene bpz, yq “ bpy, zq “ 0. Luego,

bpy` z, xq “ bpy, xq ` bpz, xq “ bpz, xq.

Ocupando ahora (2.3) y (ii) se sigue que bpx, y ` zq ´ bpy ` z, xq ­“ 0.

Esta ecuación junto con (2.2) implican bpy` z, y` zq “ 0, pero bpy`

z, y ` zq “ bpy, yq ` bpy, zq ` bpz, yq ` bpz, zq “ bpy, yq. Así, obtenemos

bpy, yq “ 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, b debe ser

simétrica o bien alternada.

thmReEsSiAl Teorema 2.22. Sea b una forma bilineal sobre V, entonces b es re-

fleja si y solo si b es simétrica o bien alternada.

Demostración. Supongamos que b es refleja. Sean u, v,w P V y de-

finamos x “ bpu, vqw´ bpu,wqv. Tenemos

bpu, xq “ bpu, vqbpu,wq ´ bpu,wqbpu, vq “ 0.

Dado que b es refleja, también tenemos bpx, uq “ 0. Por otra parte,

bpx, uq “ bpu, vqbpw, vq ´ bpv, uqbpu,wq. Así, obtenemos la ecuación:

bpu, vqbpw, vq “ bpv, uqbpu,wq. Usando el Lema 2.3, se sigue que b es

refleja o bien alternada. El reciproco es inmediato.

Sea U un subespacio de V y sea b una forma bilineal sobre V.

Definimos:

UKL “ tv P V ; bpv, uq “ 0,para todo u P Uu,

UKR “ tv P V ; bpu, vq “ 0,para todo u P Uu.
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Nótese que si U “ V, entonces:

UKL “ RadLpbq, UKR “ RadRpbq.

Proposición 2.23. Sea U un subespacio de V. Si b es una forma

bilineal no degenerada sobre V, entonces

dimV “ dimU` dimUKL “ dimU` dimUKR .

Demostración. Sea rb la función lineal de V en U˚ definida por v ÞÑ

bpv, ¨q|U. Es claro que Ker rb “ UKL . Además, Im rb “ U˚; en efecto,

dada f P U˚, la extendemos a una función f 1 de V˚. Luego, de la

Proposición 2.16 se sigue que f 1 “ bpv, ¨q, para algún v P V. Luego,
rbpvq “ bpv, ¨q|U “ f 1

|U “ f. La demostración de la primera igualdad del

lema sigue de la formula de Grassman [3, Teorema 4.9]) aplicada a
rb. Para demostrar la otra igualdad se procede de modo análogo.

Observe que en el caso que b es una forma bilineal refleja los

subespacios UKL y UKR coinciden. Consecuentemente, en este caso

se habla del ortogonal de U, el cual se denota por UK.

Ejemplo 2.24. Sea b la forma bilineal refleja sobre R, definida por

px, yq ÞÑ xtMy, donde

M “

«

1 1

1 1

ff

.

Para el subespacio U generado por e1 ´ e2, se tiene UK “ R.

Definición 2.25. Sean b una forma bilineal refleja sobre V y U

un subespacio de V. El radical de U, denotado por RadpUq, es el

espacio U X UK. En el caso que RadpUq “ t0u, se dice que U es

subespacio no degenerado de pV, bq.
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Proposición 2.26. Sea b una forma bilineal refleja sobre V y U un

subespacio de V. Tenemos:

b restringida a UˆU es no degenerada si y solo si RadpUq “ t0u .

Demostración. Que b restringida a UˆU es no degenerada equiva-

le a que cualquier representación matricial de ella es una matriz

invertible, lo cual equivale a que RadLpb|UˆU
q “ t0u. Ahora,

RadLpb|UˆU
q “ tv P U ; bpv, uq “ 0, u P Uu “ UXUKL .

Dado que b es refleja, se concluye que RadLpb|UˆU
q “ RadpUq. Por lo

tanto, RadpUq “ t0u.

La notación V “ UkU 1 significa que V es suma directa de U con

U 1 y además que un factor es ortogonal del otro.

PriDes Proposición 2.27. Si b una forma bilineal refleja sobre V y U un

subespacio no degenerado de V, entonces V “ UkUK.

Demostración. Sea B “ tu1, . . . , um, um`1, . . . , unu una base para V,

tal que tu1, . . . , umu es una base de U. Sea v “
řn
i“1 αiui en UK, lo

cual equivale a bpui, vq “ 0, para todo 1 ď i ď m, es decir
n
ÿ

j“1

bpui, ujqαj “ 0, αj P K.

Esto último equivale a decir que pα1, . . . , αnqt es solución del siste-

ma homogéneo NX “ 0, donde N es de tamaño m ˆ n (m son las

primeras filas de N). Luego, dimUK “ n ´ rg pNq ě n ´ m. Por otra

parte, dado que U es no degenerado, se tiene que U X UK “ t0u.

Luego, U`UK es una suma directa. Esto implica,

dim pU`UK
q “ dimU` dimUK

ě m` pn´mq “ n.

Por lo tanto, V “ UkUK.
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2.3. Formas Bilineales Alternadas

Durante la presente sección b denota una forma bilineal alter-

nada no nula sobre V.

Note que si u, v en V son tales que bpu, vq ­“ 0, entonces ellos

son linealmente independientes. Ahora, si λ :“ bpu, vq ­“ 0, entonces

bpu 1, v 1q “ 1, con u 1 :“ λ´1u, v 1 “ v. Por lo tanto, en el caso que

la dimensión de V es 2, b queda representada, respecto a la base

tu 1, v 1u, por la matriz
«

0 1

´1 0

ff

.

Nótese que si V “ K2, entonces:

b

˜«

a

b

ff

,

«

c

d

ff¸

“ ra bs

«

0 1

´1 0

ff«

c

d

ff

“ ad´ bc.

Es decir, b es el determinante de la matriz

«

a c

b d

ff

.

Definición 2.28. Si u, v P V son tales que bpu, vq “ 1, entonces se

dice que pu, vq es un par hiperbólico. El subespacio VectKtu, vu, se

llama plano hiperbólico de V.

fna Teorema 2.29. Sea b una forma bilineal alternada no nula sobre

un espacio vectorial V de dimensión n, entonces existen planos hi-

perbólicos U1, . . . , Um de V, tales que

V “ U1 kU2 k ¨ ¨ ¨ kUm k Radpbq.

Además, V posee una base B “ tu1, v1, . . . , um, vm, w1, . . . , wn´2mu tal
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que

rbsB “

»

—

—

—

—

—

–

H
. . .

H

0n´2m

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, H :“

«

0 1

´1 0

ff

. (2.4) fnaM

Demostración. La demostración será por inducción sobre la dimen-

sión n de V. Supongamos que n “ 2. Como b no es nula, se sigue

que existe un par hiperbólico pu, vq, así V “ Vecttu, vu. Además, la

matriz de b respecto a la base tu, vu es
«

0 1

´1 0

ff

.

Supongamos ahora que el teorema es válido para todo espacio vec-

torial cuya dimensión es menor o igual a n. Sea V un espacio vecto-

rial de dimensión mayor que n. Tomemos en V un par hiperbólico

pu, vq y definamos U1 “ Vecttu1, v1u. Entonces la Proposición 2.27,

dice que:

V “ U1 kUK
1 .

Usando la hipótesis de inducción sobre UK
1 , se tiene que existen

subespacios hiperbólicos U2, . . . , Um tales que

UK
1 “ U2 kU3 k ¨ ¨ ¨ kUm k RadpUK

1 q.

En consecuencia, para demostrar la descomposición de V anuncia-

da en el teorema, basta demostrar que Radpbq “ RadpUK
1 q. Tenemos:

Radpbq “ V X VK
“ V X pU1 kUK

1 q
K

“ UK
1 k pUK

1 q
K.

Por lo tanto, Radpbq “ RadpUK
1 q.



BORRADOR
20

26

CAPÍTULO 2. ÁLGEBRA BILINEAL 29

Para concluir la demostración, sean tw1, . . . , wn´2mu una base de

Radpbq y pui, viq un par hiperbólico asociado a Ui, con i P v1,mw. To-

mando B :“ tu1, v1, . . . , um, vm, w1, . . . , wn´2mu, se sigue que rbsB tiene

la forma (2.4).

Corolario 2.30. Si b en el Teorema 2.29 es no degenerada, entonces

la dimensión de V es un número par.

En términos matriciales, el teorema anterior nos dice que si M

es una matriz antisimétrica, entonces existe una matriz invertible

P, tal que PtMP es de la forma (2.4). En efecto, dada M P MnpKq,

entonces consideremos la forma bilineal b sobre V “ Kn, definida

por pX, Yq ÞÑ XtMY. Así, M es la matriz asociada a b respecto de

la base canónica C de V. Según Teorema 2.29, podemos encontrar

una matriz B de V tal que rbsB este de la forma (2.4). Así, si P es la

matriz cambio de base de la base B a la base C, tenemos

rbsB “ PtMP. (2.5) PtMP

Definición 2.31. La forma (2.5) se llama la forma normal de la

matriz antisimétrica M.

Observación 2.32. Conservando las notaciones anteriores, tene-

mos:

(i) El rango de M es un número par.

(ii) El determinante de M es un cuadrado.
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Ejemplo 2.33. Hallar la forma normal de la matriz M,

M “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 ´1 0 0 ´1

1 0 ´1 0 1

0 1 0 0 ´1

0 0 0 0 ´2

1 ´1 1 2 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Sea b la forma bilineal antisimétrica sobre V :“ K5 que define M.

Tenemos que pu1, v1q es un plano hiperbólico de V, donde u1 “ e2 y

v1 “ e1. Sea U1 :“ Vecttu1, v1u, entonces tenemos

V “ U1 kUK
1 .

Ahora, UK
1 está constituido por los vectores x P V, tales que bpx, u1q “

bpx, v1q “ 0. Sea

x “

»

—

—

–

x1
...

x5

fi

ffi

ffi

fl

,

entonces

bpx, u1q “ ´x1 ` x3 ´ x5,

bpx, v1q “ x2 ` x5.

En consecuencia,

UK
1 “ Vectte1 ` e3, e4,´e1 ´ e2 ` e5u.

Tenemos que bpe1 ` e3,´e1 ´ e2 ` e5q “ ´2. Pongamos

u2 :“ ´
1

2
pe1 ` e3q, v2 :“ ´e1 ´ e2 ` e5.

Luego, se tiene bpu2, v2q “ 1. Así, pu2, v2q es un par hiperbólico con

plano hiperbólico U2 ““ Vecttu2, v2u. Usando la Proposición 2.27,
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tenemos UK
1 “ U2 k UK

2 . Ahora los elementos x en UK
2 , son aquellos

de UK
1 ortogonales a U2. Por lo tanto, x satisface las ecuaciones:

bpx, u1q “ bpx, v1q “ bpx, u2q “ bpx, v2q “ 0.

Un cálculo directo muestra que:

bpx, u2q “ ´x5, bpx, v2q “ ´2x3 ´ 2x4.

Luego, RadpVq “ UK
2 está constituido por las soluciones del siguien-

te sistema homogéneo.

´x1 ` x3 ´ x5 “ 0

x2 ` x5 “ 0

´x5 “ 0

´2x3 ´ 2x4 “ 0

Por lo tanto,

RadpVq “ tx P V ; x1 “ x3 “ ´x4, x2 “ x5 “ 0u “ Vecttw1u,

donde w1 :“ ´e1 ´ e3 ` e4.

Tomando B “ tv1, v2, v3, v4, w1u, se tiene que la forma normal de

M es

rbsB “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 1 0 0 0

´1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 ´1 0 0

0 0 0 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

La matriz invertible P tal que PtMP “ rbsB, es la matriz cambio de
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base de B a la base canónica. Luego,

P “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 1 ´1{2 ´1 ´1

1 0 0 ´1 0

0 0 ´1{2 0 ´1

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Proposición 2.34. Si M y N dos matrices antisimétricas en MnpKq,

entonces ellas son congruentes si y solo si ellas tienen igual rango.

Demostración. Si M y N son dos matrices congruentes, entonces

existe una matriz invertible P tal que PtNP “ M. Sea r el rango de

M, entonces existen matrices invertibles R y S tales que

RMS “

«

Ir 0

0 0

ff

.

Luego RMS “ RPtNPS. Así, el rango de N también es r. Recipro-

camente, si la forma normal de M posee r matrices hiperbólicas,

entonces el rango de M es 2r. Analogamente, si la forma normal de

N posee s matrices hiperbólicas, entonces el rango de N es 2s. Por

lo tanto r “ s, es decir, M y N tienen la misma forma normal. Luego

ellas son congruentes.

Ejemplo 2.35. Toda matriz antisimétrica de M2pKq es congruente

a la matriz nula o la matriz hiperbólica
«

0 1

´1 0

ff

.

2.4. Formas Bilineales Simétricas

Definición 2.36. Sea b una forma bilineal simétrica no nula sobre

V.
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(i) Un subconjunto S de V se dice ortogonal si para todo u, v P S,

con u ­“ v, se tiene que ellos son ortogonales, es decir, bpu, vq “

0. Si u, v son ortogonales se denota u K v.

(ii) Un vector v P Vzt0u se dice anisotrópico si bpv, vq ­“ 0. En caso

contrario se dice que es isotrópico. Se conviene en tomar el

vector 0 como anisotrópico, aunque bp0, 0q “ 0.

Lema 2.37. Si b es una forma bilineal simétrica (no nula) sobre V,

entonces V tiene un vector anisotrópico no nulo. .

Demostración. Supongamos que en Vzt0u todo vector es isotrópico,

entonces para todo u, v P V, se tiene bpu ` v, u ` vq “ 0, lo cual nos

dice que 2bpu, vq “ 0, para todo u, v. Es decir, b es la forma bilineal

nula; lo cual es una contradicción.

fbs Teorema 2.38. Sea b una forma bilineal simétrica no nula sobre

V, entonces existe una base B “ tv1, v2, . . . , vnu de V y escalares no

nulos α1, . . . , αr tal que:

rbsB “

»

—

—

—

—

—

–

α1
. . . 0

0 αr

0n´r

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, (2.6) fnsM

donde r “ rg pbq y tvr`1, . . . , vnu es una base de Radpbq.

Demostración. La demostración será por inducción sobre n “ dimV.

Si n “ 1, el teorema es claramente válido. Supongamos válido el

teorema para todo espacio vectorial de dimensión menor que n.

Sea V de dimensión n, entonces del lema anterior dice que existe

un vector anisotrópico v1 ­“ 0. Sea α1 :“ bpv1, v1q y denotemos por U1
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el subespacio de V generado por v1. Luego, usando la Proposición

2.27, tenemos la siguiente descomposición.

V “ U1 kUK
1 .

Usando ahora la hipótesis de inducción sobre UK
1 , se sigue que

existe una base tv2, . . . , vnu de UK
1 tal que bpvi, vjq “ 0, para i ­“ j.

Además:

αi :“ bpvi, viq ­“ 0 para todo i P v2, rw,

bpvi, viq “ 0 para todo i P vr` 1, nw.

Sea B :“ tv1, v2, . . . , vnu, entonces rbsB es la matriz de (2.6). En

particular, rg pbq “ r. Así, solo resta ver que tvr`1, . . . , vnu es una

base del radical Radpbq de V. Tenemos, v “ λ1v1 ` ¨ ¨ ¨ `λnvn P Radpbq

si y solo si bpv, viq “ 0, para todo i. Por lo tanto,

bpv, viq “

#

λibpvi, viq i P v1, rw,

0 i P vr` 1, nw.

Luego, v P Radpbq si y solo si λi “ 0, para todo i P v1, rw. Es decir,

v es una combinación lineal de vr`1, . . . , vn. Por lo tanto, Radpbq “

Vectpvr`1, . . . , vnq.

Ejemplo 2.39. Sea b la forma bilineal simétrica sobre V “ K4 defi-

nida por bpx, yq “ xtMy, donde

M “

»

—

—

—

—

–

1 ´1 2 0

´1 0 0 0

2 0 1 1

0 0 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

A continuación determinaremos
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Sea v1 “ e1, tenemos bpv1, v1q “ 1. Sea U1 “ Vecttv1u. Luego,

K4
“ U1 kUK

1 .

Calculemos UK
1 . Tenemos x P UK

1 si y solo si bpx, e1q “ 0, o equiva-

lentemente

x1 ´ x2 ` 2x3 “ 0.

En consecuencia,

UK
1 “ Vectte1 ` e2,´2e1 ` e3, e4u.

Busquemos v2 P UK
1 tal que bpv2, v2q ­“ 0. Tenemos:

bpe1 ` e2, e1 ` e2q “ ´1, bp´2e1 ` e3,´2e1 ` e3q “ ´3, bpe4, e4q “ 0.

Tomemos v2 :“ ´2e1 ` e3, U2 :“ Vecttv2u. Luego,

UK
1 “ U2 kUK

2 .

Calculemos UK
2 . Tenemos que x pertenece a UK

2 si y solo si ocurre:

bpx, v1q “ 0, bpx, v2q “ 0.

Así, UK
2 está formado por la solución del siguiente sistema de ecua-

ciones.
x1 ´ x2 ` 2x3 “ 0

2x2 ´ 3x3 ` x4 “ 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:

UK
2 “ Vectt´e1 ` 3e2 ` 2e3,´e1 ´ e2 ` 2e4u.

Repetimos el proceso con UK
2 . Sea v3 :“ ´e1 ` 3e2 ` 2e3; notar que

bpv3, v3q “ 3. Sea U3 :“ Vecttv3u, luego

UK
2 “ U3 kUK

3 .
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Procedemos ahora a calcular UK
3 . Si x P UK

3 , debe tenerse bpx, v3q “ 0,

es decir ´x1 ` 3x2 ` 2x4 “ 0. Así, x P UK
3 si y solo si x es solución del

siguiente sistema de ecuaciones.

x2 ` 2x4 “ 0

x1 ´ x2 ` 2x3 “ 0

2x2 ´ 3x3 ` x4 “ 0

Luego,

UK
3 “ tx ; x1 “ 0, x2 “ ´2x4, x3 “ ´x4u “ Vectt´2e2 ´ e3 ` e4u.

Sean v4 :“ ´2e2 ´ e3 ` e4, U4 :“ Vecttv4u; note que bpv4, v4q “ ´1.

Resumiendo, tenemos:

K4
“ U1 kU2 kU3 kU4.

Además, si B “: tv1, v2, v3, v4u, entonces

rbsB “

»

—

—

—

—

–

1 0 0 0

0 ´3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 ´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Por último, si tomamos P “ rv1 v2 v3 v4s, es decir, P es la matriz cam-

bio de bases de B a la base canónica de K4. Tenemos,

PtMP “ rbsB.

Terminaremos la sección con el teorema de Inercia de Sylvester.

Suponga que b es una forma bilineal simétrica sobre un K–espacio

vectorial V. Sea B “ tv1, . . . , vr, vr`1, . . . vnu una base de V tal que rbsB
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tiene la siguiente forma normal.

rbsB “

»

—

—

—

—

—

–

α1
. . .

αr

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

donde αi ­“ 0, para todo i.

Si tomamos B 1 “ tc1v1, . . . , crvr, vr`1, . . . vnu, donde los ci son todos

escalares no nulos, entonces B 1 es una base para V. Tenemos,

rbsB 1 “

»

—

—

—

—

—

–

c21α1
. . .

c2rαr

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

αi ­“ 0.

Por lo tanto, los elementos de la diagonal pueden ser elegidos con-

venientemente, dependiendo si los ci’s son cuadrados o no en el

cuerpo K. A continuación estudiaremos los casos en que K es el

cuerpo de los números complejos y números reales.

Supongamos que K “ C, en este caso podemos tomar ci “
a

bpvi, viq, para todo 1 ď i ď r; luego bpcivi, civiq “ 1. Por lo tanto,

rbsB 1 es la matriz con sus primeras r entradas sobre la diagonal

igual a 1.

FNComplejos Teorema 2.40. 1 Sean M,N dos matrices simétricas en MnpCq. En-

tonces, M es congruente con N si y solo si M y N tienen igual rango.

Ejemplo 2.41. El teorema anterior dice que toda matriz simétrica

de M3pCq es congruente a una, y solo una, de la siguientes matri-

1Este teorema es valido sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado.
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ces:
»

—

—

–

0 0 0

0 0 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 0 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

.

Supongamos ahora que K “ R. En este caso si bpvi, viq ą 0, toma-

mos ci “ bpvi, viq. Entonces, bpcivi, civiq “ 1. En el caso bpvi, viq ă 0,

si hacemos ci “
a

´bpvi, viq, se obtiene bpcivi, civiq “ ´1.

En consecuencia, la matriz rbsB 1 es la matriz diagonal cuyas pri-

meras entradas sobre la diagonal son ˘1. El análogo del Teorema

2.40, cuando K “ R, es el siguiente teorema.

Teorema 2.42 (Ley de inercia de Sylvester). Sea b una forma bili-

neal simétrica sobre un R-espacio vectorial V. Sean B,D dos bases

de V, tal que

rbsB “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

α1
. . .

αp

´αp`1

. . .

´αr

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

rbsD “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

β1
. . .

βq

´βq`1

. . .

´βr

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,
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donde αi, βi ą 0, para todo i. Entonces p “ q.

Demostración. Sean

B “ tu1, . . . , up, up`1, . . . , unu, D “ tw1, . . . , wq, uq`1, . . . , wnu.

Sean U “ Vecttu1, . . . , upu, W “ Vecttw1, . . . , wqu. Sean u “ a1u1 `

. . .` apup P U y w “ bq`1wq`1 ` . . .` brwr P W. Entonces, tenemos:

bpu, uq “ a21α1 ` ¨ ¨ ¨ ` a2pαp ě 0,

bpw,wq “ ´bq`11
2βq`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ b2rβr,ď 0.

Luego, si tenemos v P U X W, se debe tener que bpv, vq “ 0. Por lo

tanto v “ 0, es decir, la suma U`W es una suma directa. Ahora,

dim pU`Wq “ dimU` dimW ď n.

Luego, dim pU ` Wq “ p ` pn ´ qq ď n. Por lo tanto p ´ q ď n. De

modo análogo se obtiene p´ q ě n. Por lo tanto, p “ q.

La signatura de b, se denota sgpbq, es la cantidad de números

positivos de la diagonal, menos la cantidad de números negativos,

en una forma normal de b. Con las notaciones del teorema anterior:

sgpbq “ p´ pr´ pq “ 2p´ r.

Teorema 2.43. Sean M y N dos matrices simétricas en MnpRq, en-

tonces M y N son congruentes si y solo si tiene igual rango y signa-

tura.

Demostración. Queda de ejercicio.

Ejemplo 2.44. Toda matriz simétrica de M3pRq es congruente a

una, y solo una, de las siguientes matrices:
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»

—

—

–

0 0 0

0 0 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 0 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

´1 0 0

0 0 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 ´1 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

´1 0 0

0 ´1 0

0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1 0 0

0 ´1 0

0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

´1 0 0

0 ´1 0

0 0 ´1

fi

ffi

ffi

fl

.

2.5. Isometrías

Definición 2.45. Una isometría entre pV, bq y pV 1, b1q es un isomor-

fismo lineal ϕ de V en V 1 tal que

bpu, vq “ b1
pϕpuq, ϕpvqq

para todo u, v P V. En un diagrama:

Si existe una isometría entre pV, bq y pV 1, b1q se dice que ellos son

isométricos.

Proposición 2.46. pV, bq y pV 1, b1q son isométricos si y solo si existe

una base B de V y una B1 de V 1 tal que

rbsB “ rb1
sB1 .

Demostración. Sea ϕ una isometría de pV, bq en pV 1, b1q. Sea B “

tv1, . . . , vnu una base de V, como ϕ es un isomorfismo de V en

V 1, entonces B 1 “ tϕpv1q, . . . , ϕpvnqu es una base para V 1, además
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bpvi, vjq “ b 1pϕpviq, ϕpvjqq, para todo i, j. Luego, rbsB “ rb 1sB 1. Recipro-

camente, sean B “ tv1, . . . , vnu y B 1 “ tv 1
1, . . . , v

1
nu, respectivamente,

bases de V y V 1, tales que rbsB “ rbsB 1. Definamos el isomorfismo

ϕ de V en V 1 como aquel que envía vi en v 1
i. Ahora, para todo i, j,

tenemos:

bpvi, vjq “ b 1
pv 1
i, v

1
jq “ b 1

pϕpviq, ϕpvjqq.

Entonces, ϕ es una isometría. Así, la demostración concluye.

Sea b una forma bilineal que no es degenerada sobre V, denote-

mos por GpV, bq el subconjunto de GLpVq constituido por todas las

isometrías de pV, bq en si mismo.

Proposición 2.47. GpV, bq es un subgrupo de GLpVq.

Demostración.

Sea B una base de V, entonces ϕ P GpV, bq si y solo si bpu, vq “

pbpϕpuq, ϕpvqqq. Ahora, rϕpuqsB “ rϕsBrusB, entonces se sigue que ϕ P

GpV, bq si y solo si

rϕs
t
BrbsBrϕsB “ rbsB.

Por lo tanto, el subgrupo Gnpbq de GLnpKq que le corresponde a

GpV, bq, tiene la siguiente descripción.

Gnpbq “
␣

R P GLnpKq ; RtrbsBR “ rbsB
(

.

Supongamos que b es una forma bilineal alternada que no es

degenerada sobre V. Luego, la dimensión de V es dimensión par

n “ 2m. La siguiente terminología es frecuentemente usada.

1. b se llama forma simpléctica,

2. V se llama espacio simpléctico,
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3. pV, bq llama geometría simpléctica,

4. GpV, bq se llama grupo simpléctico y se denota por SppVq,

5. Gnpbq se denota por SpnpKq, o SpnpKq2m.

A modo de ejemplo calculemos Gnpbq, cuando b es la forma bili-

neal alternada definida sobre el K–espacio vectorial V de dimensión

2. Sea B una base de V tal que

H :“ rbsB “

«

0 1

´1 0

ff

.

Luego, SpnpKq está formado por las matrices R P GL2pKq tales que

RtHR “ H. Esta última igualdad es equivalente a tener detpRq “ 1.

Entonces,

Sp2pKq “ tR P GL2pKq;detpRq “ 1u.

Así, Sp2pKq coincide con el grupo especial lineal SL2pKq.

Exercise 2.48. Explicite Sp4pKq, . . . , SpnpKq.

Si b es una forma bilineal simétrica que no es degenerada so-

bre V. Entonces GpV, bq se llama grupo de transformaciones orto-

gonales y se denota por OpVq. Tenemos los siguientes subgrupos

notables de OpVq:

O`
pVq :“ tT P OpVq ; detpTq “ 1u.

O´
pVq :“ tT P OpVq ; detpTq “ ´1u.

Supongamos que la dimensión de V es n, entonces los subgrupos

OpVq,O`pVq y O´pVq en su versión matricial se denotan, respecti-

vamente, OnpKq,O`
n pKq y O´

n pKq.

Exercise 2.49. Explicite O2pKq, O3pKq, O`
2 pKq, O`

3 pKq.
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2.6. Formas Cuadráticas

Sea b una forma bilineal simétrica sobre V. La siguiente función

Q se llama forma cuadrática asociada a b,

Q : V ÝÑ K
v ÞÑ Qpvq “ bpv, vq

La función Q satisface Qpαvq “ α2Qpvq, para todo α P K y v P V.

También, para todo u, v P V tenemos:

Qpu` vq “ bpu` v, u` vq “ Qpuq ` 2bpu, vq `Qpvq

Luego,

bpu, vq “
1

2
rQpu` vq ´Qpuq ´Qpvqs

Esta ecuación dice que la forma bilineal puede ser reconstruida a

partir de su forma cuadrática asociada.

Sea B “ tv1, . . . , vnu una base de V, sea v “ α1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` αnvn,

entonces

Qpvq “
ÿ

i,j

λiλjbpvi, vjq

Así, Qpvq es un polinomio homogéneo de grado 2 en λ1, . . . , λn. Re-

ciprocamente, supongamos que tenemos un polinomio homogéneo

P “ Ppx1, x2, . . . , xnq de grado 2,

P “
ÿ

i,j

αijxixj

Definamos la siguiente matriz simétrica M “ paijq de tamaño n,

mediante:

aii :“ αii, aji :“ aij :“
1

2
αij cuando i ­“ j
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Definamos la función Q como sigue

Q : V ÝÑ K
v ÞÑ Qpvq “ XtMX

donde X son las coordenadas de v respecto a una base B de V.

Definición 2.50. Sea Q una forma cuadrática a sobre V a valores

reales. Diremos

(i) Q se dice definida positiva (resp. definida negativa) si Qpvq ą 0

(resp, QpVq ă 0), para todo v P V

(ii) Q se dice semi–definida positiva (resp. semi–definida negativa)

si Qpvq ě 0 (resp. QpVq ď 0), para todo v P V.

2.7. Ejercicios

Exercise 2.51. Sea V “ MnpKq. Sea b la forma bilineal definida por

bpM,Nq “ ntrpMNq ´ trpMqtrpNq.

Demuestre que b es una forma bilineal simétrica.

Exercise 2.52. Sea b una forma bilineal simétrica

Exercise 2.53. Determine una matriz invertible P de modo que la

matriz PtMP sea diagonal, donde

M “

»

—

—

—

—

–

0 1 2 3

1 0 1 2

2 1 0 1

3 2 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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Exercise 2.54. Sea V el R–espacio vectorial R2rxs. Sean f y g en el

dual de V, definidos como sigue: para ppxq “ ax2 ` bx` c P V,

fpppxqq :“ a´ b` c, gpppxqq :“ ´a` b´ c.

Sea ϕ la función de V ˆ V en R, dada por

ϕ : pupxq, vpxqq ÞÑ fpupxqqgpvpxqq pupxq, vpxq P Vq.

(i) Demuestre que ϕ es una forma bilineal sobre V.

(ii) Determine la matriz de ϕ con respecto a la base tx2 ` x` 1, x`

1, 1u

(iii) Determine una base para radpUq, donde U “ tax2 ` bx ` c P

V ; a` b` c “ 0u.

Exercise 2.55. Sea K un cuerpo de característica distinta de 2. Sea

ϕ la forma bilineal sobre V :“ K4rxs definida por

pppxq, qpxqq ÞÑ

”

a b c d e
ı

»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 ´1 0 0 ´1

1 0 ´1 0 1

0 1 0 0 ´1

0 0 0 0 2

1 ´1 1 ´2 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

—

—

–

α

β

γ

δ

ϵ

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

donde ppxq “ ax4 `bx3 ` cx2 `dx` e y qpxq “ αx4 `βx3 `γx2 ` δx` ϵ.

(i) Determine un base B de V tal que rϕsB este en su forma nor-

mal.

(ii) Determine una base para radpVq.

(iii) Sea V un R–espacio vectorial de dimensión finita.
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Exercise 2.56. Explicite una base para el R–espacio vectorial cons-

tituido por las formas bilineales simétricas sobre V.

Exercise 2.57. Sea K un cuerpo de característica distinta de 2. Sea

M la siguiente matriz antisimétrica
»

—

—

—

—

—

—

—

–

0 ´2 ´1 0 1

2 0 1 1 0

1 ´1 0 0 ´1

0 ´1 0 0 2

´1 0 1 ´2 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(ii) Determine una matriz P tal PtMP este en la forma normal

(ii) Determine una base para radpV, bq, donde V “ K4rxs y

bpppxq, qpxqq :“ pab cd eqMpαβγδϵq
t

para ppxq “ ax4`bx3`cx2`dx`e y qpxq “ αx4`βx3`γx2`δx`ϵ.

Exercise 2.58. Determine condiciones necesarias y suficientes pa-

ra que la forma bilineal b sobre C4 sea refleja,

bpu, vq :“ utMv pu, v P C4q

donde M “

»

—

—

—

—

–

a 1 b b2

b 0 c a

1 c 0 a2

1 a a c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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Capítulo 3

Tensores

A menos que se mencione lo contrario, los espacios vectoriales

considerados a lo largo del capítulo son de dimensión arbitraria.

3.1. Producto Tensorial

Definición 3.1. Sean V y W dos K–espacios vectoriales. Un pro-

ducto tensorial de V con W es un par pU0, ιq, donde U0 es un K–

espacio vectorial, ι : V ˆW ÝÑ U0 es una función bilineal que satis-

face las siguentes propiedades T1 y T2.

T1: El espacio vectorial U0 está generado por la imagen de ι.

T2: Dados un K–espacio vectorial U y una función bilineal b de

V ˆ W en U, existe una función lineal rb : U0 ÝÑ U tal que

b “ rb ˝ ι.

La definición de producto tensorial tiene asociado el siguiente

diagrama conmutativo.

47
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V ˆW U0

U

-ι

@
@
@

@
@R

b

ppppppppppp?
rb

Ejemplo 3.2. Sean V y W, respectivamente, los K–espacios vecto-

riales Mnˆ1pKq y M1ˆmpKq. Veremos a continuación que el par pU0, ιq

es un producto tensorial de V con W, donde U0 es el K–espacio vec-

torial MnˆmpKq, ιpN,Mq “ NM es la multiplicación usual de matri-

ces. Sea tFi ; 1 ď i ď nu la base canónica de V, es decir, Fi es la ma-

triz con 1 en la i–ésima fila y ceros en el resto, y sea tCj ; 1 ď j ď mu

la base canónica de W, es decir, Cj es la matriz con 1 en la j–ésima

columna y ceros en el resto. Para todo i, j, tenemos:

ιpFi , Cjq “ FiCj “ Ei,j,

donde Ei,j es la matriz de n ˆ m con 1 en la posición pi, jq y 0 en el

resto. Las matrices Eij constituyen la base canónica de MnˆmpKq,

en consecuencia, se cumple la propiedad T1. Veamos ahora que

se cumple T2: sea U un K-espacio vectorial y b : V ˆ W ÝÑ U

una función bilineal. Asociado a pU,bq tenemos la función lineal
rb : U0 ÝÑ U definida mediante rbpEi,jq “ bpFi, Cjq. Es claro que b “

rb ˝ ι, en consecuencia el par pU0, ιq satisface la propiedad T2. Así,

pMnˆmpKq, ιq es un producto tensorial de V con W.

EjemVtV Ejemplo 3.3. Veamos que un producto tensorial de V con su dual

V˚ se puede realizar como el par pEndpVq, ιq, donde ι : V ˆ V˚ ÝÑ

EndpVq, pv, fq ÞÑ ιpv, fq, con

ιpv, fq : u ÞÑ fpuqv.
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Claramente ι es bilineal. Veamos que se cumple la propiedad T1.

Sea B una base de V. Para todo vi P B, v˚
j P B˚, tenemos que ιpvi, v˚

j q “

ϕij, ver (1.4). Luego, se deduce que la imagen de ι es EndpVq. Así,

se cumple T1. Ahora, si b : V ˆ V˚ ÝÑ U es una función bilineal,

definanmos la función lineal rb : EndpVq ÝÑ U, por rbpϕijq “ bpvi, v
˚
j q,

donde vi P B, v˚
j P B˚. Tenemos:

prb ˝ ιqpvi, v
˚
j q “ prbqpιpvi, v

˚
j qq “ rbpϕijq “ bpvi, v

˚
j q.

Es decir, rb ˝ ι “ b. Así, se cumple T2.

examXxY Ejemplo 3.4. Sean X, Y dos conjuntos no vacios. Un producto ten-

sorial de LpXq con LpYq es el par pLpXˆ Yq, ιq, donde ι : pf, gq ÞÑ ιpf, gq

es definida por

ιpf, gqpx, yq :“ fpxqgpyq ppx, yq P Xˆ Yq.

Recordemos que las funciones delta de Dirac δx, con x P X, cons-

tituyen una base de LpXq. Así, una base de LpX ˆ Yq es el conjunto

constituido por las funciones delta de Dirac δpx,yq, donde px, yq reco-

rre X ˆ Y. Tenemos que ιpδx, δyq “ δpx,yq, en consecuencia la imagen

de ι genera LpX ˆ Yq, es decir, la propiedad T1 se cumple. Vea-

mos que tenemos la propiedad T2. Sea b una función bilineal de

LpXq ˆ LpYq en U, definamos la función lineal rb de LpX ˆ Yq en U

como la extensión lineal determinada por:

δpx,yq ÞÑ bpδx, δyq.

Es una rutina ver que rb ˝ ι “ b. Así, la propiedad T2 se cumple.

Antes de demostrar la existencia y unicidad del producto ten-

sorial, veremos que pedir las propiedades T1 y T2 es equivalente

a pedir la propiedad T. La propiedad T es la propiedad T2, pero

agregando la unicidad a la existencia de la función rb.
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PropT Proposición 3.5. Sobre el par pU0, ιq tenemos: la propiedad T se

cumple si y solo si se se cumplen las propiedades T1 y T2.

Demostración. Supongamos que pU0, ιq satisface las propiedad T.

En particular, pU0, ιq satisface la propiedad T2. Demostraremos aho-

ra que también satisface la propiedad T1, es decir, U0 está genera-

do por ι pV ˆWq. Denotemos por U 1
0 el K–espacio vectorial generado

por ι pV ˆWq y denotemos por µ la función bilineal de V ˆW en U 1
0,

definida cambiando el codominio U0 de ι por U 1
0. Aplicando la pro-

piedad T, se sigue que existe una única función lineal rµ : U0 ÝÑ U 1
0

tal que µ “ rµ ˝ ι. En un diagrama conmutativo, tenemos:

V ˆW U0

U 1
0

-ι

@
@
@

@@R

µ

pppppppppp?rµ

Ahora, si κ denota la función inclusión de U 1
0 en U0, entonces ι “

κ ˝ µ. Luego, usando el diagrama conmutativo anterior, obtenemos

ι “ κ ˝ rµ ˝ ι. Así, κ ˝ rµ hace conmutativo el siguiente diagrama.

V ˆW U0

U0

-ι

@
@
@

@
@R

ι

ppppppppppp?κ˝rµ

Este diagrama también lo hace conmutativo IU0
. Luego, la unicidad

en la propiedad T, implica que κ ˝ rµ “ IU0
. En particular, se sigue

que κ es epiyectiva, en consecuencia U 1
0 “ U0. Por lo tanto, el par

pU0, ιq satisface la propiedad T1.
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Reciprocamente, supongamos que pU0, ιq satisface la propieda-

des T1 y T2. Por lo tanto, solo resta ver que la función lineal rb,

cuya existencia la asegura la propiedad T2, es única. Si b 1 es otra

función lineal tal que b 1 ˝ ι “ b, entonces rb y b 1 son iguales en la

imagen de ι, pero como ambas son lineales y dado que la imagen

de ι genera U0, se deduce que rb “ b 1.

Observación 3.6. La propiedad T se llama propiedad universal del

par pU0, ιq.

A continuación demostraremos la unicidad y existencia del pro-

ducto tensorial.

thmten Teorema 3.7 (Unicidad). El producto tensorial entre los K–espacios

vectoriales V y W es único, en el siguiente sentido: si los pares pU0, ιq

y pU1
0, ι

1q son productos tensoriales de V con W, entonces existe un

isomorfismo ψ : U0 ÝÑ U1
0 tal que ψ ˝ ι “ ι1. Tenemos, así, el siguiente

diagrama conmutativo.

V ˆW U0

U1
0

-ι

@
@
@

@@R

ι1

pppppppppp?ψ

Demostración. Sean pU0, ιq y pU1
0, ι

1q tales que satisfacen la propie-

dad T. Luego, se sigue que existen únicas funciones lineales ψ y

ψ1 tales que: ψ ˝ ι “ ι1, ψ1 ˝ ι1 “ ι. En un diagrama conmutativo, la
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situación es la siguiente,

V ˆW U0

U1
0

U0

-ι

@
@
@

@@R

ι1
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AAU

ι

pppppppppp?ψ
pppppppppp?ψ

1

En consecuencia, ψ1 ˝ψ ˝ ι “ ι. Ahora, la función identidad IU0
tam-

bién satisface IU0
˝ ι “ ι. Luego, la unicidad en la propiedad T dice

que ψ1 ˝ψ “ IU0
. De igual modo se obtiene ψ ˝ψ1 “ IU1

0
. Por lo tanto,

ψ es un isomorfismo. Luego, la demostración está concluida.

ThmExis Teorema 3.8 (Existencia). Existe el producto tensorial de cualquier

par de espacios vectoriales.

Demostración. Sean V yW dos K–espacios vectoriales. Sea X el con-

junto V ˆW. Sea L1 el subespacio del K-espacio vectorial libre LpXq

(ver Subsección 1.1) generado por los siguientes vectores:

ϵpv1 ` v2, wq ´ ϵpv1, wq ´ ϵpv2, wq,

ϵpv,w1 `w2q ´ ϵpv,w1q ´ ϵpv,w2q,

ϵpαv,wq ´ αϵpv,wq,

ϵpv, αwq ´ αϵpv,wq,

(3.1) *

donde ϵ es la función definida en (1.2), v, v1, v2 P V, w, w1, w2 P W,

α P K.

Definamos U0 :“ LpXq{L1, ι :“ π ˝ ϵ, donde π es la proyección

natural de LpXq sobre U0. Es una rutina verificar que ι es bilineal.
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Dado que ϵ pXq genera a LpXq, se sigue que U0 esta generado por

tπpϵpxqq ; x P Xu. Así U0 está generado por ι pXq. Luego, pU0, ιq cumple

la propiedad T1.

Veamos ahora que pU0, ιq satisface la propiedad T2.

Sea b : VˆW ÝÑ U una función bilineal. De acuerdo al Lema 1.1,

existe una función lineal ϕ : LpXq ÝÑ U, tal que ϕ ˝ ϵ “ b. Por otra

parte, del hecho que b es bilineal, se sigue que los generadores en

(3.1) de L1 pertenecen al Ker pϕq. Así, L1 Ď Ker pψq. En consecuencia,

ψ induce una función lineal rb : U0 ÝÑ U tal que ϕ “ rb ˝ π. Ahora,

rb ˝ ι “ rb ˝ π ˝ ϵ “ ϕ ˝ ϵ “ b.

Es decir, el par pU0, ιq cumple la propiedad T2. Resumamos la de-

mostración en el siguiente diagrama conmutativo.

V ˆW LpXq U0

U

-ϵ

@
@
@
@
@@R

b

pppppppppppp?
ϕ

-π pppppppppppp	 rb

pι :“ π ˝ ϵq

Por lo general, el espacio vectorial U0 se denota por VbW. El par

pV bW, ιq, es denotado frecuentemente por V bW, y se lee producto

tensorial de V con W.

El vector ιpv,wq se denota por v bw, y se lee v tensor w. Conse-

cuentemente, como ι es bilineal, tenemos:

pv1 ` v2q bw “ v1 bw` v2 bw,

vb pw1 `w2q “ vbw1 ` vbw2,

αpvbwq “ pαvbqw “ vb pαwq,

para todo v, v1, v2 P V, w, w1, w2 P W, α P K.
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Observación 3.9. Como ιpVˆWq genera a VbW, se sigue que todo

elemento t de V b W se escribe (aunque no de modo único) como

una suma finita de la forma:

t “
ÿ

i,j

αij pvi bwjq ,

donde αij P K, vi P V, wj P W.

La propiedad T del producto tensorial pV bW, ιq, implica que te-

nemos la siguiente función biyectiva Γ ,

Γ : Bil pV ˆW,Uq ÝÑ Lin pV bW,Uq

b ÞÑ rb

Más aún, esta función resulta ser lineal y con inversa Γ´1 dada por:

Γ´1
prbq “ b ˝ ι.

Teorema 3.10. Γ es un isomorfismo.

Demostración. Tarea: Escribir los detalles

Corolario 3.11. LinpVbW,Uq y LinpV,LinpW,Uqq son canónicamente

isomorfos.

Demostración. Dada f P LinpV b W,Uq, sea Φpfq P LinpV,LinpW,Uqq,

definida como sigue.

Φpfqpvq :W ÝÑ U, w ÞÑ pΦpfqpvqqpwq “ Γ´1
pfqpv,wq.

Corolario 3.12. La función Ψ de V˚ bW˚ en pV bWq
˚, definida por

Ψpfb gqpvbwq “ fpvqgpvq pv P V, w P Wq,

es un isomorfismo.
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Demostración. Sea F el isomorfismo de V˚ b W˚ en BilpV ˆ W,Kq,

definido por

Fpfb gq : V ˆW ÝÑ K

pv,wq ÞÑ fpvqgpwq

donde f P V˚ y g P W˚. Entonces, Ψ :“ Γ ˝ F, es el isomorfismo

anunciado en el corolario.

A continuación demostraremos las principales propiedades del

producto tensorial.

Proposición 3.13. La asignación αb v ÞÑ αv, con v P V,α P K define

un isomorfismo de KbV en V. Analogamente, tenemos un isomorfis-

mo de V b K en V.

Demostración. Sea b : K ˆ V ÝÑ V, definida por bpα, vq “ αv. La

función b es bilineal, luego existe una función lineal rb : KbV ÝÑ V,

tal que rb ˝ ι “ b, es decir, rb : α b v ÞÑ αv, para todo v P V,α P K.

Veremos que rb es el isomorfismo anunciado en la proposición.

La función rb es epiyectiva, pues dado v P V, tomamos 1bv P KbV

y tenemos: rbp1b vq “ prb ˝ ιqp1, vq “ bp1, vq “ 1 ¨ v “ v.

Para demostrar que rb es inyectiva, consideremos la función li-

neal ψ : V ÝÑ K b V, definida por ψpvq “ 1 b v. Veremos que

ψ ˝ rb “ IdKbV , lo cual nos dice que rb es inyectiva. En efecto, te-

nemos:

ψ

˜

rb

˜

n
ÿ

i“1

αi b vi

¸¸

“ ψ

˜

n
ÿ

i“1

αivi

¸

“ 1b

n
ÿ

i“1

αivi “

n
ÿ

i“1

αi b vi.

Es decir, ψ ˝ rb “ IdKbV .
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Proposición 3.14. Tenemos un isomorfismo V bW » W b V, deter-

minado por la siguiente función ‘flip’

vbw ÞÑ wb v pv P V,w P Wq.

Demostración. Sea b la función bilineal de VˆW en WbV, definida

por bpv,wq “ wbv. Luego, del producto tensorial pV bW, ιq, se sigue

que existe una función lineal rb de V bW en W b V tal que ι ˝ rb “ b.

De igual modo, considerando el producto tensorial pW b V, κq y la

función bilineal d de W ˆ V en V bW, pw, vq ÞÑ v bw, se sigue que

existe una función lineal rd de W b V en V b W tal que κ ˝ rd “ d.

Ahora, sea f la función bilineal de V ˆ W en W ˆ V, definida por

fpv,wq “ pw, vq. Tenemos κ ˝ f “ b. Luego,

rd ˝ rb ˝ ι “ rd ˝ b “ rd ˝ κ ˝ f “ d ˝ f.

En otros términos Γpd ˝ fq “ rd ˝ rb, pero también Γpιq “ IdVbW. Luego,

debe tenerse rd ˝ rb “ IdVbW. De igual modo rb ˝ rd “ IdVbW. Por lo tan-

to, rb es un isomorfismo. A continuación ponemos en un diagrama

conmutativo las funciones involucradas en la demostración.

V ˆW V bW

W ˆ V W b V

V bW

-ι

?

f

Q
Q

Q
Q
Qs

b

ppppppp?rb
-κ

Q
Q

Q
Q
Qs

d

ppppppp?rd

Proposición 3.15. Sean U, V1, V2, . . . , Vm son K–espacios vectoria-

les, entonces:

Ub pV1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vmq » Ub V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Ub Vm. (3.2)
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Analogamente, tenemos

pV1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vmq bU » V1 bU‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vm bU.

Demostración. Pongamos:

V :“ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vm, W :“ Ub V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Ub Vm.

Sea ir la inclusión natural de Vr en V, y sea pr la proyección natural

de V sobre Vr. Sea b la función bilineal de UˆV en W, definida por

bpu, vq “ ub p1pvq ` ¨ ¨ ¨ ` ub pmpvq.

Luego, el producto tensorial asegura que existe que existe una úni-

ca función lineal rb de U b V ÝÑ W tal que rb ˝ ι “ b. Veremos que

en efecto rb es un isomorfismo, quedado así demostrado la proposi-

ción. La epiyectividad resulta de ver que todo elemento descompo-

nible ubvr P UbVr, con u P U, vr P Vr , r P r1,ms, tiene preimagen. En

efecto, dado un tal elemento, este tiene como preimagen u b irpvrq,

pues:
rbpub irpvrqq “ prb ˝ ιqpu, irpvrqq “ bpu, irpvrqq.

Así, rbpubirpvrqq “ ubp1pirpvrqq`¨ ¨ ¨`ubpmpirpvrqq. Luego, rbpubirpvrqq “

ub vr. Por lo tanto, rb es epiyectiva.

Para ver que rb es inyectiva, construiremos una función β tal

que β ˝ rb “ IdUbV . Para cada r P r1,ms sea βr : U ˆ Vr ÝÑ U b V,

definida por βrpu, vq “ u b irpvq. Dado que βr es bilineal, entonces

existe rβr : U b Vr ÝÑ U b V tal que rβr ˝ ι “ βr. Estas funciones

lineales definen β : W ÝÑ U b V, por β “ β1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ βm. Ahora para

u P U, v “ v1 ` ¨ ¨ ¨ ` vm P V, tenemos:

pβ ˝ rbqpubwq “ pβ ˝ b ˝ ιqpu,wq “ βpbpubwqq
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Luego

pβ ˝ rbqpub vq “ βpub p1pvq ` ¨ ¨ ¨ ` ub pmpvqq

“ β1pub p1pvqq ` ¨ ¨ ¨ ` βmpub pmpvqq

“ ub i1pp1pvqq ` ¨ ¨ ¨ ` ub imppmpvqq

“ ub i1pvq ` ¨ ¨ ¨ ` ub impvq.

Luego pβ ˝ rbqpub vq “ ub v.

Para finalizar la presente sección estudiaremos el producto ten-

sorial de subespacios y el cociente de espacios tensoriales.

Sea A un subespacio vectorial de V y B un subespacio vectorial

de W. Consideremos pV bW, ιq el producto tensorial de V con W.

Pongamos C :“ vect pιpAˆ Bqq y κ la restricción de ι a Aˆ B.

Proposición 3.16. El par pC, κq es un producto tensorial de A con B.

Así, Ab B se identifica naturalmente a un subespacio de V bW.

Demostración. Directamente de la definición de κ y C se tiene la

propiedad T1. Veamos la propiedad T2: Sean U un K–espacio vec-

torial y d una función bilineal de A ˆ B en U. La función d puede

ser extendida a una función bilineal b : V ˆ W ÝÑ U. Usando la

propiedad T2, tenemos una función lineal rb : V b W ÝÑ U tal que

b “ rb˝ι. Definamos rd como la restricción de rb a C. Ahora, para todo

v P A, w P B, tenemos:
´

rd ˝ κ
¯

pv,wq “

´

rb ˝ ι
¯

pv,wq “ bpv,wq “ dpv,wq

Luego, rd ˝ κ “ d. Por lo tanto el par pC, κq satisface la condición T2.

Así, la proposición queda demostrada.

Según la proposición anterior A bW y V b B pueden ser consi-

derados como subespacios de V bW. Sea U el subespacio de V bW
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generado por los vectores de AbW junto con los vectores de V bB.

Pongamos U :“ V bW{U. Sea ι : V{AˆW{B ÝÑ U definida por

ι pv`A,w` Bq “ vbw`U.

Proposición 3.17. El par
`

U, ι
˘

es un producto tensorial de V{A con

W{B.

Demostración. Tarea (ver Greub).
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3.2. n–Tensores

Sean V1, . . . , Vn,W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Una

función f : V1ˆ¨ ¨ ¨ˆVn ÝÑ W se dice que es n–multilineal si es lineal

en cada una de sus componentes, es decir:

fpv1, . . . , αvi ` ui, . . . , vnq “ αfppv1, . . . , vi, . . . , vnq ` fppv1, . . . , ui, . . . , vnq.

para todo α P K, ui, vi P Vi. En el caso que W “ K se dice que f es

una n-forma multilineal.

Ejemplo 3.18. Sean fi P V˚
i , entonces tenemos la forma multilineal

f : V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn ÝÑ K, definida por

fpv1, . . . , vnq “ f1pv1q ¨ ¨ ¨ fnpvnq.

n-Tensor Teorema 3.19. Si V1, . . . , Vn son K–espacios vectoriales, entonces

existe una par pU0, ιq, donde U0 es un K–espacio vectorial y ι : V1 ˆ

¨ ¨ ¨ ˆ Vn ÝÑ U0 es una función n–multilineal, tal que:

(i) La imagen de ι genera a U0.

(ii) Dados un K-epacio vectorial U y una función n-multilineal b de

V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V en U, existe una función lineal rb de U0 en U, tal que

b “ rb ˝ ι.

Además, el par pU0, ιq está unicamente definido en el mismo sentido

de los 2-tensores (Teorema 3.7).

Demostración. La demostración de la existencia (resp. unicidad) es

análoga a la demostración del Teorema 3.8 (resp. Teorema 3.7).

Observación 3.20. Procediendo como en la Proposición 3.5, las

condiciones (i)-(ii) del Teorema 3.19 equivalen a (ii), pero incluyen-

do la unicidad de rb.
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Proposición 3.21. Existe un isomorfismo de UbVbW en pUbVqbW,

tal que

ub vbw ÞÑ pub vq bw.

Analogamente, Ub V bW – Ub pV bWq.

Demostración. La asignación pu, v,wq ÞÑ pub vq bw define una fun-

ción 3–multilineal c de UˆV ˆW en pUb Vq bW. Luego, existe una

función lineal rc : Ub V bW ÝÑ pUb Vq bW, tal que:

rc ˝ ι “ c, rcpub vbwq “ pub vq bw.

Demostraremos que rc es un isomorfismo. Fijemos w P W y sea bw
la función bilineal definida por:

bw : Uˆ V ÝÑ Ub V bW

pu, vq ÞÑ ub vbw

Luego, existe un función lineal rbw : U b V ÝÑ U b V b W tal que
rbwpu b vq “ bwpu, vq “ u b v b w. En un diagrama conmutativo, la

situación es como sigue:

Uˆ V Ub V

Ub V bW

-

Q
Q

Q
QQs

bw

ppppppp?rbw
Es una rutina verificar que para todo w, w 1 P W, α P K, se tiene:

rbw`w 1 “ rbw ` rbw 1 ,

rbαw “ αrbw.

Estas igualdades permiten definir la siguiente función bilineal.

d : pUb Vq ˆW ÝÑ Ub V bW

px,wq ÞÑ rbwpxq
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Luego, tenemos una función lineal rd : pUbVq bW ÝÑ UbV bW tal

que rd ˝ κ “ d. Tenemos:

prd ˝ rcqpub vbwq “ rdpprc ˝ ιqpu, v,wqq “ prdpcpu, v,wqq

“ rdppub vq bwq “ prd ˝ κqppub vq, wq

“ dpub v,wq “ rbwpub vq “ ub vbw.

Luego, rd ˝ rc “ IdUbVbW. De modo análogo se puede ver que rc ˝ rd “

IdpUbVqbW. Así, rc es un isomofismo.

Observación 3.22. La proposición anterior nos permite identificar

libremente los siguientes espacios tensoriales:

Ub V bW, pUb Vq bW, Ub pV bWq.

3.3. Tensor de Funciones Lineales

Sean f P Lin pU,Wq, g P Lin pV,Zq. Estas funciones definen la

función bilineal fˆ g : Uˆ V ÝÑ W ˆ Z, donde

pu, vq ÞÑ pfpuq, gpvqq .

Consideremos los productos tensoriales pUb V, ιq y pW b Z, κq. Co-

mo κ ˝ pfˆ gq es una función bilineal, se sigue que existe una única

función lineal, que denotaremos por fb g, tal que

pfb gq ˝ ι “ κ ˝ pfˆ gq .

En un diagrama conmutativo, la situación es como sigue.

Uˆ V Ub V

W ˆ Z W b Z

-ι

?

fˆg

ppppppp?fbg
-κ

Resumiendo, tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 3.23. Si f P Lin pU,Wq y g P Lin pV,Zq, entonces existe

una única función lineal fb g P Lin pUb V,W b Zq tal que

pfb gq pub vq “ fpuq b gpvq pu P U, v P Vq.

En otros términos, la proposición anterior nos dice que tenemos

una función bilineal b de Lin pU,WqˆLin pV,Zq en Lin pUb V,W b Zq,

definida por

bpf, gq “ fb g.

Ahora, la propiedad T del producto tensorial dice que b determina

una única función lineal L,

L : Lin pU,Wq b Lin pV,Zq ÝÑ Lin pUb V,W b Zq

tal que

bpf, gq “ Lpfb gq.

Proposición 3.24. L es un monomorfismo. En el caso que los espa-

cios U, V, W y Z son de dimensión finita, L resulta ser un isomorfis-

mo.

Demostración. Greub

Estudiemos brevemente la imagen y kernel de f b g. De la defi-

nición de fb g se obtiene directamente:

Im pfb gq “ Im pfq b Im pgq. (3.3) imphipsi

De donde se sigue la siguiente proposición.

Proposición 3.25. Si las funciones f y g son epiyectivas, entonces

fb g también lo es.

Para el kernel de fb g, tenemos la siguientes proposiciones.
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Proposición 3.26. Ker pfb gq está generado por los vectores de la

forma xb y, donde x P Ker pfq o y P Ker pgq. Así,

Ker pfb gq “ Ker pfq b V `Ub Ker pgq.

Demostración. Sea Y :“ vect pxb y ; x P Ker pfq o y P Ker pgqq. De la

epiyectividad de f y g se sigue que dados w P W y z P Z, existen

u P U y v P V tales que fpuq “ w y gpvq “ z. Definamos ahora la

función bilineal b de W ˆ Z en pUb Vq {Y, mediante

bpw, zq “ ub v` Y.

Nótese que b está bien definida, pues si u1 P U y v1 P V son tales que

fpu1q “ w y gpv1q “ z, entonces:

ub v´ u1
b v1

“ ub v´ u1
b v` u1

b v´ u1
b v1

“ pu´ u1
q b v` u1

b pv´ v1
q P Y

pues u´ u1 P Ker pfq y v´ v1 P Ker pgq.

Del producto tensorial pW b Z, κq se sigue que existe una función

lineal η de W b Z en Ub V{Y tal que

η ˝ κ “ b.

Por otra parte, para ub v P Ub V, tenemos

ηpfb gqpub vq “ ηpfpuq b gpvqq “ ub v` Y.

Luego, η˝pfbgq “ π. Ahora, Y Ď Ker pfb gq, luego existe una función

lineal µ de pU b Vq{Y en W b Z, tal que µ ˝ π “ f b g, donde π : es la

proyección canónica de Ub V sobre Ub V{Y.

Tenemos

η ˝ µ ˝ π “ η ˝ pfb gq “ Id ˝ π.
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Luego, η ˝ µ “ Id. En consecuencia η es inyectiva. También es epi-

yectiva, dado que f b g es epiyectiva. Así, η es un isomorfismo, lo

que implica que Y “ Ker pfb gq.

Pongamos en un diagrama conmutativo las funciones utilizadas

durante la demostración.

Ub V W b Z W ˆ Z

pUb Vq{Y pUb Vq{Y

-
fbg

Q
Q
Q
Q
Q
QQs

π

p p p p p p p p p p p p p p ps
η

� κ

?

bppppp
ppppp6µ

-Id

Finalizamos esta sección con una proposición que resume las

principales propiedades del producto tensorial de aplicaciones li-

neales.

Proposición 3.27. Sean f1, f2 P LinpV,Wq, g, e, h funciones lineales

y α un escalar. Tenemos:

(i) gb pf1 ` f2q “ gb f1 ` gb f2.

(ii) pf1 ` f2q b g “ f1 b g` f2 b g.

(iii) pαgq b f1 “ gb pαf1q “ α pgb f1q.

(iv) pgb f1q
˚

“ g˚ b f˚
1 .

(v) pgb f1q ˝ peb hq “ pg ˝ eq b pf1 ˝ hq.

Demostración. Queda de ejercicio.
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3.4. Tensores en Dimensión Finita

A continuación daremos dos modelos del producto tensorial, en

el caso de dimensión finita. Cabe destacar que, contrariamente al

segundo modelo, la construcción del primer modelo no depende de

una elección de bases.

Primer Modelo

Sean V y W dos K–espacios vectoriales de dimensión finita. Co-

mo es usual denotemos por V˚ y W˚ sus respectivos espacios dua-

les. Sea U0 :“ BilpV˚ ˆW˚,Kq y sea ι la función bilineal de V ˆW en

U0, ι : pv,wq ÞÑ ιpv,wq, definida por:

ιpv,wqpf, gq :“ fpvqgpwq pf P V˚, g P W˚
q.

Veamos que pU0, ιq satisface la propiedad T1. Sean tv1, . . . , vnu y

tw1, . . . , wmu bases de, respectivamente, V y W. Sean tf1, . . . , fnu y

tg1, . . . , gmu las respectivas bases duales. Tenemos:

ιpvi, wjqpfr, gsq “ frpviqgspwjq “

#

1 si r “ i, s “ j,

0 en los otros casos.

Nótese que ιpvi, wjq “ bij1, donde tbij1 ; i P v1, nw, j P v1,mwu es la base

de U0 definida en la Proposición 2.9. Por lo tanto Impιq genera a U0,

es decir, el par pU0, ιq satisface la propiedad T1. Veamos ahora que

pU0, ιq satisface la propiedad T2. Si U es un K–espacio vectorial y b

una función bilineal de V ˆW en U, definimos una función lineal rb

de U0 en U por:
rb :

ÿ

i,j

γijbij1 ÞÑ
ÿ

i,j

γijbpvi, wjq.
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Tenemos, pϕ ˝ ιqpvi, wjq “ ϕpbij1q “ bpvi, wjq. Luego, ϕ ˝ ι “ b. Así,

el par pU0, ιq satisface la propiedad T2, por lo tanto este par es un

producto tensorial de V con W.

ObsMod1 Observación 3.28. El modelo anterior de V bW, nos dice que

dim pV bWq “ dim BilpV˚
ˆW˚,Kq “ pdimVqpdimWq.

Segundo Modelo

Sean V y W dos K–espacios vectoriales de dimensiones n y

m, respectivamente. Sea B “ tv1, . . . , vnu una base de V y D “

tw1, . . . , wmu una base de W. Sea U0 un K–espacio vectorial de di-

mensión nm. Sea E “ tu1, . . . , unmu una base de U0. Dispongamos

los elementos de la base E en un arreglo rectangular de n filas y m

columnas:
u1 u2 . . . um

um`1 um`2 . . . u2m
...

... ¨ ¨ ¨
...

upn´1qm`1 upn´1qm`2 . . . unm

Sea uij :“ uk, donde uk está en la posición pi, jq del arreglo an-

terior. Consideremos la función biyectiva entre B ˆD y E, definida

por: pvi, wjq ÞÑ uij. Está biyección determina una función bilineal ι,

ι : V ˆW ÝÑ U0

pv,wq ÞÑ
ÿ

i,j

αiβjui,j,

donde v “
řn
i“1 αivi y w “

řm
j“1 βjwj.

El par pU0, ιq satisface la condición T1, pues ιpvi, wjq “ uij. Ahora,

si U es un K–espacio vectorial y b : VˆW ÝÑ U una función bilineal,
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definamos la función rb,

rb : U0 ÝÑ U
ÿ

i,j

γijuij ÞÑ
ÿ

i,j

γij bpvi, wjq.

Por construcción rb es lineal. Además, b “ rb ˝ ι. En efecto:
´

rb ˝ ι
¯

pvi, wjq “ rbpuijq “ bpvi, wjq, para todo i, j.

Así, pU0, ιq satisface la condición T2. Por lo tanto, pU0, ιq es un

producto tensorial de V con W.

La construcción anterior deja la siguiente proposición.

BaseVtensorD Proposición 3.29 (Cf. Observación 3.28). Si B “ tv1, . . . , vnu es una

base de V y D “ tw1, . . . , wmu es una base de W, entonces

BbD :“ tv1 bw1, v1 bw2, . . . , vn bw1, . . . , vn bwmu

es una base para V bW. En particular,

dim pV bWq “ dim pVq dim pWq .

Definición 3.30. La base B bD de V bW, en la proposición ante-

rior, recibe el nombre de base en orden lexicográfico asociada a las

bases B y D.

Claro, la proposición anterior dice que todo elemento de V bW

puede ser escrito, de modo único, en la forma:

ÿ

1ďiďn
1ďjďm

αi,j pvi bwjq pαi,j P K, vi bwj P BbDq.

La siguiente proposición generaliza este último hecho.
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LiTensor Proposición 3.31. Sea
řr
i“1 xi b yi P V bW. Si tx1, . . . , xru es lineal-

mente independiente, entonces y1, . . . , yr están unicamente determi-

nados, es decir:
r
ÿ

i“1

xi b yi “

r
ÿ

i“1

xi b y1
i, entonces yi “ y1

i, para todo i.

para todo i. Analogamente, si ty1, . . . , yru es linealmente indepen-

diente, entonces x1, . . . , xr están unicamente determinados.

Demostración. Sea B una base de V que contiene tx1, . . . , xru, y D “

tw1, . . . , wmu una base de W.

La igualdad
řr
i“1 xi b yi “

řr
i“1 xi b y1

i, puede ser re-escrita como

r
ÿ

i“1

xi b pyi ´ y1
iq “ 0.

Escribiendo yi ´ y1
i “

řm
j“1 αijwj, αij P K, obtenemos:

r
ÿ

i“1

xi b pyi ´ y1
iq “

r
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

αij pxi bwjq “ 0.

Ahora, como los xi b wj son parte de la base B b D, se sigue que

αij “ 0, para todo i, j. Luego yi “ y1
i, para todo i.

De modo análogo se demuestra la otra afirmación de la propo-

sición.

CorLiTensor Corolario 3.32. Sean x1, . . . , xr como en la proposición anterior y

ty1, . . . , yru Ă W. Tenemos:

Si
r
ÿ

i“1

xi b yi “ 0, entonces yi “ 0, para todo i.

Antes de finalizar la presente sección, demostraremos un teore-

ma que caracteriza el producto tensorial de espacios vectoriales de

dimensión finita.
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thmfin Teorema 3.33. Sean V, W y U tres K–espacios vectoriales de di-

mensión finita, y sea κ : V ˆW ÝÑ U una función bilineal, tal que:

(i) dimU “ pdimVq pdimWq ,

(ii) Impκq genera a U.

Entonces pU, κq es un producto tensorial de V con W.

Demostración. Sea rκ la única función lineal de V b W en U deter-

minada por κ, tal que rκ ˝ ι “ κ. En un diagrama conmutativo:

V ˆW V bW

U

-ι

Q
Q

Q
Q

QQs
κ

ppppppp?rκ

Es suficiente demostrar que rκ es un isomorfismo. La hipótesis (ii)

y la conmutatividad del diagrama implican que: U “ Vect pImpκqq “

Vect pImprκ ˝ ιqq. Luego, U Ď Vect pImprκqq “ Imprκq. Así, rκ es epiyectiva.

Finalmente, usando (i) de la hipótesis, se concluye que rκ es un

isomorfismo.

Ejemplo 3.34 (C.f. Ejemplo 3.3). Sea V un K–espacio vectorial de

dimensión finita, entonces el producto tensorial de V con V˚ puede

ser realizado como el par pEndpVq, κq, donde la imagen κpv, fq del

par pv, fq es el siguiente endomorfismo de V,

κpv, fq : u ÞÑ fpuqv.

Sea B “ tv1, . . . , vnu una base de V. Tenemos que κpvi, v
˚
j q es el ele-

mento ϕi,j definido en (1.4). Luego, Impκq genera a EndpVq; además,

dim EndpVq “ pdimVqpdimV˚q. Por lo tanto, del Teorema 3.33 se

sigue que pEndpVq, κq es el producto tensorial de V con V˚.
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Ejemplo 3.35 (Cf. Ejemplo 3.4). Sea X e Y dos conjuntos finitos.

Sea κ la función bilineal de LpXq ˆ LpYq en LpXˆ Yq, definida por:

κ pf, gq : px, yq ÞÑ pfpxq, gpyqq.

La función κ es bilineal y como κpδx, δyq “ δpx,yq se sigue que la

imagen de κ genera a LpXˆ Yq. Además, tenemos

dimLpXˆ Yq “ pdimLpXqq pdimLpYqq .

Por lo tanto del teorema anterior se concluye que pLpXˆ Yq, κq es el

producto tensorial de pLpXq con LpYq.

3.5. Producto Tensorial de Matrices

Sea M y N dos matrices, de cualquier tamaño, con entradas en

K. El producto tensorial de M con N, en ese orden, es la matriz

MbN definida como:

MbN :“

»

—

—

–

a11N a12N ¨ ¨ ¨ a1mN
...

...
...

...

an1N a12N ¨ ¨ ¨ anmN

fi

ffi

ffi

fl

.

donde M “ raijs P MnˆmpKq. La matriz M b N se suele llamar el

producto de Kronecker de las matrices M con N. Nótese que si M esKroneckerx

de tamaño mˆ n y N es de tamaño rˆ s, entonces la matriz MbN

es de tamaño mrˆ ns.

Las principales propiedades del producto tensorial de matrices

son resumidas en la siguiente proposición.

Proposición 3.36. Sean M1 y M2 matrices de igual tamaño; N, P y

Q matrices cualesquiera. Tenemos:
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(i) P b pM1 `M2q “ P bM1 ` P bM2.

(ii) pM1 `M2q b P “ M1 b P `M2 b P.

(iii) pαPq bQ “ P b rαQq “ α pP bQq.

(iv) pP bQq
t

“ Pt bQt.

(v) pM1 bNq pP bQq “ M1P bNQ.

Demostración. Queda de ejercicio.

Corolario 3.37. Sean P y Q matrices invertibles, entonces P bQ es

invertible con inversa P´1 bQ´1.

Demostración. Es consecuencia de (v) en la proposición anterior.

El producto de Kronecker define la función bilineal ι de MnˆmpKqˆ

MrˆspKq en Mnrˆms pKq, donde

ιpM,Nq “ MbN.

Teorema 3.38. El par pMnrˆms pKq, ιq es un producto tensorial de

MnˆmpKq con MrˆspKq.

Demostración. Según el Teorema 3.33, solo resta ver que la imagen

de ι genera Mnrˆms pKq, pues:

dimpMnrˆms pKqq “ dimpMnˆmpKqq ¨ dimpMrˆspKqq.

Ahora, si Eij son los elementos de la base canónica de MnˆmpKq y

Flk son los elementos de la base canónica de MrˆspKq, se sigue que

el conjunto

tEij b Flk ; i P v1, nw, j P v1,mw, l P v1, rw, k P v1, swu.
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es justamente la base canónica de Mnrˆms pKq. Así, la imagen de ι

genera Mnrˆms pKq, luego la demostración del teorema está conclui-

da.

Proposición 3.39. Sea M una matriz de tamaño n con valores pro-

pios α1, α2, . . . , αn y N una matriz de tamaño m con valores propios

β1, β2, . . . , αm, entonces los valores propios de MbN son los produc-

tos αiβj, con i P v1, nw, j P v1,mw.

Demostración.

Corolario 3.40. Sean M y N matrices de tamaño m y n, respectiva-

mente. Entonces:

(i) trpMbNq “ trpMqtrpNq.

(ii) detpMbNq “ pdetpMqqnpdetpNqqm.

3.6. Extensión de Escalares

Sea F Ă K Ă L una torre de inclusiones de cuerpos. Si V es un

K–espacio vectorial, entonces V es también un F–espacio vectorial,

el cual se obtiene simplemente en restringir la multiplicación por

escalares de K a F. Este F–espacio vectorial se denota por VF. Note

que si dim FK, dim FV son finitos, entonces

dim FVF “ dim KV ¨ dim FK.

La idea es ahora extender la multiplcación de escalares de K a L.

De modo preciso, construir un L–espacio vectorial W, de modo que

que WK contenga al K–espacio vectorial V. La construcción de W

se puede realizar mediante el uso de tensores.
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Sea V un K–espacio vectorial, y consideremos el K–espacio vec-

torial LbV. Se bλ la función bilineal de LˆV en LbV, definida por

bλpα, vq “ pλαq bv. Luego, tenemos una función lineal rbλ de LbV en

L b V, que hace conmutativo el siguiente diagranma.

L ˆ V L b V

L b V

-ι

@
@
@

@
@@R

bλ

pppppppppppp?
rbλ

Observe que rbλpαb vq “ bλpα, vq “ pλαq b v.

Teorema 3.41. LbV es un L–espacio vectorial, con la estructura de

grupo abeliano del K–espacio vectorial LbV y el producto por escalar

es definido por:

λ ¨ x :“ rbλpxq pλ P L, x P L b Vq.

Demostración. Solo resta ver que se cumplen los axiomas (i)–(iv) de

[3, Definición 3.1]. Lo cual resultan de un calculo directo. A modo

ejemplo, se verá que se cumple el axioma (iii). Sean λ, λ 1 P L, y sea

x “ αb v P L b V. Se tiene:

pλλ 1
q ¨ x “ rbλλ 1pxq “ rbλλ 1pαb vq “ bλλ 1pα, vq “ pλλ 1

qαb v “ λpλ 1αq b v

“ rbλppλ 1αq b vq “ rbλprbλ 1pαb vqq “ rbλprbλ 1pxqq “ λ ¨ pλ 1
¨ xq.

Es decir, pλλ 1q ¨ x “ λ ¨ pλ 1 ¨ xq.

Definición 3.42. El L–espacio vectorial LbV se llama la extensión

de escalares de K a L, y se suele denotar por L bK V.

Teorema 3.43. Sean V un K–espacio vectorial, K Ă L una inclusión

de cuerpos, y ϕ la función de V en L bK V definida por v ÞÑ 1 b v.

Entonces:
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(i) ϕ es un K–monomorfismo.

(ii) L bK V “ Vecttϕpvq ; v P Vu.

(iii) Si tv1, . . . , vnu es una base de V, entonces tϕpv1q, . . . , ϕpvnqu es

una base de L bK V. En particular, dim LL bK V “ dim KV.

Demostración. (i) Claramente ϕ es K-lineal. Ahora si v P Ker pϕq, es

decir ϕpvq “ 1bv “ 0, se sigue que v “ O. Por lo tanto ϕ es inyectiva.

(ii) Todo elemento x de L bK V es una suma de elementos de la

forma αb v, con α P L, v P V. Ahora, αb v “ αp1b vq “ αϕpvq. Luego,

x es una combinación lineal de elementos de la forma αϕpvq. Así la

afirmación (ii) queda demostrada.

(iii) La ecuación α1ϕpv1q ` ¨ ¨ ¨ ` αnϕpvnq “ 0 es equivalente a α1 b

v1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn b vn “ 0. Aplicando el Corolario 3.32 en esta última

igualdad, se obtiene que αi “ 0, para todo i.

3.7. Ejercicios

Exercise 3.44. Sean v P V y w P W. Demuestre que v b w “ 0 si y

solo si v “ 0 o w “ 0.

Exercise 3.45. Sean V y W los C–espacios vectoriales Cn´1rxs y

Cm, respectivamente. Sea U “ Cnm, defina una función bilineal ι de

V ˆW en U tal que pU, ιq sea un producto tensorial de V con W.

Exercise 3.46. Sea b : VbW ÝÑ U una función bilineal. Demuestre

que la siguiente propiedad es equivalente a la propiedad T2: Si tviu

es una famila de vectores linealmente independientes de V y twju es

una famila de vectores linealmente independientes de W, entonces

la familia tbpvi, wjqu es linealmente independiente.
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Exercise 3.47. Sean V y W dos K–espacios vectoriales, donde W

es de dimensión finita m. Defina una función bilineal ι de V ˆ W

en V ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ V (m–sumandos) y demuestre que pV ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ V, ιq es un

producto tensorial de V con W.

Exercise 3.48. Sean V1, . . . , Vr espacios vectoriales sobre un cuerpo

K. Demuestre:

(i) v1 b ¨ ¨ ¨ b vr “ 0 si y solo si vi “ 0, para algún i.

(ii) Si v1 b ¨ ¨ ¨ b vr ­“ 0, entonces v1 b ¨ ¨ ¨ b vr “ w1 b ¨ ¨ ¨ bwr si y solo

si existen escalares αi P K tales que wi “ αivi, con i P v1, rw, y

α1 ¨ ¨ ¨αr “ 1.

Exercise 3.49. Consideremos los R–espacios vectoriales R2 y R3.
Sean C2 y C3 sus respectivas bases canónicas y x el elemento de

R2 b R3, definido por

x “

«

1

1

ff

b

»

—

—

–

1

´2

1

fi

ffi

ffi

fl

.

(i) Exprese x como una combinación lineal de los elementos de

la base C2 b C3

(ii) Determine la matriz cambio de base de C2 bB a DbC3, donde

B “

$

’

’

&

’

’

%

»

—

—

–

1

1

1

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1

1

0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

1

0

0

fi

ffi

ffi

fl

,

/

/

.

/

/

-

y

D “

#«

1

1

ff

,

«

1

0

ff+

.
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(iii) Determine las coordenas de x en la base Db B

(iv) ¿Es posible expresar y como suma de 1 o 2 vectores de la

forma vbw ?

y “

«

2

1

ff

b

»

—

—

–

2

1

1

fi

ffi

ffi

fl

`

«

1

2

ff

b

»

—

—

–

1

2

1

fi

ffi

ffi

fl

`

«

3

3

ff

b

»

—

—

–

3

3

2

fi

ffi

ffi

fl

.

Exercise 3.50. Sean V1, . . . , Vr espacios vectoriales de dimensiones

m1, . . . ,mr, respectivamente. Demuestre que

dim rV1 b ¨ ¨ ¨ b Vrs “ m1 ¨ ¨ ¨mr

.

Exercise 3.51. Sean X e Y dos conjuntos finitos distintos del con-

junto vacio. Defina una función bilineal ι de LpXqˆLpYq en LpXˆYq,

de modo tal que pLpX ˆ Yq, ιq satisface (T1) y (T2). Así, pLpX ˆ Yq, ιq

es un modelo del producto tensorial de LpXq con LpYq. Para ver (T1)

podría ser útil recordar que el K–espacio vectorial LpXq tiene como

una base el conjunto constituido por las funciones delta de Dirac:

δx, x P X.

Exercise 3.52. Sean X e Y dos conjuntos finitos distintos del con-

junto vacio. Usando el Teorema 3.33 demuestre que LpXˆ Yq es un

modelo del producto tensorial de LpXq con LpYq.

Exercise 3.53. Suponga que U, V, W y Z son espacios vectoriales

de dimensión finita. Defina ι de modo que rLin rUb V,W b Zs , ιs sea

un producto tensorial de LinpU,Vq con LinpW,Zq.

Exercise 3.54. Sean V y W los K–espacios vectoriales Kn´1rxs y

Km´1rxs, respectivamente. Sea U “ Knm Defina una función bilineal
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ι de V ˆW en U y demuestre que pU, ιq es un producto tensorial de

V con W.

Exercise 3.55. Sean ϕ P LinpU.Vq y ψ P LinpW.Zq. Demuestre:

(i) ϕbψ es inyectiva si y solo si ϕ y ψ lo son.

(ii) rgpϕbψq “ rgpϕqrgpψq, si U y W son de dimensión finita.

Exercise 3.56. Sean M y N dos matrices cualesquiera. Demuestre

que

rgpMbNq “ rgpMqrgpNq.

Exercise 3.57. Sea V un K–espacio vectorial de dimensión n. Sean

α,β P EndpVq y sea ϕ definida como sigue:

ϕ : EndpVq ÝÑ EndpVq

σ ÞÑ α ˝ σ ˝ β

Demuestre:

(i) trpϕq “ trpαqtrpβq.

(ii) detpϕq “ detpα ˝ βqn.

Exercise 3.58. Sean M1, . . . ,Mr matrices cuadradas con entradas

en un cuerpo K. Demuestre que si M1b¨ ¨ ¨bMr es la matriz escalar

αIn, donde α P K. Entonces cada matriz Mi es una matriz escalar

αiIni
, donde αi P K. Además, se tiene α “ αn1

¨ ¨ ¨αnr.

Exercise 3.59. Sean a, b y c tres números reales. Sea ϕ P EndpR2q,
definida por,

ϕ : px, yq ÞÑ pax` by, x´ yq.
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Sea ψ P EndpR3q, cuya matriz en la base canónica es:
»

—

—

–

a b c

a b 0

a 0 0

fi

ffi

ffi

fl

.

Determine las condiciones sobre a, b y c, para que ϕbψ sea inver-

tible.

Exercise 3.60. Sea ϕ P EndpR2q, definida como:

ϕppx, yqq “ px` y, x´ yq.

Sea ψ P EndpR3q, cuya matriz en la base canónica es:
»

—

—

–

1 1 1

0 1 1

0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

.

Determine la matriz del endomorfismo ϕ b ψ respecto de la base

C b B, donde C denota la base canónica de R2 y B es la base te1 `

e2 ` e3, e2 ` e3, e3u de R3. Los vectores e1, e2 y e3 denotan los vectores

de la base canónica de R3.
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Tensores Simétricos y
Antisimétricos

4.1. El Espacio TmpVq

Sea V un K–espacio vectorial y sea m P Z`. La a m–ésima poten-

cia tensorial TmpVq de V, se define como sigue.

T 0pVq “ K, TmpVq “ V b ¨ ¨ ¨ b V, m–factores, cuando m ě 1.

Notar que los elementos de TmpVq se pueden escribir, no de modo

único, en la siguiente forma.

ÿ

1ďijďn

αi1...imzi1 b ¨ ¨ ¨ b zim pzij P V,αi1...im P Kq.

Note que, si V es de dimensión n, entonces dimTmpVq “ nm, ver

Proposición 3.29. Más aún, si B “ tv1, . . . , vnu es una base de V,

entonces Bbm es la base de TmpVq definida por:

Bbm
“ tvi1 b ¨ ¨ ¨ b vim ; vij P B, ij P v1, nw, j P v1,mwu. (4.1) baseneten

80
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Así, z P TmpVq se escribe de modo único como:

z “
ÿ

1ďijďn

αi1...imvi1 b ¨ ¨ ¨ b vim pαi1...im P Kq.

Como es usual, denotaremos por Sm el grupo simétrico de m–

símbolos. Recuerde que Sm está generado por la transposiciones

elementales si “ pi i ` 1q, donde i P v1, n ´ 1w. Estos generadores

junto que las siguientes relaciones definen una presentación de

Sm.

s2i “ 1, sisj “ sjsi for |i´ j| ą 1, sisjsi “ sjsisj for |i´ j| “ 1.

rep Proposición 4.1. Para todo σ P Sm, existe un único automorfismo

Pσ de TmpVq tal que:

(i) Pσpv1 b ¨ ¨ ¨ b vmq “ vσp1q b ¨ ¨ ¨ b vσpmq.

(ii) Pστ “ PσPτ, para todo τ P Sm.

La afirmación (ii) dice que tenemos una representación de Sm en

TmpVq.

Demostración. Todo σ P Sm define una función m-lineal bσ de Vˆn

en Vbn, definida por

bσ : pv1, v2, . . . , vnq ÞÑ vσp1q b vσp2q b . . .b vσp2q.

Luego, la propiedad T del m–tensor nos dice que existe un único

endomorfismo Pσ de TmpVq que satiscace la propiedad (i). En efecto,

este endomorfismo resulta ser un automorfismo, pues Pσ solamen-

te permuta los elementos de la base Bbm.

Definición 4.2. Sea z P TmpVq. Se dice que:
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(i) z es simétrico, si Pσpzq “ z, para todo σ P Sm,

(ii) z es alternado, o antisimétrico, si Pσpzq “ sgpσqz, para todo

σ P Sm.

Además definimos:

SmpVq :“ tz P TmpVq ; z es simétricou,

Am
pVq :“ tz P TmpVq ; z es alternadou.

Proposición 4.3. Los subconjuntos SmpVq y AmpVq son subespaciosc

de TmpVq.

Demostración. Queda de ejercicio.

En orden a estudiar los subespacios SmpVq y AmpVq es necesario

introducir los siguientes endomorfismos de TmpVq: Sm de TmpVq,

llamado simetrizador, y el endomorfismo Am llamado alternador.

Más precisamente:

Sm :“
1

m!

ÿ

σPSm

Pσ, (4.2)

Am :“
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqPσ. (4.3)

El siguiente lemma será usado para demostrar que Sm y Am son

proyectores.

lempsig Lema 4.4. Para todo σ P Sm, tenemos:

(i) PσSm “ SmPσ “ Sm.

(ii) PσAm “ AmPσ “ sgpσqAm.
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Demostración. Las afirmaciones resultan de aplicar la Proposición

4.1 y un simple cambio de variables. Por ejemplo veamos que PσAm “

sgpσqAm. Ocupando (ii) de la Proposition 4.1, tenemos:

PσAm “
1

m!

ÿ

τPSm

sgpτqPσPτ “
1

m!

ÿ

τPSm

sgpτqPστ.

Poniendo ahora ρ “ στ, se sigue que:

PσAm “
1

m!

ÿ

ρPSm

sgpσ´1ρqPρ “ sgpσ´1
q
1

m!

ÿ

ρPSm

sgpρqPρ “ sgpσqAm.

Proposición 4.5. Para todo m, tenemos:

(i) Sm es un proyector de TmpVq, con imagen SmpVq.

(ii) Am es un proyector de TmpVq, con imagen AmpVq.

En particular:

TmpVq “ Ker pSmq ‘ SmpVq, TmpVq “ Ker pAmq ‘ Am
pVq.

Demostración. Demostremos (ii). Tenemos:

A 2
m “ Am

˜

1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqPσ

¸

“
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqAmPσ

Luego usando la Proposición 4.4, se obtiene

A 2
m “

˜

1

m!

ÿ

σPSm

sgpσq
2

¸

Am.

Así, A 2
m “ Am. Finalmente veamos que Im pAmq “ AmpVq. Si z P

Im pAmq, entonces z “ Ampyq, para algún y. Luego, Pσpzq “ PσpAmpyqq “
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sgpσqAmpyq “ sgpσqz, entonces Pσpzq “ sgpσqz, es decir, z P AmpVq.

Reciprocamente, si z P AmpVq, tenemos:

A pzq “
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqPσpzq “
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσq
2
pzq “ z.

Es decir, z P Im pAmq. Por lo tanto, Im pAmq “ AmpVq.

Proposición 4.6. Si m ě 2, entonces

(i) SmAm “ AmSm “ 0.

(ii) SmpVq X AmpVq “ t0u.

Demostración. Veamos que SmAm “ 0. Tenemos

SmAm “

˜

1

m!

ÿ

σPSm

Pσ

¸

Am “
1

m!

ÿ

σPSm

PσAm “
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqAm,

donde la última igualdad viene de (ii) de la Proposición 4.4. Note

que
ř

σPSm
sgpσq “ 0, por lo tanto SmAm “ 0. De modo análogo se ve

que AmSm “ 0.

Veamos (ii). Tomemos z P SmpVq X AmpVq, entonces z “ Smpzq,

pues z P SmpVq. Luego, Amz “ AmSmpzq, esta igualdad dice que z “

0, en virtud de que también z P AmpVq y parte (i) de la proposición.

Nótar que si B es una base de V, entonces (4.1) dice que:

SmpVq “ VecttSmpzq ; z P Bbm
u, (4.4) genalt

Am
pVq “ VecttAmpzq ; z P Bbm

u. (4.5) gensim
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4.2. Los Espacios AmpVq y Ker pAmq

En esta sección estudiaremos los espacios AmpVq y Ker pAmq. Du-

rante la sección B “ tv1, . . . , vnu denota una base de V.

ir=is Lema 4.7. Sea vi1 b ¨ ¨ ¨ b vim P Bbm. Si existen r, s P v1,mw con r ­“ s,

tales que ir “ is, entonces

Ampvi1 b ¨ ¨ ¨ b vimq “ 0.

En particular AmpVq “ t0u, si m ą n.

Demostración. Supongamos r ă s. Sea σ “ pr, sq y pongamos z “

vi1 b ¨ ¨ ¨ b vim, con la condición ir “ is. Tenemos, Pσpzq “ z, luego

Am pPσpzqq “ Ampzq. Usando ahora (ii) del Lema 4.4, se obtiene que

Ampzq “ sgpσqAmpzq. Por lo tanto Ampzq “ 0.

Sim ą n, entonces z “ vi1 b¨ ¨ ¨bvim tiene indices repetidos. Luego

Ampzq “ 0, para todo z P Bbm. Por lo tanto, AmpVq “ t0u.

El lema anterior dice que AmpVq, con m ď n, es generado por los

elementos Ampzq, donde z “ vi1 b ¨ ¨ ¨ b vim P Bbm es tal que

|ti1, . . . , imu| “ m.

Ahora, para un tal elemento z “ vi1 b ¨ ¨ ¨ b vim tenemos

viσp1q b ¨ ¨ ¨ b viσpmq ­“ viτp1q b ¨ ¨ ¨ b viτpmq ,

si σ y τ son dos permutaciones distintas de Sm.

propAm Lema 4.8. Sea z “ vi1 b¨ ¨ ¨bvim en la base Bbm, tal que |ti1, . . . , imu| “

m. Tenemos:

(i) Ampzq ­“ 0
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(ii) Si ti1, . . . , imu “ tj1, . . . , jmu, entonces

Ampzq “ ˘Ampvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq.

(iii) Si ti1, . . . , imu ­“ tj1, . . . , jmu, entonces Ampvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq y Ampzq

no tienen sumandos en común.

Demostración. (i) Si Ampzq “ 0, se sigue
ÿ

σPSm

sgpσqviσp1q b ¨ ¨ ¨ b viσpmq “ 0.

Los sumandos son todos distintos y son parte de la base Bbm, en

consecuencia debe tenerse sgpσq “ 0, para todo σ P Sm. Lo cual no

puede ser, en consecuencia debe tenerse Ampzq ­“ 0.

(ii) Sea τ P Sm tal que ik “ jτpkq. Así, Pτpvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq “ z. Luego:

Ampzq “
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqPσpzq

“
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqPσpPτpvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmqq

“
1

m!

ÿ

σPSm

sgpσqPστpvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq.

Luego, haciendo η “ στ, se tiene:

Ampzq “
1

m!

ÿ

ηPSm

sgpτ´1
qsgpηqPηpvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq

“
1

m!
sgpτ´1

q
ÿ

ηPSm

sgpηqPηpvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq

“ ˘Ampvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq.

(iii) Supongamos que Ampvj1 b¨ ¨ ¨bvjmq y Ampzq tienen un suman-

do en común. Luego existen σ, τ P Sm tales que Pσpvj1 b ¨ ¨ ¨ b vjmq “

Pτpzq, o equivalentemente, vj1 b ¨ ¨ ¨ b vjm “ Pσ´1τpzq. De donde se de-

duce que ti1, . . . , imu “ tj1, . . . , jmu.
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Teorema 4.9. Sea V un K–espacio vectorial de dimensión n. Si m ď

n, entonces una base para AmpVq es el siguiente conjunto.

tAmpvi1 b ¨ ¨ ¨ b vimq ; i1 ă ¨ ¨ ¨ ă im, donde ij P v1, nwu .

En particular,

dim Am
pVq “ dim An´m

pVq “

ˆ

n

m

˙

.

Nótese que dim AnpVq “ 1.

Demostración. Es una consecuencia de Lema 4.7 y Lema 4.8.

EjeA Ejemplo 4.10. Sea V un K–espacio vectorial y B “ tv1, v2, v3, v4u una

base de V. Luego, la dimensión de A3pVq es
`

4
3

˘

“ 4. Los indices i, j, k

tales que i ă j ă k son:

1 ă 2 ă 3, 1 ă 2 ă 4, 2 ă 3 ă 4, 1 ă 3 ă 4.

Luego una base de A3pVq está formada por:

A3pv1 b v2 b v3q,A3pv1 b v2 b v4q,A3pv2 b v3 b v 4q,A3pv1 b v 3 b v4q.

A continuación daremos un lema que da un sistema de gene-

radores de Ker pAmq. Para esto necesitamos introducir el siguiente

subespacio U de TmpVq .

U :“ Vecttz´ sgpσqPσpzq ; σ P Sm, z P TmpVqu.

KerA=U Lema 4.11. Ker pAmq “ U.

Demostración. Tenemos:

Ampz´ sgpσqPσpzqq “ Ampzq ´ sgpσqAmPσpzq

“ Ampzq ´ sgpσq
2Am (Lema 4.4)

“ 0.
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Así, U está contenido en Ker pAmq. Reciprocamente, si z P Ker pAmq,

podemos escribir:

z “ z´ Ampzq “
1

m!

ÿ

σPSm

pz´ sgpσqPσpzqq P U.

Es decir, Ker pAmq está contenido en U. Por lo tanto, la demostra-

ción concluye.

esnx Lema 4.12. Sea X un conjunto de generadores de Sm. El espacio UX
es Sm–estable, donde

UX :“ Vecttz´ sgpσqPσpzq ; σ P X, z P TmpVqu.

Demostración. Debemos demostrar que para todo τ P Sm, se tiene

Pτpvq P UX, para todo v P UX. Teniendo presente (ii) de la Proposición

4.1, basta considerar el caso en que τ P X. Además, como los Pτ
son funciones lineales, basta considerar el caso en que v “ z ´

sgpσqPσpzq, donde z P TmpVq, σ P X. Para un tal generador v, τ P X,

tenemos:

Pτpvq “ Pτpzq ´ sgpσqPτPσz

“ ´sgpτq pz´ sgpτqPτpzqq ´ sgpσqPτPσpzq ` sgpτqpzq

“ ´sgpτq pz´ sgpτqPτpzqq ` sgpτqsgpσq rPσpzq ´ sgpτqPτPσpzqs

`sgpτq pz´ sgpσqPσpzqq .

Así, Pτpvq es una combinación lineal de los generadores que definen

UX, luego Pτpvq P UX. Así, la demostración concluye.

Ker=U=Ux Proposición 4.13. Para todo m ď n, X un conjunto de generadores

de Sm, se tiene que U “ UX. Así, por el Lema 4.11, Ker pAmq “ UX.
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Demostración. Claro que UX Ď U. Para tener la otra contención bas-

ta demostrar que:

z´ sgpσqPσpzq P UX pz P TmpVq, σ P Smq. (4.6) demnKer

La demostración será por inducción sobre el número de generado-

res npσq de X usados para escribir σ P Sm. Si npσq “ 1, significa

σ P X, luego z ´ sgpσqPσpzq P UX, para todo z P TmpVq. Suponga-

mos valido (4.6), para todo σ tal que npσq ă k. Sea τ P Sm tal que

npτq “ k, entonces τ se puede escribir en la forma τ “ ησ, donde

η P X y npσq “ k´ 1. Para todo z P TmpVq, tenemos:

z´ sgpτqPτpzq “ z´ sgpηqsgpσqPηPσpzq

“ z´ sgpηqPηpzq ` sgpηq rPηpzq ´ sgpσqPηPσpzqs

“ z´ sgpηqPηpzq ` sgpηqPη pz´ sgpσqPσpzqq .

La estabilidad de UX (Lema 4.12), junto con la hipótesis de induc-

ción que dice que z ´ sgpσqPσpzq P UX, luego Pη pz´ sgpσqPσpzqq P UX.

Por lo tanto, z´sgpτqPτpzq P UX, pues también z´sgpηqPηpzq P UX.

BaseKerACor Corolario 4.14. Sea V un K–espacio vectorial con base B y X un

conjunto de generadores de Sm, entonces

Ker pAmq “ Vecttz´ sgpσqPσpzq ; σ P X, z P Bbm
u.

Demostración. Resulta del hecho que Pσ son funciones lineales, pa-

ra todo σ.

Ejemplo 4.15. Tomemos V como en el Ejemplo 4.10. Luego, se

tiene que dim Ker pAmq “ 64 ´ 4 “ 60. Sea X “ ts1, s2, s3u, el conjunto

de transposiciones elementales de S4. Según el Corolario 4.14 el

Ker pA3q está generado por los vectores:

z` Ps1pzq, z` Ps2pzq, z` Ps3pzq, z P Bb3.
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Sea S el conjunto de generadores de Sm, constituido por las

transposiciones, es decir,

S “ tpr, sq ; r ă su.

El Corolario 4.14 dice que Ker pAmq está generado por los elementos

de la forma z ´ sgpσqPσpzq “ z ` Pσpzq, donde σ “ pr, sq P S, z P Bbm.

Sea z “ v1 b ¨ ¨ ¨ b vmB
bm. Luego,

z` Pσpzq “ v1 b ¨ ¨ ¨ b vr b ¨ ¨ ¨ b vs b ¨ ¨ ¨ b vm

` v1 b ¨ ¨ ¨ b vs b ¨ ¨ ¨ b vr b ¨ ¨ ¨ b vm

“ v1 b ¨ ¨ ¨ b pvr ` vsq b ¨ ¨ ¨ b pvr ` vsq b ¨ ¨ ¨ b vm

´ v1 b ¨ ¨ ¨ b vr b ¨ ¨ ¨ b vr b ¨ ¨ ¨ b vm

´ v1 b ¨ ¨ ¨ b vs b ¨ ¨ ¨ b vs b ¨ ¨ ¨ b vm.

Por lo tanto, Ker pAmq Ď U, donde

U :“ Vecttv1 b ¨ ¨ ¨ b vm ; vi P B, vr “ vs cuando r ­“ su.

Veamos que U Ď Ker pAmq. Sea z :“ v1 b ¨ ¨ ¨ b vm P Bbm, donde vr “ vs,

para algún r ­“ s. Sean:

z1 :“
1

2
z , τ :“ pr, sq P Sm.

Tenemos, z “ z1 ` Pτpz
1q “ z1 ´ sgpτqPτpz

1q. Luego, z P Ker pAmq. Por lo

tanto, U Ď Ker pAmq. Así, obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.16.

Ker pAmq “ Vecttv1 b ¨ ¨ ¨ b vm ; vi P V, vr “ vs con r ­“ su.
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4.3. Los Espacios SmpVq y Ker pSmq

Como antes, sean V un K-espacio vectorial y B “ tv1, . . . , vnu una

base de V.

Lema 4.17. Los elementos distintos de SmpBbmq constituyen un con-

junto linealmente independiente de SmpVq.

Demostración. Discutida en clases.

En orden a calcular el cardinal del conjunto SmpBbmq, notemos

primero que Smpvi1b¨ ¨ ¨bvimq “ Smpvj1b¨ ¨ ¨bvjmq si y solo si pi1, . . . , imq

y pj1, . . . , jmq son la misma m–combinación admitiendo repetición1.

Así, contar la cantidad de elementos de SmpBbmq equivale a con-

tar la cantidad de m–combinaciones, admitiendo repetición, que se

pueden formar con elementos ij P v1, nw. Tal cantidad es
`

n`m´1
m

˘

.

Como representantes de las combinaciones con repetición pode-

mos elegir pi1, . . . , imq tal que i1 ď ¨ ¨ ¨ ď im. En resumen obtenemos

el siguiente teorema.

Teorema 4.18. Sean n,m P Z`. Una base para SmpVq es el siguiente

conjunto,

tSmpvi1 b ¨ ¨ ¨ b vimq ; i1 ď ¨ ¨ ¨ ď im, ij P v1, nwu .

En particular, la dimensión de SmpVq es
`

n`m´1
m

˘

.

Procedemos ahora a estudiar Ker pSmq. Si z P Ker pSmq, entonces

podemos escribir:

z “ z´ Smpzq “ z´
1

m!

ÿ

σPSm

Pσpzq “
1

m!

ÿ

σPSm

pz´ Pσpzqq.

1Selección de m elementos donde se permite repeticiones y sin importar el

orden.



BORRADOR
20

26

CAPÍTULO 4. TENSORES SIMÉTRICOS Y ANTISIMÉTRICOS 92

Luego, todo elemento del kernel de Sm es una combinación lineal

de elementos de la forma z´ Pσpzq. Por otra parte, si z P TmpVq y σ P

Sm, entonces Smpz´Pσpzqq “ Smpzq ´ SmpPσpzqq “ Smpzq ´ Smpzq “ 0.

Es decir, z ´ Pσpzq P Ker pSmq. Resumiendo hemos demostrado la

siguiente proposición.

eme Proposición 4.19. Ker pSmq “ W, donde

W :“ Vecttz´ Pσpzq ; σ P Sm, z P TmpVqu.

El resultado de la proposición anterior puede ser refinado. Para

esto necesitamos la siguiente definición. Para X un conjunto de de

generadores de Sm, definimos el subespacio WX como sigue:

WX “ Vecttz´ Pσpzq ; σ P X, z P TmpVqu.

essx Lema 4.20. Sea X un conjunto de generadores de Sm. El espacio

WX es Sm–estable.

Demostración. Debemos demostrar que para todo τ P Sm y v P WX

se cumple: Pτpvq P WX. Como los Pτ son funciones lineales, basta

considerar el caso en que v “ z ´ Pσpzq, donde z P TmpVq y σ P X,

i.e. v recorre el conjunto de generadores que define a WX. También,

usando la Proposición 4.1, es suficiente considerar el caso en que

τ recorre el conjunto de generadores X. Tenemos:

Pτpvq “ Pτpzq ´ PτPσpzq

“ ´rz´ Pτpzqs ` rPσz´ PτPσpzqs ` rz´ Pσpzqs.

Note que cada sumando pertenece a WX, luego Pτpvq P WX.

emex Proposición 4.21. Ker pSmq “ WX.
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Demostración. Teniendo en cuenta la Proposición 4.19, basta de-

mostrar que W “ WX. Claro que WX Ď W. Para tener la otra inclu-

sión, basta ver que

z´ Pσz P WX pσ P Sm, z P TmpVqq (4.7) demoS=SX

Para lo cual usaremos inducción sobre el número de factores que

aparecen en una escritura de σ como un producto de generadores

en X. Si σ P X, entonces (4.7) se cumple trivialmente. Sea σ un

producto de n factores de X. Pongamos σ “ τσ1, donde τ P X y σ1 es

un producto de n´ 1 factores de elementos de X. Tenemos

z´ Pσz “ z´ PτPσ1z

“ pz´ Pτzq ` pPτz´ PτPσ1zq

“ pz´ Pτzq ` Pτpz´ Pσ1zq.

Ahora, z ´ Pτz P WX y de la hipótesis de inducción z ´ Pσ1z P WX.

Luego, usando el Lema 4.20 se sigue que Pτpz´Pσ1zq P WX. Es decir,

se cumple (4.7).

Corolario 4.22. Sea V un K–espacio vectorial con base B “ tv1, . . . , vnu

y X un conjunto de generadores de Sm, entonces

Ker pSmq “ Vecttz´ Pσpzq ; σ P X, z P Bbm
u.

4.4. Propiedad Universal de SmpVq y AmpVq

Definición 4.23. Sean V, W dos K–espacios vectoriales y ϕ una

función m–multilineal de V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V (m–factores) en W:

1. ϕ se dice simétrica si para todo σ P Sm, se tiene:

ϕpvσp1q, . . . , vσpmqq “ ϕpv1, . . . , vmq
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2. ϕ se dice alternada, si ocurre que vi “ vj para i ­“ j, entonces

ϕpv1, . . . , vmq “ 0.

3. ϕ se dice antisimétrica si para todo σ P Sm se tiene:

ϕpvσp1q, . . . , vσpmqq “ sgpσqϕpv1, . . . , vmq.

Proposición 4.24. Si la característica de K no es 2, entonces ϕ es

alternada si y solo si ϕ es antisimétrica.

Demostración. Supongamos que ϕ es alternada. Luego, para todo

v “ pv1, . . . , vmq se tiene ϕpvi, . . . , vi ` vj, . . . , vi ` vj, . . . , vmq “ 0. De la

multilinealidad de ϕ, se obtiene ϕpvq `ϕpvi, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vmq “ 0.

Esta igualdad se puede re–escribir como:

ϕpvi, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vmq “ sgpσqϕpvq,

donde σ es la transposición pi, jq. Ahora, ocupando la Proposión 4.1,

el hecho que sg es un homomorfismo y como las transposiciones

generan al grupo simétrico, se deduce que ϕPσ “ sgpσqϕ, para todo

σ P Sm, es decir, ϕ es antisimétrica.

Reciprocamente, sea v “ pv1, . . . , vmq tal que vi “ vj, si i ­“ j y

pongamos σ “ pi, jq. Luego, ϕpvi, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vmq “ sgpσqϕpvq, es

decir, ϕpvq “ ´ϕpvq. Por lo tanto ϕpvq “ 0.

thmus Teorema 4.25. Sean V y U dos K–espacios vectoriales. Si s una

función m–multilineal simétrica de V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V en U, entonces existe

una única función lineal rs : SmpVq ÝÑ U tal que rs ˝ pSm ˝ ιq “ s.

Demostración. Veamos la existencia de la función rs. De la propie-

dad T del producto tensorial pTmpVq, ιq, se sigue que existe una úni-

ca función lineal f : TmpVq ÝÑ U tal que f ˝ ι “ s. Definamos rs
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como la restricción de f a SmpVq. Claramente rs es lineal. A conti-

nuación veremos que rs ˝ Sm “ f. Para esto note que, para σ P Sm,

z “ z1 b ¨ ¨ ¨ b zm P TmpVq, tenemos

pf ˝ Pσq pzq “ fpzσp1q b ¨ ¨ ¨ b zσpmqq “ pf ˝ ιq pzσp1q , . . . , zσpmqq.

Así, pf ˝ Pσq pzq “ spzσp1q , . . . , zσpmqq. Ahora, como s es simétrica se con-

cluye:

pf ˝ Pσq pzq “ spz1, . . . , zmq.

Tenemos:

pf ˝ Smq pzq “
1

m!

ÿ

σPSm

pf ˝ Pσq pzq “ spz1, . . . , zmq “ pf ˝ ιq pz1, . . . , zmq

“ fpz1 b ¨ ¨ ¨ b zmq “ fpzq.

Por lo tanto, f˝Sm “ f. Usando esta última igualdad y la propiedad

T, obtenemos:

rs ˝ pSm ˝ ιq “ prs ˝ Smq ˝ ι “ pf ˝ Smq ˝ ι “ f ˝ ι “ s.

Para finalizar veamos la unicidad de rs. Observe que rs ˝ Sm sa-

tisface la propiedad T, luego, rs ˝ Sm “ f. Ahora para z P SmpVq, se

obtiene rspzq “ fpzq, pues Sm actúa como la identidad sobre SmpVq.

Así, se deduce que rs está unicamente definida.

El siguiente diagrama resume la demostración del teorema.

V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V TmpVq SmpVq

U

-ι

Q
Q
Q
Q

Q
QQs

s

ppppppppp?f
-Sm pppppppppppppp+ rs
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Analogamente, tenemos el siguiente teorema.

thmua Teorema 4.26. Sean V y U dos K–espacios vectoriales. Si a una

función m–multilineal alternada de V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V en U, entonces existe

una única función lineal ra : AmpVq ÝÑ U tal que ra ˝ pAm ˝ ιq “ a.

En un diagrama conmutativo, tenemos:

V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V TmpVq Am
pVq

U

-ι

H
HHH

HHj
a

-Am ppppppppppppp� ra

Demostración. La demostración es análoga a la demostración del

Teorema 4.25 y queda de ejercico.

4.5. Ejercicios

Exercise 4.27. Sea V el K-espacio vectorial K2rxs. Explicite una

base para:

(i) A2pVq.

(ii) KerpA2q.

(iii) S2pVq.

(iv) KerpS2q.

Exercise 4.28. Sea V un K-espacio vectorial de dimensión n ą 1.

Para m P v2, n´ 1w, explicite un isomorfismo entre AmpVq y An´mpVq,

.

Exercise 4.29. Sean V el R–espacios vectorial R1rxs.
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(i) Explicite una base de S3pVq que contenga

1b 1b p1` xq ` 1b xb p1` xq.

(ii) Explicite una base de Ker S3.

Exercise 4.30. Sea V un K–espacio vectorial con base tv1, v2, v3, v4u

y sea z :“ v1 b v2 b v1 ´ v1 b v1 b v2. Determine la dimensión de

U` Ker S3, donde S3 es el simetrizador sobre Vb3 y

U :“ vecttv1 b v1 b v1, zu.

Exercise 4.31. Sea V un K–espacio de dimensión 2, demuestre

que

Ker A2 “ S2pVq.



BORRADOR
20

26
Bibliografía

Greub [1] Greub, W. H. Multilinear Algebra, Springer, 1967

Ja [2] Jacobson N., Basic Algebra I, 2ª Ed., W. Freemn & Company

Publisher, San Francisco, 1985.

Ju2026 [3] Juyumaya J. Apuntes de Álgebra Lineal, 2026.

La [4] Lang S. Algebra, 3ª Ed., Addison-Wesley Publishing Co., Inc.,

Reading, Mass., 1993.

98


