*

e Universidad

@ deValparaiso
CHILE

Universidad de Valparaiso
Facultad de Ciencias
Insituto de Matematicas

Hacia un dlgebra de Rook unipotente

Tesis para optar al grado de
Magister en Matemdticas

Presentada por:
EDUARDO JORQUERA SANDOVAL

Profesor Guia: Dr. Marcelo Flores

VALPARAISO
2022



Agradecimientos

Agradezco a ANID, ya que fui beneficiario de la beca de Magister Nacional 2021,
folio 22210694.



Resumen

Consideremos el grupo lineal general G = GL,(F,) y el monoide de matrices cua-
dradas n x n denotado por M = M, (F,). Sean W el subgrupo de matrices de permuta-
ciéon de G, y U el subgrupo unipotente de G. El monoide de matrices no nulas en {0, 1}
que contienen a lo sumo una entrada no nula por cada fila y en cada columna lo deno-
tamos por R > W,y esllamado monoide de Rook. X . Sabemos por descomposicién de
Bruhat que G es la union disjunta de dobles clases de B, el subgrupo de matrices trian-
gulares superiores de G, la cual estd parametrizada por W. En este sentido X tiene el
mismo rol para M que W para G, es decir M es la unién disjunta de dobles clases de
B, las cuales estan parametrizadas por X . De forma anéloga, en esta tesis trabajamos
una descomposicion respecto a matrices unipotentes para M. Lo cual deberia ser ttil
para, a futuro, construir un élgebra de Hecke # (M, U) de manera andloga a lo hecho
por Solomon. Esperamos que esta algebra tenga aplicaciones en la construccién de
invariantes de links dado su origen algebraico.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de nudos juega un rol importante en las matemaéticas modernas, y los
resultados mds importantes yacen en los dltimos 30 afios [28]. Como teoria surgi6 a
finales del siglo XVIII, una de las primeras personas en estudiarla fueron Gauss [32],
Vandermonde [34], Klein [14] y Dehn [27].

Un nudo es una curva cerrada simple en R3, es decir no se intersecta a si misma
ni tiene puntos extremos. Dos nudos K; y K> son equivalentes si existe un homeomor-
fismo de R® a si mismo tal que K; — K». El problema principal en teoria de nudos es
como clasificarlos [46], para lo que existen distintos invariantes.

Jones us6 una funcion traza de Markov [20] en el dlgebra de Temperley-Lieb pa-
ra construir su invariante polinomial. En [15] y en [35] se construy6 el polinomio de
HOMFLY-PT, usando el mismo procedimiento pero sobre H, (u). En [21], Jones la traza
de Ocneanu en H,(u).

El 4lgebra de Yokonuma-Hecke [?], denotada por Yy ,(u), es un algebra que per-
mite clasificar nudos y fue definida en el contexto de grupos de Chevalley. Juyumaya
[23] prob6 que sobre ésta se puede definir una funcién traza de Markov. Un dlgebra
contenida en Y, ,(u) es el dlgebra de lazos y trenzas (o bt-algebra) £, () (1], en la que
también se puede definir una funcién traza de Markov.

Considerando G = GL,(F4) como el grupo de matrices invertibles sobre un cuer-
po finito F,, B el subgrupo de matrices triangulares superiores, y a T el subgrupo de
matrices diagonales. Sea Ng(T) el normalizador de T en G, sabemos que Ng(T)/T es
isomorfo al grupo de matrices de permutaciones W, el cual también es isomorfo a S,,.
En [9], Bruhat prob6 que G = | |,yeww BwB. De forma mas general, Bruhat prob6 que un
grupo de Lie semisimple cldsico G tiene una descomposicién en dobles clases, donde
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B es un grupo soluble maximal y W es el grupo de Weyl de G.

Originalmente el dlgebra de Iwahori-Hecke esta definida por # (G, B) := eC(G)e
con e = ﬁz pe b € C(G). De forma equivalente esta dlgebra puede verse como el al-
gebra centralizadora asociada a la representacion natural de G con respecto a B. El
dlgebra de Hecke # (G, B) puede definirse para cualquier grupo G con un BN—par (o
sistema de Tits), y se tiene que # (G, B) es una deformacion del dlgebra de grupo C(W),
con W= N/Bn N el grupo de Weyl de G.

Ahora, si consideramos U como el subgrupo unipotente de G, el subgrupo de todas
las matrices diagonales superiores en que para todo (u;;) € U tenemos que u;; = 1, se
obtiene una nueva descomposiciéon de G como la unién disjunta de dobles clases de U.
En efecto, G =| | ey UwU, donde N = T x W es el grupo de las matrices monomiales.
En este contexto el dlgebra centralizadora es el dlgebra de Yokonuma-Hecke, denotada
por A (G, U).

Renner [40] desarroll6 una teoria en cuanto a la descomposicién de Bruhat para
grupos algebraicos reductivos M con grupo unitario G. Considerando a T como el toro
maximal de G, B > T un subgrupo de Borel de G, R la clausura de Zariski de Ng(T) en
My R = R/T el monoide de 6rbitas. El monoide de Renner R es finito y el grupo de
unidades de R estd dado por el grupo de Weyl de G. En [42], Solomon us6 el trabajo
de Renner para definir una nueva funcién largo y una descomposiciéon de Bruhat para
M := My (F,). Defini6 un sistema de Tits en M, para luego definir el dlgebra # (M, B)
usando la descomposiciéon M = | ;e BoB, donde K es el monoide de matrices en
{0,1} que tiene a lo mds una entrada no nula en cada fila y en cada columna, la cual es
el monoide de Rook.

En esta tesis se propone extender el trabajo de Solomon hacia un 4lgebra de Rook
unipotente, para en el futuro poder definir RY,, := # (M, U). Para esto se debe hallar
una descomposicién andloga a Bruhat, el cual es el objetivo principal de este trabajo de
tesis. En efecto, probamos que M = | l;e4 1 UoU, donde R T es el monoide de matrices
en F, que tiene a lo més una entrada no nula por cada fila y por cada columna, ver
Teoremal4.0.1

Las algebras de Iwahori-Hecke, Yokonuma-Hecke, y Rook planar ya han sido usa-
das para la construccion de invariantes de nudos, por esto se tiene la hip6tesis que
el dlgebra de Rook también puede ser conducente a un nuevo invariante. Como tra-
bajo a futuro se espera poder obtener una generalizacién del polinomio de Alexander

usando la receta de Jones en esta nueva dlgebra. La presente tesis esta orientada a la
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descomposicion unipotente de My al dlgebra de Rook, cuya construccion serd a futuro
conducente a una nueva invariante polinomial de nudos.

Esta tesis consta de cuatro capitulos: en el segundo estudiamos la teoria de nudos
clasicos, trenzas e invariantes; modulos, dlgebras y grupos de Coxeter. En el tercero
estudiamos descomposiciones matriciales, grupos BN —par, dlgebras de Hecke en su
forma general y # (G, B), H (G,U) y H (M, B). Finalmente, en el cuarto capitulo vemos

la descomposicion unipotente de M y conjeturas relacionadas.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo veremos teoria de nudos cldsicos, médulos y dlgebras, y grupos de
Coxeter.

2.1. Teoria de nudos clasicos

En esta seccién repasaremos los conceptos principales de la teoria de nudos.

Definicién 2.1.1. K S[R3 es un nudo si existe un homeomorfismo del circulo unitario S*
enR3 cuya imagen es K. Un link (enlace) L es la unién disjunta de nudos.

Ejemplo 2.1.1.

(a) Nudo trébol. (b) Link de Hopf.
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Definicién 2.1.2. Sea I = [0,1]. Una isotopia en R® es la familia de homeomorfismos
{Fs:R* >R},
(x,s) — Fs(x), donde x € R3 ysel.

tal que Fy = idgs, donde la aplicacién R® x I — R3 es continua con

Definicion 2.1.3. Dos links Ly y L, son isotopicos si existe una isotopia que deforma Ly

enly.

Definicion 2.1.4. Dos enlaces son equivalentes si y solo si son isotopicos. Si dos enlaces

L, y L, satisfacen lo anterior, se denotard por Ly ~ L.

Ejemplo 2.1.2.

Figura 2.2: Nudo ocho y su equivalente simétrico.

Definicion 2.1.5. La proyeccion de un nudo es llamada proyeccion regular si como md-

ximo contiene dobles puntos.
Dado un link L definimos su diagrama como sigue.

Definicion 2.1.6. El diagrama de un link es la proyeccién regular éste donde los dobles
puntos se distinguen.

Ejemplo 2.1.3.

Definicion 2.1.7. Un link orientado es un link donde cada componente tiene una orien-

tacion asignada, que usualmente se indica en forma de flechas.

Ejemplo 2.1.4. Ejemplos de enlaces orientados se pueden apreciar en la Figura[2.4, don-
de a la derecha se puede ver el enlace de Hopf orientado.
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A &S

(a) Proyeccién regular del (b) Proyeccién no regular (c) Diagrama del nudo tré-
nudo trébol. del nudo trébol. bol.

€ G0

Figura 2.4: Diagramas de enlaces orientados.

Definicion 2.1.8. Los movimientos de Reidemeister [26] son movimientos locales dentro
del diagrama de un link. Ver Figura[2.5,

Tle =7
AN}
\

| :
|/ L |
Figura 2.5: Movimientos de Reidemeister
Definicion 2.1.9. Sean Ly, L, links, y D1yD, diagramas de L, y Ly, respectivamente.

Decimos que son R—equivalentes si y sélo si el D, puede obtenerse con una secuencia
finita de movimientos de Reidemeister de D,. Esto lo denotamos por Dy ~r D;.

Teorema 2.1.1 (ver [38]). Si D, y D, son diagramas de K, y K», respectivamente, enton-
C@SKl ~ Kg — Dl ~R Dz.
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2.1.1. Grupo de trenzas

Las trenzas fueron introducidas por E. Artin en [5]. Estos objetos algebraicos estdan
directamente relacionados con los nudos. De hecho, todo nudo nudo puede obtenerse
a partir de una trenza. Ver Teorema|2.1.3

Definicion 2.1.10. Una trenza geométrica de n hebras es la union de n arcos disjun-
tos en R? x [0,1] < R® que enlazan los puntos (0,i,0) parai =1,...,n con los n puntos
(0,i,1) dentro del espacio R? x [0,1]; tal que cada plano R? x {t} con t € [0,1] contiene
exactamente n puntos.

Definicion 2.1.11. Dos trenzas geométricas T y To son equivalentes si son isotopicas.
En tal caso lo denotamos por Ty ~ T.

De forma andloga a los nudos podemos asociar un diagrama a cada trenza a partir
de su proyeccion.

Ejemplo 2.1.5.

<= v

t ®

(a) Trenza geométrica. (b) Diagrama de trenzas.

Definicion 2.1.12. Sean T y T, trenzas geométricas con el mismo nuimero de arcos. Defi-
nimos la multiplicacion de trenzas Ty T> como T} U T, con T} la deformacién continua
de T, en T} <R?x[0,3) y T, como la deformacién continua de T, en Ty < R* x [1,1].

Ejemplo 2.1.6.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 8

e

T T

T1 ~ T2 ~

= |~

t=1 ‘ t=1
t t

(a) Trenzas geométricas 11 y T».

(b) Multiplicacién T; T>.
Con el producto definido anteriormente, las clases de isotopia de trenzas geomé-

tricas de n hebras forman un grupo, llamado grupo de trenzas de Artin, el cual tiene la

siguiente presentacion:

(2.1)

0i0j=0j0;li—jl=2,i,j=1,...,n-1
Bn: 0-1,...,0-’1_1 . .
0i0i+10;=0i+10i0;+1,i=1,...,n—=2

Ejemplo 2.1.7. Notemos que By = {1} y B, = (01) = Z. El grupo Bs = (01,02|010201 =
0201072) es el grupo de trenzas no conmutativo mds pequerio. Definiendo x = 010,01 e

y = 0102 se puede obtener los generadores x, y de Bz con la relacién x* = y>. En efecto,

010201 =020102
010201010201 =010201020102 , multiplicando poro,0,01 a la izquierda

2=y
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Ejemplo 2.1.8. Sea n : B, — S, la proyeccion del grupo de trenzas al grupo simétrico
conn(o;) = s;, donde s; es la transposicion (i, i+ 1).

Notar que By, € Bj,+1, luego podemos definir By, := U1 Bn-

Definicion 2.1.13. La multiplicacién de diagramas de trenzas del mismo niimero de
hebras equivale a su concatenacion, como se ve en la Figura[2.8

DDy = ||

Figura 2.8: Multiplicacion de diagramas de trenzas.

Observacion 2.1.1. En las trenzas solo se pueden usar Ry y Rs, como se ve en la Figura

Figura 2.9: Movimientos de Reidemeister en trenzas.

Teorema 2.1.2 (ver [25] p. 9). Dos diagramas de trenzas presentan trenzas geométricas
isotopicas si y solo si los diagramas son R—equivalentes.

Definicion 2.1.14. La clausura de una trenza geométrica «, denotada por al ]Bha, se
obtiene de unir los puntos (0,1,0) con (0,i,1), parai =0,...,n.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Alexander, ver [2]). Cualquier link orientado en R3 es iso-
topico a la clausura de una trenza.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 10

A continuacién mostramos un algoritmo para obtener una trenza a a partir de un

link L = &. Para esto primero definimos el signo de un cruce en un link orientado.

Definicion 2.1.15. Dado un link orientado existen dos tipos de cruces, que localmente
tienen los siguientes diagramas:

N /
N /

(a) Cruce positivo. (b) Cruce negativo.

Algoritmo 1. Dado un link L, seguiremos los siguientes pasos para obtener una trenza
a tal que & ~ L.

a) Reemplazar los cruces por dos lineas paralelas unidas con un segmento indicando
el signo del cruce.

b) Al terminar el proceso anterior obtendremos una union disjunta de circulos, lla-
mados circulos de Seifert, unidos por segmentos. Decimos que dos circulos son
compatibles si tienen la misma orientacion (ya sea horario 6 antihorario). La can-

tidad de circulos de Seifert incompatibles se denota por h(D).

¢) Dejar solo circulos compatibles (concéntricos) a partir de las acciones doblar y es-
tirar, como se ve en la Figura[2.11]

d) La trenza se obtiene al hacer un corte en el radio del circulo mds grande.

DA
Figura 2.11: Un cruce al pasar a circulos de Seifert se diagramatiza como un linea.

Definicién 2.1.16. La accion de doblar y estirar equivalen a R,, y R}, como puede ver en
la Figura ¥ la misma accion en circulos de Seifert en

En la Figura[2.13|se muestra un ejemplo de cémo, a partir de un nudo K, obtener el
diagrama de circulos de Seifert concéntricos y con la misma orientacion siguiendo el
algoritmo descrito anteriormente.
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doblcu
(‘stu ar

(a) Accion de doblar y estirar. (b) Circulos de Seifert antes y después del
doblez.

Figura 2.12: R, en el nudo y en circulos de Seifert localmente.

(_@ Selfert

Doblar IbOtOPla Isotopla ’
‘ q

-1,-1
Figura 2.13: Finalmente se obtiene que @ = 0, 01 02 0302 0102 (o

A continuacién veremos el teorema de Markov, para esto definimos los movimien-
tos de Markov.

Definicion 2.1.17. Sean a, p € B,, y la inclusién naturali : B;, — By1. Definimos el pri-
mer movimiento de Markov M, como la transformacion a — Ba B! y el segundo movi-
miento de Markov M, como a — i (a)aj—;l. Decimos que dos trenzas son equivalentes si
estdan relacionadas por My o M, en By, denotada por ~ ;.

Notemos que M, ! es nuevamente un movimiento M;.

Teorema 2.1.4 (Markov, ver [29]). Dos trenzas Ty y T tienen clausuras isotépicas en R3
siysélosi Ty ~py To.

Ejemplo 2.1.9. Los movimientos de markov se pueden ver en la Figura|2.14ay|2.14b
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1 n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—1 n

B A \
] ] AN

(a) Circulos de Seifert antes y después del (b) Accion de doblar y estirar.
doblez.

Figura 2.14

Del teorema anterior podemos notar que al clausurar ambas trenzas se obtienen
links equivalentes.

2.1.2. Invariantes

Uno de los problemas importantes en la teoria de nudos es determinar clases de
equivalencias de links.

Definicion 2.1.18. Sea L el conjunto de todos los links. Un invariante es una funcion
fiL—XtalqueL, ~L, = f(Ly) = f(Ly).

Algunas invariantes importantes son el polinomio de Alexander-Conway, Jones,
HOMFLY-PT, Kauffmann. El polinomio de Alexander-Conway es fundamental e hist6-
ricamente es el primer invariante polinomial para nudos orientados en R3. Jones cons-
truy6 al polinomio homoénimo usando la traza de Markov en el dlgebra de Temperley-
Lieb TL,(A).

En esta subseccion se presentard el método de Jones, también conocido como la re-
ceta de Jones. Para esto veamos como se obtiene el polinomio de HOMFLY-PT a partir

del dlgebra de Iwahori-Hecke y la traza de Ocneau.

Definicion 2.1.19. El digebra de Iwahori-Hecke, denotada por H,(u), es el dlgebra ge-

neradada por 1, hy, ..., h,_1 sujeta a las relaciones
1. hihj = hjhi, parali— j| > 1.

2. hihjh,' = hjhihj, parali—j|=1.
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3. hf=u+w-1h;.

Cambiando el conjunto generador podemos obtener una presentacion alternativa

para Hy,(q) con g := u''? y h; := u="?h;, generado por 1, hy, ..., h,_1 con relaciones

Iyl

1. hihj=hjh; parali—j| > 1.

N
U

iilj}_ll' = l_zjl_zil_lj,para |i—j| =1.
3. hi=1+(q—-q Hh;.

Lema 2.1.1 (ver [19]). Todo monomio en H,(u) se escribe como combinacion lineal de

monomios en los cuales aparece a lo mds una vez hy_.

Definicion 2.1.20. Definimos los conjuntos T;’s por induccion como sigue:
= 77 ={1}
s Tig={uh;T;

Asi, tenemos 11 = {1}, T> = {1, 1} y T3 = {1, hy, hoh;}. Un monomio de la forma
my---my € H,(u) con m; € T; sellama monomio normal. Con B,, = {m; --- m,|m; € T;},

es facil ver que | B, | = n!. Ademads, se tiene el siguiente teorema.
Teorema 2.1.5 (ver [21]). El conjunto B, es una base de H,(u).

Teorema 2.1.6 (ver [21]). Sea z un pardmetro. Luego para todo n = 1 existe una funcion
lineal tr,, : H,(u) — C(z,u) llamada traza de Markov, lo que implica que el siguiente

diagrama conmuta
Hn(u) > Hn+1(u)

Iry ITp41
Clz,u)

y se cumple lo siguiente:
1. trp(1)=1.
2. trp(AB) = tr,(BA).
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Ejemplo 2.1.10. Calculemos la traza de h3:

tr(}) = tr(h (1 + (u—u"Yh)
= tr(h) + (u—uNtr(h})
= tr(h) + (u—-uNtrh})
=tr(h)+w—u DtrQ+w—-uh)

—z+(w-uHA+w-uHz)

En la construcciéon del polinomio de HOMFLY-PT [33] podemos usar una funcién
z—(u—u"h

71 B, — Hyp(u) conlarepresentacion dada por 7y (o;) = Lh;,con L = \/nyl = -

Usamos la composicién tromy, es decir By, ZL, H,, (u) 1, C(z, u). Luego el polinomio
de HOMFLY-PT es

Psg(A,u):=(tromp)(a)

1-1 )”_1 Vi exp(a)
=— A (trom)(a)
(ﬁ(u—u‘l) ( )

donde \//_l(lu;—;tu‘l) sirve como “normalizador” para que en el nudo trivial el polinomio

sea l; 1 = &t1=t

-— yexp(a) es la suma de exponentes de & como palabra en los o;.

Ejemplo 2.1.11. Calculemos el polinomio de Jones del nudo trébol. Recordando que T =

0?,luego

P~ (A, u) ( -2 )n_l(( 2 u+)—— |uu-1 | Ejemplo[2.1.10
~Au) = [ —— u —u u(u—1) ,por el Ejemplo[2.1.
o3 VAu-ut) 1-Au P Jemp

= A+ u? - Au?)

2.2. Mddulos y algebras

Definicion 2.2.1. Sea R un anillo con identidad 1r. Un R—médulo izquierdo es un gru-
po abeliano (M, +) dotado del siguiente producto escalar:

RxM—-M

(rm)—r-m
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tal que para todor,s € R y todo m,n € M satisfacen que
1. (r+s)-m=r-m+s-m,
2.r-(m+n)=r-m+r-n,
3. r-(s-m)=(r-s)-m,
4. 1p-m=m.

Paraun R—moédulo derecho la definicién es andloga con M xR — M usando (m, r) —

m-r.
Ejemplo 2.2.1. SeaF un cuerpo, luego un espacio vectorial sobreF es unF—méadulo.

Ejemplo 2.2.2. SeaF[X] el anillo de polinomios sobre un cuerpol, y sea V- un[F—espacio
vectorial. Para cualquier funciona:V — V, V es unF[X]-mddulo a través de

g vi=gl@® =Y La(v)
i

paratodog=Y ;M X' €F[X] yve V, dondea’ = ao---oa es la i—ésima composicion.

Definicion 2.2.2. Sea R un anillo y sea M un R—modulo. Un R—submédulo U de M es
un subgrupo (U, +) que es cerrado bajo la accién de R, es decirr-u e U para todor € R
yueU.

Ejemplo 2.2.3. SiV es un espacio vectorial sobre un cuerpo[F, luego los submodulos son

los subespacios vectoriales.

Definicion 2.2.3. Suponga R un anilloy M, N R—mddulos. La funcién¢: M — N es un

homomorfismo de R—médulos si para todo m, my,my € M yr € R, satisface que
1. ¢p(my + my) = p(my) +p(my).
2. ¢(rm) =r¢p(m).

Un isomorfismo de R—mddulos es un homomorfismo de R—mddulos que también

es biyectivo.

Teorema 2.2.1 (Teoremas del [somorfismo). Sea R un anillo, luego lo siguiente se cum-

ple.
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1. Suponga que ¢ : M — N es un homomorfismo de R—modulos. Luego Ker(¢) es un
R—submédulo de My la imagen Im(¢) es un R—submodulo de N. Mds atin se tiene

el isomorfismo de R—modulos

M/ Ker(¢) = Im().

2. Suponga que U,V son submédulos de un R—médulo M, luego la suma U +V yla
interseccion UNV también son R—submoddulos de M, es mds se tiene el isomorfis-
mo de R—modulos

uiu+v)sWU+Vv)/v.

3. Sea R un R—modulo. Suponga que U < V < M son R—submodulos, luego V /U es
un R—submédulo de M /U Yy se tiene el siomorfismo de R—médulos

M/IO)/I(VIU)=MIV.

Definicion 2.2.4. Sea R un anillo conmutativo y sean E,F R—médulos. Una funcion
bilineal g : E x E — F es una aplicacion tal que para un x € E dado, la aplicacion y —
g(x,y) es R—lineal, y dado y € E, la aplicacion x — g(x,y) es R—lineal. Por otro lado
una R—dlgebra A es un moédulo con una aplicacion bilineal g : E x E — E tal que para
todo ay,ay € Ay para todo r € R tenemos que

(arap)-r=alb-r)=(a-r)b.

Si(aya)as = a)(azas) para todo ay, ay, as € A, decimos que A es una R—dlgebra asocia-
tiva.

Definicion 2.2.5. SeaF un cuerpo y A un F—dlgebra. Un subconjunto B de A se llama

subdlgebra (o F—subdlgebra) de A si se cumple que:
1. B es unF—subespacio de A. Es decir, para cada A, L€ F y by, by € B, Aby + ub, € B.
2. B es cerrado bajo la multiplicacion, osea que para todo by, b, € B, by b, € B.
3. Laidentidad 1, de A pertenecea B.

Definicion 2.2.6. Si A es unF—dlgebra luego un subconjunto I es un ideal izquierdo de

A, por (I,+) subgrupo de (A, +) talque ax € I paratodox € I,a € A. Andlogamente, I < A
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es un ideal derecho de A si (I,+) es subgrupo de (A,+) yxa€ I paratodoxe l,ac A. Un

subconjunto I de A es un ideal bildtero (o ideal) si es un ideal izquierdo y derecho.

Definicion 2.2.7. Sean M unF—dlgebra, X :={x1,...,x,} y f : X — B una funcion. A(X)
es unF—dlgebra libre si existe un tinico homomorfismo de dlgebras ¢ : A(X) — M tal que

f=d¢oi,dondei: X — A(X). Es decir que el siguiente diagrama conmuta:

X Ly AX)

-

A(X) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de palabras en X, y las
relaciones R < A(X) generan un ideal bilatero (R). De esta forma definimos el dlgebra
(X|R) = A(X)/{R)

2.3. Grupos de Coxeter

Definicién 2.3.1. Sea S un conjunto. Una matrizm:Sx S —{1,2,...,00} con m(s,s') :=

(myy), es una matriz de Coxeter si satisface que m(s,s’) = m(s',s) y m(s, s) = 1.
q y

Definicion 2.3.2. Un grafo de Coxeter (o diagrama de Coxeter) es una representacion
grdfica de una matriz de Coxeter m donde el conjunto de nodos es S y sus aristas son pa-
res no ordenados {s, s'} tal que m(s, s') = 3 y los vértices con m(s, s") = 4 estdn etiquetados
por ese numero.

Ejemplo 2.3.1. La matriz de Coxeter tiene su grafo correspondiente:

S4

1 2 3 2 o
21 4 2
34 1 oo S1 s3 4
2 2 oo 1

52

Definicién 2.3.3. Sea S’ ={(s,s") € $*| m(s, s') # oo}. Una matriz de Coxeter m determi-

na un grupo W con la presentacion <S | (ss")ms) =1 para todo (s, s') € S’>.
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Observacion 2.3.1. Como m(s,s) =1, luego =1 para todo s € S, ademads la relacién
(5, 8)MS) =1 es equivalente a:

ss'ss's...=s'ss'ss’...
—_— —
m(s,s’) m(s,s’)

En particular dos nodos distintos s y s' no son adyacentes en el grafo de Coxeter (i.e.

m(s,s") =2), siysélosisys' conmutan.

Ejemplo 2.3.2. El grupo del ejemplo anterior generado por s1, S2, S3 ¥ S4 tiene las siguien-
tes relaciones

2_2_2_2_
31—32—33—34_1

S182 =828
) §18381 = 838183
$184 = 8481

$2838283 = 83828382

8284 = 8482

Definicion 2.3.4. Si un grupo W tiene una presentacién como en la Definicién
luego el par (W, S) se llama sistema de Coxeter. El grupo W es un grupo de Coxetery S es
el conjunto de generadores de Coxeter.

Teorema 2.3.1 (ver [6], pp.2). Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

1. SiGesungrupoy f:S — G es una funcioén tal que
(F& N =1

para todo (s, s') € S' luego hay una tinica extension de f a un homomorfismo de
grupos f: W — G.

2. W=F/N, dondeF es el grupo libre generado por S y N el subgrupo normal gene-
rado por {(ss’)’”(s’sl) |(s,8) € S’}.

Teorema 2.3.2 (ver [6], pp.4). Hay una correspondencia uno a uno entre las matrices de
Coxeter y los sistemas de Coxeter, salvo isomorfismos.
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Definicién 2.3.5. Sea w € W. El largo de w con respecto a S, denotado por l(w), es el
entero mds pequerio g = 0 tal que w es el producto de una sucesion de q elementos de S.
Una expresion reducida de w respecto a S es cualquier sucesion (sy, ..., s;) de elementos

deStalquew=s,---sqyq=1(w).

Mas adelante se definiré el conjunto de reflexiones para el grupo simétrico S,,. Con

este fin ahora introducimos el concepto de reflexion.

Definicion 2.3.6. Una reflexion en un espacio euclideano V es un operador linear s :

V — V que envia un vector no nulo a su negativo respecto a un hiperplano fijo.

De forma mads abstracta, tenemos que (s;)*> = 1 porque aplicar la misma reflexién
dos veces obtenemos la identidad. Como generadores del grupo de Coxeter, s;s; es un
elemento del grupo, tiene un orden m;; que puede incluso ser co. Entonces en cual-
quier grupo de reflexion se satisfacen las condiciones de un grupo de Coxeter, donde
{si}ies es el conjunto de reflexiones que genera dicho grupo. Mds atn, Coxeter en [12]
probé que todo grupo generado por reflexiones discretas tiene una definicién abstrac-

ta de la forma s7 = (sjs;)™/ = 1.



Capitulo 3

Algebras de Hecke y descomposiciones

matriciales

En este capitulo introducimos el dlgebra de Hecke y sus descomposiciones. Para la
descomposicion de Bruhat el lector podra referirse a [3], en grupos BN —par ver [8], en
dlgebra de Hecke ver [13], para dlgebra de Hecke unipotente ver [47] y para dlgebra de
Rook ver [42].

3.1. Descomposicion de Bruhat

En adelante consideramos a F un cuerpo, G = GL,(F) y B como el subgrupo de G
de todas las matrices triangulares superiores invertibles, el cual también es llamado
subgrupo de Borel de G.

Una matriz de permutacion es una matriz cuadrada en {1, 0} que tiene s6lo una en-
trada no nula en cada fila y en cada columna. Por ejemplo, la matriz identidad es una
matriz de permutacion, y de ésta se pueden obtener todas las permutaciones inter-
cambiando filas o columnas. Toda matriz de permutacion es ortogonal, y por esto su
inversa también es una matriz de permutacion, que corresponde a su transpuesta. Asi,

las matrices de permutacién son un subgrupo de G.
Proposiciéon 3.1.1. W = S,,.

Demostracion. Sea V,(F) un espacio vectorial n—dimensional con base estdndar vy, ..., v;.

Si v; multiplica a la izquierda por una matriz M;,«,, se obtiene la i —ésima columna de

20



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE HECKE Y DESCOMPOSICIONES MATRICIALES 21

my;
M-vi=| : |,
Mpi
por lo que m envia v; ala i—ésima columna de m.
Notar que una matriz de permutacién manda v; aun vy, para X ={1,...,n},we W,
definamos ¢(w) : X — X con @(w)(i) — k paral < i,k < ntal que vy = w- v;. Por otro

lado, sea ¢! (w): X — X con ¢~} (w)(k) — i paral<i,j < ntal que v; = w™'- v, pues

w‘lvk = w_lwvi, conw l=w'. [

Definicion 3.1.1. Sean1<1i,j<n,i # j,a € F. Definimos X;j(a) € My(F) como la ma-

triz que tiene entrada « en la posicion (i, j), 1 en la diagonal y 0 en las demds posiciones.

Ejemplo 3.1.1.
1 00
X3(@)=10 1 al|eMs(F).
0 01

Lema 3.1.1. Sean a, € F y consideremos i # j, luego se cumple lo siguiente.
1. detX;;(a) =1.Asi X;j(a) € G.
2. Sia#0,luego X;j(a) e B < i<].
3. Xij(@)Xij(B)=Xijla+P),yXij(@) ™' = X;j(-a).
4. Elconmutador [X;;(@), Xjx(B)] = Xix(ap) sii# j # k.
5. Siwe W, luego wX;j(@)w™" = Xui),w(j(@).
6. Xij(a) mandaej aej+ae;,y fija ey siempre quek # j.

7. Si M = (m;j) € My(F), luego la i—ésima fila de X; j(a) M es la suma de la i—ésima
filade M y a veces la j—ésima fila de M, y para k # i la k—ésima fila de X; j(a) M
es igual a la k—ésima fila de M.

Demostracion. Probaremos sélo los puntos 4, 5 y 7. Animamos al lector a verificar las
demds junto con el libro Alperin y Bell [3], Capitulo 2, Lema 6.
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4. Sabemos que el conmutador [x,y] = xyx~'y~1, por lo que para este caso tene-
mos que

[Xij(@), Xjr(B)] = Xij (@) Xk () Xij (—a) X (= B),

lo que podemos ver en la siguiente multiplicacion matricial para las filas y co-
lumnas i, j, k:

i jk i jk ijk ijk i j ok
i1 a o)1 0 0\t —a O)[1 0 0) i1 0 ap
jilo 1 0llo 1 gllo 1 offo 1 -g[=j]lo 1 o [=xX;@p.
klo o 1/lo o 1/lo o 1)Jlo 0o 1] klo o 1

5. Consideremos las filas y columnas i, j, w(i), w(j):

i [0 0 * *\{1 aa 0 O
i |0 O *[|0 1 0 O
wX,-j(a)wT: ]. w'
w@ |l 0 0 010
w()\0 1 0 0 01
i 0 0 x x}{0 O 1 O
B j 10 0 = 0 0 01
wi@|l a 0 O0]]l* * 0 O
w@\0 1 0 0j/\x = 0 0
i (1 0 0 O
j 101 0 0 X @
= = i Na).
wilo o 1 o THOY
w)\0 0 0 1

7. veamos que se cumple para las filas y columnas i, j.

i j k k

i1 allm; mir+am;
Xij(@)M = ( )( ’k):( ik ]k) ,paral <k < n.
j L)\mjk mjj
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O

Lema 3.1.2. Sea M € G. Hay un producto b de transvecciones triangulares superiores
tal que paral < i < n, bM tiene una k;—ésima fila cuyas entradas en las primeras i — 1
columnas son nulas y tiene un elemento distinto a cero en la i—ésima columna.

Demostracion. Sea M = (m;j) € G, como M 1egG la primera columna de M tiene al
menos un elemento distinto a cero. Luego por el punto 7 del lema anterior podemos
multiplicar a la izquierda por X;j, (@) con i < j; de tal forma que m;; = 0 para i # j;.
Asi tenemos que X; j, (@)M =: M;. Como M;! € G, la columna 2 de M; tiene algun ele-
mento distinto a cero. Multiplicamos a la izquierda por una matriz de la forma X; ;, (a)
con i < jp, tal que Xjj(a) My =: M cumpla que m;, = 0 para i # j; # jo. Continuando

este procedimiento hasta la columna n obtenemos que
Mn = Xl.jn,I (an—l) e Xl]l (al)M)
y multiplicando por M~! por la derecha, obtenemos que

MM =X;j, \(@n-1)-+ X;j, (@) € B.

Teorema 3.1.1. G=BWB.

Demostracion. Sea m € G, usando j; y b € B como en el lema anterior. Sea w € W la
matriz de permutacion cuya j;—ésima columna es e; para 1 < i < n. Luego la i —éisma
fila de wbm esigual ala j;—ésima fila de bm para 1l <i < n, y por tanto wbme B =
mec BWB. O

Lema 3.1.3. Si w;,w; € W yb e B son tales que w,bw; € B, luego w, = wl‘l.

1

Demostracion. Veamos que w, * w; ! = J.Sabemos que w; (i) = j implica quela j—ésima

fila de w; b es igual a la i —ésima fila de b.
Sea k tal que w» (k) =i, lo que implica que la k—ésima columna de w, bw, es igual
ala i—ésima columna de w; b. Sea b = (b;), notar que b;; # 0 para 1l <i < n, porlo que

b;; es el elemento (j, k)—ésimo de w; bw;.

1

Como w; bw; € B, luego j < k. Asi tenemos que w, wl_1 eWtalqueparal<j<n

1

envia e; a ex con j < k < n. Esto implica que w, wl_1 =1 = wy= wl_l. O
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Corolario 1. Si w,w' e Wy w # w', luego BwBn Bw'B = @, y por consecuencia G es la

union disjunta de n! dobles clases BwB para distintos w e W.

Demostracion. Sean w, w' € W tal que BwB N Bw'B # @. Por esto dentro de la inter-
seccion hay elementos que cumplen que BwB = Bw'B, en particular w’ = bwb’, para
algtin b, b’ € B. Luego w~'b~'w' € B, y por el lema anterior w' = w, por lo que tienen

que ser el mismo. O

Asi, se tiene la descomposicion de Bruhat

G= | | BwB. (3.1)
weWw

Implicitamente la unién disjunta implica que

BwB=BwB = w=uw'. (3.2)

3.2. Grupos BN-par

En 1962, Jacques Tits introdujo la nocién de un grupo G con BN—par [43] y afios
después uso esta idea en distintos tipos de grupos [44,7].

Sea G un grupo y B < G. Sabemos que B x B acttia en G por (b,b)-g = bgh'™!,
para b, b’ € B. Sea g € G, denotamos la 6rbita de g por esta accién por C(g) = {(b,b") -
gl(b,b") € Bx B} = BgB y son claramente dobles clases de B en G. El conjunto de
todas las dobles clases es denotado por B\G/B. Notar que dado g, g’ € G se tiene que
C(g)C(g"h = BgBUBg'B es una unién de dobles clases.

Definicion 3.2.1. Un grupo BN—par (o sistema de Tits) es una cuddrupla (G,B, N, S),
donde G es un grupo, B y N son subgrupos de G y S es un subconjunto de N/ (BN N), que
satisfacen lo siguiente:

1. Elconjunto BU N genera G y BN N es un subgrupo normal de N.
2. El conjunto S genera al grupo W = N/(B n N) y consiste en elementos de orden 2.
3. SBwc BwBUBswBparase SyweW.

4. Paratodosc S, sBs¢ B.
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Usualmente W es llamado el grupo de Weyl del sistema de Tits (G, B, N, S).

Lema3.2.1. Seas,,...,sq€Syseaw e W, luego

C(s1,..,89)-Cw) e |J Clsi,...,spw),

(il v"-rip)
donde (iy, ..., ip) es una secuencia estrictamente creciente de enteros en el intervalo (1, q).

Teorema 3.2.1. Si G = BW B, entonces la funcién de W a B\W/B (el conjunto de las
dobles clases de G respecto a B) dada por w — C(w), es una biyeccion.

Proposicién 3.2.1. Sil(sw) <l(w) parase Syw e W, luego sBwn C(w) = @.
Consideremos T := BN N, luego tenemos los siguientes resultados.

Teorema 3.2.2. W = N/T es un grupo de Coxeter, y el par (W, S) es un sistema de Coxeter.

Mds aun, para s € Sy w € W las relaciones C(sw) = C(s) - C(w) y l(sw) > [(w) son

equivalentes.

Corolario 2. Sea ws,..., wgeWyseaw=w- wq.Si
l(w)=lw)+...+l(wg) ,

luego

C(w) = C(wn) -~ Clwyg)

Ejemplo 3.2.1. Sea G = GL,(F), dondeF es un cuerpo arbitrario. Definamos los siguien-
tes subgrupos:

» B:={(a;j) € Gla;j =0sii> j}, el grupo de las matrices triangulares superiores.
» N el grupo de las matrices monomiales.
» T el grupo de las matrices diagonales.

Una matriz monomial M € G cumple que cada fila y cada columna contiene un elemen-
to distinto a cero.

Notar que T = Bn N y que W, el grupo de Weyl es isomorfo a S,,. En efecto, existe un
homomorfismo sobreyectivo ¢ : N — S, dado por (n;j) — 1 sin;; #0, con Ker(p) =T =
BN N, porloque W=NIT=S,,.
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Veamos que G es un grupo BN—par. Los axiomas 1, 2 y 4 se cumplen de manera
directa. Verifiquemos que se cumple el axioma 3, el cual podemos escribirlo de forma
equivalente como s;B < BB'UBs;B', donde B' = wB w! ysj=0,j+1.

Sea G el subgrupo de G que estabiliza el plano generado pore; y e;.. Esto lo pode-
mos ver como las matrices en bloque dentro del siguiente conjunto:

I, 0 0
Gj= 0 A 0 A€ GLy(F)
0 0 In_j_l

porlo que Gj = GL(F) paratodo j=1,...,n—1.

Veamos que GjB = BGj. Como sj € G, luego sjB < BG; y resta probar que
Gjc(Bn Gj)(B' NGj)u(Bn Gj)s]-(B’ N Gj). Sea B, := BN G; el subgrupo de matrices
triangulares superiores invertibles de GL,(F), y B, su subgrupo de matrices triangulares
inferiores. Veamos que

B, siw(j)<w(j+1)
B

B,ﬁGjZ
5 Stw(j)>w(j+1)

Para el primer caso la formula a probar puede escribirse como GLy(F) = B, U BysB, con

0
s = (1 0), lo que es equivalente a la descomposicion de Bruhat para n = 2. Para el

segundo caso, sabemos que GLy(F) = B, U BysBo, luego

B, =sBys
SBZ_ =Bys
B, s=sB>.

y reemplazando en la igualdad de GL;(F) tenemos que

GLy(F) =B2UB2B, s ,yaquesB; =B, s
=sB, UB»B,
=s$B, UB»B,
=BysB, UB,B, .
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Definicion 3.2.2. Asumamos que
I(s1:sm)=m y Il(spsy---s(m))<m+1 ,

dondecada s; € S. Luego el axioma de intercambio consiste en que se cumpla lo siguiente
paraalgun j con0< j<m-—1:

S0S1-Sj=S8182°"§j+1

Teorema 3.2.3. (Matsumoto, ver [30]) Sea W un grupo finito generado por el conjunto
de involuciones S = {s1,..., Sp}, que satisfacen el axioma de intercambio. Para cada par

i # j,seam;j el ordende s;s;j. Luego se cumple lo siguiente:

(sisplii = (sjs)%i, simyj = 2k;j,

(SiSj)kifSi = (SjSi)kiij , Si mjj= Zkij +1,
Sea M un monoide con identidad e y asumiento que {my,..., m,} son elementos de M
que satisfacen las relaciones anteriores. Luego existe una funcion bien definida f : W —

M tal que f(1) = e, f(s;) = m; paral < i < n. Ysis; ---s; es una expresion reducida

arbitrariaen W, luego f(s;, -+ ;) = mj, ---m;,.

El teorema anterior es valido para grupos BN —par arbitrarios, también prueba que
el grupo de Weyl es de Coxeter para grupos BN—par

3.3. Algebrade Hecke # (G, H,y)

Sea G un grupo finito, y F un cuerpo.

Definicion 3.3.1. Sea A un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo F. Sea M un
A-mddulo izquierdo sobreF. La funcion traza pu: A — F definida por u(x) = tr(x,M), la
traza de x € M actuando en M, es llamada caracter de A proporcionado por M.

Si R es un anillo, el anillo de grupo R(G) es el conjunto de sumas formales finitas

{Zagg:age}z}.

geG
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R(G) es una R—dlgebra por la incrustacién R — R(G)

Para un cuerpo F la estructura de médulo de F(G) corresponde a un espacio vec-
torial sobre F. Si p: F(G) — F es el caracter del F(G)-moddulo izquierdo M, luego por
definicion p(a) = tr(a, M) para a € F(G).

Por otro lado, restringiendo a i a los elementos de G, obtenemos la funcién y: G —
[, dada por u(x) = tr(x, M) para x € G. Y como los elementos de G forman una F—base
paraF(G), la funcién traza u : F(G) — F puede ser recuperada de los valores {u(x)|x € G},
por medio de la formula

7

> axx) =D awux)

xeG xeG

con a, € F. Los caracteres obtenidos de [F(G) —maddulos, vistos como funciones F—valuadas

en G son llamados F—caracteres de G.

Definicion 3.3.2. Sea H < G y v unF—caracter proporcionado por FHe, con e € F(H).
El dlgebra de Hecke H (G, H,v) es el subdlgebra eF (G)e deF(G), y la denotamos por H .

El dlgebra de Hecke es un dlgebra semisimple con identidad e. De hecho si F(H)e =
F(H)e' para algtn otro elemento idempotente €/, luego F(G)e = F(G)e'. Por esto el ideal
izquierdo [F(H)e que proporciona . Un elemento idempotente e como en la definicion
anterior puede expresarse de la forma e = }_ ee;, donde e; es laidentidad de M,,, (F).

Ejemplo 3.3.1. Con H < G y v el caracter trivial 1. Luego 1 es proporcionado por el
idempotente ey = ﬁ Y her h deF(H). El dlgebra de Hecke # (G, H, 1) = egF(G)ey y es
isomorfa al dlgebra de funciones f : G — F con multiplicacion definida por el producto
convolucion f-g: G —T con (f-8)(x) = Y ec f(xy)g(y™Y) con x € G. Esta dlgebra de
funciones es constatnte en las (H, H)—dobles clases de G, esto se puede ver por el hecho

que el subdlgebra ey (G)ep corresponde a las funciones constantes en dobles clases.

3.4. Algebra de Iwahori-Hecke # (G, B)

En esta seccién consideraremos a G como un grupo finito con BN—par, W el grupo
de Weyl de Gy S el conjunto de generadores de W. Por otro lado sabemos que G tiene
una descomposicion de Bruhat respecto a un subgrupo de Borel B.

Denotamos el dlgebra de Hecke por #,(u) := # (G, B,1p). Considerando a S :=
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{s1,...,sp} y (W, S) como un sistema de Coxeter, W tiene la siguiente presentacion:
W =(s1,...,8nl(s;s;)™ =1paratodo1<i,j<n) ,

donde {m; ;} son enteros positivos tales que m;; =1y m;j = mj; paratodo 1 < i, j < n.
Esto implica que para hallar representaciones T: W — GL(V) con V espacio vectorial,
basta con encontrar elementos {T;},<i<n € GL(V) que satisfacen las relaciones de W:
Tl.2 =1,(T;Tj)™J = 1paral < i, j < n. Esto permitird que una funcién con s; — T; para
1 <i < n pueda extenderse a una representacion T'.

El algebra de Iwahori-Hecke # (G,B) = # (G, B,1p) es un subdlgebra semisimple
del dlgebra de grupos complejos C(G) definido por eC(G)e, donde e = ﬁZbe gb es
idempotente en C(B), tal que el ideal izquierdo C(G)e provee la representacion de la
permutacion (13)°. Para analizar la estructura de % (G, B) examinamos su base, la que

consiste en elementos 1

=— X
|B|x€D

con D € B\G/B. Como hay una biyeccion w — BwB de W a las dobles clases B\G/B,

ap

denotamos la base {a;,} ew.
Definicién 3.4.1. Elindiceindw :=|B: BwBnNnB|conwe N/T.

Los parametros de indice de G son los nimeros ¢; = inds; para 1 <i < n, donde
S ={s1,...,5n} es el conjunto generador de W.

Sea [(w) la funcién largo del grupo de Coxeter W. Luego tenemos el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.4.1 (Iwahori). La multiplicacion de la base de elementos
{dw = ﬁ Y ccBwB X, WE W} de H (G, B) satisface que

A,y = s, SLL(S;W) > [(w)

as,ay = qias;p +(q; —Day sil(siw) < l(w)

paratodos;e SyweW.

Demostracion. La multiplicaciéon en A (G, B) es de la forma

a,a, = Z Huyw@yw parau,vew
weW
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donde pyyy = |7£||BMB N w(BvB)|.
Sil(s;w) > l(w), luego s;Bw < Bs;wB, por lo que el producto ag, a,, es provisto por
las dobles clases Bs; wB.

Luego tenemos que ag; a,, = pds,;,», donde
1 -1
,u:EIBs,-Bms,-wa B

1
= E|siBs,-B NnwBw 'B].

Demostraremos que pu = 1. Como s;Bs; c BUBs;By B< wB w~!B, debemos probar
que Bs;BNnwBw 1B = @ si I(s;w) > I(w). Asumamos que esto es falso, luego sea w =
Sjy - Sj(p) para Sj) € Sy 1 < k < p un producto de involuciones de S. Por el uso
reiterado del axioma 3. de la deifnicién de grupo BN—par, obtenemos que

/
wBw' < UBLUSj(ql) .. Sj(qt)B,
donde la unién es tomada de las subsucesiones del intervalo [1, p]

l=sgi<g2<...<qgr=p.

Con esto, y definiendo a y como el producto de algunos factores de w~! obtenemos la
igualdad
Bs;B=BwyB,

lo que implica que /(y) < [(w). Por la descomposicion de Bruhat tenemos que

Si=wy y wls; = V.
Luego si l(w) = p, sjq) - $j(p) €s un producto reducido, luego lw™ls;) =I(siw) < p,lo
que contradice lo que habiamos asumido, por lo que u = 1.
Luego
ai =qia1 +(q;—1)as;, paratodos; €S

Como (Bs;B)(Bs;B) < BuU Bs;B, obtenemos que a?l, = aay + Pas, para a, € C, donde
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a satisface que

1
a= ﬁ|le-B N Bs;B|=1inds; = g;.

No es dificil ver que ind : # (G, B) — C es un homomorfismo de dlgebras, y aplicando
)2

ind ala férmula para (as,)“, ademas con a = g; y inda; = 1, obtenemos que

q: = qi + Bqi.

Esto implica que = g; — 1.

Luego
2
as; Ay = a5, ay = qiay +(gi — 1 as;ay = qias;w+ (gi — 1 ay.

O

Corolario 3. Eldlgebra de Hecke #{ (G, B) es generada por elementos {1 = ay, as,, ..., as,}

con S ={sy,..., sy}. Estos generadores satisfacen la siguiente relacion cuadrdtica
a?l_ =qil+(qi—1Das;, ,paral<i=<n,
y las relaciones

. ko .
(as,-asj) V= (a5jas,-) Yoost mij:-Zkij;

ki ki .
(as;as))"" as; = (as;as) " as;  sim;j=2kij+1,

dondem;j eselordendes;sje W.
Corolario 4. Sis; es conjugado de sj en W, luego q; = q;.

Teorema 3.4.2 (Iwahori [18], Matsumoto [30]). Los generadores y relaciones del Corola-
rio[3 definen la presentacion del dlgebra de Iwahori-Hecke # (G, B).

Demostracion. Si A es una C—algebra asociativa que contiene elementos {ay, ..., a,}
que satisfacen las relaciones del Corolario |3} luego existe un homomorfismo de élge-
bras f : # (G,B) — A con f(as;) = a;, para 1 < i < n. Por el Teoremaexiste una
funcién f': W — A dada por f'(s;) = a; para1 <i < n, y tal que

f(siq) -+ Siom) = @iy -+ Aigmy
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para todo producto reducido s;() - - - S;(m) de elementos de S. Como los elementos {a,,} yew
forman una base para %/, existe una funcion lineal f: # — A tal que f(ay) = f'(w),

para w € W. Luego es suficiente probar que

f(asi; ay) = f(asi)f(aw) (3.3)

para todo s; € Sy w € W. Asumamos que [(s;w) > [(w). Luego una expresion reducida
para s; w la obtenemos de una expresion reducida para w multiplicando a la izquierda
por s;, y la ecuacién[3.3]es consecuencia de la definicién de f, ya que a; a, = as,, por
el teorema de Iwahori[3.4.1] Luego asumamos que I(s;w) < [(w), y sea w' = s; w. Luego

I(s;w") > I[(w"), y por la primera parte de la prueba, tenemos que

flayw) = flas;ay) = f(as,) f(ay),

ya que as, a,, = a,, por|3.4.1} Por hipétesis, los elementos f(as;) también satisfacen las
relaciones cuadréticas en[3] donde

flas) flaw) = flas)*f(aw) (3.4)
= qi f(ayw) +(q; = 1) f(as) f (@) (3.5)
=q,f(as,w)+(qi—1) f(ay) (3.6)

por la primera parte de la prueba nuevamente, ya que I(s;w') > [(w') y w’ = s;w. Por
otro lado

as;ay = q;as;w+ (q; —ay

por Obtenemos|3.3} en este caso por aplicar f ala tltima relacién y comparando
con la férmula anterior. O

Considerando G, B, N'y T como en el Ejemplo[3.2.1]y W el grupo de Weyl, obtene-
mos el dlgebra de Iwahori-Hecke (de tipo A) denotada por H,(u), es el dlgebra genera-

da por {1, hy,..., hy—1} con relaciones
1. hihj:hjhiparali—j|>l.
2. hihjh,-:hjhihjparali—jl:1.

3. k¥ =u+u-1h;.
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3.5. Algebra de Yokonuma-Hecke Y, ,,(u)

En esta seccion introduciremos el dlgebra de Yokonuma Hecke Y, ,, (1) y sus princi-
pales caracteristicas. Esta édlgebra fue introducida por Yokonuma en 1967 en el contex-
to de grupos de Chevalley como una generalizacion del dlgebra de Iwahori-Hecke [47].
El algebra Y, ,(u) es el dlgebra de endomorfismos para la representaciéon de permu-
tacion de G := GL,(F,) respecto a un subgrupo unipotente maximal U, por esto otra
forma de denotar el dlgebra es # (G, U).

Teorema3.5.1. G= | | UnU,ysin#n' luegoUnU # Un'U.

nezgxsn
Demostracion. Consideremos la descomposicion de Bruhat G = BW B. Sabemos que
B=UT=TUyTWT=WT =12} XSy, asi tenemos que

G= | | BwB
weWw

|| UTwTU
weWw

|| unU
neTWT

|| unu.

nezgxsn

Supongamos que n,n’' € Z1 x S, y n' € U(Z!} x S,)U. Luego n’ puede obtenerse
desde n por una secuencia finita de operaciones elementales fila cuya adicion sea de
abajo hacia arriba y cuya adicién de columnas sea de izquierda a derecha. Por esto si la
primera columna de 7 es nula, lo mismo ocurrird para r'. Si la primera columna de n
contiene un 1 en la posicion (ji, 1) luego n'j1 , #0, por lo que n' tiene la misma primera
columna que n. De manera similar esto servird para las columnas 2,..., n. O

Definicion 3.5.1. Paraa € F,_; definimos la matriz h;(a) := I+(a—1)E; ; paral <i < n,
donde E; ; es la matriz en {0,1} que es 1 en la entrada (i,i) y 0 en las demds entradas. Y
definimos h; j(a) := hi(@hj((-1)92a™Y), parai# je{l,...,n}.

Ejemplo 3.5.1. Para n = q = 3 tenemos la multiplicacién matricial

a 0 0}/(1 0 a 0
his=h(@h(-a)=|0 1 of|lo -a! =0 -a!
00 1/lo o 0 0
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Definicion 3.5.2. Definimos el conjunto de reflexiones en S, como

1

T:={wsiw '|1<i<n-1,weS,}. Para elementost = ws;w™ ' €1 en S, definimos

Xp:={whiin@w™ | aeFg1}.

Ejemplo 3.5.2. Para q =4, debido a que s, = Is,1 (con I =identidad), tenemos que

a 0 0
Xy;=4]10 a! of|aeFs
0 0 1

Los elementos de la base de Y, ,(u) son de la forma

1

1
Hy=— Z xy Hi=— Z X,
|U| xeUwU |U| xeUtU

para s€ S, y f en el conjunto T de las matrices diagonales sobre [ .

Teorema 3.5.2. Los elementos de la base de Y, ,(u) satisfacen las siguientes propieda-
des.

H,.. st l(ws;) > 1(w)
1. HyHg, =4 " '

qHWSi+Zt€XSi ySil(ws;) < l(w).

2. HyH, = Hy;.
3. H,Hy=H,p.
4. Hy,Hy = Htsi Hs,, dondet = (11,...,t,) ¥ L5, = (L5;01), -+ +» bs;(m)) -
Proposicion 3.5.1. Y, ,(u) estd generada por los elementos H; y H; paras€ S, yte T.

Posteriormente Juyumaya probé en [24] que Yy ,(u) tiene la siguiente presenta-
cion.

Teorema 3.5.3. El dlgebra de Yokonuma-Hecke Y, ,(u) es el dlgebra generada por
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81,---,8n-1,t,..., tn con las relaciones

1) 8igj =88 »parali—jl>1

2) 8i8i+18i = 8i+18i8i+1

3) t?=1

4) Liti=1tjt;

(5) 1i8j=8jls;) > dondesj=(j,j+1)

(6) gi=1-(u-1e;(1-g) ,dondee;= il 1]
r=0

Lasrelaciones (1), (2), (4) y (5) definen relaciones para grupos de trenzas framizadas
clasicas F,, := Z" x By, donde los ¢; pueden interpretarse como ‘framizados elementa-
les’, y la relacion (3) indica que la framizacion de cada hebra se considera médulo d.
Por esto el dlgebra Y, , (1) nace como un cociente del dlgebra del grupo de trenzas
framizadas sobre la relacion (3) y la relacion cuadrética (6) [22].

También podemos notar que las relaciones (1),...,(6) definen relaciones en el grupo
de trenzas framizadas modulares F ,, := ZZ X By, por lo que el dlgebra Y, , (u) también
puede verse como cociente del dlgebra de grupos de trenzas framizadas modulares
sobre la relacion cuadréatica (6).

Como se mencion6 anteriormente, el adlgebra Yy ,(u) generaliza al dlgebra #,(u),
yaque Y7 ,(u) = H,(u). Por otro lado, si u =1, tenemos que Yy ,(u) =C (ZZ X Sn).

3.6. Algebra de Rook # (M, B)

En esta seccion consideraremos el caso en que W = §,,. Para w € W, una inversion
es un par (w;, wj) que satisfacen i < j y w; > wj. Sea n(w) el nimero de inversiones
de w y sea g una indeterminada. Rodrigues hall6 en [41] que para distintos n(w) se
cumple que

n—-1

Y g =TT (1+q+-+q). 3.7)

weW i=1
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Si w e W, sea l(w) el largo de w, el menor entero [ tal que w puede ser escrito como

una palabra de largo [ en los elementos de S. Luego para todo w e W
l(w) = n(w), (3.8)

lo que permite reemplazar n(w) por [(w) en[3.7} Consideremos g como la potencia
de un primo. La ecuaci()n puede interpretarse en términos del grupo G = GL,(Fy).
Podemos ver que el orden de G es el conteo de cada posible columna de una matriz,
por lo que la primera columna puede tomar cualquier combinacion de valores en [
menos la columna nula, la segunda columna puede tomar cualquier valor en F; menos
los multiplos de la primera columna, y se usa el mismo criterio para el resto de las

columnas. Entonces

IGI=(q"-1)(q"-4q)(q"-a°)+(qa"-q"")

n-1 .

=(g-1)"g"" V2] (1+q+---+q’) (3.9)
i=1
wew

donde en la altima linea usamos y que [(w) = n(w).

Ahora consideremos matrices singulares. Sea M = M (F,) el monoide de matrices
n x n sobre F,. Sea My < M el conjunto de matrices de rango k. El grupo G x G actia
transitivamente en Mj usando la multiplicacién por izquierda y por derecha. Pode-
mos calcular el orden del estabilizador del idempotente e; =diag(1,...,1,0,...,0) € Mj
usando la férmula[3.9)para |G| y hallar

2
IMk|=(q—1)’“q’“““‘”’2[Z] k]! (3.11)
donde
k=1 : n [n]!
- et gl S i L
(k]! i:l—[1(1+q+ +q) y [k] i <l (3.12)

son g—factoriales y g—binomiales. Como [3.11]es lo mismo que[3.9si k = n, se puede
hallar un andlogo de si k < n.Laidea es hallar una funcién largo o — /(o) en algiin
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objeto algebraico finito tal que[3.11|podamos escribirlo como
|Mil = (g —1kgFE=D2y gl@ (3.13)

La descomposicion de Bruhat ayuda a entender

Sea R < M el conjunto de todas las matrices o tal que

1. las entradas de o estan en {0, 1}.

2. o tiene alo sumo una entrada distinta a cero en cada fila y columna.

Notemos que

RI=Y (Z)Zk! (3.14)
k=0

es el nimero de maneras de ordenar k torres que no se atacan en un tablero de ajedrez
de n x n. El coeficiente binomial entrega la cantidad de maneras de escoger las filas
y columnas que contengan las torres, y k! es el nimero de maneras de posicionar k
torres que no se atacan en un tablero de k x k. Si dividimos la parte derecha de
por (g — 1)* y fijamos g = 1, obtendremos la parte derecha de Esto sugiere que
la suma en la férmula debe ser tomada sobre el conjunto R ; de elementos de
rango k en R . Notar que X es un monoide, y como los elementos de ® tienen una
correspondencia biyectiva con la ubicacion de las torres en un tablero de ajedrez, se le
conoce como el monoide de las torres (monoide de Rook, en adelante). Por ejemplo

I8

El monoide de Rook juega el mismo rol para M que el grupo simétrico para G. Es un
ejemplo de monoide de Renner, que serd definido mas adelante, asi como el grupo si-
métrico es un ejemplo de grupo de Weyl. X también ha sido estudiado bajo el nombre
de semigrupo inverso simétrico en [11} 31].

Bruhat en [9] demostré que un grupo G de Lie semisimple tiene una descomposi-
cién en dobles clases como en[3.1} donde B es un subgrupo soluble maximal de Gy W
es el grupo de Weyl de G. Chevalley en [10] defini6 para cada dlgebra de Lie semisimple
complejay cuerpo F un grupo lineal G sobre F. Los grupos de Chevalley tienen una des-

composicion en dobles clases de forma andloga a la descomposiciéon de Bruhat. Esto
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permitié demostrar que

IGI=1B| ) q"™ (3.15)
wew

si G = GL,(F,), donde B es un subgrupo de Borel, W es el grupo de Weyl y n(w) es
el nimero de raices positivas del dlgebra de Lie, que se llevan a raices negativas por
w € W.En 1964 Iwahori en [18] prob6 que n(w) = l(w) en este contexto, donde /(w) es
el largo de w visto como palabra en el conjunto generador de Coxeter S de reflexiones
correspondiente a raices simples. Entonces n(w) puede ser reemplazado por [(w) en
la formula de Chevalley. Si G = PSL,(F,) luego W es el grupo simétrico, el n(w) de
Chevalley es el nimero de inversiones de w y |B| = (g —1)"q""""/2, Por esto[3.15/es en

esencia[3.10l
En el contexto de grupos con (B.N)—par, una equivalencia del axioma3|de la defi-

nicién es
BsB-BwB< BwBUBswB paratodoseSyweW, (3.16)

con W el grupo de Weyl de Gy S el conjunto de generadores de involucién para W. Sea
I(w) ellargo de la palabra w en el conjunto generador S. Luego (W, S) es un sistema de
Coxetery puede escribirse como

BswB sil(sw)>1l(w)
BsB-BwB = (3.17)
BswBUBwB sil(sw) < l(w).

En [16] Grigor’ev consider6 un anédlogo a la descomposicion de Bruhat para ciertos
submonoides M de M, (F), éstos son determinados por grupos G en su representacion
natural sobre un cuerpo F. En particular si G es el grupo lineal especial SL,(F), luego
su monoide M es M, (F). Pero su trabajo no lo llev6 al monoide de Rook & .

Renner en 1986 [40] encontré la configuracién general para en la teoria de
monoides algebraicos reductivos. La teoria de monoides algebraicos sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado [ se podria decir que es la combinacién del trabajo de Ren-
ner y Putcha [36]. Waterhouse en 1982 [45] mostré que todo grupo algebraicamente
conexo G con un homomorfismo no trivial en el grupo multiplicativo F* ocurre como
el grupo de unidades de un monoide algebraico M cuyas propiedades incluyen a G.

Un monoide algebraico M es reductivo si su grupo G de unidades es un grupo alge-
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braico reductivo conexo. Por ejemplo M = M, (F) es un monoide algebraico reductivo
con grupo unidad G = GL,(F). Renner en 1985 [39] clasifico los monoides algebraicos
reductivos. Las implicaciones de su trabajo para combinatoria algebraica no han sido
tan exploradas.

Renner en 1986 [40] desarroll6 el concepto de 'Descomposicién de Bruhat’ en un
monoide algebraicamente reductivo M con grupo de unidades G. Sea T un toro ma-
ximal de G y sea B o T el subgrupo de Borel de G. Sea R la clausura de Zariski del
normalizador Ng(T) en M ysea ® = R/T el monoide de 6rbitas, el cual estd bien defi-
nido, yaque o T = To paratodo o € . Elmonoide de Renner X_es finito y tiene grupo
de Weyl W de G como su grupo de unidades. La descomposicién de Bruhat de Renner
para M permite afirmar el andlogo de[3.1]y[3.2]pero usando el monoide de Rook como
argumento de las dobles clases. . juega el mismo rol para M que el grupo de Weyl
para G. Renner también mostré que M admite un ‘sistema de Tits’ en el sentido que se
cumple que

BsB-BoB< BscBUBoB paratodoseSyoceR, (3.18)

donde S es el conjunto de generadores de Coxeter para el grupo de Weyl W del grupo
algebraico G. Putcha en 1989 [37] estudi6 el andlogo a la descomposicion de Bruhat
de Renner en un sentido més axiomatico; la configuracion es un monoide en el cual el
grupo de unidades admite un sistema de Tits.

Solomon propuso que si se puede hallar una funcién o — [I(o) en R, luego
puede ser tan precisa como[3.17)y se puede seguir mas all4, por ejemplo en la direccién
de Renner defini6 la funcion largo en [40] pero no satisface la condicion al
reemplazar w € W con o € R y no satisface[3.13con la suma sobre o € % . Si podemos
interpretar /(o) en términos del sistema de raices subyacente probando un andlogo de
la férmula /(w) = n(w) luego podemos re-examinar para cualquier cuerpo [, varios
aspectos combinatorios y/o de teoria de representaciones de G, los que envuelven la
funcion n(w) y ver qué resultados hay si G es reemplazado por M.

En adelante consideramos G = GL,(F4) y M = M (F,). El objetivo de esta seccion es
describir # (M, B) en el caso M = M, (F ;). El dlgebra # (G, B) fue estudiado por Iwahori
en [18] para el caso que G es un grupo de Chevalley finito y B un subgrupo de Borel. Se
definird la funcién largo /(o) y se le dard una férmula en el sistema de raices, anédloga-

mente a [(w) = n(w).
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3.6.1. Sistema de Tits en M,,(F)

Sea [F un cuerpo. Sea G = GL,(F). Sea T < G el grupo de matrices diagonales. Sea
U c G el grupo de matrices unitriangulares superiores y sea B = TU el grupo de ma-
trices triangulares superiores. Sea M = M, (F). Como M es un monoide reductivo, a
partir de los resultados de Renner [40], en el caso en que [ es algebraicamente cerrado,
M tiene una descomposicién de Bruhat en que ® juega el mismo rol que el grupo de
Weyl W para G. En el caso que M = M, (F), esta descomposiciéon puede hacerse sobre
cualquier cuerpo F.

Solomon da una férmula para la multiplicacién de conjuntos Bo B en términos de

la funcién largo /(o) introducida anteriormente.

Proposicion3.6.1. M= | | BoBysio,o' € R luego BoB=Bo'B < o =0,
oeTR

Demostracion. Sea x;j(t)=I+tE;jparal <i# j<n.Sia€ M,luego a— x;;(t)asuma
t—veces la fila j alafila i, y a — ax;;(f) suma t—veces la columna i a la columna j.
Consideremos i < j para que x;; () € U < B. Es decir que la suma de filas s6lo se puede
hacer de abajo hacia arriba y la adicién de columnas de izquierda a derecha. Si todas
las entradas en la primera columna son ceros, entonces se continia con la siguiente
columna. Si la primera columna tiene una entrada que no sea nula, sea j; el mayor
entero tal que a;,1 # 0. Pivoteamos el elemento a; 1 y concluimos que existe u;, up €
U < B tal que @’ = ujau, sélo tiene ceros en la primera columna y en la j;—ésima
fila excepto en la posicién a}l ;- Si se multiplica por un elemento en T se puede hacer
esta entrada igual a 1. Ahora en la segunda columna, si s6lo tiene entradas nulas se
pasa a la siguiente columna. Sino, sea j, el mayor entero tal que a}zz # 0. Notar que
j2 # j1. Pivoteando en la entrada (j,2) de a’ se concluye que existen u}, u, € B tales
que u; a'u; tiene ceros en las filas ji, jo y en las primeras dos columnas, excepto por las
entradas en (j,1) y (j2,2), los cuales pueden ser 1 multiplicando por un elemento en
T. Continuando con este procedimiento llegamos a un elemento en X ;. La prueba de
unicidad es similar. Supongamos que 0,0’ € R  y 0’ € BoB. Luego ¢’ puede obtenerse
desde o por una secuencia finita de operaciones elementales fila cuya adicion sea de
abajo hacia arriba y cuya adiciéon de columnas sea de izquierda a derecha. Por esto si la
primera columna de ¢ es nula, lo mismo ocurrird para ¢’. Si la primera columna de o
contiene un 1 en la posicion (j;,1) luego Uljl | #0, porlo que o' tiene la misma primera

columna que o. De manera similar esto servird para las columnas 2, ..., n. O
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Solomon en [42] hall6 una funcién largo que le permiti6 hallar relaciones desde
los generadores del dlgebra de Iwahori-Hecke. Consideremos el elemento nilpotente

v=Ep+...+ Ept1,n € R, donde E; ; es la matriz en {0, 1} que sélo tiene una entrada

no nula en la posicién (i, j). Sea T = ﬁ Y. x. Luego H (M, B) tiene las siguientes
X€EBsB
relaciones:
qTs sil(so) =1(0)
IsTo =1 Ty sil(so)=1(0)+1

T +(q—1)Ts sil(so)=1(0) -1

qTs sil(os) =1(0)
T5Ts =1 Ty sil(os)=10)+1

GTss+(q—1)T, sillos)=I(o)—1

TyTg' — ql(U)—l(UU) Tyo'
TUTU — ql(O')—l(O'l)) To’y

paratodoo e R yseS.

Posteriormente Halverston en [17] hall6 la presentacion de un dlgebra que genera-
liza a la trabajada por Solomon. Consideremos la matriz P; = E; 1,41 +... + E, , para
1 <i < n-1.En el contexto del trabajo de Solomon, tenemos que P; = Tp,. Luego te-
nemos el siguiente teorema.

Teorema 3.6.1 (Halverson, ver [17]). Sea q € C*. El dlgebra de monoide q—Rook, deno-

tada por R ,,(q), estd dada por los generadores P, ...,P, y T, ..., Ts, ,, con las siguientes
relaciones:

T:=(q-—q ") T +1 l<i<n-1,

T Ts; Ts; = Ty, Ts; Ty lsi=n-2,

T, Ty, = Ts; T, li—jl>1,

P?=p; l<is<n,

Pin:PjPi ISi,jSI’l,

PiTs; =T, P; l<i<j=n,

P;iTs; = Ts;Pi = qP; l<j<i<n,

Pin=qP;T;'Pi=q(PiTs,Pi—-(q—q ')P;)) 1<i<n-1.

i



Capitulo 4

Descomposicion M = UTR U

En [42] Solomon estudi6 el dlgebra # (M, B) para el caso en que B es un subgru-
po de Borel de G = GL,(F,), conocida como el dlgebra de Rook. En este contexto la
descomposicion de M en dobles clases de B es primordial. Sabemos que esta descom-
posicion, en este caso, estd parametrizada por el monoide de Rook. El objetivo de este
capitulo es estudiar el dlgebra andloga # (M, U), donde U es el subgrupo unipotente
de G. Particularmente, damos un monoide que parametriza la descomposicién de M
en dobles clases de U, el cual es el resultado principal de este trabajo.

La razon principal para estudiar esta nueva dlgebra, es su potencial uso en la cons-
truccion de invariantes polinomiales de objetos anudados, esto teniendo en cuenta
la utilidad del élgebra de Iwahori-Hecke (4 (G, B)) y el dlgebra de Yokonuma-Hecke
(H (G, U)) en este contexto.

Proposicion 4.0.1. R T=TR T =TR.

Veamos que R T =TR T =TR:
Sea Ni = R T el monoide de las matrices monomiales truncadas de n x n'y de rango
k, y las entradas de la matriz monomial son cero 6 un elemento de . Esto es anélogo
a N = WT pero con la diferencia que pueden haber filas y columnas iguales a cero.
Como TNy = TR T es la multiplicacién de una matriz diagonal por una matriz mo-
nomial truncada, el resultado seguira siendo una matriz monomial con entradas cero
6 un elemento de [, por cada fila y columna, pues los elementos de la diagonal de T
pertenecen a [,. Por esta misma razén un elemento de Ni esta en T Ni, ya que cual-
quier elemento n € F, de la matriz se puede descomponer como n;n, con 1y, n; € g

6nx0.

42
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Para ver que R T = TR j basta notar que por el lado izquierdo se tiene una matriz
monomial truncada al igual que el lado derecho. ® ;T ya se sabe que son las matrices
monomiales 7 x n truncadas de rango k'y tiene elementos de [, 0 cero, y esto equivale

a multiplicar por una matriz diagonal por la izquierda o por la derecha.

Ejemplo 4.0.1. Consideremos las siguientes matrices

0010 a 0 0 0 e 0 0 O
0 00O 0 b 0O 0 f 0O
r= €ER4, L= , V= €T, (4.1)
0 0 01 0 0 ¢ O 0 0 g oO
0 00O 0 00 d 0 00 h
luego

00 c O 0 0 ao 0 0 ag O
0 00O 00 0O 00 0

rt= ,tr = ,trv= € Ny.
0 00 d 0 0 0 ¢ 00 ch
0 00O 00 0O 00 0

n
Definicion 4.0.1. De forma mds general, denotamos R N\ = U Nk.
k=1

Teorema4.0.1. M= | | UoUysio,o' € RN luegoUoU =Uo'U < o=0".
OERN

Demostracion. Para (i,j)e{(i,j)enxn|l1<i#j<n}tytel, Seax;;(t)=1+1tE;;.Si
a=(a;;) € M, luego a— ax;;(t) ahade ¢ veceslafila jalaiya— x;;(t)a afade t veces
la columna i ala j. Fijamos i < j para que x;;(f) pertenezca a U. Entonces la suma de
filas (columnas) es de abajo (izquierda) hacia arriba (derecha).

Usemos el siguiente proceso iterativo para cada columna. Si a;; =0paral <i<n,

pasar a la siguiente columna. Sino, sea j; el mayor entero tal que a;; # 0, se pivotea
1)
a,;

ij ) cumple que

aj;1 para concluir que existe uy, uz € U B tal que aVl = wau, = (

1y
1

lo que se tiene una matriz como la siguiente (se indica la numeracion de las filas a la

ag :Oparalsi;éjlsnyag)k:Oparalsk;élsn <= 1< k < nen este caso, por
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izquierda de la matriz):

1 0 = *
jl—l 0 *
aV = J1 a;.?l 0 - O0|=uauy.
Ji+ll 0 % o %
n 0 *  eee %k

1 ; ; —
Notar que a;, € F4. Este proceso se repite para la segunda columna. Si a;, = 0 para
1 < i < n, pasar a la siguiente columna, sino escoger aj,» tal que j» es el mayor entero
tal que satisface aj,» # 0y pivotear dicho elemento. Se concluye que existe ugl), uél) eU
@ _,o0_ 0,00 _|,2 2
talque a” =u;"aVu, = (al.j 2

to para las demds columnas, se tendra que a'’? = (ag?)) conaj;€lF,;paral <i<n.

) cumple que a:, € F,. Continuando el procedimien-

Notemos que a'™” € R A(.

Supongamos que 0,0’ € RN,y ¢’ € UoU. Luego ¢’ puede ser obtenido por una
secuencia de operaciones elementales fila (de abajo hacia arriba) y operaciones ele-
mentales columna (de izquierda a derecha). Por esto si o;; =0 para 1 < i < k también
o', = 0. Sila primera columna tiene un elemento (no nulo) en F, en la posicién (j;1),
luego ¢’ tendré el mismo elemento en la primera en (j;1). Entonces ¢’ tendra la mis-
ma primera columna que ¢. De manera similar las columnas {2,...,k} de o y ¢’ son

iguales. B

Lo siguiente es hallar el largo de la descomposicién. Para esto Solomon demostré

el largo en [42] ec. (1.16), utilizando

k-1

=]+ q+-+q) ,y |

[n]!

Tkl =k

El hallazgo de Solomon implica la siguiente conjetura sobre el largo de la descomposi-

cién.

Conjetura 1. Considerando a R el monoide de Rook de dimension nxn. Seal la funcion
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largoen Ry sea q una indeterminada. Sea k tal que0 < k < n, luego

ni12
3 g
OER i

Podemos diagramatizar de la siguiente manera a ® A:

Definicion 4.0.2. Sea n € R N\ de rango k. Un diagrama de Rook unipotente es un grafo
de dos filas y k vértices, tal que el vértice de arriba i estd conectado con el de abajo j siy
solosin;j #0.

Ejemplo 4.0.2. Sear € R yte T como en[4.1} luego su diagrama de Rook unipotente es

00cO °
0 00 O
000 d|l
00 0O
Consideremos la multiplicacién de matrices en ® A
0 0 0 0 0}(0O e O O O 0 0 0 0O
0 00 a 0O O 0 0O 0 0 af 0 O
b 0 0 0 0|0 00O O 0]=|0 be 0 0 0], 4.2)
0 c 00 O|I|O O Ff 00O 0 0 00
0 0d o O0J\O OO0 g o 0 O 00

luego la multiplicacion tiene la siguiente presentacion diagramatica:

Podemos hallar el diagrama de la matriz nula y de la matriz identidad en ® para
n=k:
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1 2 E—1 k 1 2 k-1 k
o o o o
e o o o
1 2 k-1 k 1 2 k-1 k

donde en el diagrama de la matriz identidad se omite la escritura de la unidad en F.

Como trabajo futuro, se debera definir el largo en ® A, lo que permitird hallar re-
laciones de forma anéloga al trabajo de Solomon en [42] y se espera que éstas sean
generalizadas.

También se espera que el dlgebra tenga aplicaciones a la construcciéon de invarian-
tes de objetos anudados. Bigelow en [4] recuperd el polinomio de Alexander desde el
dlgebra de Rook planar, una subdlgebra del dlgebra de Rook estudiada por Solomon.
Por esto conjeturamos que una vez construido el dlgebra de Rook unipotente, también

podra construirse un invariante polinomial que generaliza al polinomio de Alexander.
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