Capitulo 5

Polinomios

5.1 Nociones Basicas

Definicién 5.1.1 Sea K igual a Z,Q, R, C.
Un polinomio en la variable x con coeficientes en K es una expresion de la forma

p(T) = anx™ + ap_12" "t + - - 4 ayx + ag,

donde a; con 7 desde 0 hasta n son los coeficientes del polinomio y n es un nimero natural
Ademas si a, # 0, se dice que n es el grado del polinomio, solamente esta definido el
grado cuando el polinomio es distinto de 0. O

Notacién: Un polinomio lo denotamos por

n

p(:L‘) = anxn + anflxnil +---t+a1x+a V p(aj‘) = Z aia:i
1=0

El grado del polinomio p(zx) lo denotamos por

gr(p(x)) = n = deg(p(r)),

cuando a,, # 0.
El conjunto de todos los polinomios con coeficiente en K lo denotamos por K|x]

Ejemplo 5.1.2 Los siguientes son algunos ejemplos de polinomios
a p(z) = 52% — V213 4+ 202 — 4 € R]z].
b g(z) = (2 —i)z* — (4 + v/3i) € Cla].
¢ r(z) =32° — 8z* + 7a® — 4 € Z[x].

O
Ejemplo 5.1.3 Los siguientes son algunos ejemplos de los grados del polinomio
correspondiente

a p(z) = 52% — V223 + 200 — 4 € R[z] y su grado es 8.
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b El polinomio p(z) = 3z° — 22% — 5, tiene grado 6.
¢ q(x) = (2 —i)z* — (4 + v/3i) € Clz] y su grado es 4.

d r(r) = 32% — 82 + T2 — 4 € Z[x] y su grado es 5

Definicién 5.1.4 Sea p(r) = a,z" + a,_ 12" '+ - - + ayx + ag con n € Ny.
1. Los términos de p(x) son a;x’ con i = 0, ..., n.
2. a; es el coeficiente del término a;z’

3. El coeficiente a,, # 0 recibe el nombre de coeficiente principal o coeficiente director
del polinomio.

4. ag es el coeficiente constante del polinomio.
5. El polinomio se llama constante si y solo si p(x) = aq.
6. El polinomio se llama lineal si y solo si gr(p(z)) = 1.

7. El polinomio se llama cuadréatico si y sélo si gr(p(x)) = 2.

Ejemplo 5.1.5 Algunos ejemplos de tipo o elementos de un polinomio. ’
a p(r) = 8x? — 20z — 4 € R[z] y es un polinomio cuadratico.
b q(x) = (1 —5i)a* — (4 ++/3i)x +2 —i € C[r] y el coeficiente constante es 2 — i.
c r(z) =42 + 621 — 72® + 2 € Z[z] y el coeficiente del término ctibico es 5
U

5.2 Algebra Polinomial

Definicién 5.2.1 Sean p(z) = a,z™ + - - ag y q(x) = bpa™ + - - - + by, entonces
I Igualdad p(z) = q(z) si y solo si

a. p(r) y ¢(x) tienen el mismo grado.

b. Los coeficientes de los respectivas términos deben ser iguales.
II Suma supondremos que n > m, entonces se define
p(2)+q(x) = anz™ 4+ 4 a1 2™+ (A ) 2"+ (@1 +bm1) 2™ 4+ (ag +bo),

donde
gr(p(x) + q(x)) = maz(gr(p(x)), gr(q(z)))
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IIT Producto
p(x) - q(z) = c,a” + R Y I MR co,

C; = Zaj-bk.

Jjt+k=n

donde r = m + n y ademas

Por otra parte
gr(p(z) - q(x)) = gr(p(z)) + gr(q(z)).

Ejemplo 5.2.2 Determine el valor de o de modo que los polinomios sean iguales.
a 812 — 20z — 4 = 822 + ax — 4, son iguales cuando o = —20.
b 425 + 22* — 2* + 2 = 42° + ax* + 2, son iguales cuando o = 1.

c 2t — 42?2 + 2 = (22 — 2)(2* — ), para ningin valor de « son iguales ya que 2a =
2AN2+a=4.

U
Proposicion 5.2.3 Sean p(z), q(x),r(x) € K[z|, entonces.

I Suma

a Asociatividad.
p(z) + [g(z) + r(z)] = [p(z) + q(2)] + r(z)

b Conmutatividad.
p(x) +q(x) = q(x) + p(z)

¢ Neutro existe 0 € K[z] tal que
p(z) +0 = p(z) = 0+ p(z).

d Inverso
Dado p(x) € Klz|,3q(x) € K|x] tal que

p(z) +q(z) = 0= q(x) + p(z),

donde q(x) = —p(z) = fZOZaixi = é}(—ai)xi.

1I Producto

a Asociatividad.

b Conmutatividad).
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¢ Neutro existe 1 € K[z| tal que

d Los 1nicos polinomios que tienen inverso multiplicativo son los polinomios
constantes y no nulos.

11T Distributividad

a) r(z)(p(x) + q(x)) = r(z)p(x) + r(x)q(z),
b) (p(x) + q(z))r(x) = p(x)r(z) + q(x)r(z),

Ejemplo 5.2.4 Determine el valor de A, B, C' de modo que los polinomios sean iguales.

572 —2r —3=A(x —1)*+ Bz — 1)+ C

Solucién. dado la igualdad polinomial
572 —2r —3=A(x — 1)+ Bz — 1)+ C

Alz—1)*+Bz—-1)+C = A(@z*-2x+1)+Bx—-1)+C
Ax? —2Az+ A+ Bx— B+ C
= A?+(-2A+B)x+(A-B+

desarrollemos el polinomio de la izquierda

coeficiente tenemos que
A =5
—2A+B = -2
A-B+C = 3
Luego tenemos que A =5, B = 8,C = 6.0bservacion: En resumen, con esta propiedades
se tiene que (K[z],+,-) es un anillo conmutativo con unidad.
Una propiedad adicional que tenemos en (K[z],+,-) es la de cancelacion
Proposicion 5.2.5 Sean p(z) € Klz], no nulo y q(z),r(x) € K[z], entonces

p(x)q(z) = pla)r(z) = q(z) = r(z)
Proposicion 5.2.6 Sean p(z), q(x) € K[z], no nulos entonces

1. gr(p(z) + q(z)) < max{gr(p(x)), gr(q(z))}.
2. gr(p(z) - q(z)) = gr(p(z)) + gr(q(z)).

5.3 Division Polinomial

Teorema 5.3.1 Sea p(x),q(x) dos polinomios en K[x] con q(x) # 0 y K un cuerpo Q,R,C,
entonces existen polinomios s(x) y r(z) (unicos) en K|x] tal que se cumple lo siguiente

p(z) = q(z) - s(x) +r(z),

donde r(z) =0, o bien gr(r(z)) < gr(q(z))
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Ejemplo 5.3.2 Sean ¢(r) = 2z* + 325 + 22 — 1 y p(x) = —22° + 627 + 2.
Para dividir p(z) por ¢(x) primero debemos ordenar el polinomio de mayor a menor en los
exponente

p(z) = 62" — 22° + 2 q(z) = 32° + 22" + 22 — 1
A continuacion, buscamos un término que multiplicado ¢(z) se obtenga el mismo término
principal de p(x), en este caso es 222, para finalmente restar

62" — 22° + 2 — 20%[32° + 20" + 22 — 1] = —4a® — 22° — 4a® + 227 4 2

Para continuar con el proceso. Este proceso concluye debido a que el grado disminuye en
cada una de las etapas O

Definicién 5.3.3 Sean p(x), ¢(x),r(x), s(x) polinomios en K|z].

a Si tenemos p(z) = ¢(x) - s(x) + r(x), diremos que p(z) es el dividendo, ¢(z) es el
divisor, r(x) es el resto y s(x) es el cociente.

n

b Diremos que " ¢(z) divide a p(z)" o "p(x)es divisible por ¢(x)" si y solo si existe

h(z) € K[z] tal que p(x) = q(x)h(z).

¢ Si p(x) = q(x)h(z) entonces la expresion ¢(z)h(z) es una factorizaciéon de p(z) y
q(z), h(x) son los factores.

Ejemplo 5.3.4 Sean ¢(r) = 3z° + 22* + 2z — 1 y p(x) = 627 — 22° + 2.
Determinar el cociente y el resto al dividir p(x) por ¢(x) O

Solucion.

627 — 22° + 2 D30+ 22+ 20 -1 = 2x2—§x+§
— (627 + 42° + 423 — 22%)
—4x% — 22° — 42 + 222 + 2
—(—42% — 825 — 8a? 4 37)
200 — 42’ + Ya? — ju + 2
—(32° 4+ 32 + 32+ 2)
—trt -4+ B2 - B 4 2

Luego s(z) =222 — 3w+ 2 y r(z) = —fa* — 4a® + Ua? — 99 4 20,

5.3.1 Ejercicios

Sea p(x) = 32° — 22° — 1 y q(z) = 42? 4 2z — 3.
Determinar el cociente y el resto al dividir p(z) por ¢(z)

5.3.2 Divisién Sintética

Debemos tener presente que la division sintética, es un arreglo mnemotécnico, que se obtiene
a partir de la division habitual de polinomios, y en un caso particular en que el divisor tiene
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grado 1, es decir, sean p(z) = b,z" + b, 12" '+ -+ by y q(z) =z — a.
Veamos un ejemplo particular que se puede generalizar:
Sea p(z) = bsx® + byx?® + by + by, entonces

1¢" paso
bsx® + box® + b1z + by : v — a = byx?
—(b3x® — abzx?)
(by + b3a)z* + by + by
2% paso
bz + byw?® + by + by : & — a = bsx? + (bsa + by)x
—(b3x® — abzx?)
(bga + ba)x? + by + by
—[(bsa + by)x? — (bza + by)ax]
(b1 + (by + bza)a)z + by
3" paso

b3z® + box® + by + by : & — a = byx® + (bga + ba)w + [by + (ba + bza)a]
—(b3x® — abzx?)

(bga + b2)$2 + 6137 + bo

—[(b3a + by)x? — (bza + by)az]

(b1 + (bz + bga)a)x + b()

—[(bl + (bQ + bga)&).’ll' — (bl + (bQ + bga)a)a]

(bl + (bg =+ b36L)(l)CL —f- bg

Como resultado de esto se tiene que
1. q(z) = bzx® + (by +a - b3)x + [by + (by +a - b3) - a.
2. r(x)=bo+ b1+ (ba+b3-a)-al-a.

Esquematicamente la division sintética corresponde a:

1¢" paso
a‘bg‘ b2 ‘bl‘bo
b3-a
b3 b2+b3~a
2% paso
a‘bg‘ by ‘ by ‘bo
b3 - a (by+b3-a)-a
b3 b2+b3'(l b1+(b2+b3'a)'a
3" paso
a‘bg‘ b2 ‘ bl ‘ bO
b3-a (b2+bg'a)'(l [b1+(b2+b3-a)-a]-a
bg b2+bg'a bl—l—(b2+b3-a)-a bo+[bl+(b2+bg-a)-a]-a
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Como resultado se obtiene

a ‘ bg ‘ b2 ‘ b1 ‘ bo
bs - a (b +b3-a)-a by + (be +b3-a)-a]-a
bg b2+bg'a bl+(b2—i—b3-a)-a bo+[bl—l—(b2+bg-a)-a]-a
~ | —— ~ N ~
coef.x? coef.x term.indep resto

Caso General,

a bn bn,1 bn,Q b1 bo
aACp_1 ACp—o acy acy
b, |ac,—1+by_1]|ac,—1+ b,_1 acy + by || acg + by
I I I I I
Cpn—1 Cn—2 Cp—3 Co r

es decir,
bpx"™ + by 4+ by = (z — a) (cn_lx”_l + o™+ co) + 7.

Ejemplo 5.3.5 Sea p(z) = 32° — 223 — 1y q(x) = x — 2, encontraremos s(x) y r(z). O

Solucion 1. Para dividir p(z) = 32° —223—1 por ¢(z) = x—2 usando division sintética,
ordenemos del siguiente modo los datos

213 0 -2 0 0 —1
2-312:-6(12-1012-20(2-40
3| 6 10 20 40 79

Luego ¢(z) = 3z* + 623 + 1022 4 20z + 40, y r(x) = 79, de otro modo

32° — 22° — 1 = (z — 2) (32" + 62° + 102” + 20z + 40) + 79

Ejemplo 5.3.6 Aplicar division sintética para dividir p(z) = 42° — 3z% + 2% — 1 por ¢(z) =
2z + 1. U

Solucién 2. Para dividir p(z) = 42° — 32® + 22 — 1 por ¢(z) = 2z + 1 usando division
sintética, ordenemos del siguiente modo los datos

—3]4] 0 |=3]1] 0 |-1
2] 1 [1]-1] ¢
4] -2]-2]2]-1]-3

Luego 42° — 32® + 2% — 1 = (v + 3)(4a* — 22% — 22% 4 22 — 1) — § de otro modo

42° =328+ 22 -1 = (z+1)4a* — 223 =222+ 20— 1) — 4
= (z+35)2- 542" —22% =222 + 22— 1) — 3
= z+1)22* 2P -+ —1)— 3
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Ejemplo 5.3.7 Aplicar divisién sintética para dividir p(z) = 32° — 82* — 23 — 2 — 1 por

() = (x+1)(z —2). O
Solucién 3. Para dividir p(r) = 32° —8z* — 23—z —1 por ¢(z) = (z+1)(z — 2) usando
division sintética, ordenemos del siguiente modo los datos

-1/3| =8| =3 0|—-1]-1
-3 11| -8
3| —11 8| =8| 7|8

(0]
|
-~

23] 11 81 —=8| 7
6| —-10] 4|8
3| =5 =2 |—-4|-1

Luego ahora el resultado>

325 — 8zt — a2 —x —1
= (z+1)3z" — 1123 + 82> —8x +7) — 8
(:U+1)[($—2)(3:1: —br? —2x—4)—1] -8
= (z+1)(z—2)(32® =52 —2x —4) - 1(z+1) -8
(x4 1)(z —2)(323 — 5% — 22 — 4) — (x +9)

El cuociente es 323 — 5x? — 2z — 4 y el resto es —x — 9
Ejercicios
Realizar las siguientes divisiones sintéticas
1. p(x) =2° — 112® + 52® + x — 3 por q(z) = = + 1.
2. p(z) = 32" + 22 + 1z + 3 por q(x) = 2z — 1.
Definiciéon 5.3.8 Sea ¢(z) un factor de p(z) en K[z] entonces
1. El polinomio ¢(z) es un factor propio de p(z) si y solo si el gr(p(z)) > gr(q(z)) >0
2. El polinomio ¢(z) es un factor impropio de p(z) si no es propio.

3. Se dice que p(x) es un polinomio irreducible sobre K[z] si y s6lo si p(x) no tiene
factores propios.

4. Un polinomio p(z) es reducible sobre K]z] si tiene factores propios.

Ejemplo 5.3.9
1. El polinomio a* + 322 + 2 = (2% + 1)(2* + 2) , luego es reducible en R|z].
2. El polinomio 22 + 1 es irreducible en R|z]

3. El polinomio z? + 1 = (z — i)(z + i) es reducible en C|z]
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5.4 Funciones Polinomiales
Sean p(x) € K[z] y D C K entonces se define la funcion polinomial

p D — K
a ~ p(a)

que consiste en reemplazar la variable por la cantidad a y el grado de la funcién polinomial
es el mismo del polinomio.
Definicion 5.4.1 Sea p(z), ¢(x) € K[z]. Se llama ecuacién polinomial a la proposicion

p(a) = q(a)

y al conjunto S = {a € K | p(a) = q(a)} el conjunto solucién de la ecuacién polinomial. ¢

Definiciéon 5.4.2 Sea p(z) € K[z].
Se dice que « es una raiz de p(z) si y solo si p(a) =0 O

Tenga presente que una ecuacion polinomial lineal, tiene solamente una solucién, la cual

es una raiz.
Teorema 5.4.3 [del Resto]|. Sea p(z) € K[z]| de grado n y a € K, entonces existe un

unico polinomio q(x) tal que

p(z) = (x —a)-q(z) + pla).
Ejemplo 5.4.4 Sea p(z) = 32° —22° — 1y q(x) = x —
Luego

donde
r(z) =p(2) =3(2)°—2(2)*-1=96—-16 —1=79.

El resto de la divisién es 79. U
Corolario 5.4.5 [Teorema del Factor|. Sea p(z) € K|z]
p(z) es divisible por x — a si y sdlo si a es una raiz de p(x).

Corolario 5.4.6
1. Un polinomio de grado n tiene a lo mds n raices.

2. Dos polinomios de grado n son iguales si hay n + 1 elementos donde las funciones
polinomiales son iguales.

Teorema 5.4.7 Sea p(x) : a,x"™ + - -+ ag, polinomio con coeficientes en C, entonces existen
los r; € C y son las raices de p(x) y se cumple

p() =an(x —r))(x—19) - -+ (x — 1),

-

~-
n factores de grado 1
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Teorema 5.4.8 Sea p(x) un polinomio de grado n con coeficientes en R, si z = a + bi con
b#0 es raiz de la ecuacion p(x) =0, entonces Z = a — bi también es una raiz de p(x).

Ejemplo 5.4.9 Encontrar todas las raices de p(z) = z* + 5% + 122% + 22z — 40, sabiendo
que x = —1 + 37 es una raiz de p(x).

Como =z = —1 + 3i es una raiz, por teorema anterior sabemos que r = —1 — 3i también es
raiz de p(x), luego

—1+3i[1] 5 | 12 | 22 | —40
—143i [ (4+30)(=1430) | (=1+90)(=1+30) | (=4 —120)(—1+ 30)
1| 443i —14+9 —4 — 12 0
Volvemos a realizar divisiéon sintética
—1-3i|1] 443 | -149 | —4-12i
—4(—1 = 30)

1(—=1—3d) | 3(—=1 — 3i)
0

Ahora el polinomio se descompone de la siguiente manera
p(z) = (x — (=1 +30))(z — (=1 — 34))(z* + 3z — 4).
las raices del polinomio 22 + 3z — 4 son 1, —4, luego tenemos que

p(z) = (r— (=14 30))(z — (=1 —3i))(z — 1)(x + 4).

Ejercicios

Determinar un polinomio de grado 4 con coeficiente en los reales, tal que 1 4+1¢ y 1 — 2¢ son
raices del polinomio.

Teorema 5.4.10 Todo polinomio p(x) € Rlx] de grado mayor que 1 puede ser factorizado
en factores lineales o cuadrdticos irreducibles, donde factorizacion es unica salvo orden de
los factores.

Definicion 5.4.11 Sea p(z) € K|x].
Se dice que la raiz ¢ tiene multiplicidad ¢ en p(z) si y solo si p(z) = (z — ¢)' - s(z), con
t>1ys(c)#0. O

Ejercicios

Determine la multiplicidad de 2, —2 en p(z) = 2° — 2z* + 523 — 102% — 36z + 72.

Ejercicios

Determine si 1 es una rafz multiple de p(z) = 2° — 3z* 4 822 — 9z + 3.
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Teorema 5.4.12 [Posibles Raices Racionales|. Sean p,q € Z primos relativos tal que
§ es una raiz del polinomio p(x) = a,z™ + - - - + ag € Z[z], entonces se cumple que p divide
a ag y que q divide a a,.

Ejemplo 5.4.13 Sea p(z) = 225 — T2 + 42 + Tz — 6.

Determinar las posibles raices racionales de p(x).

Si £ es una rafz de p(z), entonces

a p divide a —6, por lo tanto p € {£1,+2, +3, +6}.
b ¢ divide a 2, por lo tanto ¢ € {£1, £2}.

Luego las posibles raices racionales estan dadas por

»QI@

13
+1,+2,43, 46, &
| vaf

O
Teorema 5.4.14 [Cotas de ceros reales para polinomios reales]. Sea p(z) = a,a™ +

-+ a1z + ag € Rz], donde a,, > 0, y p(x) se divide por (x — r) usando division sintética,
entonces:

1. Sir >0 y todos los numeros de la ultima fila de la division sintética (coeficientes de
cociente y residuo) son mayores e iguales a 0 entonces para todo t con t raiz de p(x)
se tiene quet < r

2. Sir <0 y todos los numeros de la wultima fila de la division sintética alternan en signo
(se admite +0 y —0) entonces para todo t, con t raiz de p(x) se tiene que t > r

Ejemplo 5.4.15 Sea p(z) = 225 — 723 + 42 + Tz — 6.
Determinar todas las raices racionales de p(x) U

Soluciéon. Como las posibles raices racionales son:

13
p/qGP:{jzl 2,43, 46, £, 2}

Evaluamos en %’ =1,
p(1)=2-1—-7-144-147-1-6=2-7—-4—-6=0.

Por tanto » =1 es una raiz de p(x), ahora realizamos division sintética.

1H2 \—7\ 4 | 7 |6
2-1|—-5-1|-1-116-1
2 —5 -1 6 0
p(x) = (v — 1)(22° + 22" + 22° — 52% — 2 + 6),
Ahora veremos si ’é 1 es una raiz mult1ple
L2 2 | 5[ -1] 6
2 1 4 116-1{1-1] 0-1
416 | 1] 0640
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Luego %’ = 1 es una raiz simple, y no hay mayores a 1 raices,

2

[\
|
Ot
|
—_
D

2]
1
;

SIEN NIV

:
No hay maés raices positiva racionales de p(x).
Ahora veremos las raices negativas de
q(z) = 22° + 22" + 22° — 52 — v + 6
Consideremos ahora a p/q = —1, luego
q(—1) =2(=1)5+2(=1)*+2(-1)3 -=5(-1)2 - (-1)+6
=-2+4+2-2-5+1+6

= —T+7
— 0.

Como —1 es raiz, hacemos division sintética:

—12] 2 | 2 | 5| -1 | 6
2(=1) | 0(=1) | 2(=1) | (=7)(=1) | 6(~1)
2] 0 2 —7 6 0

Luego hemos factorizado
p(z) = (v —1)(x + 1)(22* + 22% — Tz + 6)

Para determinar si existe otras raices negativas, argumentamos de la siguiente forma, para
ello sea
s(z) = 22" + 227 — Tz + 6

Si —a € P un nimero negativo
s(—a) = 2a* +2a* + Ta+6 >0

con lo cual obtenemos que no existe raices negativas.

Ejercicios

Determinar las raices racionales de los polinomios

a) p(z) = 8x% 4 202° — 22* — 252% — 1322 + 52 + 3

b) p(z) = 423 — 202> — 232 + 6
Definicion 5.4.16 [Variacion de signo]. Sea p(z) € Rlz|, cuando los términos de p(z)
se ordenan en orden creciente de potencias, decimos que ocurre una variacién de signo, si
dos términos consecutivos tienen signos opuestos. Los términos que el coeficiente es cero se
ignoran. O
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Ejemplo 5.4.17 Sea p(z) = 22° — 2 — 23 + 2 + 5, podemos observar que en p(x) hay dos
variaciones de signo, ahora si reemplazamos x por —x se obtiene

pz) =22 — (2 — (<P = 45
=2 —at+ 23—z +5

luego tenemos tres variaciones en p(—x). Estas variaciones las denotamos como:

U
Teorema 5.4.18 [Regla de los signos]. Sea p(z) € Rz], entonces

1. El numero de raices reales positivas de p(z), contados cada uno, tantas veces como
indique su multiplicidad, es igual o menor que v(p(x)) en un nimero par.

2. El numero de raices reales negativas de p(x), contados, cada uno, tantas veces como
indique su multiplicidad es igual o menor que v(p(—x)) en un nimero par.

Ejemplo 5.4.19 Sea p(z) = 22° — 2 — 2° + 2 + 5, por el ejemplo anterior tenemos que

Por lo tanto el polinomio p(x) tiene 2 o 0 raices positiva y 3 o 1 raices negativas O

Ejercicios
Determinar las posibles raices positivas y negativas de polinomio
plr)=2" —2* + 2+ 1.

Teorema 5.4.20 Si p(z) € R[z] y a,b € R tales que a < b y p(a)p(b) < 0 entonces existe
a € la,b] un raiz del polinomio.

Ejercicios
Para cada uno de los polinomios, determinar si existe una raiz en el intervalo [1, 2].
1. p(x) =22° 4+ 32> =5z —5

2. p(z) =3+ 2%+ —

5.5 Descomposiciéon de fracciones parciales

Sean p(z), q(z) dos polinomios con coeficientes en R.

Si el gr(p(z)) > gr(q(x)), dividimos p(x) por ¢(z) para obtener p(z) = q(z)s(z) + r(x),
luego dividiendo por ¢(x) obtenemos
r(z)

— :3<I)+m>
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donde r(z) =0 o gr(r(x)) < gr(q(z)).
Por ejemplo:
at =323+ 227 —b5x+1 —62 + 2

—? 1
2 —2x+1 v +x2—2x+1

Por lo anterior podemos suponer que en el cuociente p(z)/q(x), tenemos que gr(p(x)) <
gr(g(z))

Definicion 5.5.1 Sean p(x), ¢(z) € R[z], diremos que p(x)/q(x) es una fraccién propia si
el grado de p(x) es menor que el grado de ¢(z). O

Teorema 5.5.2 [Descomposicion en fracciones parciales]. Sean p(z) y q(x) dos
polinomios reales, entonces cualquier fraccion propia p(x)/q(x) se puede descomponer en la
suma de fracciones parciales como sigue:

1. Siq(x) tiene un factor lineal, de la forma ax+b, no repetido, entonces la descomposicion
en fracciones parciales de p(x)/q(x), contiene un término de la forma

A4
ar + b’

donde A es una constante.

2. Si q(x) tiene un factor lineal repetido k wveces, de la forma (ax + b)*, entonces la
descomposicion en fracciones parciales de p(x)/q(x) contiene términos de la forma:

A + A + + L
ar+b  (ax+b)? (ax + b)k’

donde A1, Ao, ..., a5 son constantes.

3. Si q(x) tiene un factor irreducible de la forma ax® + bx + x, no repetido, la
descomposicion en fracciones parciales de p(x)/q(x) contiene un término de la forma

Ax + B
ar? 4+ bxr +c’

donde A y B son constantes.

4. Si q(z) contiene un factor irreducible repetido k wveces, de la forma (az® + bx + c)¥,
entonces la descomposicion en fracciones parciales de p(x)/q(x) contiene términos de
la forma

All‘ + Bl AQI + B2 Akl’ + Bk

ax2+bx+c+(ax2+bx+c)2+“.+(ax2+b:c+c)k’

donde A1, ..., Ar y Bq,..., By son constantes.

Ejemplo 5.5.3 a. Determine la forma de la descomposicién en fracciones parciales de

7
(x —1)%(z+3)
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solucién
7 B A B C

@—12@+3) o-1 (=12 243

b. Determine la forma de la descomposicion en fracciones parciales de

1
(x =13 (22 + 2z + 3)

solucién

1 A B C Dx+ FE

- 1P@+213) 2-1 (@-12 @-1P Z+z+3

Note que el polinomio z? + = + 3 es irreducible en R|z].
c. Determine la forma de la descomposicién en fracciones parciales de

1
(x —1)(2? + x4+ 3)2
solucién
1 A n Bz +C L Dx+ FE
(x—D(@2+2+3)2 -1 224+2+3 (224 2+3)?2
O
Ejemplo 5.5.4
S5r+ 7
(x —1)(z+3)
O
Solucion 1. Por teorema se tiene
5x+7 _ A B
D@3 — -1 243
_ A(z+3)+B(z—1)
- (z—1)(z+3)

luego igualamos los numeradores,

S50 +7 =A(x+3)+ Bz —1)
=(A+ B)z+ (3A— B)

de donde
A+B =3
3A—B =7
donde se obtiene que A =3y B = 2.
Por tanto
Sx + 7 3 2

(x —1)(z +3) $—1+$+3
Ejemplo 5.5.5
23— 42% + 91 — 5
(22 — 22 + 3)2
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Solucién 2. Note que A(x? — 2z + 3) = —5 < 0, por ello es irreducible el polinomio,
por teorema se tiene
23—422492—5 __  Az+B + Cz+D
(z2—2x+3)2 T (z2—22+3) (z2—2x+3)2
_ (Az+B)(z?—22+3)+Cx+D
- (z2—22+3)2

luego, igualamos los numeradores,

23— 412 +9r -5 =(Az+B)(2* —=2x+3)+Czx+ D
= Az* 4+ (B —2A)2*+ (3A—-2B+ C)z + (3B+ D)

de donde
A = 1
—2A+B = —4
3A—-2B+C = 9
3B+D = -5

resolviendo se obtiene que A=1,B=-2,C=2D = 1.
Por tanto, se obtiene que

23— 42?2 +9x -5 x—2 2 + 1

(2 -2z +3)2 (x2—2x+3)+ (22 — 2z + 3)2

Ejercicios
Descomponga en fracciones parciales

1 7x+6
© x24x—6

2 5247
© 224223

622 —14x—27
3 (arD)-3y

4 224112415
*(z—1)(z+2)2

522 —8x+5
9. (z—2)(z2—z+1)

6 323 —6224+7x—2
o (22-22+2)2

5.6 Guia Ejercicios

1. Hallar los valores de A, B, C, D, en cada caso, de modo que los polinomios sean iguales

a) 202 —3r—1=A(x— 1>+ B(x - 1)+ C
b) 23 =322 +2r —7T=A(x -1+ Bz —1)*+C(x—1)+ D
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2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar el cuociente y el residuo de las siguientes divisiones

a) (22° + 112% + 22x + 15) : (2z + 3)

b) (425 — 2t + 1223 + 222 + x +5) : (42® — 2% + 1)

c¢) (132% + 3z + 102° — 16 — 1822 — 4z + 223) : (3 + 22?)
d) (25+1): (22 +1)

Sea p(z) =2 + 28+ 2+ 1
Factoricé p(x) en R[z] y en C [z]

Hallar los valores de k € RT para que el polinomio p(z) = —23 — k*2? + x + k, tenga
solamente una raiz en [0, 1]

Sea p(z) = 92% — 2427 + 42° + 4025 — 702" + 882 — 6822 + 24z — 3. Factorizar p(x)
en Q[z],R[z],C[z], si se sabe que 1,4, /3,s0n raices de p(z).

Sabiendo que (z — 2)?es un factor de x* + 2px + ¢. Determinar p, q.

Obtener un polinomio p(x) del menor grado posible, tal que p(1) = 0 = p(1 — 1)
a) p(z) en R[]
b) p(x) en Cla]

Demuestre que, si n € N;n > 2, entonces p(r) = (x + 1)** — 2" — 2 — 1 es divisible
por z(z — 1)(2x + 1).

Determinar si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas.

a El polinomio 8z*" 4 22 4+ 60 no tiene raices reales, para todo n € N.
b El polinomio 22" — 42™ + 1 tiene al menos una raiz en |1, 2[, para todo n € N.

8n _ x + 1 tiene raices racionales, para todo n € N.

¢ El polinomio x
d 1 es una raices de multiplicidad 2 del polinomio 2® — 2° — x + 1

Sea p(x) = a7 — ga® — 32 — 22 — 12 + Za + 3. Factoricé al méximo p(z) en R [z].

Sea p(z) = 32* — 723 + 6ka? 4+ 12k — 2. Determine el k € R, de modo que (z — 1)
sea un divisor de p(z), y factorizar p(x).

Encuentre los valores de k para los cuales 223 — kx? + 6x — 3k, es divisible por x + 2.

Sea p(z) = x* + ax® — ba? + 8z + c. Determine el valor de la constante a,b,c € R, de
modo que 2 sea una raiz doble de p(z) y al dividir p(z) por (z — 1) el resto es —1.

Factoricé en C [z], el polinomio p(x) = 22° — 32 + 423 — 622 — 162 + 24, sabiendo que
p(2i) = 0.

Sea p(r) = 3z° — 202" + 332 + 282% — 118x + 60, se sabe que una de las raices es 2 +i.
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16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) Factoricé p(x) = q(x) * r(x), donde gr(q(z)) =3y gr(r(z)) = 2.

b) Determinar las posibles raices racionales de p(z).
Sea p(x) = 22° — 132" + 823 + 5022 + ax + b. Determinar a,b € R tal que 7 sea una
raiz de p(z), y al dividir p(x) por (z + 2) el resto es —100.

1

Hallar un polinomio de grado menor tal que p(z) = p(z — 1), y p(0) = 3.

Hallar los valores de a,b € R de modo que el polinomio 4z* 4+ ax? + bx — 4, sea divisible
por 222 + 3z — 2.

Determinar a,b € R tal que p(z) = 23 + ax — b, sabiendo que —2 es una raiz de p(x) y
que al dividir p(x) por (x — 2) el resto es 2.

Sea p(z) = 2° — 22* — ax® + bx + ¢. Determine a, b, c € R tal que (z + 1) sea un factor
de p(z), p(3) = —6 y al dividir p(z) por z el resto es 3.

Sea p(z) = 2° + 3z — ax® — 622 + 4bx — 12a.
a Determinar a,b € R, tal que v/2i sea un raiz de p(z).
b Determine las raices del polinomio p(x).

Determinar a,b € R, de modo que 2 sea una raiz de multiplicidad 2 del polinomio
p(x) = ax*(x* — 1) — To(2? — 4) — 8b

Determinar a,b € R, de modo que —1 sea una raiz de doble del polinomio p(x) =
art — bad 4+ 22% + 3

Determinar todas las raices del polinomio p(z) = 628 — 27 — 5525 + 92° — 152% + 423 +
22022 — 362 — 36.

Sabiendo que /2, v/2i, son raices de p(x).

a Descomponer en factores irreducibles en R [z] .

b Descomponer en factores irreducibles en C [z] .

Sea p(z) = ax* — 3 + 227 + 3a.
Hallar a € R, tal que —1 es una raiz de p(z).

Determinar a,b € R, de modo que p(x) = az* + bxr + 1, tenga como raiz a —1 y que al
dividir por (x 4 2) da resto —8.

Sea p(z) = 2° + o' + 2% + ma? — 122 — 12. Si (2 + 2i) es un factor de p(x) y —1 es una
raiz

Determinar m € R, y factoricé.
Determine los cero racionales de

a) o3+ 41?4+ 9z + 6.



CAPITULO 5. POLINOMIOS 134

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.

39.

b) 2z* — 723 + 42* + Tz — 6.

Determine los valores de m € R, para que la ecuacion z3 + 222 +ma — 3 = 0, tenga al
menos una raiz racional.

Sea p(z) = o* — 223 — 622 + 62 + 9

a Existe una raiz en el intervalo [1,2] de p(x).

b Encontrar todas las raices de p(z).
Factorizar p(z) = 22° + 32° — Tz* + 42% — 62> + v + 3 en R [7]

Obtener un polinomio de grado 6 con coeficiente entero que tenga a V2-4/3 y1— V2
como raices.

Encontrar cota superior e inferior para

a) 3 — 32? — 2x + 6.
b) z* — 2? + 3z + 2.

Sea p(z) =222 — 5z + 3y q(z) =z —c.
Determinar ¢ € R, tal que al dividir p(z) por ¢(z) da resto 10.

Encontrar las raices del polinomio 423 4 162% — 92 — 36, si las suma de dos de sus raices
es cero.

Encontrar las raices del polinomio 42% + 2022 — 23x + 6 si dos raices son iguales.
Determinar a y b tal que —1 es un cero doble del polinomio, z*+ ax3+ (a+b)x? +bx+1.

Dado el polinomio
p(z) = 62° — 202* 4 52° + 202° — 1082% + 152 + 18
Determinar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones

a) Existe al menos una raiz de p(z) en intervalo [0, 1].......ccccceeeniee.
b) El resto al dividir p(z) por (z + 1) es 144.....cccccceeeiininn.
c¢) El resto al dividir p(z) por (2% — 1) es 40z — 104 ...ocooveieirienn,

d) —3 es una cota inferior de las raices de p(z)......ccccooeveinninn.
Dadas a,b € R y el polinomio p(x) = 2 + az* — 5z + b.

a Determinar a,b € R, Si el resto al dividir p(z) por (z — 1) es =8 y p(—2) =4
b Factorizar p(z).
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Dado el polinomio
p(r) = 42° — 332* — 42° + 92° + 562% — 27 — 12
Determinar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones

a) Existe al menos una raiz de p(z) en intervalo [0, 1]......ccccceviennnenn.
b) El resto al dividir p(x) por (z 4+ 1) €8 36..ccceverieriennnenn
c¢) El resto al dividir p(z) por (22 — 1) €5 36 «ceooevviviirieinns

d) —3 es una cota inferior de las raices de p(z)......ccccoevinnnenn.
Dadas a,b € R y el polinomio p(x) = 2 + az* — 5z + b.

a) Determinar a,b € R, tal que el resto al dividir p(x) por 2? — 2z — 3 es 12
b) Factorizar p(z).

Determinar A, B, C, D en los reales tal que

P+ a2 —3=A*+1)(x — 1)+ B(*+ 1)+ (Cz + D)(z — 1)

Dadas a,b € R y el polinomio p(x) = 2 + az® — 5z + b.

a Determinar a,b € R, tal que el resto al dividir p(z) por 22 — 3x + 2 es 8
b Factorizar p(x).

Determinar a,b € R, de modo que 2 sea una raiz de multiplicidad 2 del polinomio
p(x) = ar?(2? — 2) — x(2? — 4) — 8b

Determinar a,b € R*, de modo que (z — 2)? divida al polinomio

p(z) = az(2® + 16) — ba? (x — 5) — 2ab

Determinar si existe a,b € R*, de modo que (z + 2)? divida al polinomio

p(z) = ax(x® — 4) + bx* (2x — 3) — 2ab
Sea p(z) = ' — 322 + bz + c. Determinar el valor de las constantes b, c € R, de modo
que —2 es una raiz de p(z) y de resto 2 al dividir p(z) por (z — 1)

Sea p(z) = 321 — 723 + 6ka? 4+ 12k*x — 2. Determine el k € R, de modo que (z — 1)
sea un divisor de p(z).



	Lógica y Conjunto
	Lógica
	Conjunto
	Guía Ejercicios

	Números Naturales
	Construcción de los Naturales
	Sucesiones
	Sumatoria y Productoria
	Progresiones
	Teorema del Binomio
	Permutaciones y Combinatoria
	Guía Ejercicios

	Relaciones
	Nociones Básicas
	Relaciones de Orden
	Relación de Equivalencia
	Funciones
	Guía Ejercicios

	Números Complejos
	Nociones Básicas
	Ecuaciones lineales y Cuadráticas
	Forma Polar de un Complejo
	Guía Ejercicios

	Polinomios
	Nociones Básicas
	Álgebra Polinomial
	División Polinomial
	Funciones Polinomiales
	Descomposición de fracciones parciales
	Guía Ejercicios


