Capitulo 2

Plano Proyectivo

2.1. Axioma del Plano Proyectivo

Un estructura de incidencia 1T = (P, £,Z), se dice que II es un plano proyectivo si y sélo si
cumple los siguientes axiomas

1. Sean A,B € P, con A # B entonces 3!l € L
tal que AZl vy BZI

2. Sean [,m € L, con [ + m entonces [ Nm #+ @& (no existen rectas paralelas).

m

-

l

3. En el plano proyectivo existen un cuadrilatero o cuadrangulo, es decir, no existen tres
puntos que pertenezca a la misma recta y toda recta al menos tiene tres puntos distintos.

D C
. .
A B
(] .

Observacién: Por el axioma uno, dos rectas distintas inciden solamente en un punto.
Sean [, m € L distintas entonces | nm = {P}.
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Definicién 2.1 Todo conjunto de puntos que incide con una misma recta, se llaman puntos
colineales.

Todo conjunto de rectas que pasan o inciden en un punto comun se llaman rectas concurrentes
o coincidentes.

Un conjunto de 3 puntos distintos no colineales A, B,C' junto con las rectas lgc,lca,lap de
llama triangulo.

Un conjunto de 4 puntos distintos, 3 de ellos no colineales junto con las rectas de llama cua-
drilatero.

Definicién 2.2 Plano Proyectivo minimal es aquel plano proyectivo formado por el menor
numero de puntos y rectas que cumple con los axioma de plano proyectivo.

Propiedad 2.3 Todo plano proyectivo contiene al menos siete puntos.

Demostracion: Por axioma tres, sabemos que existen cuatro puntos que denotaremos por
A B, CyD

i) lapnlcp ={FE}, entonces EZ lapy EZ lcp
ii) lacnlgp ={F}, entonces F Z lpacy F Z lgp
iii) lap Nilpc ={G}, entonces G Z lap y G T lpc

Note que, si E=F, E T lag; E T lac; 1o que lag =lap = lac; lo que significa que tres puntos
son colineales, lo cual no es posible, luego existe siete puntos y al menos siete rectas.

C

2.1.1. Plano Proyectivo Vectorial

Sea V' un espacio vectorial de dimension tres sobre K.
Se define el conjunto de los puntos y de las rectas por:

P={U<V |dimU) =1}, L={W<V |dim(W)=2}

y la incidencia la contencion.
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Ejemplo 2.4 Sea V =7y x Zy x Zy (dim(V') = 3).
Note que cada recta vectorial tiene dos puntos y los planos tiene cuatro puntos incluido el vector
nulo.

Z
<(0,0,1) >
(0,0,1) 0,1,1)
A
// /|
aon 7~ 7 : <(1,0,1) > <(0,1,1) >
(-————-((1,1,1)| »Us o L
1 (0,0,0)0— ”\
| I // Y \
100 7 1107
<(1,0,0) > <(1,1,0) > <(0,1,0) >
Puntos™ Rectas
Pro= {(1,0,0)) L= ((1,0,0),(0,1,0))
Pyo= ((0,1,0)) lo = ((1,0,0),(0,0,1))
P3 = ((07071)> l3 = ((07170)7(07071)>
P4 = ((1717O)> l4 = ((17070)7(07171)>
b5 = ((17071)> ls = <(0a1a0)7(1a0a1)>
Ps = {(0,1,1)) ls = ((0,0,1),(1,1,0))
Pro= ((1,1,1)) l= = ((1,0,1),(0,1,1))

Luego tenemos que Zo x Ly x Lo es un modelo el plano proyectivo minimal.

En general, con las notaciones anteriores se define el plano proyectivo asociado al espacio
vectorial a

]P)Q(V) = (P,L,Z)

Teorema 2.5 Sea V un espacio vectorial de dimension 3 sobre K, entonces Po(V') es un plano
proyectivo.

Demostracién:

i) Axioma uno: Por dos puntos distintos pasa una unica recta

bS

Sea A+ B con A = (7) y B = ('L_J), entonces {0, W} son linealmente independiente, en

particular:
1=(7,W).
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s — —
Es tnica, ya que AZm y BZm, entonces v, w € m, de lo cual obtenemos
— —
[= ( v, w) cm.
como la dimensién es dos, se obtiene la igualdad.

ii) Axioma dos: Sil# m entonces Inm # &

Sean [ = <7,E’> ym= (7,7) con [ #m, entonces [+m =V

dim(l+m) = dim(l)+dim(m) - dim(lnm)
= 2+2-dim(Inm)
dim(lnm) = 1

En particular [ nm + &

iii) Axioma tres: Existe un cuadrdngulo.

— — —> —_ = = = —  —> ’
Sea B = {v1,v3,v3} base de V. En donde {7, v3, 03, 01 + U3 + v3 } forman un cuadrangulo.
Ya que dado tres vectores cualquiera, estos son linealmente independientes, luego no hay
tres colineales.

Por lo tanto Py(V') es un plano proyectivo. [ ]

Observacién:

1. Sea V un K-espacio vectorial de dimension tres y Po(V') el plano proyectivo construido
a partir de V con PZI entonces P c [, graficamente se tiene que:

/=]

2. Seal = <7, I_U>> recta del plano proyectivo Py (1), entonces la ecuacién cartesiana de [ con
respecto a la base B = {vy, ve, v3} de V| tiene la forma:

lax+by+cz=0

con (a,b,c) #(0,0,0).
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Ejemplo 2.6 Dado los puntos del plano A =((1,2,4)) y B =((-2,1,5)) en el plano proyectivo
Py (R3).

Determine la ecuacion cartesiana de lap

Solucién: Sea 45 =((1,2,4),(-2,1,5)).

Dado (z,y,2) € lap entonces:
(:L‘,y,Z) = a(1’2a4) +B(_2a1a5)
(r,y,2) = (a=26,2a+f,4a+50)

r = a-20

y = 2a+p

z = 4a+50
1 2|z 1 -2 =z 1 0| z+2(y-22)
2 1|y |~]l0 5 |y-2z [~ 0 1 y -2z
4 5 |z 0 13|z-4x 0 0|z-4z-2(y-2x)

El sistema tiene solucién si y sélo si
13
z—4x—€(y—2x) =0
o bien
52—-13y+6x =0

De otro modo los vectores los vectores {(z,y,2),(1,2,4),(-2,1,5)} son linealmente dependien-
te, de lo cual tenemos que

-2

1
0=1]2 =(10-4)z-(5+8)y+(1+4)z
4

N e oy

1
d

Ejemplo 2.7 En el plano proyectivo Py(Z3).
Sean 1y = <(T,§,6), (6,T,T)> y ly de ecuacion 2x + 3y -z = 0.
Calcule Iy N1y

Solucién: Sea (x,y,z) €y nly, por pertenecer a la primera recta l; tenemos:

(2,9:2) = a(T,2,0)+40,1T)
(2.9,2) = (a,20+8,5)

Como también (z,y, ) € o, satisface la ecuacién, reemplazando tenemos que

20+3R2a+p5)-8 = 0
8a+28 = 0
o = -f
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luego

(.’L’,y,Z) :(047 Q, —a):a(l,l,—l) :&(17172)
Por lo tanto I3 nly = {{(1,1,2))}. O

Teorema 2.8 FEn el plano proyectivo, todas las rectas tienen el mismo nimero de puntos.

Demostracién: Sean [,m € £, +#m entonces Inm={X}y AePcon AZmyAZI

Sea Z T m, luego lzanl={Z"}.
Construimos una funcién biyectiva

I l
X
A !

N <3

¢ ¢

Con lo cual se obtiene que:

Y = #1 m

Corolario 2.9 De la misma forma, por cada punto pasa la misma cantidad de rectas.

Demostracién:

Sea PeP ylelL, tal que PZIl. Notemos que l

toda recta que pasa por P tiene interseccion con

[ y dado un punto en Q7! existe la recta lpg. lQ =

Definicién 2.10 Se dice que el orden del plano proyectivo Il es n si y solo si cada recta
contiene n + 1 puntos, en cuyo caso denotamos por #Il =n.

Ejemplo 2.11 Py(Z3) plano proyectivo minimal.

li = {<(1,0,0)>,<(0,1,0) >, < (1,1,0) >};
lo = {<(1,0,0)>,<(0,0,1) > <(1,0,1) >};
Is = {<(0,1,0) >,<(0,0,1) >, < (0,1,1) >};
Iy = {<(1,1,0)>,<(0,1,1) >,<(1,0,1) >};
I5 = {<(1,0,1)><(1,1,1) >,<(0,1,0) >};
le = {<(1,0,0)><(1,1,1)>,<(0,1,1) >};
Iz = {<(1,1,0) >,< (0,0,1) >, < (1,1,1) >}.

Como cada recta contiene tres puntos, entonces #(Po(Z3)) = 2.
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Observaciéon: En general, si K es cuerpo finito entonces #(P2(K3)) = |K|, ya que el plano K2,
por el argumento de la pendiente contiene |K|+ 1 rectas vectoriales.

Teorema 2.12 Sea II tiene un plano proyectivo de orden n, entonces

HL=n*+n+1y#P=n>+n+1

Demostracién: Si Il tiene orden n, entonces cada recta contiene n+1 punto y por cada punto
P pasan n + 1 rectas.

Dado que por un punto P pasa n + 1 recta y cualquier punto () distinto de P esta contenido
en una recta que pasa por P, luego tenemos (n + 1)? pero el punto P lo hemos contado n + 1
ya que pertenece a todas las rectas y debemos contarlo una vez.

#P=(n+1)?-n=n*+n+1.

Dada dos rectas distintas tiene interseccion en un punto, y
por cada punto pasa n + 1 rectas, luego la cantidad de recta
es igual al numero de puntos de una recta por la cantidad de
recta que pasa por ese punto, teniendo presente que la recta !
original, se conté tanta vez como punto tiene la recta, por ello

#L=(n+1)*-n |

Ejemplo 2.13 Calcular el #P y #L de Po(K3), K cuerpo finito.

Solucién: El orden de Py(K3) es |K|. luego tenemos
#P = |KP? + K|+ 1 =#L

Para K = Z, se tiene

#P=p’+p+1=#L

Teorema 2.14 (Bruck- Ryser 1946) Sin=1 méd 4 o bienn =2 méd 4, entonces no exis-
te un plano proyectivo de orden n, salvo que n se escriba como suma de dos cuadrados enteros.

Observacién: n = 6, no es suma de dos cuadrados enteros y n =2 mad 4, luego no existe un
plano proyectivo de orden 6, en cambio 10 =32+12 y 10 =2 mdd 4.

Teorema 2.15 (Lam-Swiercz-Thiel 1988) No existe un plano proyectivo de orden 10.
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2.1.2. Sub-Plano Proyectivo

Un sub-plano Il de II, es un subconjunto de los elementos de II que forman un plano proyec-
tivo, teniendo la misma relacién de incidencia, es decir, si I = (P, £,Z) es un plano proyectivo
entonces Iy = (P’,L’,Z) es un sub-plano de II si y sélo si P’ € P, L' < L y Iy es un plano
proyectivo.

Ademas es sub-plano es propio si y sélo si Il # I1.

Ejemplo 2.16 Como R es un subcuerpo de C, tenemos que Po(R?) es un sub-plano propio de
P, (C3)

Solucién: Dado una elemento v € R3 no nulo, tenemos las rectas < v >< R3 ¢ C3, atin més
<v>p<R3y <v>c<C3
donde
<v>p={tveR®|teR}, <v>c={tveC?®|teC}.

Notemos que la recta
R3n < (1,4,2i) >c= ¢, R3n < (34,-14,2i) >c=< (3,-1,2) > .

que corresponde a los puntos del plano proyectivo.
Analogamente para los planos. O

Observacién: En general, si F es un subcuerpo de K entonces tenemos que Po(F3) es un
sub-plano de Py(K3).

Teorema 2.17 Sea Il un plano proyectivo de orden n y Iy un sub-plano propio de orden m,
entonces
n=m? v n2z m?+m

Demostracién: Sea [ un recta de Ily, luego tiene n —m > 0 puntos de P — P’. Ademas L'
contiene m? + m + 1 elementos

De lo anterior tenemos que existen al menos (n—m)(m?+m+1) puntos que inciden con alguna
recta de Ily, es decir,

n?+n+12(n-m)(m*+m+1)+m?*+m+1

simplificando tenemos

n?>nm?+nm-m?

de otro modo
0> (n-m)(m?-n)

por lo tanto m? —n <0, es decir, n = m? o bien n > m?
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Si n = m? entonces tenemos que
L+n+n? = 1+m?+m?* = (m?+1)2-m? = (m*+m+1)(m?-m+1) = (m*-m)(m*+m+1)+(m>+m+1)

Lo que significa que cada punto del plano proyectivo, esta contenido en una recta del sub-plano.
Si n > m?, entonces existe un punto P, el cual no pertenece a ninguna recta del sub-plano,
al considerar un punto del sub-plano, existe la recta que pasa por ambos punto, esta recta no
puede contener otros punto del sub-plano.

Pero P, pasan n + 1 rectas, luego tenemos que n + 1 > m? + m + 1, cancelando obtenemos que
n>m?+m. |

Ejemplo 2.18 Sean Fy, Fy y Fg; cuerpos de cardinal 2,4,8 respectivamente.
En el primer caso tenemos que el plano proyectivo Ty = Po(F3) tiene orden 2 y

[Pa =7, [Lof = 7.
En el sequndo caso tenemos que el plano proyectivo 11y = Po(TF3) tiene orden 4 y
|Ps| =21, |L4] = 21.
En el dltimo caso tenemos que el plano proyectivo Ilg = Po(F3) tiene orden 8 y
1Py = 73, |Ls| = 73.

Notemos que en este caso Iy es un sub-plano de Il y se cumple 4 = 22, y ademds I, es un
sub-plano de Ilg y se cumple 8 > 22+ 2 = 6.

2.2. Plano Proyectivo y Plano Afin
Existen relaciones entre los planos afines y los planos proyectivos lo cual se estudiara en esta

seccion

2.2.1. Plano Proyectivo en el Plano Afin

Dado un plano proyectivo, se puede construir un plano afin, del siguiente modo
Sea IT= (P, L,Z) un plano proyectivo y [ € £

i) Los Puntos P

El conjunto de los puntos se definen del siguiente modo:
P={PeP|PZl}=P -1

de otro modo los puntos son, los puntos que no inciden en {.
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ii) Las Rectas £
Sea m € L - {l}, denotemos P,, el punto tal que mnl={F,,}

m'=m-{P,}=m-mnl

El conjunto de las rectas esta dado por:

L={m'|m=l}

es decir, las rectas son, las rectas m distintas de la recta [ extrayendo el punto P,,.

iii) La relacién de Incidencia T
Sea PeP, meL.

Se dice que P incide en m, lo que denotamos por PZm, si y s6lo si PZm

Ejemplo 2.19 Consideremos el plano proyectivo minimal Po(7Z3).
Construir la estructura de incidencia dada anteriormente al omitir la recta

ly=<(1,0,1),(0,1,1) >.

Solucidon: Sabemos que las rectas del plano proyectivos son:

L= ((1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)); lr = ((1,0,0),(0,0,1),(1,0,1));
I3 = ((0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)); ly = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1));
Is = ((1,0,1),(1,1,1),(0,1,0)); le = ((1,0,0),(1,1,1),(0,1,1));
I = ((1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) .
que graficamos del siguiente modo
<(0,0,1) >
<(1,0,1) > <(0,1,1) >
Q|>
<(1,0,0) > <(1,1,0) > <(0,1,0) >
Luego obtenemos
li = ((1,0,0),(0,1,0)); ls = ((1,0,0),(0,0,1));
l3 = ((07170)7(07071)>? l5 = ((17171)7(07170)>a
le = ((1,0,0),(1,1,1)); I = ((0,0,1),(1,1,1)).

Es un plano afin con cuatro punto y seis rectas, corresponde al plano afin minimal.

65
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<(0,0,1) >

<(1,0,0) > <(0,1,0) >

Teorema 2.20 II' = (P, L, I) es un plano afin.

Demostracién: Veamos los axiomas de plano afin.

Axioma uno Si A,BeP, A+ B entonces 3 leLtalque ATly BTII

Si A,B eP, A+ B, por axioma del plano proyectivo se tiene que existe unica m € L tal que
AZ my BZm,larectam+1[ ya que los puntos AZl y BZI luego se cumple.

Axioma dos Sean P e P,m € L, PZm entonces existe m || n A PZn.

Si m'=mu{P,}, con m' e L, luego tenemos la recta lpp, € L, claramente tenemos que
I'=1lpp, —{P,} € L luego obtenemos

'nm=anal"|m

Axioma tres: Existe un triangulo.

En el plano afin II existe cuadrangulo, los puntos A, B, C, D no son colineales. Si son cero o un
punto en la recta [ listo.

Si hay dos punto en la recta [, supongamos que son C, D, luego la recta L4 tiene otro punto
E, que no pertenece a [, A, B, E no son colineales. toda recta tenia al menos tres puntos, luego
ahora tiene al menos dos puntos, por lo tanto

IT! es un plano afin.

2.2.2. Plano Afin en el Plano Proyectivo

Dado un plano afin, también se puede construir un plano proyectivo, de modo que el plano afin
se inyecta en el proyectivo.
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[laB]

Sea IT= (P, L, Z) un plano afin, se construye el plano proyectivo del siguiente modo:

i)

ii)

iii)

Los Puntos P
Sea [ € L, denotamos por [[] es el haz de rectas, formada por las rectas paralelas a .

El conjunto de los puntos se definen del siguiente modo:
P=Pu{ll]|leL}
de otro modo los puntos son, los puntos anteriores unidos con los haces de rectas.

Las Rectas £

Dado m € L, tenemos que
m=mu{[m]}

y la recta loo = {[I] | l € L}.

El conjunto de las rectas esta dado por:
L={m|meL}u{ls}

es decir, las rectas, son las rectas del plano afin unido un punto que corresponde al haz
de rectas paralelas a ella o bien la recta que contiene todos los haces de rectas paralelas.

La relacién de Incidencia T
Sea PeP, leL.

Se dice que P incide en I, lo que denotamos por PZI, si y sélo si una de las siguientes
condiciones se satisface:

a) PeP Anlel n PTI
b) P=[m] Alel A m]|l
c) P=[m] A l=ls

Observacién: Veamos primero un ejemplo antes de probar que es un plano proyectivo.
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Ejemplo 2.21 Sea P =Zy x Zs. el plano afin minimal.
Construir el plano proyectivo, donde esta inyectado el plano afin
Solucién: Las ecuaciones de las rectas de Zy x Zg son

li:y=0 ly:2=0
lorx=1 l5:y=2x
ls3:y=1 lg:y=ax+1

y los haces de rectas paralelas son:

(L] ={l, B}, [l]={ls,la}, [Is]={l5,1s}

representado por

En consecuencia, el plano proyectivo esta dado por

P = {(6,6), (GaT)a (Taﬁ)a (TaT)a [h]? [l2]7 [l5]}

E = {ll,ZZ,l35l4al57l67l°°}

donde

zl = {(6,6),(T,6),[[1]}
L= {(L0),(L1),[L]}
73 = {(aaT)a(TaT)a[Zl]}
L= {(@©.0).0.0).[0])
I = {(0,0),(L1),[ls]}
ZG = {(GaT)a(Taﬁ)aU5]}
lo = {[l],[l2], [I5]}

a

Teorema 2.22 Sea I1 = (P, L, I) el plano afin, tal que se definen el conjunto de los puntos
por:

P=Pu{[l]|leL}
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y el conjunto de las rectas esta dado por:
L={m|meL}u{l.}

y la relacién de incidencia es la definida anteriormente entonces I1 = (P, L, T) es un plano
proyectivo

Demostracion: Veamos los axiomas de plano proyectivos. _
Axioma uno Si A,BeP, A+ Bentonces 3! le Ltalque AZIly BZI

Caso uno Si A,B € P, A+ B, por axioma del plano afin se tiene que 3! [ € £ tal que
AZly BZTI, luego se cumple.
Caso dos Si AeP A [I]eP.

Sea [ € [l] y AZI entonces, por axioma dos del plano afin tenemos que 3!m € £ tal que
AZmym]| l porlo tanto m € [l] entonces [I[] Zmy AZ m.

Caso tres [I],[m] € P, por definicién 3! I, € £ tal que [I] Z loo v [m] Z loo
Axioma dos Sean [,m € £,] + m entonces [ nm # &.

Caso uno: Si l=l'u{[l']} y m=m/u{[m']}, con ', m’ € L.

Sil' || m', luego tenemos que [I’] = [m/], por lo tanto Inm + @. En el otro caso, suponemos
que I’ no es paralela a m‘, por ello tenemos que I’'nm’ + & y de lo cual se obtiene Inm + @.
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Caso dos: Sea [ =1"u{[l']} y m =l

Por definicién tenemos que [I']Zl., A [I']ZI, de lo cual se obtiene

Nl +O

Axioma tres: Existe un cuadrangulo.

[lsc]

Ir c (lan]
A

En el plano afin IT existe tres puntos A, B, C' no colineales, consideremos los puntos C, B, [l4¢],
[lag] ellos forman un cuadrangulo. Note que las rectas l4c y la recta [ 45 no son paralelas, luego
a la tnica recta que pertenecen es lo, y las otras rectas son log, lac v lag, todas distintas y no
paralelas, por lo tanto

II es un plano proyectivo.

Por la construccién del Plano Proyectivo obtenemos el sumergimiento del Plano Afin O

Observacién: De esta manera entendemos que II c II.

2.2.3. Plano Afin Vectorial y el Plano Proyectivo Vectorial

Ahora veamos el caso particular, del Plano Afin Vectorial y el Plano Proyectivo Vectorial.
Sea K un cuerpo y II el plano afin asociado al espacio vectorial K x K, donde los puntos son
vectores, las rectas son rectas afines y la incidencia es la pertenecia.

Y el plano proyectivo esta dado por Po(K3) =11 = (P, £, T), donde

(U <K | dim(U) = 1)
(W <K3 | dim(W) = 2}

@S Ie]
I
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y la incidencia es la contencion.

Sea my: 2 =0 el plano XY y 7 : z =1, consideremos los siguientes conjuntos de punto y recta.
Para la construccion del plano proyectivo, en el plano afin, tenemos que agregar puntos, para
ello a cada haz de rectas afines, escogemos como representante la recta vectorial, mirada en el
plano 7y, de esta manera, el nuevo conjunto corresponde a los puntos en m; unido a las rectas
vectoriales en el plano 7.

I K2 - Py(K?)
(v,y)  ~ <(z,y,1)>
[<(z,y) >] ~ <(z,9,0)>

/

Notemos que la interseccion de una recta vectorial con 7 es vacio, cuando la recta esta contenida
en el plano XY o en caso contrario es un punto.

P ={lnm |lePAlnmy+l}.

De esta manera tenemos la correspondencia entre puntos afines y proyectivos.
Ahora veamos las rectas proyectiva. A cada recta del plano afin [ :< (x,y) > +(a,b), mirada en
7y corresponde a I’ :< (x,y,0) > +(a,b, 1) agregamos la correspondiente recta vectorial en

"< (x,y,0) > +(a,b, 1) u{< (2,y,0) >} << (z,y,0), (a,b,1) >

y el conjunto de todos los recta vectoriales en 7.

f: L' - L
<(z,y) >+(a,b) ~ <(2,9,0),(a,b,1) >
loo ~ Ty

La interseccion de una plano vectorial con 7 es vacio, cuando la plano es el plano 7y o en caso
contrario es una recta

L'={Unm |UeLAU+*m}.

La incidencia esta definida por la pertenecia
AeP’', meL entonces Aem.

De esta manera tenemos I’ = (P’,L/,Z’) es un plano afin, y existe una correspondencia bi-
univoca con el plano afin vectorial II.

Ejemplo 2.23 En plano proyectivo Py(R3), sean las rectas
l1:20+3y+42=0 y ly:4x+6y+92=0.

i) Comprobar que tiene un punto en comain.
i1) Al mirar las rectas en el Plano Afin, son paralelas
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La interseccion de ellas corresponde al sistema:

20+ 3y + 4z 0
dxr+6y+9z = 0

Notemos que I; Nnly es un punto en el plano proyectivo < (=3,2,0) >, contenido en el plano 7.
En el plano afin, tenemos que realizar la interseccién con el plano 7 : z = 1 y corresponde a
dos rectas paralelas, y esta dada por

Il
o

Lhnm= [l1: 2v+3y+4
lonm = 1y 4x+6y+9

Il
o

De lo cual tenemos que Iy || ls.

Ejemplo 2.24 Sean I[1=R? A=(2,3) y B=(-2,2).
Encuentre la ecuacion de la recta lap en el plano proyectivo.

Solucién: Veamos dos posibles desarrollos para determinar la ecuacién.
Solucién uno:

lap = (A-B)+(A)
lap = ((4,1))+(2,3)
Entonces:
(z,y) = a(4,1) +(2,3)
r = 4da+?2
Yy = a+3

En donde se obtiene que la recta l4p : ©—4y = —10, del cual se obtiene la recta Iup: r-4y+10z =0
Solucién dos:

lag ~ lap
(2,3) ~ ((2,3,1))
(-2,2) ~ ((-2,2,1))
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En donde 145 = ((2,3,1),(-2,2,1)) por lo tanto
(x7y7 Z) = &(27 37 1) + ﬁ(_27 27 1)7
luego los vectores son linealmente dependiente

z 2 -2
0=y 3 2|=x-4y+10z
z 1 1

Por lo tanto L
lap:x—4y+102=0

2.3. Plano Proyectivo Dual

73

El principio de la dualidad, es que todo propiedad sobre puntos y rectas es una propiedad sobre

rectas y puntos.

Sea Il = (P,L,Z) un plano proyectivo y se define IT* el plano dual, donde los puntos son
rectas y las rectas son puntos. De otro modo tenemos la estructura de incidencia dada por

II* = (P*,L*,Z*) tal que
P+ = L
L = P
I*:lIT* P <« PTI

Teorema 2.25 Sea I1= (P, L,Z) un plano proyectivo.

El plano dual TI* = (P*, L*, I*) es un plano proyectivo, llamado plano proyectivo dual.

Demostracién: Verifiquemos las axiomas del plano proyectivo.
Axioma uno: Por dos puntos distintos pasa una tnica recta.
Sea [,m € P* luego [,m € L, entonces por axioma dos:

Ilnm = @
Inm = {P}

Luego PZI A PIm entonces [Z* P AmZ*P, de este modo tenemos

(3P € LY(IT*P AmI*P)

Axioma dos: Sea P,() € L* tal que P # (), entonces Pn () # @.

Si P,Q € L* entonces P,Q € P luego existe unica [ € L tal que PZl A QZl), es decir, (I Z*P A

[ Z* @), por lo tanto
(3P € £*)(IZ* P A mI*Q)

Axioma tres: Existe un cuadrangulo, en II existe un cuadrangulo.
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S/ R/ lpq isp
P

lrs

P Q lr@ Isr
lpq R

lps lrQ Q S

Por lo tanto
IT* es un plano proyectivo

Observacién: Recordemos el propiedad

“En el plano proyectivo, todas las rectas tienen el mismo niimero de puntos.”
por dualidad ahora tenemos

“En el plano proyectivo, por todos los puntos pasan el mismo niimero de rectas.”

2.4. Colineaciones en el Plano Proyectivo

Definicién 2.26 Sean I1 plano proyectivo y f una funcion biyectiva. Se dice que f es coli-
neacion de 11, si se cumple:

i) f:L— Ly f:P—P son biyectiva.

ii) Preserva incidencia:

Para todo P,l se tiene que si PZl entonces f(P)Zf(l).

Observacién: Analogamente tenemos que
Aut(IT) = {f | f es una colineacién de I1}

Propiedad 2.27 Sea II un plano proyectivo.
(Aut(IT),0) es un grupo, llamado grupo de las colineaciones del plano proyectivo II.

Extensién de transformaciones lineales a Py(V). Sea V un K-espacio vectorial de di-
mension tres.

Sea Py(V') el plano proyectivo construido a partir de V. Si f € GL(V'), entonces existe una
funcién f definida por

)~ (f()
(T, @) ~ (f(@), f(@))

Propiedad 2.28 Sea V' un K-espacio vectorial de dimension tres, Py (V') el plano proyectivo
y f e GL(V) entonces f € Aut(Py(V)).

7 R - RO



CAPITULO 2. PLANO PROYECTIVO 75

Ejemplo 2.29 Determine, si es que existen, los puntos fijos de f
f: R3 N R3

(.’L’,y,Z) ~ (.’L’+y,l‘—2,2)

Solucién: Sea B base candnica de R3, entonces

11 0
[fls=[1 0 -1
(0 0 1)

en donde el det([f]g) # 0, por lo tanto f € GL(R3), entonces existe f € Aut(Py(RR3)).

f{(z,y,2)) = ((2,9,2))
(f(z,y,2)) = ((z,9,2))
((l‘-l—y,.%’—Z,Z)) = ((.T,y,Z))
(x+y,x—2,2) = MNzx,y,2)

r+y = Axr|obien (1-Nz+y = 0
r—z = Ay r-Ay—-z = 0
z = Az (1-XNz =0
(1-X) 1 0 x 0
1 -2 -1 y |=] 0
0 0 (1-X)) z 0
en donde:
I-x 1 0
1 -2 -1 =0
0 0 (1-X))

del cual se obtiene
(1—)\)(—)\+)\2—1) =0

entonces

1+5 N V5

C2 S22

Para cada valor f tiene un punto fijo, por ejemplo para A = 1 el punto fijo es ((1,0,1)), los
otros de deja para ejercicio del lector.

Por lo tanto, f tiene tres puntos fijos. O

A=1 A

Observacién: Si f € GL(V), entonces f tiene a lo mas tres puntos fijos en el plano proyectivo.

Ejercicio 2.30 Determine, si es que existen, los puntos fijos de f, para

I R3 - R3
(i’,y,Z) ~ (f_y>$+y>$—2+y)
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2.5. Colineaciones en el Sumergimiento

Teorema 2.31 Sean IT un plano afin, f € Aut(II) y II el plano proyectivo en el cual se sumerge
I, entonces existe unica f € Aut(IT) tal que flg=f.

—F

!

Demostracién: Sea Il = (P, £,Z) plano afin y II = (P, £,Z) el correspondiente plano proyectivo
y f e Aut(IT).
Sean [,m € L, sabemos que si m || [, entonces f(m) || f(I). Por lo anterior tenemos que esta

bien definida B
ful=1r0]
Luego definimos f(P) = f(P), con P € P y con ello tenemos

f:

SNIv]

—
~r

| |

(A)
en donde

—— [ f(A) Acp
f(A):{ [f(1)) A=[1]

Veamos en las rectas, sea [ € L, luego tenemos que
F()={f(P)| PI}

de donde obtenemos

Ambas son biyectivas y respetan incidencia. [

Teorema 2.32 Sea A un plano afin, Entonces existe un unico plano proyectivo 11 tal que A
es isomorfo a II' para alguna recta [ € 1.

Demostracion: Por la seccion anteriores tenemos la constriccién del plano proyectivo y al
considerar la recta [ = [, obtenemos lo pedido. [

Propiedad 2.33 Dos planos ITI! y II'"™ son isomorfos si y sdlo si existe un isomorfismo entre
los planos proyectivos 11 y I, de modo que envia | en m.
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Demostracién: Sea 6 : II' - IT"" un isomorfismo de planos afines.
Construimos la ¢ : IT - II’, del siguiente modo.
Sea P e P,si PZ I, (P) = 6(P), en caso contrario escogemos otra recta h tal que PZh,
notemos que todas las recta que inciden en P tiene un tinico punto en comun, ¢)(P) = 8(h) nm.
con ello esta bien definida en los puntos y es biyectiva.
Sea h € L, luego ¥ (h) = 6(h) para todo h # 1, y en el otro caso ¥ (l) =m.
Corresponde a una isomorfismo, que preserva incidencia por construccion.
Inversamente supongamos que v : II — I’ es un isomorfismo de plano proyectivo. tal que
W(l) =m.
Claramente la restriccion es una funcién biyectiva entre los puntos y las rectas de cada uno de
los planos afines.
La funcion v preserva incidencia, luego la restriccion también, por ultimo dada dos rectas
paralelas h,k € II', significa que el punto de interseccién pertenece a [, por ello, el punto de
interseccion 1 (h), (k) pertenece a m y por ende son paralelas en IT'™.

]

Observacién: Sabemos que las dilataciones un plano afin son de dos tipos homotecia y tras-
laciones, aplicando el teorema anterior veamos como se extiende estas dilataciones.

Ejemplo 2.34 Sea II el plano proyectivo en el que esta sumergido I1 plano afin y f una ho-
motecia en 1I. B
Determinar los puntos fijos y las rectas fijas de f.

Solucién: Sea P el punto fijo por la homotecia f, ademés para todo [ € £ entonces f(1) || I, de
lo cual se obtiene que
Ful=1r01= 1]

Luego todos los haces de rectas estan fijas por

f. Bs decir, f fija Py todas las haces de rectas

paralelas [1]. Asf tenemos que f(lo) = loo.

Finalmente, sea [ € L, tal que P Z [, luego /\’
PZ f(l)y f(I) || I, por axioma del plano afin l /
f()=1. P

De este modo tenemos que f fija lo, y toda recta !

leL tal que P TI.

a

Ejemplo 2.35 Sea II el plano proyectivo en el que esta sumergido I1 plano afin y t una tras-
lacion en II.
Determinar los puntos fijos y rectas fijas de t.
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Soluciodn:
Analogamente a lo anterior, tenemos que:

tl] =[e(D)] =[]

f(m) /\
luego los tinicos puntos fijos de ¢ son los haces ></\‘\/
l

de rectas. n
Ademés t fija las mismas rectas que fija ¢ inclu-
yendo lq.

a

Ejemplo 2.36 Sea K un cuerpo y II el plano Afin Vectorial K2 y II = Py(K3) el Plano Pro-
yectivo Vectorial donde esta sumergido 11.
Dada la traslacion t(z) =7 + W en 11, explicitar t

Solucién: Sea t(x,y) = (x +a,y +b), la traslacién dada y definimos

L' ={U<K?|dimU =1A11,nU # @}.

Trasladando a II; obtenemos

t: L’ - L
<(z,y,1)> ~ <(x+a,y+0b,1)>

Dada la recta que pasa por los puntos (¢, d), (u,v), luego la recta que une los puntos en forma
vectorial es [ =< c¢—u,d - v > +(u,v), y el correspondiente representante en plano Il es

l'=<c-u,d-v,0)>.
De esta manera tenemos que la recta que pasa por t(c,d),t(u,v), esta dada por
t(l) =<c-u,d-v>+(u+a,v+b),

la representante en plano Iy es I’ =< ¢—u,d - v,0) >

t: L — L
<(x,y,1)> ~ <(r+a,y+b1)>
<(x,y,0) > ~ <(z,y,0)>

extendiendo linealmente los elementos de la recta, obtenemos que #(z,y,2) = (az + az, By +
bz,7z), que al restringir tenemos que t| = ¢, luego

t(x,y,2) = (v +az,y+bz,2)

Ejercicio 2.37 En las condiciones del ejemplo anterior.
Determinar los puntos y rectas fijas si existen en el plano proyectivo
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Ejemplo 2.38 Sea K un cuerpo y II el plano Afin Vectorial K2 y II = Py(K3) el Plano Pro-

yectivo Vectorial donde esta sumergido I1. _

Dada la homotecia h(Z) =aZ + (1 -a)W en I1, explicitar h

Solucién: Sea h(z,y) = (ax + (1 - a)a,ay + (1 — a)b), la homotecia dada y definimos
L'={U<K?|dimU=1A1,nU # &}

Trasladando obtenemos

h: L' - L'
<(x,y,1)> ~ <(az+(1-a)a,ay+(1-a)b1)>

Dada la recta que pasa por los puntos (¢, d), (u,v), el representante en el plano Il es
I'=<c-u,d-v,0)>.
De esta manera tenemos que, la recta que pasa por h(c,d), h(u,v), esta definida por
h(l) =< a(c-u),a(d-v) > +h(u,v),

el representante en el plano I1y es I’ =< a(c - u),a(d - v),0) >

t: L - L
<(z,y,1)> ~ <(ax+(1-a)a,ay+(1-a)b1)>
<(z,4,0)> ~ <(azx,ay,0) >

de lo anterior y teniendo presente que debe cumplir que al restringir | = ¢, se obtiene

t(x,y,2) = (ax+ (1 -a)az,ay + (1 —a)bz, 2)

Ejercicio 2.39 En las condiciones del ejemplo anterior.
Determinar los puntos y rectas fijas si existen en el plano proyectivo

2.6. Problemas Miscelaneos

Ejemplo 2.40 En el plano proyectivo Po(R?). Hallar el punto de interseccion de la recta m

que pasa por los puntos < (3,1,2) y < (1,5,-3) > y la recta | de ecuacion x — 3y —4z =0.

Solucién: Veamos la ecuacion de la recta proyectiva que pasa por los puntos

z
2 |=-13z+11ly+142=0.
-3

—w K
ol =
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Despejando = = 3y + 4z y reemplazamos

-13(3y +42) + 11y + 14z
-14y - 192

Il Il
o O

de este modo tenemos que una soluciéon particular la obtenemos de y =19, z = —14 y con ella
r=1.
P=<(1,19,-14) >

0
Ejemplo 2.41 Sea Fy=7Z5(5) con 62 =9 +1 y el plano proyectivo 11 = Py(F?3).
Dada las rectas 1y = ((1,1,0),(0,1,1)) y ls la recta de ecuacion dx +y+dz = 0.
Calcule Iy N1y
Solucion: Veamos la ecuacién de la recta proyectiva que pasa por los puntos
x oy z
1 1 0f|=2-y+2=0
01 1
Despejando y = —0x — dz y reemplazamos
r+or+dz+z = 0
rx+z =0
de este modo tenemos que una solucién particular la obtenemos de x =1, z = =1 y con ella
y=0.
P=<(1,0,1) >
O

Ejemplo 2.42 Sea Fy =7Z5(8) con 62 =5+ 1 y el plano proyectivo 11 = Py(IF3).
Dada las rectas Iy = ((1,0,1),(0,1,0)) y ly la recta de ecuacion éx +y + z = 0.
Calcule Il n s

Solucién: Veamos la ecuacion de la recta proyectiva que pasa por los puntos

=rx+0y+z=0

O~ 8K
— o
S =N

Despejando z = d0x +y y reemplazamos

T+0y+0xr+vy
(1+0)x+(1+d)y

Tty =

I
o O



CAPITULO 2. PLANO PROYECTIVO 81

de este modo tenemos que una solucién particular la obtenemos de x = 1, y = 1 y con ella
z=1+0.
P=<(1,1,1+4) >

O
Ejemplo 2.43 En el plano proyectivo 11 = Py(Z2), sean los puntos
K =<(2,3,2)> L=<(3,1,1) >, R=<(2,1,3) >, P =< (2,3,0) > Y =< (1,1,1) >.
1. Determine si el punto L incide en la recta lxR.
2. Determine si el punto Z =< (2,0,1) > incide en las rectas lkr y lpy.
Solucién: (a)
311 3 1 1
2 3 2|=-4 1 0|=8+7=15=0¢€Z;4
21 3 -7 -2 0
Luego L incide en la recta lxg.
Solucién: (b)
2 01 0 01
2 3 2 = —2 3 2 = —5 = O
311 1 11
2 01 0 01
1 11 -1 11
incide en ambas rectas. O

Ejemplo 2.44 Sean A = (1,1-14), B = (1+1i,1) puntos en el plano afin vectorial C> y A, B
los puntos que se obtiene al sumergir C* en el plano proyecto Po(C?).
Determinar la ecuacion de la recta que une A y B.

1-(1-4)

Solucioén: la ecuacién de la recta que pasa por A, B, la pendiente es m = == = 1, reempla-
zando el punto obtenemos y = x —i.
Por ello la ecuacion en el plano proyectivo es
r-y—1z=0
y pasa por los puntos proyectivos A =< (1,1-4,1)>, B =< (1+1i,1,1)>. |

Ejemplo 2.45 En el plano proyectivo 11 = Po(R3), sea la recta de ecuacion l:3x—-y+2=0y
consideremos el plano afin 1T = Po(R3) N 1.

Hallar la ecuacion de la recta afin que pasa por los puntos < (1,2,-3) > y < (2,1,2) >, respecto
base canonica.



CAPITULO 2. PLANO PROYECTIVO 82

Solucion: Consideremos [’ : 3x — y + z = 1 recta proyectiva trasladada, los puntos de la recta
vectorial que pertenecen al plano son:

(_l . §). (2 ! 3)
2 )\

(51): (G3)

Los puntos del plano son:

Y la ecuacién tiene pendiente m = 2%?1}2 =3y
~ 1633 3
(TR

a

Ejemplo 2.46 En el plano proyectivo 1 = Po(R3), sea la recta de ecuacion k:x—3y+2z=0
y consideremos el plano afin TTF = Py(R3) \ k.

Hallar la ecuacion de la recta afin que pasa por los puntos < (1,2,-3) > y < (2,1,2) >, respecto
base canonica.

Solucion: Consideremos k' : x — 3y + 2z = 1 recta proyectiva trasladada, los puntos de la recta
vectorial que pertenecen al plano son:

( 1 2 3)‘(2 1 2)
11 11°11)7\3°3°3

(i 3).(2 l)
11 1) \3°3

1/3+2/11 _ 17

2/3+1/11 ~ 25

17 3

y:%aw%

Los puntos del plano son:

Y la ecuacién tiene pendiente m =

a

Ejemplo 2.47 En el plano proyectivo 11 = Po(R3), sea la recta de ecuacion l:x—3y+2z=0y
el plano afin TI' = Py(R3) N 1.

Hallar la ecuacion de la recta afin, en el plano afin I, que pasa por los puntos < (2,2,3) > y
< (3,1,2) >, respecto base candnica.

Solucién: (a) Consideremos !’ : x —3y + z = 1 recta proyectiva trasladada, los puntos de la recta
vectorial que pertenecen al plano son:

312
-2,-2,-3); (2,=,=
( 9 9 )?(27272)
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Los puntos del plano son:

(-2,-2); (3 1)

23
Y la ecuacién tiene pendiente m = ;g:; =3y
5) 4
=—x—— obien dbr-Ty=4.

Solucién: (b) Consideremos !’ : x — 3y + z = 1 recta proyectiva trasladada,
El plano que contiene a las rectas vectoriales es:

T Yy z
2 2 3 |=x+dy-4z
3 1 2
En el plano afin I’ corresponde a
r-3y+z = 1

r+dy—-4z = 0

O en el plano R? esta dada por
r+5y—-4(l-z+3y)=0<=5x-Ty=4.
O

Ejemplo 2.48 En el plano proyectivo T1 = Po(R3), sea la recta de ecuacion m:x-3y+z=0y
el plano afin II™ = Py(R3) \ m.

1. Determinar la ecuacion de la recta | que pasa los puntos < (2,2,3) > y < (3,1,2) > en II.

2. Determinar la ecuacidn de la recta ly, sumersidn del, en el modelo del plano afin TI'™ = R2.

3. Dada k:3x—y+22=0 y ky sumersion de k en plano afin, determine si ly || k.
Solucién: (a) La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A < (2,2,3) >y B<(3,1,2) >
en II. Corresponde al plano que contiene a las rectas vectoriales, es decir,

T

(z,9,2) €< (2,2,3),(3,1,2) >= =x+by-42=0

[\
L R
DN W W

La ecuacién es
r+dy—4z=0

(b) En el plano afin, I; corresponde a

r-3y+z =1
r+dy—-4z = 0
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luego, en el plano R? esta dada por
r+5y—-4(1l-z+3y)=0<=5x-Ty=4.

La ecuacion en el plano afin es 5z — 7y = 4 y su pendiente es 5/7.
(c) Para la segunda tenemos

k:3z—-y+2(1-2+3y)=0<= x+5y=-2.
y su pendiente es —1/5 # 5/7, luego no son paralelas. O
Ejemplo 2.49 En el plano proyectivo 11 = Po(C3) y sea f: C3 — C3 tal que
flr,y,2)=((2-0)T+y,y+2,i-2).

1. Demostrar f es semilineal biyectiva

2. Demostrar que f induce naturalmente f una colineacién de II.
Solucidn: Sea f: C? — C3, dada por f(z,y,2)=((2-0)T+7,y+Z,i-Z).
(a) Es semilineal ya que:

f((z,y,2) +ala,b,c)) = f(z+aa,y+abz+ac)
(2+i)x+aa+y+aby+ab+z+ac,iz +ac)

(2+)T+7,7+%,32) +a((2+i)a+b,b+¢,ic)
f(x,y,z) +af(a,b,c).

La inversa es

f((z,y,2)) =(a,b,c) < ((2+0)T+7y,y+7,iz) = (a,b,_c)
((2-0)x+y,y+z,-iz) =(a,b,7)

— 24+1 —
< z=ic, y=b-ic, x:TZ(E—b+iE)

0

24i -
- f‘l(a,b,c):(%(a—bmé),b—z’aié).

Luego f es biyectiva y semilineal.
(b) Por lo anterior tenemos que f(a(z,y,z)) =af(z,y,z). Luego esta bien definida a nivel de
puntos y biyectiva.

;P — P
<(wy,2)>  ~ <f(z,y,2)>
Ademis tenemos que f(a(x,y,2)+b(u,v,w)) =af(z,y, 2) +bf(u,v,w), luego esta bien definida
y es biyectiva a nivel de recta y también preserva incidencia.
f: L — L
<(x7y7z)7(u7/07w)> ~ <f(x7y7z)7f(u7v7w)>

De este modo f es una colineacion. O
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Ejemplo 2.50 En el plano proyectivo V =Py(C3) y

f(<(z,y,2)>)=<(3T+7,7+2Z,Z) >.

Demostrar f una colineacion.

Solucién: (a)
Sea g: C? — C2, dada por g(z,y) = (3T +7,y) es semilineal ya que:

g((z,y) + a(a,b)) = g(x+aa,y+ab)
(3T Faa+y+ab,y+ab)
(3% +7,7) + (3@ + b, b)
9(x,y) +ag(a,b).

Luego g es semilineal y es biyectiva ya que su inversa es g7 (z,y) = (5%, y). Luego k(z,y) =
(37 +79,7) + (0,1) es una colineacién del plano afin vectorial.

k(z,y.1) = (3T+7,7+1,1)
Que induce la colineacion en el plano proyectivo

f(<(2,y,2)>) = k(< (2,4,2) >) =< 3T+ 7,7 +Z,Z) > .

Solucién: (b) Sea g: C? — C3, dada por g(z,y,2) = (3T+7,7 +Z,Z). es semilineal ya que:

g((x,y,2) +a(a,b,c)) g(z +aa,y + ab, z + ac)

= Br+aa+y+ab,y+ab+z+ac,z+ac)

(3T +7,7+%,Z) +a(3a +b,b +¢,7)
9(x,y,2) +ag(a,b,c).

La inversa es

g((:L‘,y,Z))=(CL,b,C) (3§+§,§+E,E)=(a,é,0)
Bx+y,y+2,2)=(a,b,c)

2=¢ y=b-¢, x= g(a—EJrE)
1 _ _
g_l(a,b,c) = (g(a_b+6)7b_675)

Luego g es biyectiva y semilineal.
De este modo tenemos que g(a(x,y,2)) =ag(z,y, z). Funcién bien definida y biyectiva a nivel
de puntos
g: P — P
<(x,y,2)> ~ <g(z,y,2)>
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Por otra parte tenemos que g(a(x,y,z) + b(u,v,w)) = ag(z,y, z) + bg(u, v, w)
Funcién bien definida y biyectiva a nivel de recta y preserva incidencia

g: L — L
<(7,y,2), (w,v,w) > ~ <g(z,y,2),9(u,v,w) >

Luego g es una colineacion. O

Ejemplo 2.51 En el plano proyectivo 11 = Py(R3) y sea f : R3 — R3, una transformacion
lineal biyectiva tal que
flx,y,2) =(3z,2x +y + 2,32).

y f la colineacion inducida por f en plano proyectivo.

1. Determinar los puntos fijos de f en II.

2. Determinar cuatro rectas fijas de f en II.

Solucién: (a) Determinar los puntos fijos de la colineacion es equivalente a determinar

f(l"y7 2) = a(l"y? 2)

(3-a)x = 0
2+ (l-a)y+z = 0
(3-a)z = 0

que el sistema tenga solucién no trivial significa que

3-a 0 0
2 1-a 1 [=0B-a)*(1-a)=0
0 0 3-a

Si , luego 2x — 2y + 2 = 0, de ello tenemos que
(z,y,-2x +2y) =x(1,0,-2) +y(0,1,2)
Toda las rectas del plano < (1,0,-2),(0,1,2)) > estan fijas, ya que
flx,y,2y —2x) = (32,22 + y + 2y - 22,6y — 62)) = (3x,3y, 6y — 62) = 3(z,y,2y — 27)

Para ,

2 = 0
20+z = 0
2z = 0

tenemos que x = 0 = z, luego la recta es < (0,1,0) >.
(b) Algunas rectas proyectivas fijas, planos vectoriales, son:
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1. f(<(1,0,-2),(0,1,2)) >) =< 3(1,0,-2),3(0,1,2) >=< (1,0,-2), (0,1,2) >,
2. f(<(1,0,-2),(0,1,0)) >) =< 3(1,0,-2), (0,1,0) >=< (1,0,-2),(0,1,0) >,
3. £(<(0,1,0),(0,1,2)) >) =< (0,1,0),3(0,1,2) >=< (0,1,0), (0,1,2) >,
4. f(<(1,0,0),(0,1,0)) >) =< (3,1,0), (0,1,0) >=< (1,0,0), (0,1,0) >.
0

Ejemplo 2.52 En el plano proyectivo 11 = Po(R?), sean la recta de ecuacion m:x-3y+2z =0,
los puntos A =< (2,1,3) >, B=<(3,1,2) > y el plano afin TI™ =Py (R3) \ m.

1. Determinar la ecuacion cartesiana de la recta ly, sumersion de l,g, en el modelo del plano
afin T = R2.

2. Dada k:3x—y+22=0 y k; sumersion de k en plano afin, determine si ly || k.
Ejemplo 2.53 En el plano proyectivo 11 = Po(C3) y sea f: C3 — C3 tal que
flr,y,2)=2T+y,y+1i-2,%2).
1. Demostrar f es semilineal biyectiva

2. Determinar un punto fijo y una recta fija de f en II.

Ejemplo 2.54 Sean K un cuerpo y los conjuntos de puntos y rectas dada por:
P={U<K®| dimU) =1}, L={W<K®|dim(W) =2}

y la incidencia la contencion (plano proyectivo vectorial).
Demuestre que Po(K3) satisface:

1. El sequndo azxioma de plano proyectivo.

2. El tercer axioma de plano proyectivo.

Solucion: El segundo axioma de plano proyectivo.
Sil#m entonces [nm + &
Sean [ = <7,E’> ym= (?,7) con [ #m, entonces [ ¢ [ +m ¢ K3

dim(l+m) = dim(l) +dim(m) - dim(lnm)
= 2+2-dim(Inm)
dim(lnm) = 1

En particular [ nm + @.
El tercer axioma de plano proyectivo.
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Sea B ={ey,eq,e3} base de K3. Entonces {ej, ez, €e3,€1 + €5 + €3} forman un cuadrangulo.
Para ello notemos que e, e; ¢< e3,€1 + €3 + €3 >. Ya que

er #aes+b(eg +ea+e3)yea#aes+bleg +ex+es), a,belk.
Del mismo modo eq,e; + ey + e3 §< €9, €3 >. Ya que

e1 # aeg +bez v ep + ey +e3 +aeg +bes, a,belk.

Ejemplo 2.55 Demuestre que todo plano proyectivo tiene al menos 7 rectas.

Solucion: Por axioma tres, sabemos que existen cuatro puntos que denotaremos por A, B, C
y D, ademas por cada par de punto existe un recta que no contiene a los otros

i) lapnlcp ={FE}, entonces EZ lapy EZ lcp
i) lacnipp ={F}, entonces FF Z lpcy F L lpp

iii) lap Nilpc ={G}, entonces G Z lap y G T lpc

Note que, si E=F, E T lag; E T lac; 1o que lag =lap = lac; lo que significa que tres puntos
son colineales, lo cual no es posible, luego existe siete puntos. a las anterior seis recta, existe
lgr que es distinta a las anteriores. O

Ejemplo 2.56 Demostrar que en un plano proyectivo todas las rectas tiene la misma cantidad
de puntos que inciden en ella.

Demostracion: Dada las rectas [, k distintas y sea P un punto que no inciden en ninguna de
ellas, la existencia del cuadrangulo, garantiza la existencia del punto P.

Dado @Q)ZI, luego existe Unica recta [pg y la interseccién de [pg con k& es un unico punto.
Inversamente dado R un punto que incide en k, existe la recta [pr y con ella el punto interseccion
[ PRN .

Teniendo presente la unicidad de la interseccion y que dado dos puntos define una tnica recta,
se tiene que una funcion es la inversa de la otra.

f [ «— k

Q - lponk
lpRﬂk’ <= R

De lo anterior tenemos que f(1) = (k). O



