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Introduccion

La primera version del presente apunte, corresponde a un trabajo de recopilacién realizado por
los alumnos Claudio Fierro Parraguez, Daniela Ogas Munoz, Maximiliano Nunez Gonzalez de
la Carrera de Matematicas de nuestra Universidad, durante el ano 2016. Toda esta seleccién
de material, se obtuvo de diferentes anos en que dicté la asignatura de Geometria el profesor
Patricio Riquelme Guajardo quienes nos permitié usar los apuntes de sus alumnos para dar
forma a este proyecto.



Capitulo 1

Plano Afin

1.1. Introduccién:
Definicién 1.1 Un triple 11 = (P,L,Z), se llama estructura de incidencia si y solo si

verifica P, L, T conjuntos no vacio, PNnL=¢ yIZ <P xL.

Notacién: En el conjunto P, sus elementos se llaman puntos y los designados con letra
mayuscula P,Q, R. En el conjunto £, sus elementos se laman rectas y los designados con letra
minuscula [,m,t y la relaciéon Z de incidencia entre puntos y rectas y denotamos por

(P,l)eZ, Pincide conl, PT1 (P,1)¢Z, Pnoincide conl, P Z 1

Observacién: Visualmente la incidencia se representa por

a) P Z I, P no incide con . b) P Z I, P incide con [.
Notacién: Dada [,m € L

mnl#¢siysélosi (IP € P)(PZm A PZLI)

o bien
mnl=¢siysélosi (VPeP)(PZmv PZI)

Definicién 1.2 Sean [,m € L.
Se dice que | es paralela a m y se denota porl || m, siy sélo si, mnl=¢ v [=m.
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1.2. Axioma del plano afin

Un estructura de incidencia IT = (P, £,Z), se dice que II es un plano afin si y sélo si cumple los
siguientes axiomas

1.- Sean A, BeP, A+ B entonces 3! [ € L tal que AZl y BTl

La tnica recta se denota por [4p.

2.- Sean PePyleL. Si PZl entonces 3!m € L tal que PZmy m || | (quinto postulado de
Euclides).

m
!

3.- Existen tres puntos no colineales (no existe una recta tal que contenga a estos tres puntos)
y cada recta inciden al menos dos puntos.

o C
o A

Observacién: Por axioma uno, dos rectas distintas inciden entre ellas en un punto o ninguno.
Si existe un punto P tal que P Z 'y P Z m denotamos por [ nm = {P} en caso contrario
Il Nnm=g

Teorema 1.3 Sea IT = (P,L,Z) un plano afin, entonces la relacion de paralelismo es una
relacion de equivalencia.

Demostracién:

1. || es refleja, es decir, (Vi e L)(I || 1), para ello tenemos que

[ =1, luego [ || I.
2. || es simétrica, es decir, (VI,m e L)(I|m =m || )
Consideremos dos rectas paralelas [ || m luego se tiene que
Inm=¢ vi=m

lo cual es equivalente a
mnl=¢ v m=1I,

es decir, m || I.
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3. || es transitiva, es decir, (VY I,m,t € L)(L || mAam|t =1] t).

Lo cual demostraremos por el absurdo. Sean [,t,m tres rectas tales que [ || m , m ||
tyl4t, comol4ftluego, [+t ylnt={P}, pero por P pasan dos rectas paralelas a m
contradiccién (unicidad del axioma dos). Por lo tanto la relacién de paralelismo es una
relacion de equivalencia.

Definicién 1.4 Plano afin minimal es aquel plano formado por el minimo nimero de puntos
que cumplen con los tres axiomas.

Propiedad 1.5 Todo plano afin al menos contiene cuatro puntos.

Demostracién: Por axioma tres sabemos que existen tres puntos no colineales A, B,C, del
cual por axioma uno, existen tres rectas que unen a estos tres puntos que los definiremos como

lag,lpc,lac respectivamente como se observa en la imagen.
Consideremos la recta [4p, por axioma dos tenemos que Isc

laD
existe una recta paralela a [4p que la designaremos por \/C D// N
l; y que pasa por el punto C, andlogamente se prueba la
existencia de una recta paralela a [ 4o que pasa por B que

llamaremos por Iy, como la recta oM lac # @ entonces A s
también lo hacen las rectas [ y Iy en el punto D y para 4 o /\
concluir determinaremos la existencia de la recta [4p que tac b2

pasa respectivamente por los puntos A, D.

Observacién: De lo anterior se concluye:

1. Todo II plano afin contiene al menos cuatro puntos de manera que tres cualquiera no son
colineales

2. Todo II plano afin contiene a lo menos seis rectas en las que hay dos paralelas

3. Dada dos rectas no paralelas, siempre existe un punto que no incide a ninguna de las
rectas
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Ejemplo 1.6 Sea P = Zo x Zo. Determine las ecuaciones de las rectas y si existe paralelismo
entre ellas.

Solucion: Las ecuaciones de las rectas de Zy x Zs estan dada por

ly:y=0 ly:x=0
lo:x=1 l5:y=2
ls:y=1 lg:y=x+1

(0,0 L 1,0

En consecuencia Iy I3, l2|ls v I5]lg (estas tltimas son paralelas porque no hay ningin punto en
comun). Zsy x Zy es un modelo del plano afin minimal en donde Zj x Z5 es el espacio vectorial
de dimensién dos. o

1.2.1. Plano Afin Vectorial

Teorema 1.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension dos

Si los puntos son las vectores, las rectas son las rectas afines y la incidencia es la pertenecia
entonces Il = (V,L,7), es un Plano Afin.

. s — — — . ., —
: Sean U, W con w efinamos la recta afines [ en direccién w
Demostracion: S Lw eV + 0, defi 1 ta afi [ d
— e
trasladada en v, por [ = {aw + v | a € K}

K il

=l

gl

Sea | = {aW + U | a € K} una recta afin, por comodidad se denotara por
1:{w)+ 7.

— —
La Incidencia esta definida por P Z [ es equivalente a P € (. De otro modo, existe « € K tal
—
que P=aw + v.
Verifiquemos los axiomas del plano afin.
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— — - - — —
1. Sea A, B €V con A # B. Debemos demostrar que existe me L tal que A Z my B Z m.

- = -
Para ello tenemos que A — B # 0 y definamos
mz{a(Z—§)+Z | OzEK},
— - - — — —
luego tenemos que A =0 (A - B) + A, entonces A €m, es decir, A Z m. Andlogamente

— — = — —
B :(—1)(A—B)+A, es decir, B T m.

wl
N
£%

)

oy
o
Unicidad: Supongamos que 3t € £ de modo que

t={aW+7 |aeK}

— —
tal que A Zty B Tt luego existe un aq, as € K distintos tales que

e B —
= oW+ U
=4 — —
B = mw+v
de lo cual N
— — = —
A-B = g -ayw+ U — U
— —
= W —ow
_
= (a1 —a)w
- - N
A-B = azw con ag # ()
N 1 - -
w = (az)” (A—B)

N - - —
Por lo tanto (w>:(A—B> y A etnm, luego t =m.

2) Sean Ae V., leLly A Z1. Por demostrar que existe una recta m € L tal que AT mam | L.
K

)

Seal: (I_J) + T la recta debe tener la misma

ﬁ
direccién y contener al vector A, entonces la %
recta m de define como: X

m: (W) + A
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Unicidad

e d v d . — —
Supongamos que It € L tal que AZt, AZm, el cual definiremos como t :=< ¥ > + 79,
%

m=<w >+A.
e — e — —> — e
Ya que Aetentoncest=(x)+A pero t || m, entonces(x):(w>luegom:<:c>+Aes

decir,

en consecuencia t = m.

3) Por demostrar que existe un tridngulo.

— — -
Sea B ={v1,v5} basede V,y 0 €V entonces tenemos
= = — . . . K
0, v1, v no son colineales, ya si [ contiene a los tres
—
elementos 0 €l
— - T
l: (w) +0
— —
pero vy, vy €1

— - — —
1=01wW , Vg =W

el
=

— — . .
luego w1, v3 son linealmente dependiente.

De este modo, existen tres puntos no colineales.
Por lo tanto IT = (V,£,7), es un Plano Afin |

Ejemplo 1.8 Sea P = Z3 x Z3. Determine las ecuaciones de las rectas y si existe paralelismo
entre ellas.

Solucion: Consideremos los puntos

li:y=0, ly:x=0, l7:y=ux, lig:y=2x+1,
ly:y=1, l5:x=1, lg:y=2x+3, l11 1y =2z,
l3:y=2, lg:x =2, lg:y=2+2, lis:y=2x+1.
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©,2) (1,2) (2,2)

(0,0) (1,0) ly (2,0

Las rectas paralelas entre ellas son:

Z1H52Hl3 ; l4Hl5Hl6 ; l7|\59”l12 y lsHllo”ln

a

Definicién 1.9 Dados los puntos Py, P, ..., P, se dice que los puntos son colineales si y solo
st existe | € L tal que PZl para todo i=1,2,...,n.

1.3. Haces de Paralelas

Ya que la relacion de paralelismo es una relacion de equivalencia en el plano afin, este se divide
en clases de equivalencias llamadas cada clase un haz de paralelas, definidas por:

[]={mel|m]|1) l

A

Ejemplo 1.10 El plano afin minimal contiene tres haces de paralelas.
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Solucion: Por propiedad 1.1 y el ejemplo 1.1, sa-
bemos que existen seis rectas las que definimos por
ly, la, I3, ly, 5y lg entonces veamos las rectas que
son paralelas.

En la figura tenemos que

Lillls —[L] = {l} = []
Ll — k] = {llL} = [i]
Is 1le —[ls] = {ls;l6} = [ls] h

a

o\

ly
]

NG}

Teorema 1.11 FEl plano afin contiene al menos tres haces de paralelas.

Demostracion: Por axioma tres existen A, B,C' € P
(tres puntos no colineales)

lacnNlpc+@ = [ZAC]#:[lgc]
chﬂlAB#:@ = [lBC]#:[lAB]
lacnlypro = [ZAC]:#UAB]

Por lo tanto [lac] # [las] # [lsc] # [lac], en conse-
cuencia existen al menos tres haces de paralelas.

Teorema 1.12 Sean II plano afin, l,m,t € L tales que I || m y mnt={P} entonces Int + 2.

Demostracién: Por el absurdo, supongamos
que l || my mnt + @Alnt = @, es decir,
Ll t, entonces I | m, I || tytnm = {P}, en
consecuencia por P pasan dos rectas paralelas " “r
a [, lo cual es una contradiccion por unicidad de

axioma dos.
]

Teorema 1.13 Sea Il plano afin, entonces cada recta contiene el mismo niumero de puntos que
mciden en ella.

Demostracién: Dada [,m € £, denotamos por P, = {P € P | PZl}, debemos probar que
#P1 = #Pn.

La demostracién se realizara en dos caso,
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i) Supongamos que [ 4 m entonces I nm = {P}

Sea A € P, AZly AZm. Por axioma dos sea l; € £ tal que AZl; y 1 || [, de lo cual
linm = {x1}, nuevamente por axioma dos tenemos que 3! my € £ tal que AZmy y mq || m,
luego my Nl ={xy}.

Gracias a estos antecedentes podemos cons-

T2

truir la siguiente funcion: h
f: {anP} B {l'l,P} r 4 m1

T2 - T "
P — P m

Ahora veamos otros puntos. Sea Py Z [ tal que P, # Py P; # x;. Unimos P; con A a
través de la recta [4p,, entonces

luego tenemos l4p, 4 m, es decir, lap, Nm # ¢, luego, lap, nm = {P}}.

Por lo tanto
f : Pl — 7Dm
P1 e Pll
P — P

To —> I

De modo que f es una funcién biyectiva, entonces el #P; = #P,,

ii) Supongamos ahora que [ || m.

Sea t € L tal que tnl # @, por teorema anterior:
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Sabemos que t 4 [y t 4 m por la primera
" parte entonces

#Pe=4#Pry #Pe = 9P

del cual

#P1 =9 Pm.

Notacién: Dada l € L y P € P, denotamos por
P={QeP|QLl}y;  Lp={meL|PIm}.

Definicién 1.14 Se dice que el orden del plano 11 es n si y solo si cada recta contiene n puntos,
y lo denotamos por #1l =n

Ejemplo 1.15
1. Zo x 7o, es un plano afin de orden dos.
2. RxR es un plano afin de orden infinito.
Observacion: Los planos afines finitos, conocidos hasta ahora, son de la forma I, x [F;, donde
[F, es un cuerpo finito con ¢ elementos y ¢ potencia de un primo.
Teorema 1.16 En un plano afin, todos los haces de rectas paralelas tienen la misma cantidad

de rectas y esa cantidad es igual al orden del plano.

Demostracién: Sean [,m € L, con Inm # @ y [I] haz de rectas paralelas de direccién |.
Construimos la correspondencia de cada recta del haz, le asociamos la interseccion con m

Por lo tanto #[1] = #P,,. En consecuencia todas las haces de paralelas tienen la misma cantidad
de rectas ]

Teorema 1.17 Sea II un plano afin de orden n, entonces

i) Por un punto P pasan n+ 1 rectas, #Lp =n+ 1.
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ii) El plano afin contiene n+ 1 haces de paralelas.
i11) El numero de rectas en plano afin es n? +n = #L.

i) La cantidad de puntos en el plano afin es n? = #P.

Demostracién:

i) Sean PeP y leL tal que PZl en donde #I1 =n A #[l] =n.

Al unir cada punto de [ con el punto P obtenemos n-rectas y por axioma dos
(Ame L)Y (PImAam | 1)

por lo tanto por P pasan n + 1 rectas.

ii) Dada un recta entonces existe una paralela que pasa por P y considerando el resultado
anterior que por P pasan n + 1 rectas, entonces existen n + 1 haces de paralelas.

iii) Sea | € L, luego pertenece a unicos haz de
paralelas [1], cada haz tiene n rectas y por lo
anterior hay n + 1 haces de paralelas, por lo
tanto

#L=n(n+1)=n>+n.

i

iv) Sea [l] haz de paralelas, cada recta contiene n puntos y cada haz de paralelas contiene n
rectas, por lo tanto
#P=n-n=n’

Ejemplo 1.18 En el plano minimal tenemos que #1 = 2 entonces
HL=22+2=6y#P=22=4

Del cual se concluye que el plano minimal esta constituido de cuatro puntos y seis rectas.
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Plano de Moulton 1902

15

El Plano de Moulton (Forestra y Moulton, A simple non-Desarguesian plane geometry. Trans.
Am. Math.) Soc, 3:192-95 es un ejemplo de un Plano Afin no trivial.

Consideremos el conjunto de puntos del plano afin P = R?, los puntos del plano euclidianos.

Ahora veamos las rectas que constituye el conjunto £, son de cuatro tipos:

1. Las rectas de pendiente positiva (m > 0) en el plano R2.

0

2. Las rectas con pendiente igual a cero o infinita en el plano R2.

Y

(0,a)

l:y=a

(b,0)
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3. Y las rectas definida de la siguiente forma con (m < 0)

mx+b ; x>0
l:y=

m
—xz+b <0
2?[7 , X

Por 1ltimo la incidencia Z es la pertenecia.

Propiedad 1.19 Con las notaciones anteriores Il = (R?, £,T) es un plano afin, llamado plano
de Moulton.

Demostracion: Tenga presente los siguientes ejemplos para la demostracion.

Ejemplo 1.20 En el plano de Moulton.
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (5,1) y (7,4).

Solucion Determinemos la pendiente de la recta que une estos dos puntos:

_ Y-y _4-1 3

To — X7 —7—5_2

m

Por lo tanto m > 0 el cual implica que la recta es la habitual, es decir

y-1_3
r-5 2
Despejando obtenemos
_3,. 1B
Y79t

Ejercicio 1.21 En el plano de Moulton.
Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,0) y (0,1).

Ejemplo 1.22 En el plano de Moulton.
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-2,5) y (1,-2)
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Solucion Determinemos la pendiente de la recta que une estos dos puntos:

_yg—yl _ 5+2 B 7

m

To — 1 -2-1 3

Por lo tanto m < 0 el cual implica que debemos utilizar la definicién de pendiente negativa, es
decir,
mx+b ; x>0

l:y=
%awb <0

reemplazando los puntos (-2,5), (1,-2) tenemos que

5 = -m+b
-2 = m+b

7
Sumando tenemos que 3 = 2b, luego b = =, y restando tenemos que -7 = 2m, de lo cual m = -3

La recta pedida es:

l:y=
7.3
—grt5 ; T< 0
O
Ejemplo 1.23 En el plano de Moulton. Dada la recta
2z+1 ; 20
[:y=
-r+1 ; <0
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2,5) y es paralela l.
Solucion La recta paralela debe estar dada por:
=2rx+b ; x>0
l:y=
-r+b ; x<0
y pasa por (2,5), luego -4+ b =5, por ello b=9.
La recta pedida es:
-2z+9 ; 20
l:y=
-r+9 ; x<0
O

Ejercicio 1.24 En el plano de Moulton.
Determinar tres puntos en cuadrantes distintos que no sean colineales.
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Ejercicio 1.25 En el plano de Moulton considere los puntos
A=(1,0),B=(0,1),C=(-2,1),D=(1,-1).

Calcular lagnlcp

Ejercicio 1.26 En el plano de Moulton considere los puntos

A=(1,0),B=(-2,1),C=(1,-1).

Determinar l¢ tal que lo || lap

Ejercicio 1.27 En el plano de Moulton considere las rectas ly,ls

Determine condiciones que permitan decidir cuando 1y es paralela a ls.

1.4. Colineacién en el Plano Afin

Definicién 1.28 Sean II plano afin y f una funcion biyectiva. Se dice que f es colineacion
de I1, si se cumple:

i) f:L— Ly f:P—P son biyectiva.

ii) Preserva incidencia:
Para todo P,l se tiene que si PTl entonces f(P)Zf(l).
i11) Preserva paralelismo:
Para todo I, m se tiene que si l || m entonces f(1) || f(m).

Ejercicio 1.29 Sea I1:Zy x Zs.
Considere los movimientos rigidos del cuadrado, Determinar cual de ellas corresponde a coli-
neacion de II.

Ejercicio 1.30 Sea Il :Zy x Zs
Determine el numero de colineacion de 1I.

Ejemplo 1.31 Sea I1:7Z3 x Z3 y la funcion

f: P — P
(z,y) ~ flz,y)=(r+1,y+2)

que se extiende a la rectas afines del siguiente modo f(1) ={f(P) | PZl}.
Determine si f es una colineacion.
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(0,0) (1,0) ly (2,0

Solucién: Claramente f es biyectiva, f~(z,y) = (x -1,y - 2).
Veamos algunos ejemplos particulares primero:
Para ello sea

1 ={(0,0),(1,0),(2,0)};1> = {(0,1),(1,1),(2, 1) }; 15 = {(0,2),(1,2), (2,2)}.
Evaluando la funcion, tenemos
11={(0,0),(1,0),(2,0)} — f(l)={(1,2),(2,2),
13=1{(0,2),(1,2),(2,2)} — [f(s)={(1,1),(2,1),
ademas debe cumplir con:

ii) Dado el punto (0,0)Zl;, debe cumplir f(0,0)Zf(l;) lo cuales verdadero, ya que (1,2)Zl3

iii) Dado las rectas Iy, [3, se tiene que [y || I3, debe f(l1) || f(I3) lo cual también es verdadero,
ya que I3 || lo.

En general, tenemos que [ € £, I = {a(z1,22) + (y1,y2) | a € Zs}

i) Aplicando f a [ tenemos

f()

{fla(zy,z2) + (Y1, 2)) | a € Zs}
{flazy +y1,azy +12) | a € Zs}
{(azy +y1 + 1, aws +y2 +2) | a € Zs}
= {a(r,22)+ (1 + 1,92 +2) | a € Zs}
{a(x1,22) + f(y1,y2) | a € Zs}.
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ii) Sea PZI, luego tenemos que [ =< w > +P, por lo anterior tenemos que f(l) :<w > +f(P),
de lo cual f(P)Zf(1).

iii) Sea [ || ', luego tenemos que [ =< w > +u y I’ =< w > +v, por la primera parte tenemos
que f(I) <w>+f(u), f(I"):<w>+f(v), de lo cual f(1) | f(I").

De este modo f sea una colineacién. O
Definicién 1.32 Sea II un plano afin y f una colineacion de 11.

i) P es un punto fijo de f si y sélo si f(P) = P.

ii) [ es recta fija de f siy sélosi f(1) =1.
Propiedad 1.33 Sea f una colineacion del plano afin 11

1. St l,m son dos rectas no paralelas fijas por f entonces el punto interseccion entre ellas
es un punto fijo de f

2. Si f tiene fijo los puntos A y B entonces la recta lap esta fija por f.

Ejemplo 1.34 En el ejemplo anterior 11: Zs x Zs, y la colineacion

f: P — P
(r,y) ~ flx,y)=(r+1,y+2)

Determine los puntos y rectas fijas si existen.

Solucion: Tenemos que f esta dada por

fxy)=(x+1,y+2)

1. Puntos fijos

fly) = (zy)

(r+1,y+2) = (z,y)
r+1 = =z
y+2 = y

lo cual, tiene solucién vacia, ya que 1# 0y 2 # 0, por lo tanto, f no tiene puntos fijos.

2. Rectas fijas Las rectas fijas de f, entonces f(l) =1, pues consideremos la recta [ =
{(0,2),(1,1),(2,0)} tenemos que

l= {(675)’ (T’T)> (576)} Yy f(l) = {(T>T)> (576)’ (6’5)}
Por lo tanto la recta [ es una recta fija.

Note que = {(z,y) |ax+by=c}y f(I) ={(z,y) | ax+by = c+a+2b} luego debe tenerse
que a+2b =0, se deja de ejercicio, determinar que las tinicas rectas que cumple lo anterior
son las paralelas a ellas.
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Ejemplo 1.35 Sea IT = R? el plano vectorial afin y f una funcion definida como
f:R2 — R2
(z,y) ~ flzy)=Qr+3y-1Lo-2y+2)

Demuestre que f es colineacion de 11.

Demostracién
i) f es biyectiva.
a) Inyectiva
(V(a,b), (¢, d) eR*)(f(a,) = f(c,d) = (a,b) = (c,d))
(2a+3b-1,a-2b+2) = (2c+3d-1,c-2d+2)

2a+3b-1 = 2c+3d-1
a-2b+2 = ¢-2d+2

Multiplicando la segunda ecuacién por —2 y sumamos obtenemos que b = d, reem-
plazando en la primera ecuacién se obtiene que a = ¢, luego (a,b) = (¢, d).

b) Epiyectiva Si IT = R2, basta demostrar que R? ¢ Rec(f).
Dado un (¢, d) € R?, debe existir (a,b) € R? tal que f(a,b) = (c,d)

(2a+3b-1,a-2b+2) = (¢,d)

20+3b-1 = ¢
a-2b+2 = d

Resolviendo el sistema se establece que:
c—2d+5 2c+3d-4
= 7 a =
7 7
De este modo f es epiyectiva, entonces f es biyectiva.
i) f:L— L.

Sea [ :((a,b)) + (¢, d) recta, luego tenemos,

b

l
l

{a(a,b) + (¢,d) | a e R}
{(aca+c,ab+d) | a eR}

Evaluando se obtiene

f)={f(aa+c,ab+d) | aeR}
f()={Qaa+2c+3ab+3d-1,aa+c-2ab+2d+2) | a R}
f() ={a(2a+3b,a-2b)+ (2c¢+3d-1,c-2d+2) | a« e R}

Luego tenemos

f()=((2a+3b,a—2b))+ (2c+3d—-1,c-2d +2).
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iii) Si P Z [ entonces f(P) Z f(l)
Sea [ =((a,b)) + (¢,d), si P Z [ entonces P = ag(a,b) + (c,d)

f(P)=ay(2a+3b,a-2b)+(2c+3d-1,c-2d+2)

en donde este punto ag(2a + 3b,a —2b) + (2¢+3d - 1,¢—2d + 2) incide con f(1), por ello
F(P)Zf(1).

iv) Sil | m entonces f(I) || f(m)

l

m

((a,0)) +(c,d)
((a,b)) + (e, f)
f() = ((2a+3b,a—-2b))+(2c+3d-1,c-2d+2)
f(m) = ((2a+3b,a-2b))+ (2e+3f-1,e-2f+2)

Luego
S@) I f(m)

De este modo tenemos que f es colineacion de II O

Observacion: Sean [ = ((a,b)) + (¢,d) y m = {(x,y)) + (z,w).
[]| msiy sélosi{(a,b),(x,y)} son linealmente dependientes.

Propiedad 1.36 Sea V' un espacio vectorial de dimension 2 sobre K entonces son colineacion
del plano afin vectorial

1. Las traslacion f(x) =z +wv.

2. Las transformacion lineal invertible.

Notacién:
Aut(IT) :={f: T — 11 | f es colineacién } ¢ Biy(II).

Propiedad 1.37 Sea II un plano afin.
(Aut(II), o) es un grupo, llamado grupo de las colineaciones del plano afin T1.

1.5. Dilataciones del Plano Afin

Sean IT un plano afin y f € Aut(II).
Se dice que f es dilatacion de II si y sélo si para todos [ € L se tiene que

HOAN
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Ejemplo 1.38 Sean [1=ZyxZs y f:

=

® I3

ol

la ly

por ello f es dilatacion Zg x Zs

(7,y)

11

(z,y+1)
f(ll) = l37
f(l2) = l27
fs) =1,
fls) =Ly,
f(ls) =1,
f(lﬁ) = l57

Ejemplo 1.39 Sea f:R? - R? tal que f(z,y) = (3x,3y).
Demuestre que f es una dilatacion en el plano afin vectorial

Solucion: Sea [ =< v > +w € L, luego tenemos que

f()

Ademads tenemos que < v > +w ||< v > +3w, por ello f es una dilatacion.

Notacién: Sea II un plano afin.

{f(tv+w) | teR}
{3tv+3w | t e R}

<v>+3w

D) ={f:11 —II | f dilatacién }.

S() |l
F(2) || 1.
S(U3) |l 1s.
S () |l s
S(s) |l 1.
fe) |l L.

23

Teorema 1.40 Una dilatacion esta completamente determinada si se conoce la imagen de dos

puntos.

Demostracién: Sean II plano afin, y A, B € P tales que f(A) = A’, f(B) = B’, con f dilatacién.

.
w

SN

AP

Sea X € P de modo que X + ANX + B

o f(X)
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i) X Zlap
Primero unimos X con B a través de la recta gy, por B’ trazamos m; tal que my || lpx.

Después unimos X con A a través de la recta [4x, por A’ trazamos moy tal que my || lax.

De este modo tenemos que {f(X)} =mi nmy

i) XZiap

B/ B,/
VA X f(z2)=2z
A \ A \

Por el caso anterior, sabemos determinar la imagen de un punto que no es incidente a
una recta [ 45, donde se conoce la imagen de A y B.

Sea Z € P, Z Zlsp, como sabemos la imagen de A y B, luego sabemos la imagen de Z,
es decir, f(Z)=2'. Pero X Z laz, por lo tanto f(X) se puede determinar. n

Observacién: Al quedar completamente determinada la dilatacién a través de la imagen de
dos puntos, entonces al tener dos puntos fijos, se concluye que f es la identidad, es decir, f = Id.
De otro modo f # Id, entonces f tiene a lo mas un punto fijo.

Definicién 1.41 Sea f una dilatacion en el plano afin II.

Se dice que f es una Homotectia si y solo si, f tiene un punto fijo y este se llama centro
de la homotecia o f = Id.

Se dice que [ es una Traslacion si y solo si, f no tiene puntos fijos o f = 1Id.

Definicién 1.42 Sean le€ L y [ es una dilatacion en el plano afin.
Se dice que l es traza de f siy solo si (3P € P)(PZl = f(P)Zl).

l

(P
P

Teorema 1.43 Sean Il plano afin y [ dilatacion de II.

f() =1 siysdlo sil es traza de f.
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Demostracién: Sea f una dilatacién, luego f € Aut(Il) y f(l) =1. Si P € P tal que P Z [ luego
f(P)Z f(l), de lo cual f(P) Z I.

Veamos el reciproco.

Sil es traza de f luego (3P eP)(PZ 1= f(P)ZI])

HO]
l

f(P)

Sea Q Z I, con @ # P, luego tenemos que f(Q) Z f(1)y f(P)Z f(1) es decir f(P)eln f(I)
Como f es dilatacion, entonces f(1) || I A In f(l) # @ en consecuencia f(I) =1, lo cual implica
que [ es traza de f. [ ]

Propiedad 1.44 Sea f una homotecia distinta de la identidad y P centro de la homotecia f,
entonces cada recta que pasa por P es una traza de f.

Demostracién: Sea Q) € P y lpg € L, luego tenemos f(lpg) || lpg, pero PLlpg y PZf(lpg),
luego las rectas son iguales. ]

Propiedad 1.45 Si f es una traslacion distinta de la identidad entonces no tiene puntos fijos
y el conjunto de todas las trazas es un haz de paralelas.

Demostracién: Sea P € P, luego la recta [py(py es una traza de f, es decir existen traza de f.
Sea [ otra traza de f, luego ambas estan fijas por f y si tiene un punto en comun este seria un
punto fijo lo que es una contradiccion. ]

En el plano afin vectorial: Toda recta fija es una traza de la dilatacién, ademas

1. La traza de la homotecia, son las rectas que pasan por el punto fijo, dado que la homotecia
tiene un punto fijo f(P) =P = (a,b).

Las trazas de la homotecia las podemos definir como:

{meK|y=m(z-a)+b}u{z=a}

P =f(P)
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2. Las traslaciones no tienen puntos fijos. Ademés dejan fijas todas las rectas que tiene
—_

vector director P f(P) y por ende el haz de paralelas formada por ellas.

Ejemplo 1.46 Consideremos la homotecia en el plano afin vectorial

f RZ — R2

(z,y) ~ (3z+2,3y-6)

Tiene un punto fijo (-1,3), las rectas fijas estdn dada por lo : v = -1 ya que f(lo) = loo ¥
L - ((1,m)) + (=1,3) que cumple con f(ly,) = ln. O
Ejemplo 1.47 Consideremos la traslacion en el plano afin vectorial
f: R — R?
(z,y) ~ (x+2,y+3)

R 2y =3z > 1= ((2,3))
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Tiene rectas fijas, pero dada las rectas 1 : ((2,3)) + (a,b) y f(1):((2,3)) + (a,b), ademds el haz
de recta [l], también esta fijo que f([1]) = [l].

a

Teorema 1.48 Una traslacion estd completamente determinada si se conoce la imagen de un
punto.

Demostracién: Sea A € P tal que f(A) = A’, como A, A’ son distintos existe [44 y X € P. tal
que XZlgq.

Definimos:

ly paralela a laa y X Z Il es una traza de f luego
esta fija por f.

Iy paralela a lax y A’ Z I, note que f(lax) =11 es
paralela y A’ incide en ella.

Por lo tanto, [y,ls no son paralela, luego Iy Ny =
[F(X)).

De este modo tenemos que f(A)=A"y f(X)=X',
dos imagen, por propiedad de dilatacién, define una
unica dilatacién.

Corolario 1.49 Sea T(II) = {f € D(II) | f traslacion } es un grupo, llamado grupo de las
traslaciones de 11

Demostracion: Es un subconjunto no vacio y la inversa es una traslacion, ahora veamos
la compuesta de dos traslaciones es una traslacién o una homotecia, si tenemos que es una
homotecia tendria un punto fijo despejando obtenemos que dos traslaciones tiene un punto en
comun luego son iguales y por ende es una traslacién. ]

Corolario 1.50 Sea Hp(I1) = {f € D(IT) | f homotecia tal que f(P)} es un grupo, llamado
grupo de las homotecias de Il que tienen centro en P.

Demostracion: Es un subconjunto no vacio y la inversa es una homotecia, ya que deja fija
un punto, y la compuesta de dos homotecias de centro P, el punto P esta fijo, luego es una
homotecia de cento P. ]

Observacion: Denotemos D(IT) = {f : I — TI | f ditalacién } en donde se tiene que (D(IT),0)
es un grupo, llamado grupo de las dilataciones de IT, ademés D(IT) < Aut(IT) y Hp(I1) < Aut(II).
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1 1
LT | [ (D)

1.6. Dilataciones en un Plano Afin Vectorial

Recordemos que V' un K espacio vectorial de dimensién dos y el plano afin esta formado por
P =V, L= rectas afines } y la incidencia es la pertenencia.

1. Traslaciones: f €T (V).

—_—
Sea ¥ = f(0), aplicando el Teorema 1.48 tenemos que, si Z linealmente independiente
con v, la imagen se obtiene de la interseccién de las rectas

— — — —
Lh<v>+x, la<ad >+0

: sz - > —> —  —> .,
cuya interseccién es 7 + v de esta forma tenemos que, f(7) = 7 + v una traslacién en
—_

UL
Luego en general las traslaciones son funciones de la forma:

fV—)V
—

T o~ f(T)=T+T

8l
.
&

Notacién: 7(V') = {t e D(II) | t es una traslacién}, es decir, si t € T(V'), entonces existe
ﬁ
un vector v, tal que (7 ) = @+ 0, incluimos el vector nulo 0 de las traslaciones posibles.

Propiedad 1.51 SeateT(V), tal que t(7) =7 + 7, entonces

(T =T -T
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Demostracién: Sea 7,y €V tal que:

7 o= (7)) [t
—>\ =
M) =z -
y+u = X [+ (=7)
— - =
y = T -7

Por lo tanto t (7)) =7 - v

., . . —>
También se puede designara a la traslacion de vector v como ¢

(@) =14 (7)

Composicion de traslaciones: Sea t-,t5 € T (V)

(t o tz)(7)

Propiedad 1.52 (7 (V),0) es un grupo abeliano, isomorfo a (V,+)

Ejercicio 1.53 Sea I1 un plano afin vectorial, t una traslacion y f € D(I1) Demostrar
que foto f~1 es una traslacién

2. Homotecias:
Sea f € D(II) una homotecia, luego existe w tal que f(w) = w.

Sea @ €V,yleL, tal que 7, w €l, sabemos que
FO Ly f(Z),Def(l)y @, wel

Por lo tanto {Z —w, f(Z) -} son linealmente
dependiente, entonces:

L z D
FR)-T = a(T-T
f(Z) = a@ -aw+w
- K

aZ +(1-a)w

F(T)

con 1+a=z0.

Al considerar el teorema 8, y sabiendo que conocemos la imagen de w, x , para determinar
. . — —
a imagen de otro punto no colineal con 7, w, tenemos trazar la recta [; paralela a [+
1 de ot t lineal LW, b t 1 ta [ lela a [+
- - .z . —
que pasa por f(7) y la recta ly = I+ y la interseccion es la imagen de =

Luego los vectores
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[Z-F /() - @) AT - B H(T) - f(@)}, {7 - F(F) - F()}, también son
linealmente dependiente, de lo cual se obtiene

o7 -w) = f(T)-f(W)
a(Z-7) = f(Z)-f(T)
(7 -w) = f(Z)-f(W)

Igualando obtenemos
a(?—ﬁ)+a1(7—?)—a2(7—ﬁ)) =0
reordenando tenemos

(a—a)) (@ -W)+ (a1 —a)(Z -w) =0

K

K

Como los puntos son no colineales luego los vectores son linealmente independiente (so-
lucién tnica)

Q=01 =09
El otro caso, es anédlogo.

. ’ . —_—
Por ello, existe un tnico a 'y . ]

Definicién 1.54 Sea f:V — V una homotecia, dada por
haﬂ;(?) = Oé? + (1 - Oz)l_U>

. , . — .
Se dice que, « es la razon de la homotecia y w es el centro de la homotecia.

Propiedad 1.55 Sea f:V — V una homotecia, tal que
f(Z)=a7 +(1-a)w.
entonces

FUT) = éz’ . (1 - é) i
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Demostracién: Sea f~1(2) = 7/, entonces:
—
Y

- @) Jos
fy) = 7@
ay+(l-a)w = 7 [+ (a-1)w)
07 = T+a-1T /é
e

Por ello tenemos

o« o s . —>
Composicion de homotecias de centro w:

. —
Sea f1, fo dos homotecias de centro w, entonces tenemos que:

A(T)
£(T)

(fiofo)(T) = ABT+(1-6)w)
= a7 +(1-Pw)+(1-a)w
= afT +aW -afW +W -aw

= af7T+(1-aB)w

aZ +(1-a)w
BT +(1-p)w

La composicién de homotecias del mismo centro es otra homotecia del mismo centro y
con razoén el producto de las razones respectivas de las homotecias.

Definimos: Sea

Hy={feD) | f(0)=0}
Hy ={feD) | f(W) =1},
en donde H es el conjunto de la homotecia de centro 6), incluida la identidad.

(HG” o) se denomina grupo de las homotecias de centro 0.

(Hﬁ’a o) = (K*a )

. s — — = - s — — : £
Observacién: Sean t( @) = 7 + w traslacién y ho( 2 ) = 2 una homotecia de razén «

y centro 0. luego
tohgot™(7T) toho (7 -W)
= t(a(T -0))

- W(F-T)+T

= a7 +(1-a)w

corresponde a una homotecia de centro w y razén «.
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Ejercicio 1.56 Sea Il el plano afin vectorial, entonces
Demostrar que

'H—dﬁ'Hl—g

3. Forma General de una dilataciéon en un Plano Afin Vectorial
Note que toda dilatacion es compuesta de traslaciones y homotecias.

Sea f € D(II), entonces existen a #0y v € V

fow(@)=aT+ 7 = f(T)

Observacion:

a) Si o =1 entonces f; - es una traslacion

b) Si a # 1 entonces f,  es una homotecia (que tiene un punto fijo), en particular:

foz (W) = @
— —

aw +v = w
- — —

aw —-—w = -0
(a-1D)w = -7

R

-«

En donde la funciones de la forma f - son transformaciones lineales invertibles con
a # 0, ademds notemos que:

(frzof,g)(@T)=aT +7 = f,5(7)
Propiedad 1.57 En el plano afin vectorial V.
D(V)=T(V)eHz(V)
Ejemplo 1.58 Sea
T : R - R2
(z,y) = (y,2)+(L,1)
Determine F € D(R?) tal que ToF =FoT

Solucidén: Sea F' una dilatacién luego existen « € R no nulo,(a,b) € R? tal que
F(z,y) = a(x,y) + (a,b), V(x,y) R’

Veamos la compuesta

(ToF)(x,y) = (FoT)(z,y)
T(ax +a,ay+b) Fly+1,z+1)
(ay+b+1l,ar+a+1) = (ay+a+a,ar+a+b)
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Igualando coordenada
b+1 = a+a
a+1l = a+b

del cual se obtiene a =by a =1, por lo tanto F' es una traslacién de la forma

F(z,y)=(x+a,y+a)

1.7. Colineaciones en un Plano Afin Vectorial

Recordemos que V' un K espacio vectorial de dimensién dos y el plano afin esta formado por
P =V, L= rectas afines } y la incidencia es la pertenencia.

El propésito de la seccién es demostrar el teorema: toda colineaciéon en el plano afin vectorial
es la composicion de una traslacién con un transformacién semi-lineal.

Definicién 1.59 Sea V' un espacio vectorial de dimension 2 sobre K. f : V - V es una
transformacion semi-lineal si y solo si

1. Para todo 7,9 enV, f(T +9)=f(T)+ f(¥)
2. Eriste 0 € Aut(K) tal que para todo @ enV, a € K se tiene que
f(a@) =0(a) f(T).

Ejercicio 1.60 Sea V=CxC y f:C? > C? tal que f(Z,7) = (3T,27)
Demostrar que f es semi-lineal.

Ejercicio 1.61 Sea f:K? —» K2 semi-lineal biyectiva,
Demostrar que f es una colineacion en el plano afin vectorial

Ejercicio 1.62 Sean f : K2 - K2 semi lineal biyectiva y g : K? — K2 transformacion lineal
biyectiva,
Demostrar que go f, fog son semi-lineal biyectiva.

Teorema 1.63 Sean K un cuerpo, {ay,as} base de K2, o, 3 € K* tales que I, =< ay — a; > +ay
— — —
y ly =< fas — aaj > +aay con ly # ls.

I ||l siy sélo sia=p.

K

(17
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Demostracién: Sea [y || [y luego los vectores directores son linealmente dependiente
P —
{az — a1, Bay - aar}

es decir existe § tal que

d(az-a1) = Paz-oal

(0-Baz+(a-d)ai = 0

solucion tnica, asi se tiene que « = 3 = 4.
En la otra direccién, supongamos que « = 3, I3 # Iy y I nly # ¢. Pero tenemos que

—  — — — — —
l1 =<ay—a1 >+a; Iy =<aay —«aaj > +aa;j.
Ya que el escalar es no nulo, tenemos
—  — —
lg =< a9 — a1 > +aas.
luego los vectores directores son iguales. Por lo tanto Iy || lo. ]

Propiedad 1.64 Sea K un cuerpo, {ay,as} base de K2, y o € Aut(K?)

1] Iy siy sélo sio(ly) | o(lz)

Demostracion: Sean [;,[, € L

o(ly) | o(l2) o(lil)no(ly) =¢vao(ly)=0(lz)
ol o(l)nao(ly))=¢Vvii=1
Wl =dviy =l

Lol

ORI

Corolario 1.65 Sea l € L recta vectorial y o € Aut(I1) tal que o(l) =1 entonces

o(l+T)=1+0(7)

Demostracién: Sea [ || [ + ¥, por teorema anterior tenemos que o(l) || o(l + U), es decir,
I o(I1+7). Ademés o(v) e 0(I+ 7 ), es paralela y pasa por el punto, ya que la recta es tnica,
se tiene

o(l+0)=1+0(7)
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Propiedad 1.66 Sean K un cuerpo, p € Aut(I1) entonces existe una traslacion, una trans-
formacion lineal biyectiva en el plano y una base {ai,as} de K2, tal que si 6 = f~Lotop,

5(0)=0, 6(a)=a;, 6(a3) =a.

Demostracién: Sea € Aut(V'), supongamos
u(0)=7.

— —
luego t_=(u(0))= 0. o L
Sea 0 =t_ oue Aut(V') y {ai, a3} base de K2, entonces {o(aj),o(az)} es una base de K2.
Ya que I . I 15 om V52 I 15 o> €8 decir
— — — —

<ayp>=<oa; > <ag>=<0a9 >.
Dadas las bases anteriores existe una tnica transformacién lineal, luego una colineacién, que
envia una base en la otra base, es decir,

f@@)=o(a) f(a3)=o(az)
De lo cual se obtiene
ai=(f"oo)ar) az=(f"o0)(az)
Por lo tanto d = f~! ot o yu es una colineacién que fija 6), ai, as. ]

Propiedad 1.67 Sean K un cuerpo, {ai,as} base de K2 y g € Aut(Il) tal que fija los puntos
6), a, @, entonces

g(aar + faz) = g(aar) + g(Baz)
ademads

g(aai) = naai, g(aa3) = naas.

s = - — .
Demostracién: Sean 0, a;, az, puntos fijos por g, luego tenemos
— — — —
g(<ai>)=<a;> y g(<ay>)=<az>

ya que fija dos puntos de cada recta.
Consideremos las rectas
li:<as>+aa; vly<ay >+pas

— — . , — —
las rectas [; ||< a3 > y I3 ||< a1 > y tiene un punto en comun aaj + Sas.
Por corolario anterior tenemos que

g(ly) =< @ > +g(aar) y g(lo) =< a7 > +9(Baz)

ademaés
glaay) e<ag > y g(Ba3) e<az >
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luego la imagen del punto interseccién debe pertenecer a la interseccién de las imagenes.
g(aai + fa3) = g(aai) + g(faz)

- - — . — _ — .
Sea ly :< as —ay > +ay, la recta contiene a los puntos a; y a3, luego la recta esta fija por g.
. —  — — .
Consideremos la recta [ :< as — aj] > +«a; es paralela a l4. luego se tiene que

g(l) =< a3 —a; > +g(aay) =< as — ay > +na;
Analogamente

g(l) =< a3 - a1 > +g(aaz) =< a3 - a; > +£a;
de lo cual obtenemos que 1 = &.

Teorema 1.68 Sea K un cuerpo, 11 el plano afin vectorial entonces toda colineacion es la
composicion de una traslacion con una transformacion semilineal.

Demostracién: Sea ;€ Aut(IT), por propiedad 1.66 se tiene que existen una traslacién, una
transformacion lineal biyectiva en el plano y una base {a;,as} de K2, tal que si 6 = f~ ot o pu,

5(0)=0, &(a) =ai, §(a3) = a.

Por la propiedad 1.67 tenemos que
d(aa +Baz) = d(aar) +6(Baz), d(aai) =n(a)a, 6(Baz) >=n(a)a;

Definamos
n:K - K tal que n(a) cumple con 6(aay) = n(a)ay

note que n(1) =1y n(0) = 0.
Es inyectiva, ya que n(a) = n(f) entonces,

n(a) = n(B)
n(a)a; = n(f)al
6(aay) = 6(Bar)

aa; = fBa

a = f

Epiyectiva, sabemos la restriccién de § :< a; >>< a; > es una biyeccién luego dado 3 € K,
— — . — —
tenemos que faj €< aj >, luego existe a € K, tal que d(«way) = Saj.
Para el producto, sea
l5 < aa; +ay > —fas

luego tenemos
0(Is) =<n(a)ar +az > +n(-B) a3

pero Baa; € l5 de lo cual tenemos 6(SBaay) € 6(15)
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de este modo tenemos que
n(Ba)ar e<n(a)ai +az > +n(-B)a;
luego tenemos
n(Ba)ar = -n(a)n(-B)ai
por ello tenemos
n(Ba) = -n(a)n(-pH)
Ademas
n(=6) =n(=6-1) = -n(1)n(B) = -n(3)
de lo cual
n(Ba) = -n()n(=5) = n(a)n(B).
Finalmente para la aditiva n(a+ ) = n(«) + n(53).

- — -  —
l6 <oap —ag > +Ba1 + ao

luego tenemos
5(ls) =<n(a)ai - a3 > +n(B)ai + a3

pero (a+ B)a; € lg de lo cual tenemos 6((a + 3)ay) € 5(lg)
de este modo tenemos que

n(a+B)ar e<n(e)ar - az > +n(B)al + as

luego tenemos
n(e+B)ai = (n(a) +n(B))al
por ello tenemos
n(a+p)=n(B)+n(a)
De lo cual tenemos que § es semi lineal, y por ello f o es semilineal
1=ty © (f ©0)

Ejemplo 1.69 Sea C? el plano afin vectorial complejo, T identidad o conjugacion compleja
entonces
Para todo ay,by,c1,a9,b9,co € C tal que arbs —bias + 0 se tiene que

f:C*—C? f(z,w) = (a17(2) + by7(w) + c1, a97(2) + boT(w) + ¢3)

es una colineacion en plano afin vectorial complejo
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1.8. Teoremas Clasicos Plano Afin Vectorial

—
Definicién 1.70 En el plano afin vectorial K x K, se define la razén afin de @, b, tres

puntos colineales al escalar (@, _b), ) tal que cumple
2-7=(2,0,2)D-7)
Propiedad 1.71 En el plano afin vectorial KxK, dados tres puntos colineales A, B, C' entonces
1. (A,C,B) = obes

2. (B,C,A) = 55

A,B,C
8. (C,B,A) = ﬁ

Teorema 1.72 (de Menelao) Sean A,B,C puntos no colineales, P,Q, R puntos tales que
PILac, QTlgc, RIlap, ademds {A,B,C}n{P,Q, R} = ¢ entonces
P,Q, R son colineales si y sélo si (P,C,A)(Q,B,C)(R,A,B) =1

Demostracion: Traslademos el punto A al origen, y identifiquemos los puntos

A=0,B=1,C=7

—

N
como no son colineales, los vectores b, ¢ son linealmente independiente, de ello tenemos

P=a7, R:v_b), lBC=<_b>—c_>>+_b>,

es decir,
Q=8(b-)+b=(1+8)D -57C

Por lo anterior tenemos .
lpg=<(a+B)¢ -(1+8)b >+a¢

Si los puntos son colineales tenemos, R € Lpg, es decir,
Vb = aT+n((a+B)T-(1+8)D)
0 = —4b+aC+n((a+B)T-(1+8)D)
0 = ~(y+n+uB)b +(a+nf+a)?
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asl se obtiene
vy+n+nB=0, nla+p5)+a=0.

despejando
__r __ <«
= 1+ a+f
luego tenemos que
_a(l+p)
a4+ p

Ahora veamos la razones afines

(P,C,A) = (Q?7?76)) = l A
l-a a-1
ya que 0-a7T-= =2 (¢ -a’)
Para las otras razones procedemos de forma similar
1+
g

(@ B,C)=((1+B8) -2, 1, 7) =

luego tenemos

a 1+ v-1

a—-1 15} 5
o 1+8 “m5 -1

a-1 ) B ) a(1+8)

a+f

Q@ ‘1+ﬁ‘a(1+ﬁ)—&—ﬁ

(P,C,A)(Q,B,C)(R,A,B) =

a-1 a(l+p5)
o« ‘1+ﬁ‘ af -6 _1
Ca-1 B a(l+p)

Para la demostracion en el otro sentido note que

« _1+6.v—1:1 :oz(1+ﬂ)

a-1 y K a+f

lo que permite definir 77 y con ello, se obtiene que los puntos son colineales.

Teorema 1.73 (de Thales)

li || lg siy sélo si (A, B,C)=(A,D,FE)

39
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C E

"/ \

Demostracion: Traslademos el punto A al origen, y identifiquemos los puntos

A=0,B=1b,C=ab,D=d, E=8d

- —
con «,f no nulos y b, d linealmente independiente.
Calculemos las razones afines

(A,B,C)=a, (A,D,E)=5.
Ya que
(aT-T0=a(?-0), (8d-0=8(d-0).

Por teorema 1.63, se obtiene la equivalencia. ]

Definicién 1.74 Sean A, B,C, D cuatro puntos colineales, se llama la birazén a

_(C,B,A)

A,B,C,D) =
( ? 707 ) (D,B,A)

Propiedad 1.75 Sean A,B,C,D,I,J,S puntos en el plano afin vectorial sobre K, tales que
A,I,J colineales, A, B,C colineales AI = AB BS || IJ entonces (A,B,C,D) =(A,I1,J).

J
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Demostraciéon: Traslademos el punto A al origen, y identifiquemos los puntos

— — — — — — — —
A=0,I=4,J=ai, B=b,C=0b,D=yb, S=X1 +D
aplicando el teorema de Thales obtenemos
(C,5,J)=(C,B,A), (D,51)=(D,B,A)
De la primera obtenemos que (C,S,J) = (ﬁ—l;,)\_i> + —b>,047)), es decir,

ai -BY =(C,B,AYNT + b -5b)=(C,B,AYN7T +(1-5)D)

Como b, i son linealmente independiente, se tiene
« -0
—=(C,B,A)=——
A (C.B.A) 1-p5

- > - —

Anélogamente, (D,S,I)=(yb, i + b, i), de lo cual
- —
1+ b

7 -4 =(D,B, A)(\ 2 B)=(D,B,AYNT +(1-7)b)

- —
Como b, i son linealmente independiente, se tiene

1 —
—=(D,B,A)=——
A (D, B, 4) Y
De lo anterior tenemos que
(C,B,A)
A BC,D)=——""+-=
(4,B.C,D) (D,B,A) “

Por otro lado
— = —
(AL, J)=(0,1d,ai)
de lo cual tenemos
- — - —
ai —0=(AILJ)(i-0),
De lo cual (A,1,J) = a. n

Teorema 1.76 (de Ceva) Sean los vértices de un triangulo ABC', con divisiones en L, M, N
en las razones correspondiente A = (L, A,C), u=(P,N,C), a=(B,A,N) entonces las rectas
lan, lgr, lon son concurrentes si y solo si Apa = —1.

C
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Demostracién: Apliquemos el teorema de Menelao a los siguientes casos

C C
. M
P P
A N B A N B

Luego tenemos
(L, C,A)(P,N,C)(B,A,N) =1,  (M,C,B)(P,N,C)(A,B,N) =1

Teniendo presente la propiedad 1.71, y la hipdtesis se obtiene A = (L, A,C), p=(P,N,C), a=
(B,A,N), luego

1 1
(L,C,A) =3 (BaAaN) =7 (AaBaN) = L
A 1-« a-1
Reemplazando
1 1
S(P.ON)—=1, u(P,C,N)——=-1
A 1-« a-1
Concluimos despejando e igualando obtenemos
-1
(P.C.N) = A(1-a) = 221
op
Asi obtenemos )
aAp = Sl
-«
En la otra direcciéon, Suponemos aApu = -1y
lavnlpr =P  launlon=Q lprnlen = R.
Apliquemos el teorema de Menelao a los siguientes casos
C C
M
L
R Q
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(L,C,A)(R,N,C)(B,A,N) =1, (M,C,B)(Q,N,C)(A,B,N) =1

Teniendo presente la propiedad 1.71, y la hip6tesis se obtiene A = (L, A,C), u=(P,N,C), a=
(B,A,N), luego

(L,C,A)Zl, (BaAaN) :La (AaBaN) :L
A 1-a a-1

Reemplazando

1 1 @
“(R.C.N)— =1 C,N =1
)\( ) Y )1_& ’ M(Q’ ’ )a_
Despejando y reemplazando el p = ;—i\
(R,C,N)=X1-0a), (QC,N)-= =A(1-a)

Los puntos esta a una misma razén afin luego son iguales. [ ]

1.9. Ejemplos Miscelaneos

Ejemplo 1.77 Considere K={a+bd | a,b € Zy} =Z2(), es un cuerpo con 4 elementos, donde
02=0+1 yII es el plano afin vectorial, es decir,

P =K?, L={<w>+v|v,weK*w#0} y I:pertenecia

Graficar los puntos y las rectas en K2, identificando los haces paralelas.

Solucién: K ={0,1,0,1+d} = Z(5), cuerpo con 4 elementos
El nimero de: Puntos es 4% = 16, Rectas 20 = 16 + 4, Haces es 5 y cada haz contiene 4 rectas.

IR

[y=(0+1)x]

[v=0] [+=0)

O
Ejemplo 1.78 Considere la estructura de incidencia dada por los puntos P = {(z,y) e R? | y >

0} semiplano superior, la recta ¢, = {(z,y) € P | (x—a)?+y? =r?} una semicircunferencia con
centro eje x, el congunto de las rectas L ={c,, | a,r € R, >0} y la incidencia es la pertenecia.

Determine que axiomas de plano afin cumple 11 = (P, L,T).
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Solucion:

Primer axioma, dado los puntos distintos (a,b), (¢,d) € P deben pertenecer a una tnica recta.
(33' - h)2 + y2 = 7"2,

reemplazando tenemos (a - h)? +0? =r2 (c-h)?+d? = r2.
Restando las ecuaciones obtenemos que 2ah —2ch = d? + ¢? — b? — a?, cuando a = ¢, tenemos que
b+ d y positivos luego la ecuaciéon no tiene solucién, no cumple axioma 1.
Segundo axioma, dada la recta. (x — h)% +y? = r2, y el punto (a,b) que no pertenece a la
recta, entonces la recta

(z-h)?*+y*=(a-h)*+1?
es una recta paralela que pasa por el punto (a,b), no es tnica.

Tercer axioma, los puntos (1,1),(1,2),(-1,1), no son colineales, no existe recta que une los
puntos (1,1),(1,2) O

Ejemplo 1.79 En II Plano de Moulton, sea los puntos A =(-1,9), B=(2,-3) y C =(-2,5).
Determinar la ecuacion de la recta m, tal que m || lap y CZm.

Solucion: La recta [4p tiene pendiente negativa.

ar+b ; x>0
lap:y =
sr+b 5 <0

luego, reemplazamos A y B y se tiene que 9 = —a/2+ by =3 = 2a + b, de lo cual restando se
obtiene que a = —2—;.

De este modo, la recta m esta dada por:
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Reemplazando el punto C' obtenemos que 5 = 25—4 + ¢, de lo cual tenemos que ¢ = %
Por lo anterior tenemos

24 1
P I _0
5x+5 Do
m:y=
12 1
-——x+- ; <0
5 5

Ejemplo 1.80 En IT Plano de Moulton, sea T'(x,y) = (2z,2y — 2)

1. Determinar st T es una colineacion en 11.
2. Determinar si'T es una dilatacion en 11.

Solucién: La funcién T es biyectiva, ya que T'(x,y) = (2x,2y — 2), se tiene que F(z,y) =
(%x, %y +1) es la inversa

(FoT)(x,y) = F(2r,2y~2) = (r, 52y ~2) + 1) = (2.9)

(To F)(a9) = T(3e, 35+ 1) = (52035 + 1) =2) = (2,9)

Una es la inversa de la otra, luego 7" es biyectiva en puntos.
Veamos ahora los cuatro tipo de rectas: Rectas horizontal.

T({(c;y) | yeR}) {(2¢,2y-2) | yeR}
T({(c,y) | y e R}) {(2¢,2) | z e R}

es decir, la recta es horizontal preserva incidencia, paralelismo y la imagen es paralela.

T:l:z=c—1':2=2c.
Rectas vertical

T({(z,c) |z eR}) = {(22,2c-2) | zeR}
T({(z,c) |xeR}) = {(2,2¢-2)]|zeR}

es decir, la recta es vertical preserva incidencia, paralelismo y la imagen es paralela.
T:1l:y=c—1":y=2c-2.
Rectas pendiente positiva.

T({(z,mzx+b) | xeR}) = {(2z,2mz+20-2) | z R}
T({(x,mz+b) | e R}) {(z,mz+2b-2) | ze R}
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es decir, la recta de pendiente es positiva e igual pendiente preserva incidencia, paralelismo y
la imagen es paralela.
T:l:y=mx+b—1":y=mx+2b-2.

Rectas pendiente negativa.

T({(x,mx+b) | zeR*}u{(y,my/2+b) | yeR™})
{2z,2mx +2b-2) | e R* }u{(2y,2my/2+2b-2) | ye R}
= {(t,;mt+2b-2) | teR*}u{(k,mk/2+2b-2) | keR}

de otro modo la recta [ es enviada en [’.

mx+b ; x>0 mx+20-2 ; x>0
T:1l:y= — 'y =
Fr+b ; x<0 SFr+2b-2 ; x<0

Preserva incidencia, paralelismo y la imagen es paralela.

Luego T' es una dilatacion.

Ya que, las rectas por su tipo se mantiene, luego preserva incidencia, paralelismo y es paralela
a la imagen. O

Ejemplo 1.81 FEn el plano afin vectorial V = C? y f una colineacion definida por
fla+bi,c+di)=(a-bi,c—di).

Determinar los puntos y rectas fijas de f.

Solucion: Los Puntos Fijos
(a+bi,c+di) = f(a+bi,c+di)=(a-bi,c—di).

Luego tenemos que

Por ello tenemos que b=0, d=0.
{(a+bi,c+di)eC*|b=0, d=0} = R?

Las Rectas Fijas.
La rectas oblicuas l,, , = {(z,mz +w) | z € C}

fH{(z,mz+w) | zeC}) {Z,mz+w) | zeC}
f{(z,mz+b) | zeC}) {(z;mz+w) | ze C}
f(lm,w) = lﬁ,ﬁ
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Las rectas verticales, [, = {(w, z) | z € C}.

f{(w,2) [ 2¢C}) = {(w,z) [2¢C}
f{(w,2) | zeC}) = {(w,2) |z¢C}
f(lw) = Iy

luego las rectas fijas, preservan pendiente e intercepto. Y esta son

{lmws lw | myw e R}

Ejemplo 1.82 Sean f,g colineacion en plano afin.
Demostrar directamente que go f es una colineacion.

Solucidén: Sean f, g dos colineacién en plano afin.

De lo anterior tenemos que f,g:P — P son biyectiva, luego go f : P — P es biyectiva, ademés
f,9: L — L son biyectiva, por ello go f: L - L es biyectiva.

Preserva Incidencia

Sabemos que g, f preservan incidencia, sean PZ[, aplicando la funcién f tenemos que f(P)Zf(1)
y ahora aplicando ¢ tenemos que g(f(P))Zg(f(1)), es decir, (go f)(P)Z(go f)(1).

Preserva Paralelismo

Dado m, [ dos rectas paralelas distintas, tenemos f(m) || f(1), aplicando g se obtiene

g(f(m)) I g(f (1))

De este modo tenemos que go f es una colineacion. O

Ejemplo 1.83 Demostrar que todo plano afin, contiene al menos tres haces de rectas.

Solucion: Por el tercer axioma existe tres puntos no colineales A, B, C, por axioma 1 existen
las rectas lap,lac, o

Las rectas no pueden ser iguales, ya que significa que los puntos son colineales y ademas cada
una de ella con la otra tiene una interseccion.

lap Nlac ={A}, lpcnlap ={B}, lacnlpc ={C}

Luego no pueden ser paralela dos a dos
De esta manera cada una de las rectas pertenece a un haz distintos de rectas. O

Ejemplo 1.84 En II Plano de Moulton Real, sean A = (-4,7),B = (3,-3),C = (-2,1) y
D=(1,-7).
Determinar lagnlcp.
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Solucién: Consideremos las rectas

ar+b ; x>0 cx+d ; >0

lap:y = lep:y=
sx+b ;5 w<0 st+d ; x<0

luego, reemplazamos A y B se tiene que 7=-2a+by -3 =3a+b,

-2a+b 7
3a+b = -3

de lo cual a =-2, b=3y en la otra reemplazamos C'y D se tiene que 1 = —c+dy -7 =c+d,

—-c+d = 1
c+d -7

de lo cual ¢ = -4, d = -3. De este modo tenemos

2z+3 ; 20 —4r-3 ; x>0
lag:y= lep:y=
-r+3 ; x<0 -2r-3 ; x<0
Igualando tenemos

Caso x >0 ; Caso x <0
—2rxr+3=-4r-3 -r+3=-2x-3

20 =-6 r=-6

r=-32>0 r=-6<0

Luego obtenemos que

lAB n lCD = {(—6,9)}

Ejemplo 1.85 En Il Plano de Moulton Real, sean A =(-6,6),B =(4,-8) y C =(-2,5).
Determinar la ecuacion de la recta l, tal que l || lap y CZI.

Solucion: Consideremos las rectas

ar+b ; x>0
lap:y =
sr+b 5 <0

luego, reemplazamos A y B se tiene que 6 = -3a+by -8 = 4a + b,

-3a+b
da +b

6
-8

de lo cual a = -2, b=0. De este modo tenemos
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-2z ; 20
lap:y =
-xr ; x<0
La recta paralela
2rx+d ; x>0
ZC ‘Y=
-r+d ; x<0

reemplazamos C'y se tiene que 5=2+d y d =3,

2z+3 ; x>0

le:y=
-x+3 ; x<0
i
Ejemplo 1.86 Considere I1 = (P,L,T), plano afin vectorial complejo
P=C? L={<w>+v | v,weC*w=0} y I:pertenecia
y fo(21,22) = (71 + a2, 22)
1. Determinar si f, es una colineacion, con a € C.
2. Determinar si f, es una dilatacion, con a € C.
Solucién: Dada la Recta | = {(bwy + vy, bwy + v3) | a € C} =< w > +v, luego tenemos que
fol) = {f&’wl + Ulabw_2+ v2) |@_€(C}
= {(bwy + 71 + abws + avy, bws +T3) | a € C}
= < Wi+ aws,ws) > +(v7 + avy, V)
Por ello se concluye que ..... O

Ejemplo 1.87 Considere I1 = (P,L,T), plano afin vectorial complejo
P=C? L={<w>+v | v,weC*w=0} y I:pertenecia
y fla+bi,c+di)=(a-bi,c—di)
1. Determinar si f es una colineacion

2. Determinar si f es una dilatacion
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Solucién: Sabemos que Z+ W =Z+W; Z-W=2- WY 2 = 2.

Notemos que L
[(f(zw)) = [(Zw) = (z,0) = (2,0)

luego f es una funcién biyectiva a nivel de puntos.

En relacion a rectas

f(<(wi,w2) > +(v1,v2)) = {f(a(wy,wz) + (v1,v2)) | e C}

= {(awi; +v,qwy +v3) | a e C}

= {(ow, +v;,0w; +73) | a e C}
= {a(w,,wy) + (V1,72) | « € C}
= {B(wi,w2) + (v1,72) | BeC}

= < (@1,@2) > +(61,62)
envia recta en recta y de la misma manera se tiene que f es biyectiva a nivel de rectas.
(< (wi,w2) > +(v1,02))) =< (w1, w2) > +(v1, v2).

La incidencia de recta se cumple por el calculo anterior.
Sea [ y m dos rectas paralelas luego

[:<(wy,we) > +(v1,v2), m:<(wy,wy)>+(21,20)
luego tenemos que
(1) < (W, w2) > +(V1,02), [f(m) < (W1, w2) > +(Z1,%2)

de lo cual tenemos que f(1) || f(m)

Por todo lo anterior tenemos que f es una colineacion.

Sea [ :< (1,47) > tenemos que f(I):< (1,-i) > pero {(1,7),(1,-i)} es linealmente independiente,
luego f(I) 1. Y por ello f mo es una dilatacion. O

Ejemplo 1.88 Considere el plano afin de Moulton 11 = (P,L,I) y ho(x,y) = (ax,ay).

1. Determine si hs es una dilatacion

2. Determine si h_3 es una dilatacion

Solucién: Sea a € R*, tenemos que hq(hi/a(2,y)) = (2,y), luego tenemos que h, es biyectiva
de puntos.
Rectas horizontal en horizontal

ha({(c,y) | y € R})
ha({(c,y) | y € R})

{(ac,ay) | y e R}
{(ac,2) | zeR}
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Rectas vertical en vertical

he({(z,c) | z e R}
ho({(z,c) | z e R}

{(az,ac) | z e R}
{(z,ac) | zeR}

Rectas pendiente positiva en rectas de pendiente positiva

ho({(z,mz +0) | x e R}) {(ax,amx + ab) | x e R}
ho({(z,mz+b) |xeR}) = {(z,mz+ab)|zeR}

Rectas pendiente negativa en rectas de pendiente negativa

hs({(z,ma +0), (y,my/2+b) | xR,y e R"})
{(3x,3mx + 3b), (3y,3my/2+3b) | e R" )y e R™}
{(x,mz +3b),(y,my/2+3b) | e R*,y e R™}

Luego hsz es una colineacion.
Ya que, las rectas por su tipo se mantiene luego mantiene incidencia y paralelismo.
Rectas pendiente negativa no es enviada en una rectas

hs({(z,mz +0),(y,my/2+b) | xR,y e R"})
{(-3z,-3mzx - 3b), (y,-3my/2-3b) | re R*,y e R™}
{(:E,mx—Sb), (yamy/Q_b) | Z ER_ay € R+}

En particular note que los puntos {(1,-1),(0,0),(-1,0,5)} son colineales

y tenemos que
h73{(17 _1)7 (070)7 (_17075)} = {(_37 3)7 (070)7 (37 _175)}

Pero los puntos no son colineales, ya que la recta que une los dos primeros punto

pero el tercero no pertenece a la recta. O

Ejemplo 1.89 En el plano de Moulton, Sea A = (-3,5),B = (4,-2),C = (1,1) y D = (0,2).
Calcular lagnlcp



CAPITULO 1. PLANO AFIN 52

Solucién: Sean A =(-3,5) y B =(4,-2)

-14 34
—x+— ; x>0
11 11
ly:y=
-7 34
—z+— ; x<0
11 11
Sean C'=(1,1) y D =(0,2).
-x+2 ; x>0
lglyZ _1
—x+2 ; <0
Para x < 0, tenemos
-7 34 -1
—r+— = —x+2
11 11
-7 1 34
—r+=xr = 2-—
11 2 11
-3 12
_l’ - [
22 11
r = 8<0
Para x > 0, tenemos
-14 34
—r+— = —x+2
11 11
-14 34
—r+T = 2-—
11 11
-3 12
—2x = —_
11 11
r = 4>0

Luego tenemos
ll N lg = {(4, —2)}
O

Ejemplo 1.90 Demostrar directamente que si [ es una colineacién en plano afin entonces f=
también es una colineacion.

Solucion: Sea II un plano afin, y f una colineacién de II.

De lo anterior tenemos que f : P — P es biyectiva, luego f~! : P - P es biyectiva, ademads
f L — L es biyectiva, por ello f~!1: L - L es biyectiva.

Sabemos que f mantiene incidencia, sean PZI, aplicando la funcién inversa tenemos f~1(P) es
un punto y f~1(1) es una recta, luego existe m recta tal que f~*(P)Zmy f~(l) || m, aplicando
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f tenemos que PZf(m) y | f(m). Por lo tanto f(m) =1, es decir m = f~1(1), de lo cual se
tiene que

P,
Dado m, [ dos rectas paralelas distintas, tenemos f~'(m) y f~1(l) son dos rectas distintas.
Supongamos que QZ f~1(m) y QZf~(l), aplicando f tenemos

F(Q)Im ~ f(Q)TI

lo cual es una contradiccién, ya que son paralelas y distintas, luego f~1(m) y f~1(I) no tiene
punto en comun, por lo tanto son paralelas. O

Ejemplo 1.91 Sea f una dilatacion en el plano vectorial real tal que f(0,0) =(2,1), f(0,4) =
(2,4).
Determine f(x,y)

Solucién: Ya que f es una dilatacién se tiene que f(X)=aX +Y.
Luego obtenemos el siguiente sistema

(2,1)
(2,4)

a(0,0)+Y
a(0,4)+Y

De la primera ecuacién tenemos que Y = (2, 1), reemplazando en la segunda (0,3) = «(0,4) por
ende a = %, de este modo

fp) = Ha) + @) = (o223 41).

a

Ejemplo 1.92 Sean II = Fy; x Fyy plano afin vectorial y f € D(IT), tal que f(6,9) = (3,3) y
f(10,1) = (4,1)

Determine el cardinalidad del conjunto de trazas de f

Solucién: Ya que f es una dilatacién se tiene que f(X)=aX +Y.
Luego obtenemos el siguiente sistema

(3,3)
(4,1)

Restando las ecuaciones se obtiene (1,-2) = «(4,-8) por ende o = 3. reemplazando en la
primera ecuacién tenemos que (3,3) =3(6,9) + Y, de lo cual Y = (-4,-2), de este modo

flx,y)=3(x,y) +(7,9) = Bz +7,3y+9).

El punto fijo es (2,1) y razén 3. Por ello es una homotecia.
El conjunto de recta fija esta dada por:

a(6,9)+Y
a(10,1) +Y

{l+(2,1) | I es una recta vectorial }

y el cardinal de todas las rectas fija es 12. (cantidad de pendiente +1). O
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Ejemplo 1.93 Sea T una traslacion en el plano afin vectorial V = Fs x Fs5 tal que T'(3,5) =
(-1,7) y o una homotecia de centro (8,7) y razén 2

1. Determine (T oo)(x,y)
2. Calcular (T~'oo o T)(x,y)

Solucién: Como T es una traslacién y T(3,5) = (-=1,7), tenemos que
T(z,y)=(z+1,y+2).
Por otro lado ¢ es una homotecia de razén 2 y centro (3,2), luego
o(z,y) =2(x,y) +4(3,2) = (22 + 2,2y + 3).
Evaluando obtenemos
(Too)(z,y)=T2x+2,2y+3) =(2x +3,2y)
Las inversas de 1"y ¢ son:
T Hz,y)=(x-1,y-2)=(x+4,y+3), o x,y)=0Br+4,3y+1)
(T oo oT)(z,y) = (Troo)(z+1,y+2)
TH3(x+1)+4,3(y+2)+1)
T3z +2,3y +2)
(3z +1,3y)

de este modo tenemos
(T oo oT)(z,y) =3z +1,3y+1)

Ejemplo 1.94 En un plano afin.
Demostrar que una traslacion esta completamente determinada si se conoce la imagen de un
punto.

Solucidén: Sea A € P tal que f(A) = A’, como A, A’ son distintos existe {44 y X € P. tal que
XZlgn.

Definimos:

ly paralela a laa y X T Iy es una traza de f luego
esta fija por f.

Iy paralela a lax y A" Z I, note que f(lax) =11 es
paralela y A’ incide en ella.

Por lo tanto, [1,ls no son paralela, luego Iy Ny =
[F(X)).

De este modo tenemos que f(A)=A"y f(X)=X',
dos imagen, por propiedad de dilatacién, define una
unica dilatacién.
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Ejemplo 1.95 En el plano afin vectorial real, dados cuatro puntos A, B,C,D € R? distintos,

tal que lap || lep
Demostrar que existe una dilatacion f tal que f(A)=C y f(B) =D

Solucién: La existencia de la dilatacion f(X) = aX + Y, depende que el siguiente sistema
tenga solucion

C = aA+Y
D = aB+Y

Restando las ecuaciones se obtiene C'— D = a(A - B), lo cual tiene solucién, ya que lap || lop,
y por ello los vectores directores son linealmente dependiente.

Sea [ la solucion de la ecuacién vectorial, luego Y =C' - A =D - 3B.

Por lo tanto existe la dilatacién y esta dada por:

f(X)=p(X-A)+C



Capitulo 2

Plano Proyectivo

2.1. Axioma del Plano Proyectivo

Un estructura de incidencia 1T = (P, £,Z), se dice que II es un plano proyectivo si y sélo si
cumple los siguientes axiomas

1. Sean A,B € P, con A # B entonces 3!l € L
tal que AZl vy BZI

2. Sean [,m € L, con [ + m entonces [ Nm #+ @& (no existen rectas paralelas).

m

-

l

3. En el plano proyectivo existen un cuadrilatero o cuadrangulo, es decir, no existen tres
puntos que pertenezca a la misma recta y toda recta al menos tiene tres puntos distintos.

D C
. .
A B
(] .

Observacién: Por el axioma uno, dos rectas distintas inciden solamente en un punto.
Sean [, m € L distintas entonces | nm = {P}.

26
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Definicién 2.1 Todo conjunto de puntos que incide con una misma recta, se llaman puntos
colineales.

Todo conjunto de rectas que pasan o inciden en un punto comun se llaman rectas concurrentes
o coincidentes.

Un conjunto de 3 puntos distintos no colineales A, B,C' junto con las rectas lgc,lca,lap de
llama triangulo.

Un conjunto de 4 puntos distintos, 3 de ellos no colineales junto con las rectas de llama cua-
drilatero.

Definicién 2.2 Plano Proyectivo minimal es aquel plano proyectivo formado por el menor
numero de puntos y rectas que cumple con los axioma de plano proyectivo.

Propiedad 2.3 Todo plano proyectivo contiene al menos siete puntos.

Demostracion: Por axioma tres, sabemos que existen cuatro puntos que denotaremos por
A B, CyD

i) lapnlcp ={FE}, entonces EZ lapy EZ lcp
ii) lacnlgp ={F}, entonces F Z lpacy F Z lgp
iii) lap Nilpc ={G}, entonces G Z lap y G T lpc

Note que, si E=F, E T lag; E T lac; 1o que lag =lap = lac; lo que significa que tres puntos
son colineales, lo cual no es posible, luego existe siete puntos y al menos siete rectas.

C

2.1.1. Plano Proyectivo Vectorial

Sea V' un espacio vectorial de dimension tres sobre K.
Se define el conjunto de los puntos y de las rectas por:

P={U<V |dimU) =1}, L={W<V |dim(W)=2}

y la incidencia la contencion.
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Ejemplo 2.4 Sea V =7y x Zy x Zy (dim(V') = 3).
Note que cada recta vectorial tiene dos puntos y los planos tiene cuatro puntos incluido el vector
nulo.

Z
<(0,0,1) >
(0,0,1) 0,1,1)
A
// /|
aon 7~ 7 : <(1,0,1) > <(0,1,1) >
(-————-((1,1,1)| »Us o L
1 (0,0,0)0— ”\
| I // Y \
100 7 1107
<(1,0,0) > <(1,1,0) > <(0,1,0) >
Puntos™ Rectas
Pro= {(1,0,0)) L= ((1,0,0),(0,1,0))
Pyo= ((0,1,0)) lo = ((1,0,0),(0,0,1))
P3 = ((07071)> l3 = ((07170)7(07071)>
P4 = ((1717O)> l4 = ((17070)7(07171)>
b5 = ((17071)> ls = <(0a1a0)7(1a0a1)>
Ps = {(0,1,1)) ls = ((0,0,1),(1,1,0))
Pro= ((1,1,1)) l= = ((1,0,1),(0,1,1))

Luego tenemos que Zo x Ly x Lo es un modelo el plano proyectivo minimal.

En general, con las notaciones anteriores se define el plano proyectivo asociado al espacio
vectorial a

]P)Q(V) = (P,L,Z)

Teorema 2.5 Sea V un espacio vectorial de dimension 3 sobre K, entonces Po(V') es un plano
proyectivo.

Demostracién:

i) Axioma uno: Por dos puntos distintos pasa una unica recta

bS

Sea A+ B con A = (7) y B = ('L_J), entonces {0, W} son linealmente independiente, en

particular:
1=(7,W).
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s — —
Es tnica, ya que AZm y BZm, entonces v, w € m, de lo cual obtenemos
— —
[= ( v, w) cm.
como la dimensién es dos, se obtiene la igualdad.

ii) Axioma dos: Sil# m entonces Inm # &

Sean [ = <7,E’> ym= (7,7) con [ #m, entonces [+m =V

dim(l+m) = dim(l)+dim(m) - dim(lnm)
= 2+2-dim(Inm)
dim(lnm) = 1

En particular [ nm + &

iii) Axioma tres: Existe un cuadrdngulo.

— — —> —_ = = = —  —> ’
Sea B = {v1,v3,v3} base de V. En donde {7, v3, 03, 01 + U3 + v3 } forman un cuadrangulo.
Ya que dado tres vectores cualquiera, estos son linealmente independientes, luego no hay
tres colineales.

Por lo tanto Py(V') es un plano proyectivo. [ ]

Observacién:

1. Sea V un K-espacio vectorial de dimension tres y Po(V') el plano proyectivo construido
a partir de V con PZI entonces P c [, graficamente se tiene que:

/=]

2. Seal = <7, I_U>> recta del plano proyectivo Py (1), entonces la ecuacién cartesiana de [ con
respecto a la base B = {vy, ve, v3} de V| tiene la forma:

lax+by+cz=0

con (a,b,c) #(0,0,0).
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Ejemplo 2.6 Dado los puntos del plano A =((1,2,4)) y B =((-2,1,5)) en el plano proyectivo
Py (R3).

Determine la ecuacion cartesiana de lap

Solucién: Sea 45 =((1,2,4),(-2,1,5)).

Dado (z,y,2) € lap entonces:
(:L‘,y,Z) = a(1’2a4) +B(_2a1a5)
(r,y,2) = (a=26,2a+f,4a+50)

r = a-20

y = 2a+p

z = 4a+50
1 2|z 1 -2 =z 1 0| z+2(y-22)
2 1|y |~]l0 5 |y-2z [~ 0 1 y -2z
4 5 |z 0 13|z-4x 0 0|z-4z-2(y-2x)

El sistema tiene solucién si y sélo si
13
z—4x—€(y—2x) =0
o bien
52—-13y+6x =0

De otro modo los vectores los vectores {(z,y,2),(1,2,4),(-2,1,5)} son linealmente dependien-
te, de lo cual tenemos que

-2

1
0=1]2 =(10-4)z-(5+8)y+(1+4)z
4

N e oy

1
d

Ejemplo 2.7 En el plano proyectivo Py(Z3).
Sean 1y = <(T,§,6), (6,T,T)> y ly de ecuacion 2x + 3y -z = 0.
Calcule Iy N1y

Solucién: Sea (x,y,z) €y nly, por pertenecer a la primera recta l; tenemos:

(2,9:2) = a(T,2,0)+40,1T)
(2.9,2) = (a,20+8,5)

Como también (z,y, ) € o, satisface la ecuacién, reemplazando tenemos que

20+3R2a+p5)-8 = 0
8a+28 = 0
o = -f
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luego

(.’L’,y,Z) :(047 Q, —a):a(l,l,—l) :&(17172)
Por lo tanto I3 nly = {{(1,1,2))}. O

Teorema 2.8 FEn el plano proyectivo, todas las rectas tienen el mismo nimero de puntos.

Demostracién: Sean [,m € £, +#m entonces Inm={X}y AePcon AZmyAZI

Sea Z T m, luego lzanl={Z"}.
Construimos una funcién biyectiva

I l
X
A !

N <3

¢ ¢

Con lo cual se obtiene que:

Y = #1 m

Corolario 2.9 De la misma forma, por cada punto pasa la misma cantidad de rectas.

Demostracién:

Sea PeP ylelL, tal que PZIl. Notemos que l

toda recta que pasa por P tiene interseccion con

[ y dado un punto en Q7! existe la recta lpg. lQ =

Definicién 2.10 Se dice que el orden del plano proyectivo Il es n si y solo si cada recta
contiene n + 1 puntos, en cuyo caso denotamos por #Il =n.

Ejemplo 2.11 Py(Z3) plano proyectivo minimal.

li = {<(1,0,0)>,<(0,1,0) >, < (1,1,0) >};
lo = {<(1,0,0)>,<(0,0,1) > <(1,0,1) >};
Is = {<(0,1,0) >,<(0,0,1) >, < (0,1,1) >};
Iy = {<(1,1,0)>,<(0,1,1) >,<(1,0,1) >};
I5 = {<(1,0,1)><(1,1,1) >,<(0,1,0) >};
le = {<(1,0,0)><(1,1,1)>,<(0,1,1) >};
Iz = {<(1,1,0) >,< (0,0,1) >, < (1,1,1) >}.

Como cada recta contiene tres puntos, entonces #(Po(Z3)) = 2.
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Observaciéon: En general, si K es cuerpo finito entonces #(P2(K3)) = |K|, ya que el plano K2,
por el argumento de la pendiente contiene |K|+ 1 rectas vectoriales.

Teorema 2.12 Sea II tiene un plano proyectivo de orden n, entonces

HL=n*+n+1y#P=n>+n+1

Demostracién: Si Il tiene orden n, entonces cada recta contiene n+1 punto y por cada punto
P pasan n + 1 rectas.

Dado que por un punto P pasa n + 1 recta y cualquier punto () distinto de P esta contenido
en una recta que pasa por P, luego tenemos (n + 1)? pero el punto P lo hemos contado n + 1
ya que pertenece a todas las rectas y debemos contarlo una vez.

#P=(n+1)?-n=n*+n+1.

Dada dos rectas distintas tiene interseccion en un punto, y
por cada punto pasa n + 1 rectas, luego la cantidad de recta
es igual al numero de puntos de una recta por la cantidad de
recta que pasa por ese punto, teniendo presente que la recta !
original, se conté tanta vez como punto tiene la recta, por ello

#L=(n+1)*-n |

Ejemplo 2.13 Calcular el #P y #L de Po(K3), K cuerpo finito.

Solucién: El orden de Py(K3) es |K|. luego tenemos
#P = |KP? + K|+ 1 =#L

Para K = Z, se tiene

#P=p’+p+1=#L

Teorema 2.14 (Bruck- Ryser 1946) Sin=1 méd 4 o bienn =2 méd 4, entonces no exis-
te un plano proyectivo de orden n, salvo que n se escriba como suma de dos cuadrados enteros.

Observacién: n = 6, no es suma de dos cuadrados enteros y n =2 mad 4, luego no existe un
plano proyectivo de orden 6, en cambio 10 =32+12 y 10 =2 mdd 4.

Teorema 2.15 (Lam-Swiercz-Thiel 1988) No existe un plano proyectivo de orden 10.



CAPITULO 2. PLANO PROYECTIVO 63

2.1.2. Sub-Plano Proyectivo

Un sub-plano Il de II, es un subconjunto de los elementos de II que forman un plano proyec-
tivo, teniendo la misma relacién de incidencia, es decir, si I = (P, £,Z) es un plano proyectivo
entonces Iy = (P’,L’,Z) es un sub-plano de II si y sélo si P’ € P, L' < L y Iy es un plano
proyectivo.

Ademas es sub-plano es propio si y sélo si Il # I1.

Ejemplo 2.16 Como R es un subcuerpo de C, tenemos que Po(R?) es un sub-plano propio de
P, (C3)

Solucién: Dado una elemento v € R3 no nulo, tenemos las rectas < v >< R3 ¢ C3, atin més
<v>p<R3y <v>c<C3
donde
<v>p={tveR®|teR}, <v>c={tveC?®|teC}.

Notemos que la recta
R3n < (1,4,2i) >c= ¢, R3n < (34,-14,2i) >c=< (3,-1,2) > .

que corresponde a los puntos del plano proyectivo.
Analogamente para los planos. O

Observacién: En general, si F es un subcuerpo de K entonces tenemos que Po(F3) es un
sub-plano de Py(K3).

Teorema 2.17 Sea Il un plano proyectivo de orden n y Iy un sub-plano propio de orden m,
entonces
n=m? v n2z m?+m

Demostracién: Sea [ un recta de Ily, luego tiene n —m > 0 puntos de P — P’. Ademas L'
contiene m? + m + 1 elementos

De lo anterior tenemos que existen al menos (n—m)(m?+m+1) puntos que inciden con alguna
recta de Ily, es decir,

n?+n+12(n-m)(m*+m+1)+m?*+m+1

simplificando tenemos

n?>nm?+nm-m?

de otro modo
0> (n-m)(m?-n)

por lo tanto m? —n <0, es decir, n = m? o bien n > m?
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Si n = m? entonces tenemos que
L+n+n? = 1+m?+m?* = (m?+1)2-m? = (m*+m+1)(m?-m+1) = (m*-m)(m*+m+1)+(m>+m+1)

Lo que significa que cada punto del plano proyectivo, esta contenido en una recta del sub-plano.
Si n > m?, entonces existe un punto P, el cual no pertenece a ninguna recta del sub-plano,
al considerar un punto del sub-plano, existe la recta que pasa por ambos punto, esta recta no
puede contener otros punto del sub-plano.

Pero P, pasan n + 1 rectas, luego tenemos que n + 1 > m? + m + 1, cancelando obtenemos que
n>m?+m. |

Ejemplo 2.18 Sean Fy, Fy y Fg; cuerpos de cardinal 2,4,8 respectivamente.
En el primer caso tenemos que el plano proyectivo Ty = Po(F3) tiene orden 2 y

[Pa =7, [Lof = 7.
En el sequndo caso tenemos que el plano proyectivo 11y = Po(TF3) tiene orden 4 y
|Ps| =21, |L4] = 21.
En el dltimo caso tenemos que el plano proyectivo Ilg = Po(F3) tiene orden 8 y
1Py = 73, |Ls| = 73.

Notemos que en este caso Iy es un sub-plano de Il y se cumple 4 = 22, y ademds I, es un
sub-plano de Ilg y se cumple 8 > 22+ 2 = 6.

2.2. Plano Proyectivo y Plano Afin
Existen relaciones entre los planos afines y los planos proyectivos lo cual se estudiara en esta

seccion

2.2.1. Plano Proyectivo en el Plano Afin

Dado un plano proyectivo, se puede construir un plano afin, del siguiente modo
Sea IT= (P, L,Z) un plano proyectivo y [ € £

i) Los Puntos P

El conjunto de los puntos se definen del siguiente modo:
P={PeP|PZl}=P -1

de otro modo los puntos son, los puntos que no inciden en {.
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ii) Las Rectas £
Sea m € L - {l}, denotemos P,, el punto tal que mnl={F,,}

m'=m-{P,}=m-mnl

El conjunto de las rectas esta dado por:

L={m'|m=l}

es decir, las rectas son, las rectas m distintas de la recta [ extrayendo el punto P,,.

iii) La relacién de Incidencia T
Sea PeP, meL.

Se dice que P incide en m, lo que denotamos por PZm, si y s6lo si PZm

Ejemplo 2.19 Consideremos el plano proyectivo minimal Po(7Z3).
Construir la estructura de incidencia dada anteriormente al omitir la recta

ly=<(1,0,1),(0,1,1) >.

Solucidon: Sabemos que las rectas del plano proyectivos son:

L= ((1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)); lr = ((1,0,0),(0,0,1),(1,0,1));
I3 = ((0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)); ly = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1));
Is = ((1,0,1),(1,1,1),(0,1,0)); le = ((1,0,0),(1,1,1),(0,1,1));
I = ((1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) .
que graficamos del siguiente modo
<(0,0,1) >
<(1,0,1) > <(0,1,1) >
Q|>
<(1,0,0) > <(1,1,0) > <(0,1,0) >
Luego obtenemos
li = ((1,0,0),(0,1,0)); ls = ((1,0,0),(0,0,1));
l3 = ((07170)7(07071)>? l5 = ((17171)7(07170)>a
le = ((1,0,0),(1,1,1)); I = ((0,0,1),(1,1,1)).

Es un plano afin con cuatro punto y seis rectas, corresponde al plano afin minimal.

65
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<(0,0,1) >

<(1,0,0) > <(0,1,0) >

Teorema 2.20 II' = (P, L, I) es un plano afin.

Demostracién: Veamos los axiomas de plano afin.

Axioma uno Si A,BeP, A+ B entonces 3 leLtalque ATly BTII

Si A,B eP, A+ B, por axioma del plano proyectivo se tiene que existe unica m € L tal que
AZ my BZm,larectam+1[ ya que los puntos AZl y BZI luego se cumple.

Axioma dos Sean P e P,m € L, PZm entonces existe m || n A PZn.

Si m'=mu{P,}, con m' e L, luego tenemos la recta lpp, € L, claramente tenemos que
I'=1lpp, —{P,} € L luego obtenemos

'nm=anal"|m

Axioma tres: Existe un triangulo.

En el plano afin II existe cuadrangulo, los puntos A, B, C, D no son colineales. Si son cero o un
punto en la recta [ listo.

Si hay dos punto en la recta [, supongamos que son C, D, luego la recta L4 tiene otro punto
E, que no pertenece a [, A, B, E no son colineales. toda recta tenia al menos tres puntos, luego
ahora tiene al menos dos puntos, por lo tanto

IT! es un plano afin.

2.2.2. Plano Afin en el Plano Proyectivo

Dado un plano afin, también se puede construir un plano proyectivo, de modo que el plano afin
se inyecta en el proyectivo.
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[laB]

Sea IT= (P, L, Z) un plano afin, se construye el plano proyectivo del siguiente modo:

i)

ii)

iii)

Los Puntos P
Sea [ € L, denotamos por [[] es el haz de rectas, formada por las rectas paralelas a .

El conjunto de los puntos se definen del siguiente modo:
P=Pu{ll]|leL}
de otro modo los puntos son, los puntos anteriores unidos con los haces de rectas.

Las Rectas £

Dado m € L, tenemos que
m=mu{[m]}

y la recta loo = {[I] | l € L}.

El conjunto de las rectas esta dado por:
L={m|meL}u{ls}

es decir, las rectas, son las rectas del plano afin unido un punto que corresponde al haz
de rectas paralelas a ella o bien la recta que contiene todos los haces de rectas paralelas.

La relacién de Incidencia T
Sea PeP, leL.

Se dice que P incide en I, lo que denotamos por PZI, si y sélo si una de las siguientes
condiciones se satisface:

a) PeP Anlel n PTI
b) P=[m] Alel A m]|l
c) P=[m] A l=ls

Observacién: Veamos primero un ejemplo antes de probar que es un plano proyectivo.
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Ejemplo 2.21 Sea P =Zy x Zs. el plano afin minimal.
Construir el plano proyectivo, donde esta inyectado el plano afin
Solucién: Las ecuaciones de las rectas de Zy x Zg son

li:y=0 ly:2=0
lorx=1 l5:y=2x
ls3:y=1 lg:y=ax+1

y los haces de rectas paralelas son:

(L] ={l, B}, [l]={ls,la}, [Is]={l5,1s}

representado por

En consecuencia, el plano proyectivo esta dado por

P = {(6,6), (GaT)a (Taﬁ)a (TaT)a [h]? [l2]7 [l5]}

E = {ll,ZZ,l35l4al57l67l°°}

donde

zl = {(6,6),(T,6),[[1]}
L= {(L0),(L1),[L]}
73 = {(aaT)a(TaT)a[Zl]}
L= {(@©.0).0.0).[0])
I = {(0,0),(L1),[ls]}
ZG = {(GaT)a(Taﬁ)aU5]}
lo = {[l],[l2], [I5]}

a

Teorema 2.22 Sea I1 = (P, L, I) el plano afin, tal que se definen el conjunto de los puntos
por:

P=Pu{[l]|leL}
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y el conjunto de las rectas esta dado por:
L={m|meL}u{l.}

y la relacién de incidencia es la definida anteriormente entonces I1 = (P, L, T) es un plano
proyectivo

Demostracion: Veamos los axiomas de plano proyectivos. _
Axioma uno Si A,BeP, A+ Bentonces 3! le Ltalque AZIly BZI

Caso uno Si A,B € P, A+ B, por axioma del plano afin se tiene que 3! [ € £ tal que
AZly BZTI, luego se cumple.
Caso dos Si AeP A [I]eP.

Sea [ € [l] y AZI entonces, por axioma dos del plano afin tenemos que 3!m € £ tal que
AZmym]| l porlo tanto m € [l] entonces [I[] Zmy AZ m.

Caso tres [I],[m] € P, por definicién 3! I, € £ tal que [I] Z loo v [m] Z loo
Axioma dos Sean [,m € £,] + m entonces [ nm # &.

Caso uno: Si l=l'u{[l']} y m=m/u{[m']}, con ', m’ € L.

Sil' || m', luego tenemos que [I’] = [m/], por lo tanto Inm + @. En el otro caso, suponemos
que I’ no es paralela a m‘, por ello tenemos que I’'nm’ + & y de lo cual se obtiene Inm + @.
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Caso dos: Sea [ =1"u{[l']} y m =l

Por definicién tenemos que [I']Zl., A [I']ZI, de lo cual se obtiene

Nl +O

Axioma tres: Existe un cuadrangulo.

[lsc]

Ir c (lan]
A

En el plano afin IT existe tres puntos A, B, C' no colineales, consideremos los puntos C, B, [l4¢],
[lag] ellos forman un cuadrangulo. Note que las rectas l4c y la recta [ 45 no son paralelas, luego
a la tnica recta que pertenecen es lo, y las otras rectas son log, lac v lag, todas distintas y no
paralelas, por lo tanto

II es un plano proyectivo.

Por la construccién del Plano Proyectivo obtenemos el sumergimiento del Plano Afin O

Observacién: De esta manera entendemos que II c II.

2.2.3. Plano Afin Vectorial y el Plano Proyectivo Vectorial

Ahora veamos el caso particular, del Plano Afin Vectorial y el Plano Proyectivo Vectorial.
Sea K un cuerpo y II el plano afin asociado al espacio vectorial K x K, donde los puntos son
vectores, las rectas son rectas afines y la incidencia es la pertenecia.

Y el plano proyectivo esta dado por Po(K3) =11 = (P, £, T), donde

(U <K | dim(U) = 1)
(W <K3 | dim(W) = 2}

@S Ie]
I
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y la incidencia es la contencion.

Sea my: 2 =0 el plano XY y 7 : z =1, consideremos los siguientes conjuntos de punto y recta.
Para la construccion del plano proyectivo, en el plano afin, tenemos que agregar puntos, para
ello a cada haz de rectas afines, escogemos como representante la recta vectorial, mirada en el
plano 7y, de esta manera, el nuevo conjunto corresponde a los puntos en m; unido a las rectas
vectoriales en el plano 7.

I K2 - Py(K?)
(v,y)  ~ <(z,y,1)>
[<(z,y) >] ~ <(z,9,0)>

/

Notemos que la interseccion de una recta vectorial con 7 es vacio, cuando la recta esta contenida
en el plano XY o en caso contrario es un punto.

P ={lnm |lePAlnmy+l}.

De esta manera tenemos la correspondencia entre puntos afines y proyectivos.
Ahora veamos las rectas proyectiva. A cada recta del plano afin [ :< (x,y) > +(a,b), mirada en
7y corresponde a I’ :< (x,y,0) > +(a,b, 1) agregamos la correspondiente recta vectorial en

"< (x,y,0) > +(a,b, 1) u{< (2,y,0) >} << (z,y,0), (a,b,1) >

y el conjunto de todos los recta vectoriales en 7.

f: L' - L
<(z,y) >+(a,b) ~ <(2,9,0),(a,b,1) >
loo ~ Ty

La interseccion de una plano vectorial con 7 es vacio, cuando la plano es el plano 7y o en caso
contrario es una recta

L'={Unm |UeLAU+*m}.

La incidencia esta definida por la pertenecia
AeP’', meL entonces Aem.

De esta manera tenemos I’ = (P’,L/,Z’) es un plano afin, y existe una correspondencia bi-
univoca con el plano afin vectorial II.

Ejemplo 2.23 En plano proyectivo Py(R3), sean las rectas
l1:20+3y+42=0 y ly:4x+6y+92=0.

i) Comprobar que tiene un punto en comain.
i1) Al mirar las rectas en el Plano Afin, son paralelas
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La interseccion de ellas corresponde al sistema:

20+ 3y + 4z 0
dxr+6y+9z = 0

Notemos que I; Nnly es un punto en el plano proyectivo < (=3,2,0) >, contenido en el plano 7.
En el plano afin, tenemos que realizar la interseccién con el plano 7 : z = 1 y corresponde a
dos rectas paralelas, y esta dada por

Il
o

Lhnm= [l1: 2v+3y+4
lonm = 1y 4x+6y+9

Il
o

De lo cual tenemos que Iy || ls.

Ejemplo 2.24 Sean I[1=R? A=(2,3) y B=(-2,2).
Encuentre la ecuacion de la recta lap en el plano proyectivo.

Solucién: Veamos dos posibles desarrollos para determinar la ecuacién.
Solucién uno:

lap = (A-B)+(A)
lap = ((4,1))+(2,3)
Entonces:
(z,y) = a(4,1) +(2,3)
r = 4da+?2
Yy = a+3

En donde se obtiene que la recta l4p : ©—4y = —10, del cual se obtiene la recta Iup: r-4y+10z =0
Solucién dos:

lag ~ lap
(2,3) ~ ((2,3,1))
(-2,2) ~ ((-2,2,1))
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En donde 145 = ((2,3,1),(-2,2,1)) por lo tanto
(x7y7 Z) = &(27 37 1) + ﬁ(_27 27 1)7
luego los vectores son linealmente dependiente

z 2 -2
0=y 3 2|=x-4y+10z
z 1 1

Por lo tanto L
lap:x—4y+102=0

2.3. Plano Proyectivo Dual

73

El principio de la dualidad, es que todo propiedad sobre puntos y rectas es una propiedad sobre

rectas y puntos.

Sea Il = (P,L,Z) un plano proyectivo y se define IT* el plano dual, donde los puntos son
rectas y las rectas son puntos. De otro modo tenemos la estructura de incidencia dada por

II* = (P*,L*,Z*) tal que
P+ = L
L = P
I*:lIT* P <« PTI

Teorema 2.25 Sea I1= (P, L,Z) un plano proyectivo.

El plano dual TI* = (P*, L*, I*) es un plano proyectivo, llamado plano proyectivo dual.

Demostracién: Verifiquemos las axiomas del plano proyectivo.
Axioma uno: Por dos puntos distintos pasa una tnica recta.
Sea [,m € P* luego [,m € L, entonces por axioma dos:

Ilnm = @
Inm = {P}

Luego PZI A PIm entonces [Z* P AmZ*P, de este modo tenemos

(3P € LY(IT*P AmI*P)

Axioma dos: Sea P,() € L* tal que P # (), entonces Pn () # @.

Si P,Q € L* entonces P,Q € P luego existe unica [ € L tal que PZl A QZl), es decir, (I Z*P A

[ Z* @), por lo tanto
(3P € £*)(IZ* P A mI*Q)

Axioma tres: Existe un cuadrangulo, en II existe un cuadrangulo.
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S/ R/ lpq isp
P

lrs

P Q lr@ Isr
lpq R

lps lrQ Q S

Por lo tanto
IT* es un plano proyectivo

Observacién: Recordemos el propiedad

“En el plano proyectivo, todas las rectas tienen el mismo niimero de puntos.”
por dualidad ahora tenemos

“En el plano proyectivo, por todos los puntos pasan el mismo niimero de rectas.”

2.4. Colineaciones en el Plano Proyectivo

Definicién 2.26 Sean I1 plano proyectivo y f una funcion biyectiva. Se dice que f es coli-
neacion de 11, si se cumple:

i) f:L— Ly f:P—P son biyectiva.

ii) Preserva incidencia:

Para todo P,l se tiene que si PZl entonces f(P)Zf(l).

Observacién: Analogamente tenemos que
Aut(IT) = {f | f es una colineacién de I1}

Propiedad 2.27 Sea II un plano proyectivo.
(Aut(IT),0) es un grupo, llamado grupo de las colineaciones del plano proyectivo II.

Extensién de transformaciones lineales a Py(V). Sea V un K-espacio vectorial de di-
mension tres.

Sea Py(V') el plano proyectivo construido a partir de V. Si f € GL(V'), entonces existe una
funcién f definida por

)~ (f()
(T, @) ~ (f(@), f(@))

Propiedad 2.28 Sea V' un K-espacio vectorial de dimension tres, Py (V') el plano proyectivo
y f e GL(V) entonces f € Aut(Py(V)).

7 R - RO
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Ejemplo 2.29 Determine, si es que existen, los puntos fijos de f
f: R3 N R3

(.’L’,y,Z) ~ (.’L’+y,l‘—2,2)

Solucién: Sea B base candnica de R3, entonces

11 0
[fls=[1 0 -1
(0 0 1)

en donde el det([f]g) # 0, por lo tanto f € GL(R3), entonces existe f € Aut(Py(RR3)).

f{(z,y,2)) = ((2,9,2))
(f(z,y,2)) = ((z,9,2))
((l‘-l—y,.%’—Z,Z)) = ((.T,y,Z))
(x+y,x—2,2) = MNzx,y,2)

r+y = Axr|obien (1-Nz+y = 0
r—z = Ay r-Ay—-z = 0
z = Az (1-XNz =0
(1-X) 1 0 x 0
1 -2 -1 y |=] 0
0 0 (1-X)) z 0
en donde:
I-x 1 0
1 -2 -1 =0
0 0 (1-X))

del cual se obtiene
(1—)\)(—)\+)\2—1) =0

entonces

1+5 N V5

C2 S22

Para cada valor f tiene un punto fijo, por ejemplo para A = 1 el punto fijo es ((1,0,1)), los
otros de deja para ejercicio del lector.

Por lo tanto, f tiene tres puntos fijos. O

A=1 A

Observacién: Si f € GL(V), entonces f tiene a lo mas tres puntos fijos en el plano proyectivo.

Ejercicio 2.30 Determine, si es que existen, los puntos fijos de f, para

I R3 - R3
(i’,y,Z) ~ (f_y>$+y>$—2+y)
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2.5. Colineaciones en el Sumergimiento

Teorema 2.31 Sean IT un plano afin, f € Aut(II) y II el plano proyectivo en el cual se sumerge
I, entonces existe unica f € Aut(IT) tal que flg=f.

—F

!

Demostracién: Sea Il = (P, £,Z) plano afin y II = (P, £,Z) el correspondiente plano proyectivo
y f e Aut(IT).
Sean [,m € L, sabemos que si m || [, entonces f(m) || f(I). Por lo anterior tenemos que esta

bien definida B
ful=1r0]
Luego definimos f(P) = f(P), con P € P y con ello tenemos

f:

SNIv]

—
~r

| |

(A)
en donde

—— [ f(A) Acp
f(A):{ [f(1)) A=[1]

Veamos en las rectas, sea [ € L, luego tenemos que
F()={f(P)| PI}

de donde obtenemos

Ambas son biyectivas y respetan incidencia. [

Teorema 2.32 Sea A un plano afin, Entonces existe un unico plano proyectivo 11 tal que A
es isomorfo a II' para alguna recta [ € 1.

Demostracion: Por la seccion anteriores tenemos la constriccién del plano proyectivo y al
considerar la recta [ = [, obtenemos lo pedido. [

Propiedad 2.33 Dos planos ITI! y II'"™ son isomorfos si y sdlo si existe un isomorfismo entre
los planos proyectivos 11 y I, de modo que envia | en m.
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Demostracién: Sea 6 : II' - IT"" un isomorfismo de planos afines.
Construimos la ¢ : IT - II’, del siguiente modo.
Sea P e P,si PZ I, (P) = 6(P), en caso contrario escogemos otra recta h tal que PZh,
notemos que todas las recta que inciden en P tiene un tinico punto en comun, ¢)(P) = 8(h) nm.
con ello esta bien definida en los puntos y es biyectiva.
Sea h € L, luego ¥ (h) = 6(h) para todo h # 1, y en el otro caso ¥ (l) =m.
Corresponde a una isomorfismo, que preserva incidencia por construccion.
Inversamente supongamos que v : II — I’ es un isomorfismo de plano proyectivo. tal que
W(l) =m.
Claramente la restriccion es una funcién biyectiva entre los puntos y las rectas de cada uno de
los planos afines.
La funcion v preserva incidencia, luego la restriccion también, por ultimo dada dos rectas
paralelas h,k € II', significa que el punto de interseccién pertenece a [, por ello, el punto de
interseccion 1 (h), (k) pertenece a m y por ende son paralelas en IT'™.

]

Observacién: Sabemos que las dilataciones un plano afin son de dos tipos homotecia y tras-
laciones, aplicando el teorema anterior veamos como se extiende estas dilataciones.

Ejemplo 2.34 Sea II el plano proyectivo en el que esta sumergido I1 plano afin y f una ho-
motecia en 1I. B
Determinar los puntos fijos y las rectas fijas de f.

Solucién: Sea P el punto fijo por la homotecia f, ademés para todo [ € £ entonces f(1) || I, de
lo cual se obtiene que
Ful=1r01= 1]

Luego todos los haces de rectas estan fijas por

f. Bs decir, f fija Py todas las haces de rectas

paralelas [1]. Asf tenemos que f(lo) = loo.

Finalmente, sea [ € L, tal que P Z [, luego /\’
PZ f(l)y f(I) || I, por axioma del plano afin l /
f()=1. P

De este modo tenemos que f fija lo, y toda recta !

leL tal que P TI.

a

Ejemplo 2.35 Sea II el plano proyectivo en el que esta sumergido I1 plano afin y t una tras-
lacion en II.
Determinar los puntos fijos y rectas fijas de t.
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Soluciodn:
Analogamente a lo anterior, tenemos que:

tl] =[e(D)] =[]

f(m) /\
luego los tinicos puntos fijos de ¢ son los haces ></\‘\/
l

de rectas. n
Ademés t fija las mismas rectas que fija ¢ inclu-
yendo lq.

a

Ejemplo 2.36 Sea K un cuerpo y II el plano Afin Vectorial K2 y II = Py(K3) el Plano Pro-
yectivo Vectorial donde esta sumergido 11.
Dada la traslacion t(z) =7 + W en 11, explicitar t

Solucién: Sea t(x,y) = (x +a,y +b), la traslacién dada y definimos

L' ={U<K?|dimU =1A11,nU # @}.

Trasladando a II; obtenemos

t: L’ - L
<(z,y,1)> ~ <(x+a,y+0b,1)>

Dada la recta que pasa por los puntos (¢, d), (u,v), luego la recta que une los puntos en forma
vectorial es [ =< c¢—u,d - v > +(u,v), y el correspondiente representante en plano Il es

l'=<c-u,d-v,0)>.
De esta manera tenemos que la recta que pasa por t(c,d),t(u,v), esta dada por
t(l) =<c-u,d-v>+(u+a,v+b),

la representante en plano Iy es I’ =< ¢—u,d - v,0) >

t: L — L
<(x,y,1)> ~ <(r+a,y+b1)>
<(x,y,0) > ~ <(z,y,0)>

extendiendo linealmente los elementos de la recta, obtenemos que #(z,y,2) = (az + az, By +
bz,7z), que al restringir tenemos que t| = ¢, luego

t(x,y,2) = (v +az,y+bz,2)

Ejercicio 2.37 En las condiciones del ejemplo anterior.
Determinar los puntos y rectas fijas si existen en el plano proyectivo
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Ejemplo 2.38 Sea K un cuerpo y II el plano Afin Vectorial K2 y II = Py(K3) el Plano Pro-

yectivo Vectorial donde esta sumergido I1. _

Dada la homotecia h(Z) =aZ + (1 -a)W en I1, explicitar h

Solucién: Sea h(z,y) = (ax + (1 - a)a,ay + (1 — a)b), la homotecia dada y definimos
L'={U<K?|dimU=1A1,nU # &}

Trasladando obtenemos

h: L' - L'
<(x,y,1)> ~ <(az+(1-a)a,ay+(1-a)b1)>

Dada la recta que pasa por los puntos (¢, d), (u,v), el representante en el plano Il es
I'=<c-u,d-v,0)>.
De esta manera tenemos que, la recta que pasa por h(c,d), h(u,v), esta definida por
h(l) =< a(c-u),a(d-v) > +h(u,v),

el representante en el plano I1y es I’ =< a(c - u),a(d - v),0) >

t: L - L
<(z,y,1)> ~ <(ax+(1-a)a,ay+(1-a)b1)>
<(z,4,0)> ~ <(azx,ay,0) >

de lo anterior y teniendo presente que debe cumplir que al restringir | = ¢, se obtiene

t(x,y,2) = (ax+ (1 -a)az,ay + (1 —a)bz, 2)

Ejercicio 2.39 En las condiciones del ejemplo anterior.
Determinar los puntos y rectas fijas si existen en el plano proyectivo

2.6. Problemas Miscelaneos

Ejemplo 2.40 En el plano proyectivo Po(R?). Hallar el punto de interseccion de la recta m

que pasa por los puntos < (3,1,2) y < (1,5,-3) > y la recta | de ecuacion x — 3y —4z =0.

Solucién: Veamos la ecuacion de la recta proyectiva que pasa por los puntos

z
2 |=-13z+11ly+142=0.
-3

—w K
ol =
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Despejando = = 3y + 4z y reemplazamos

-13(3y +42) + 11y + 14z
-14y - 192

Il Il
o O

de este modo tenemos que una soluciéon particular la obtenemos de y =19, z = —14 y con ella
r=1.
P=<(1,19,-14) >

0
Ejemplo 2.41 Sea Fy=7Z5(5) con 62 =9 +1 y el plano proyectivo 11 = Py(F?3).
Dada las rectas 1y = ((1,1,0),(0,1,1)) y ls la recta de ecuacion dx +y+dz = 0.
Calcule Iy N1y
Solucion: Veamos la ecuacién de la recta proyectiva que pasa por los puntos
x oy z
1 1 0f|=2-y+2=0
01 1
Despejando y = —0x — dz y reemplazamos
r+or+dz+z = 0
rx+z =0
de este modo tenemos que una solucién particular la obtenemos de x =1, z = =1 y con ella
y=0.
P=<(1,0,1) >
O

Ejemplo 2.42 Sea Fy =7Z5(8) con 62 =5+ 1 y el plano proyectivo 11 = Py(IF3).
Dada las rectas Iy = ((1,0,1),(0,1,0)) y ly la recta de ecuacion éx +y + z = 0.
Calcule Il n s

Solucién: Veamos la ecuacion de la recta proyectiva que pasa por los puntos

=rx+0y+z=0

O~ 8K
— o
S =N

Despejando z = d0x +y y reemplazamos

T+0y+0xr+vy
(1+0)x+(1+d)y

Tty =

I
o O
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de este modo tenemos que una solucién particular la obtenemos de x = 1, y = 1 y con ella
z=1+0.
P=<(1,1,1+4) >

O
Ejemplo 2.43 En el plano proyectivo 11 = Py(Z2), sean los puntos
K =<(2,3,2)> L=<(3,1,1) >, R=<(2,1,3) >, P =< (2,3,0) > Y =< (1,1,1) >.
1. Determine si el punto L incide en la recta lxR.
2. Determine si el punto Z =< (2,0,1) > incide en las rectas lkr y lpy.
Solucién: (a)
311 3 1 1
2 3 2|=-4 1 0|=8+7=15=0¢€Z;4
21 3 -7 -2 0
Luego L incide en la recta lxg.
Solucién: (b)
2 01 0 01
2 3 2 = —2 3 2 = —5 = O
311 1 11
2 01 0 01
1 11 -1 11
incide en ambas rectas. O

Ejemplo 2.44 Sean A = (1,1-14), B = (1+1i,1) puntos en el plano afin vectorial C> y A, B
los puntos que se obtiene al sumergir C* en el plano proyecto Po(C?).
Determinar la ecuacion de la recta que une A y B.

1-(1-4)

Solucioén: la ecuacién de la recta que pasa por A, B, la pendiente es m = == = 1, reempla-
zando el punto obtenemos y = x —i.
Por ello la ecuacion en el plano proyectivo es
r-y—1z=0
y pasa por los puntos proyectivos A =< (1,1-4,1)>, B =< (1+1i,1,1)>. |

Ejemplo 2.45 En el plano proyectivo 11 = Po(R3), sea la recta de ecuacion l:3x—-y+2=0y
consideremos el plano afin 1T = Po(R3) N 1.

Hallar la ecuacion de la recta afin que pasa por los puntos < (1,2,-3) > y < (2,1,2) >, respecto
base canonica.



CAPITULO 2. PLANO PROYECTIVO 82

Solucion: Consideremos [’ : 3x — y + z = 1 recta proyectiva trasladada, los puntos de la recta
vectorial que pertenecen al plano son:

(_l . §). (2 ! 3)
2 )\

(51): (G3)

Los puntos del plano son:

Y la ecuacién tiene pendiente m = 2%?1}2 =3y
~ 1633 3
(TR

a

Ejemplo 2.46 En el plano proyectivo 1 = Po(R3), sea la recta de ecuacion k:x—3y+2z=0
y consideremos el plano afin TTF = Py(R3) \ k.

Hallar la ecuacion de la recta afin que pasa por los puntos < (1,2,-3) > y < (2,1,2) >, respecto
base canonica.

Solucion: Consideremos k' : x — 3y + 2z = 1 recta proyectiva trasladada, los puntos de la recta
vectorial que pertenecen al plano son:

( 1 2 3)‘(2 1 2)
11 11°11)7\3°3°3

(i 3).(2 l)
11 1) \3°3

1/3+2/11 _ 17

2/3+1/11 ~ 25

17 3

y:%aw%

Los puntos del plano son:

Y la ecuacién tiene pendiente m =

a

Ejemplo 2.47 En el plano proyectivo 11 = Po(R3), sea la recta de ecuacion l:x—3y+2z=0y
el plano afin TI' = Py(R3) N 1.

Hallar la ecuacion de la recta afin, en el plano afin I, que pasa por los puntos < (2,2,3) > y
< (3,1,2) >, respecto base candnica.

Solucién: (a) Consideremos !’ : x —3y + z = 1 recta proyectiva trasladada, los puntos de la recta
vectorial que pertenecen al plano son:

312
-2,-2,-3); (2,=,=
( 9 9 )?(27272)
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Los puntos del plano son:

(-2,-2); (3 1)

23
Y la ecuacién tiene pendiente m = ;g:; =3y
5) 4
=—x—— obien dbr-Ty=4.

Solucién: (b) Consideremos !’ : x — 3y + z = 1 recta proyectiva trasladada,
El plano que contiene a las rectas vectoriales es:

T Yy z
2 2 3 |=x+dy-4z
3 1 2
En el plano afin I’ corresponde a
r-3y+z = 1

r+dy—-4z = 0

O en el plano R? esta dada por
r+5y—-4(l-z+3y)=0<=5x-Ty=4.
O

Ejemplo 2.48 En el plano proyectivo T1 = Po(R3), sea la recta de ecuacion m:x-3y+z=0y
el plano afin II™ = Py(R3) \ m.

1. Determinar la ecuacion de la recta | que pasa los puntos < (2,2,3) > y < (3,1,2) > en II.

2. Determinar la ecuacidn de la recta ly, sumersidn del, en el modelo del plano afin TI'™ = R2.

3. Dada k:3x—y+22=0 y ky sumersion de k en plano afin, determine si ly || k.
Solucién: (a) La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A < (2,2,3) >y B<(3,1,2) >
en II. Corresponde al plano que contiene a las rectas vectoriales, es decir,

T

(z,9,2) €< (2,2,3),(3,1,2) >= =x+by-42=0

[\
L R
DN W W

La ecuacién es
r+dy—4z=0

(b) En el plano afin, I; corresponde a

r-3y+z =1
r+dy—-4z = 0
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luego, en el plano R? esta dada por
r+5y—-4(1l-z+3y)=0<=5x-Ty=4.

La ecuacion en el plano afin es 5z — 7y = 4 y su pendiente es 5/7.
(c) Para la segunda tenemos

k:3z—-y+2(1-2+3y)=0<= x+5y=-2.
y su pendiente es —1/5 # 5/7, luego no son paralelas. O
Ejemplo 2.49 En el plano proyectivo 11 = Po(C3) y sea f: C3 — C3 tal que
flr,y,2)=((2-0)T+y,y+2,i-2).

1. Demostrar f es semilineal biyectiva

2. Demostrar que f induce naturalmente f una colineacién de II.
Solucidn: Sea f: C? — C3, dada por f(z,y,2)=((2-0)T+7,y+Z,i-Z).
(a) Es semilineal ya que:

f((z,y,2) +ala,b,c)) = f(z+aa,y+abz+ac)
(2+i)x+aa+y+aby+ab+z+ac,iz +ac)

(2+)T+7,7+%,32) +a((2+i)a+b,b+¢,ic)
f(x,y,z) +af(a,b,c).

La inversa es

f((z,y,2)) =(a,b,c) < ((2+0)T+7y,y+7,iz) = (a,b,_c)
((2-0)x+y,y+z,-iz) =(a,b,7)

— 24+1 —
< z=ic, y=b-ic, x:TZ(E—b+iE)

0

24i -
- f‘l(a,b,c):(%(a—bmé),b—z’aié).

Luego f es biyectiva y semilineal.
(b) Por lo anterior tenemos que f(a(z,y,z)) =af(z,y,z). Luego esta bien definida a nivel de
puntos y biyectiva.

;P — P
<(wy,2)>  ~ <f(z,y,2)>
Ademis tenemos que f(a(x,y,2)+b(u,v,w)) =af(z,y, 2) +bf(u,v,w), luego esta bien definida
y es biyectiva a nivel de recta y también preserva incidencia.
f: L — L
<(x7y7z)7(u7/07w)> ~ <f(x7y7z)7f(u7v7w)>

De este modo f es una colineacion. O
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Ejemplo 2.50 En el plano proyectivo V =Py(C3) y

f(<(z,y,2)>)=<(3T+7,7+2Z,Z) >.

Demostrar f una colineacion.

Solucién: (a)
Sea g: C? — C2, dada por g(z,y) = (3T +7,y) es semilineal ya que:

g((z,y) + a(a,b)) = g(x+aa,y+ab)
(3T Faa+y+ab,y+ab)
(3% +7,7) + (3@ + b, b)
9(x,y) +ag(a,b).

Luego g es semilineal y es biyectiva ya que su inversa es g7 (z,y) = (5%, y). Luego k(z,y) =
(37 +79,7) + (0,1) es una colineacién del plano afin vectorial.

k(z,y.1) = (3T+7,7+1,1)
Que induce la colineacion en el plano proyectivo

f(<(2,y,2)>) = k(< (2,4,2) >) =< 3T+ 7,7 +Z,Z) > .

Solucién: (b) Sea g: C? — C3, dada por g(z,y,2) = (3T+7,7 +Z,Z). es semilineal ya que:

g((x,y,2) +a(a,b,c)) g(z +aa,y + ab, z + ac)

= Br+aa+y+ab,y+ab+z+ac,z+ac)

(3T +7,7+%,Z) +a(3a +b,b +¢,7)
9(x,y,2) +ag(a,b,c).

La inversa es

g((:L‘,y,Z))=(CL,b,C) (3§+§,§+E,E)=(a,é,0)
Bx+y,y+2,2)=(a,b,c)

2=¢ y=b-¢, x= g(a—EJrE)
1 _ _
g_l(a,b,c) = (g(a_b+6)7b_675)

Luego g es biyectiva y semilineal.
De este modo tenemos que g(a(x,y,2)) =ag(z,y, z). Funcién bien definida y biyectiva a nivel
de puntos
g: P — P
<(x,y,2)> ~ <g(z,y,2)>
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Por otra parte tenemos que g(a(x,y,z) + b(u,v,w)) = ag(z,y, z) + bg(u, v, w)
Funcién bien definida y biyectiva a nivel de recta y preserva incidencia

g: L — L
<(7,y,2), (w,v,w) > ~ <g(z,y,2),9(u,v,w) >

Luego g es una colineacion. O

Ejemplo 2.51 En el plano proyectivo 11 = Py(R3) y sea f : R3 — R3, una transformacion
lineal biyectiva tal que
flx,y,2) =(3z,2x +y + 2,32).

y f la colineacion inducida por f en plano proyectivo.

1. Determinar los puntos fijos de f en II.

2. Determinar cuatro rectas fijas de f en II.

Solucién: (a) Determinar los puntos fijos de la colineacion es equivalente a determinar

f(l"y7 2) = a(l"y? 2)

(3-a)x = 0
2+ (l-a)y+z = 0
(3-a)z = 0

que el sistema tenga solucién no trivial significa que

3-a 0 0
2 1-a 1 [=0B-a)*(1-a)=0
0 0 3-a

Si , luego 2x — 2y + 2 = 0, de ello tenemos que
(z,y,-2x +2y) =x(1,0,-2) +y(0,1,2)
Toda las rectas del plano < (1,0,-2),(0,1,2)) > estan fijas, ya que
flx,y,2y —2x) = (32,22 + y + 2y - 22,6y — 62)) = (3x,3y, 6y — 62) = 3(z,y,2y — 27)

Para ,

2 = 0
20+z = 0
2z = 0

tenemos que x = 0 = z, luego la recta es < (0,1,0) >.
(b) Algunas rectas proyectivas fijas, planos vectoriales, son:
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1. f(<(1,0,-2),(0,1,2)) >) =< 3(1,0,-2),3(0,1,2) >=< (1,0,-2), (0,1,2) >,
2. f(<(1,0,-2),(0,1,0)) >) =< 3(1,0,-2), (0,1,0) >=< (1,0,-2),(0,1,0) >,
3. £(<(0,1,0),(0,1,2)) >) =< (0,1,0),3(0,1,2) >=< (0,1,0), (0,1,2) >,
4. f(<(1,0,0),(0,1,0)) >) =< (3,1,0), (0,1,0) >=< (1,0,0), (0,1,0) >.
0

Ejemplo 2.52 En el plano proyectivo 11 = Po(R?), sean la recta de ecuacion m:x-3y+2z =0,
los puntos A =< (2,1,3) >, B=<(3,1,2) > y el plano afin TI™ =Py (R3) \ m.

1. Determinar la ecuacion cartesiana de la recta ly, sumersion de l,g, en el modelo del plano
afin T = R2.

2. Dada k:3x—y+22=0 y k; sumersion de k en plano afin, determine si ly || k.
Ejemplo 2.53 En el plano proyectivo 11 = Po(C3) y sea f: C3 — C3 tal que
flr,y,2)=2T+y,y+1i-2,%2).
1. Demostrar f es semilineal biyectiva

2. Determinar un punto fijo y una recta fija de f en II.

Ejemplo 2.54 Sean K un cuerpo y los conjuntos de puntos y rectas dada por:
P={U<K®| dimU) =1}, L={W<K®|dim(W) =2}

y la incidencia la contencion (plano proyectivo vectorial).
Demuestre que Po(K3) satisface:

1. El sequndo azxioma de plano proyectivo.

2. El tercer axioma de plano proyectivo.

Solucion: El segundo axioma de plano proyectivo.
Sil#m entonces [nm + &
Sean [ = <7,E’> ym= (?,7) con [ #m, entonces [ ¢ [ +m ¢ K3

dim(l+m) = dim(l) +dim(m) - dim(lnm)
= 2+2-dim(Inm)
dim(lnm) = 1

En particular [ nm + @.
El tercer axioma de plano proyectivo.
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Sea B ={ey,eq,e3} base de K3. Entonces {ej, ez, €e3,€1 + €5 + €3} forman un cuadrangulo.
Para ello notemos que e, e; ¢< e3,€1 + €3 + €3 >. Ya que

er #aes+b(eg +ea+e3)yea#aes+bleg +ex+es), a,belk.
Del mismo modo eq,e; + ey + e3 §< €9, €3 >. Ya que

e1 # aeg +bez v ep + ey +e3 +aeg +bes, a,belk.

Ejemplo 2.55 Demuestre que todo plano proyectivo tiene al menos 7 rectas.

Solucion: Por axioma tres, sabemos que existen cuatro puntos que denotaremos por A, B, C
y D, ademas por cada par de punto existe un recta que no contiene a los otros

i) lapnlcp ={FE}, entonces EZ lapy EZ lcp
i) lacnipp ={F}, entonces FF Z lpcy F L lpp

iii) lap Nilpc ={G}, entonces G Z lap y G T lpc

Note que, si E=F, E T lag; E T lac; 1o que lag =lap = lac; lo que significa que tres puntos
son colineales, lo cual no es posible, luego existe siete puntos. a las anterior seis recta, existe
lgr que es distinta a las anteriores. O

Ejemplo 2.56 Demostrar que en un plano proyectivo todas las rectas tiene la misma cantidad
de puntos que inciden en ella.

Demostracion: Dada las rectas [, k distintas y sea P un punto que no inciden en ninguna de
ellas, la existencia del cuadrangulo, garantiza la existencia del punto P.

Dado @Q)ZI, luego existe Unica recta [pg y la interseccién de [pg con k& es un unico punto.
Inversamente dado R un punto que incide en k, existe la recta [pr y con ella el punto interseccion
[ PRN .

Teniendo presente la unicidad de la interseccion y que dado dos puntos define una tnica recta,
se tiene que una funcion es la inversa de la otra.

f [ «— k

Q - lponk
lpRﬂk’ <= R

De lo anterior tenemos que f(1) = (k). O



Capitulo 3

Plano Métrico

En los espacios métricos introduciremos la nocién de ortogonalidad entre rectas y analizaremos
el quinto axioma de Euclides.

3.1. Introducciéon

Para enunciar los axiomas del plano métrico, consideremos I1 = (P, £, Z, L) donde P es el
conjunto de puntos, L es el conjunto de rectas, Z una relacién de incidencia entre puntos y
rectas y L una relacion ortogonalidad entre rectas.

alb alb

b
a b
a

Ahora veamos los tres tipos de axiomas (afines, perpendicular y colineacién).

3.1.1. Axiomas Afines:
1. SiA, B e P, A+ B entonces (3!l € L)(AZl A BZI)

B l
/
2. Cada recta contiene al menos tres puntos.
// |
3. Existe un tridngulo (tres puntos no colineales).

89
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]>(

3.1.2. Axiomas de Ortogonalidad

1. Sean I,m € L tal que sil L m, entonces m L[ (L es simétrico)
AF; l

2. Sean PeP,le L, entonces Ame L tal que PZ my m L1
Ademas si PZI, entonces m es unica.
3. Sil1m, entonces [Inm #+ &

Definicién 3.1 Sean I1 = (P, L,Z, 1) plano que cumple los ariomas afines y de ortogonalidad
y [ una funcion biyectiva, se dice que f es una colineacion del plano 11 si y solo si

i) f:L— Ly f:P—P son biyectiva.
ii) Preserva incidencia:
Para todo P,l se tiene que si PTl, entonces f(P)Zf(l).
iii) Preserva Ortogonalidad.

Para todo l,m se tiene que sil L m, entonces f(I) L f(m).

Notacioén:
Aut(IT) = {f:TI > IT | f es colineacién}
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Simetrias en el plano.

Definicién 3.2 Sea R e Aut(I1), se dice que R es una simetria de eje l si y sélo si

i) R+1d
ii) R tiene orden dos

iii) R fija a todos los puntos de una recta [ (eje de simetria)

Notacion: R; es la simetria de eje [.

Visualizacién de una simetria: Sean PeP y a,be L

1. Si PZa entonces R,(P) =P

2. Si PZa, entonces existe b L a, tal que PZb, pero {Q} = anb, luego b es tnica recta tal
que QZb.

Pero R,(Q) = Q, R.(P)ZR,(b), QZR,(b), y como R,(a) L R,(b), por ello R,(b) = b, de
lo cual tenemos que R,(P)Zb.

b

.

|

R N
} Fa(P)
|

Rotaciones:
Sea o € Aut(Il), se dice que o es una rotacion si y sélo si existen R,, R, € Aut(Il), tal que
anb={P}yo=R,0Ry.

a) P se denomina centro de rotacién.

b) El dngulo de rotacién viene dado por o = < APA”,
donde A” =g (A)

En plano Real el angulo de una rotacion siempre es el doble del angulo entre las rectas a y b.



CAPITULO 3. PLANO METRICO 92

Traslaciones:
Sea t € Aut(IT). Diremos que ¢ es traslacién a lo largo de [ si y sélo si existe a,b € L tales que
t=RyoRpanb=ayallabll (R, Ry simetria).

. L

Simetria Puntual Sea Hp € Aut(Il). Diremos que Hp es una simetria Puntual si y sélo si
existen a,b € £ tales que Hp = R,0o Ry, anb={P}yalb

3.1.3. Axiomas de Colineaciones:
1. Simetrias
a) Todas recta estd asociada a una tnica simetria.

L - Aut(Il)

a - R,

b) El grupo de las colineaciones esta generado por el conjunto de las simetrias del plano
afin.

2. Rotacion: Sea ¢ una rotacién tal que o(P) = Py o(l) =m, entonces existe b € L tal que
PZby (VXII)(Ry(X) =0(X))
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3. Traslaciones: Sea t traslacion a lo largo de la recta [ del plano II.

Sean a,b € L tales que a L IAb 1 1y t(a) = b, entonces existe ¢ € L tal que ¢ 1L [y
(VXTa)(Ro(X) = (X)),

a b

donde ¢ se visualiza como la paralela media entre a y b

3.2. Plano Métrico

Definicién 3.3 1= (P, L, Z, 1) es un plano métrico, si y sélo si satisface los ariomas: afines,
de ortogonalidad y de colineacion.

Ademds, el grupo de las colineaciones corresponde a Aut(Il), es decir, biyecciones entre puntos,
entre rectas y que preservan incidencia y ortogonalidad.

Propiedad 3.4 Sean II plano métrico, o € Aut(Il) y R, simetria de eje a, entonces

goR, o0 ! = Ro(a)

Demostracién: Notemos que 0 o R, o0~ es una simetria, ya que

-1 _

i) 0o R,007 !+ Id. Supongamos que 0o R, 00 Id entonces

R, = oloo

R, = Id
Pues esto es una contradiccion, por lo tanto es distinta de la identidad.

ii) (coR,00 ) o(coR,007t)=1d

Esto es verdadero pues Id = Id, de esta forma se cumple que tiene orden dos.

iii) 0o R, 007! deja fijos a todos los puntos de la recta o(a)
Si PZa entonces o(P)Zo(a)

(00 Ry007)(0(P)) =0 (Ra(P)) =0(P)

Luego tenemos, es una simetria y fija los puntos de la recta o(A), luego

goR, o0 ! = Ro(a)
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Corolario 3.5 Sean II plano métrico, a,b,l € L tal que Ri(a) =b entonces
RZORaoRl :Rb.

Propiedad 3.6 Sea I plano métrico y a,b € L tal que a L b entonces R,(b) = b.

Demostracién:

Sea { P} = anb, luego tenemos que b es la tnica recta ortogonal a a en P. Ademdas PZa entonces
R,(P)=P.

Pero R,(P)ZR,(b) y R.(b) L R,(a), de lo cual tenemos que:

PIR,(b) y R,(b) La
Por unicidad de b, se tiene que R, (b) = b. |

Propiedad 3.7 Sea Il plano métrico y a,b € L distintas tales que R,(b) =b entonces a L b.

Demostracién:

Sea PTby PZa, luego tenemos que R,(P)Zb, consideremos c¢ tal que PZcy ¢ 1 a, entonces por
la propiedad anterior tenemos R,(c) = ¢, de lo cual R,(P)Zc.

De este modo tenemos que P, R,(P)Ze, por ello tenemos ¢, b tiene dos puntos en comun, luego
las rectas son iguales, de lo cual obtenemos que b 1 a. ]

Propiedad 3.8 Sean II plano métrico, a,b e L distintas, entonces

alb siysolosi RyoR,=R,0R,

Demostracién: Sean a,b € L y a L b, luego tenemos que R,(b) = b, ademds R;' = R,, de este
modo tenemos que

Ry,oRyo R;l = RRa(b) = Ry.

despejando obtenemos

RbORa=Ra0Rb

Supongamos ahora que

RbORa=Ra0Rb

despejando, y usando la propiedad tenemos
RRa(b) =RqyoRyo Ry =Ry
luego R, (b) = b, de lo cual a 1 b. n

Teorema 3.9 (Teorema de las Tres Simetrias para Rotacién) Sea II plano métrico.
Si PeP ya,bceLl, tal que PZa,b,c, entonces (Id € L)(R,o Ryo R. = Ry A PZd)
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Demostracién: Ya que R.o R, es una rotaciones de centro Py consideremos (R.o Ry)(a) = a’,
entonces por axioma de rotacién existe d € L tal que dZl A R.o Ry, = Raa
Notemos que
(Reo Ry)(x)
(Rd o Rc o Rb)(ZL‘)

Ry(x) ;VaZa
T Vala

De lo cual obtenemos que
RjoR.oRy=1d; Ryjo R.o R, = R,

Supongamos que

Rd ] RC o Rb
RC o Rb
de lo cual tenemos R.o R, = R4, en donde
R.o Ryo R.o Ry
Rc o Rb o RC Rb
RC o Rb Rb o Rc
b 1L c

Id /Rd o
Ry

Id

Andlogamente d L c. Por lo tanto por P pasan dos rectas b,d perpendiculares a ¢ esto es una
contradiccion, luego debe cumplirse la otra igualdad.

RdORCORb = Ra
RdORC = RaoRb
Rd = RaORbORC

d a

Teorema 3.10 Sea II plano métrico y o una rotacion de centro P.

Si PZa, entonces (3be L)(PZb A 0 =R, o Ry)

Demostracién: Ya que o es una rotacién, existen ¢,d € £ tales que cnd={P}y 0= R.o Ry
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Luego tenemos que PZa,c,d y por teorema de las tres simetrias se obtiene

RQORCORd=Rb

Despejando
R.oR;j=R,oRy,=0

Teorema 3.11 Sea II un plano métrico y P € P.
Gp ={o € Aut(Il) | o rotacién de centro P}

entonces (Gp,o) es un grupo abeliano.

96

Demostracion: Clausura Sean oy,05 € Gp, luego existen a,b,c,d € L tales que PZa,b,c,d y

01=Ry0 Ry, 00=R.0Ry.

Como PZa,b,c y R, o Ry o R., por teorema de las tres simetrias existe [ € £ tal que PZl y

RaORbORCZRl.
Luego tenemos que

01009=RyoRyoR.0oR;=RoR;eGp

Neutro Dada a € £ tal que PZa entonces R, o R, =1d e Gp.
Inverso Sea 0 = R, o Ry € Gp, luego

o1 =RyoR,eGp
Conmutatividad Sean o, = R, o Ry, 03 = R. o Ry. Por demostrar que
01009 =02001.

Por teorema de las tres simetrias tenemos que R, o R.o Ry = R,
Luego o9 = Ry o R;. De lo cual obtenemos

g1009=R,0RyoRyoR;=R,0R,

01002=Rb0RlORa0Rb

Reemplazando, obtenemos una proposicién equivalente a que debemos demostrar

Ryo RjoRy=Rpo RjoR,
Pero por teorema de las tres simetrias, es una simetria
R,oRjo Ry = (RaORlORb)_l =RyoRjoR,

lo que demuestra lo requerido.
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Teorema 3.12 (Las Tres Simetrias para traslaciones) Sea Il plano métrico,
St a,b,c,l e L tal queanb=anc=bnc=@ yl L a,b,c entonces

(I3de LY(Ryo Ryo R.=Rqg A d L)

l l

a b c d

Demostracién: Ya que R.o Ry, es una traslacién a lo largo de [ y consideremos (R.oRp)(a) = o/,
entonces por axioma de traslacion existe d € £ tal que d L1 A R.o Rp|s = Ryl
Notemos que
(Reo Ry)(z) = Ra(x) ;VaZa
(RgoR.oRy)(x) = = :VaZa

De lo cual obtenemos que
RjoR.oRy,=1d; Ryjo R.o R, = R,

Supongamos que
RjoR.oR, = Id /Rdo
Rc o Rb = Rd

de lo cual tenemos R.o R, = R4, en donde

R.oRyoR.oR, = 1Id
RcoRboRc = Rb
RcoRb = RboRc
b 1 ¢
luego bnc + @.
Por lo tanto
RdORCORb = Ra

RdORC = RaoRb
Rd = RaoRbORc

Teorema 3.13 Sea II un plano métrico yl e L.
Gy ={o € Aut(Il) | o traslacion en la direccion | }

entonces (Gy,0) es un grupo abeliano.
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Observacién: El quinto postulado de Euclides en el plano métrico dice que si PeP, l e Ly
PZI, implica que existe un tinico me £ tal que PZ my m ||
P

————— *——————-m

1

1. Los planos métricos, que cumple el quinto axioma de Euclides se le denomina plano
Euclidiano.

2. Si no existe rectas paralelas, entonces el plano métrico se denomina plano Eliptico.

3. Si existen infinitas paralelas, entonces el plano métrico se denomina plano Hiperbdlico.

3.3. Plano Euclidiano

El plano Euclidiano es un plano métrico en el cual se cumple el quinto postulado de Euclides,
es decir, es un plano Il = (P, £,Z, 1) que cumple con

1. Los axiomas afines
2. Los axiomas de ortogonalidad
3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma Euclides Si PZIl entonces 3!m € £ tal que PZm A m || |

Introduccioén: A través de éste axioma se derivan muchas propiedades de la geometria clasica,
como las siguientes:

1. La suma de los angulos interiores de un tridngulo suman 180°

/>

a+ B+ =180° (>

2. Sial1labll,a+bentonces al b
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3.Sialcarald, blcentoncesb L d

4. Angulos alternos internos

l|m=a=8

5. Sil 4 m entonces o + 3 # 180°

3.3.1. Modelos de Plano Euclidiano

Sean V' un plano vectorial sobre K tal que 20y f:V xV — K, una forma bilineal, simétrica
sin vectores isétropos, es decir,

1. Bilineal:
Se dice que f es lineal en la primera componente.

a) (Yo1,v3,v3 € V)(f(01 + 703, 03) = f(01,03) + f(v2,73)).

b) (Ya e K)(VT, T € V)(f(aT. @) = af(T, )
Note que la linealidad en la segunda componente, se logra con la siguiente propiedad

2. Simétrica:

Se dice que f es simétrica si y sélo si

(VT,w e V)(f(V, W) =f(W,7)).

3. Sin vectores isétropos:

Se dice que f no tiene vectores isétropos si y solo si

(VT eV)(f(V,7V)=0= T =0).
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Plano Métrico Euclidiano Sean V' un plano vectorial y f:V xV — K, una forma bilineal,
simétrica sin vectores isétropos.
Definimos el plano (V, f), de modo que el conjunto de puntos es P =V, el conjunto de recta £
es el conjunto de rectas afines, la incidencia Z es la pertenecia y la ortogonalidad entre rectas
esta dada por

(v1) +wy L (v2) +ws siy sélo si f(vy,v9) =0.

Propiedad 3.14 Sea V' un K-espacio vectorial y f un forma bilineal simétrica sin vectores
isdtropos, entonces (V. f) es un Plano Métrico Euclidiano

Demostracién: De ejercicios los axiomas afines y de ortogonalidad, recordar para ello las
nociones de geometria analitica, el de colineacion lo veremos mas adelante.

Ejemplo 3.15 Sea (R?, f) plano Euclidiano, con f el producto interno usual, es decir,
f: R? x R? - R
((x1’$2)7(y1ay2)) ~ o T1T2 + Y1Y2

Dada las rectas Iy :y=x+2 yly:y=—-x-3.
Determine si ly L ls.

Solucion: Para el caso real, con el producto usual sabemos que
i Ly my-me=-1

lo cual es verdadero.
De otro modo, o en general con un producto arbitrario, tenemos

h=((1,1))+(0,2); l=((1,-1)) +(0,-3)
Evaluando el vector director
f((1,1),(1,-1))=1-1+1--1=0
Por lo tanto
L L.

a

Observaciéon: En general la forma bilineal utilizada es el producto interno usual para K = R,
pero para otro cuerpo, es necesario tener presente lo siguiente:

Sea (V, f) un Plano Euclidiano, luego se tiene que V' es un espacio vectorial de dimensién dos
y f es una forma bilineal sin vectores isotropos. Por ello, dado u; € V' no nulo, se tiene que u,
es anisotropo y podemos obtener el ortogonal a

<up >={veV | f(uy,v)=0}
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No es dificil demostrar que este espacio tiene dimensién 1, ya que es una ecuacién lineal ho-
mogénea de dos variables, luego existe us y se cumple que {uj,us} es una base de V.
Dados © = xquq + x2us, Yy = y1uq + Yyous, podemos calcular

f(@,y) = xyn f(ua,ua) + 22ya f (u2, u2)
Como esta forma bilineal no tiene vectores isétropos, significa que la ecuacion cuadratica
[z, x) = a3 f(ug, uy) + 25 f (ug, uz) = 0
solo puede tener la solucion trivial, de lo cual obtenemos
flug,ur) #0A f(ug,ug) #0

y ademds

22 = _f(u2,u2)
f(uy,ur)

no debe tener solucion.
De este modo tenemos que la forma bilineal salvo escalar, debe poder escribirse de la forma

f(z,y) = 21y1 = d2212

donde 22 = 4 no tiene solucién.
Por esto es importante considerar el grupo de los cuadrado, que esta dado por

Ok = {a’ | a e K- {0}}

y de los no cuadrado
ZKzK—{a2 | aeK}
Por ejemplo en Zs, tenemos que el conjunto de los cuadrados es Oy = {1, 4} y el conjunto de

los no cuadrados es & 5 = {2, 3}.
Para cada 0 € @ g, se puede definir la funcién

f((@1,22), (Y1,92)) = 2122 — S92,
la cual es una funcién bilineal, simétrica y sin vectores isétropos en K x K.
Ejemplo 3.16 Sea K=7Z5 yV =75 x Zs y la forma bilineal simétrica sin vectores isotropos

f((@1,22), (Y1, 92)) = 2122 + 312 = 1122 = 24192
Determine sily = ((1, 1))+ (2,3) ylo={(x,y) eV | z =2y =1} son ortogonales.

Solucién: Sea (z,y) € Iy entonces

(z,y) = (1+2y,y) =y(2,1) + (1,0)
luego 15 : ((2, 1)) + (1,0), entonces

f((1,1),(2,1))=2+3=5=0 €Zs

por lo tanto Iy L ls. O
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3.3.2. Colineaciones del Plano Euclidiano

Sea (V, f) un plano Euclidiano y ¢ : V' — V una transformacion lineal invertible, hemos visto
que preservan incidencia, ahora veremos la ortogonalidad.
Se dice que g es una isometria si y sélo si

(Vo,w e V)(f(g(v),9(w)) = f(u,v))

Note que la ortogonalidad esta definida a partir de la forma bilineal, luego una isometria son
colineaciones. Claramente la identidad es una isometria
Se define el grupo ortogonal de (V] f) igual a

O(f)={g:V -V | g es una isometria }

Caso particular Sea (R?, f) con la formal usual tenemos que

f(2.y) = 2y + 2292 = [0 902]( é (1) )[ 3;; ]

Una forma de explicitar las isometrias es matricialmente, para ello consideramos una base la
base canonica C' y calculemos

flg(),g(w)) = f(u,v)

[g()]c[flelg(w)le = [Wls[flelvle
([glelvle) [ flelglelw]e = [ula[flelvle
[wlclglelflelglelwle = [ule[flelv]e

Es una igualdad para todo los vectores, por lo tanto
[9]c[flelgle = [fle
Si g es una isometria tal que A = [¢]c, reemplazando obtenemos que
AtA=1,
Grupo de las matrices ortogonales de 2 x 2
O(f)={AeGLy(R) | APA=1T}.
Para explicitar directamente este grupo. Sea
(00)
La ecuaciéon matricial A*A = I, nos entrega el sistema de ecuaciones

a?+c? =1
+d> =1
ab+cd = 0
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Ya que los puntos pertenecen al circunferencia unitaria, podemos parametrizar
a =cos(a); c=sen(a), b=cos(f); d=sen(f)

luego se cumple las dos primeras ecuaciones y la tercera
0 = cos(a)cos(B) + sen(a)sen(B) = cos(5 - «)

de lo cual obtenemos 5
ﬁ—&:g+2kﬂobienﬁ—a:7ﬁ+2kﬁ

Veamos la primera posibilidad y reemplacemos
T T
0= cos(a): c=sen(a), b=cos(% +a); d=sen( +a)

Utilizando identidades, finalmente obtenemos que

A:( cos(a) —sen(a) )

sen(a)  cos(a)

matriz de tienen determinante 1 y corresponde a rotaciones en un angulo .
En la otra posibilidad se obtiene

(cos(a) sen(a) )

sen(a) —cos(a)

matriz de tiene determinante -1.
Luego tenemos el grupo ortogonal esta formado por

O(f) = {( cos(a) —sen(«) )’( cos(a)  sen(a) ) lae [O,QW]}.

sen(a)  cos(«) sen(a) —cos(a)
Note que las matrices de determinante -1, dejan fijos todos los punto de la recta
< (cos(a) +1,sen(a)) >,

por lo anterior es una simetria entorno a la recta, ya que al cuadrado es la identidad.
Al multiplicar dos de esta simetrias obtenemos

( cos(a)  sen(a) )( cos(B) sen(3) ):( cos(a =) —sen(a-[3) )
sen(a) —cos(a) sen() —cos(3) sen(a— ) cos(a—[3)

una rotacién, que son las otras matrices del grupo ortogonal, los otros axiomas se obtiene en
forma similar.
Luego tenemos el grupo ortogonal de las rotaciones esta formado por:

O (f) = {( cos(a) —sen(a) ) lae [0,27?]}.

sen(a)  cos(a)
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3.3.3. Simetrias

Notemos que la recta fija anterior, no tiene una expresion facil de despejar a partir de el vector
director de la recta, por ello determinaremos en forma explicita la simetria respecto a la recta
lel .

Primer Caso: Cuando la Recta es Vectorial.

Sean [ = <7), 7 eV y R, simetrias de eje [.

Determinemos primero « € K tal que z — a@, sea ortogonal a [

f(?,?) —Oéf(—)

—_——— =
|
— O O

Luego tenemos

De este modo tenemos que la simetria estd dada por:

=\ _ = f(?7?)—>
R(7)= x+27f(?’?)

Segundo Caso: La recta no es vectorial.
Sean [ = (7) +, 7 €V y R simetrias de eje [.

L= . = - -
Si PZI entonces, existe a; € K tal que P =aq ¥ + w

Rl(()q?-i-w) = 0[174-@)
(RioTg)(nv) = Tg(au@)
(Tf}l ORl OTB)(OQ?) = 0417

luego, Ti} o Ry o T tiene orden 2 y fija a todos los puntos de la forma o, v, entonces:

T;loRlOTTJZId \Y T%10R10T32R<7>

w

Si Ti} oRjoT% = Id, despejando se tiene que R; = Id lo cual es una contradiccién, luego tenemos

TT}l oR;o Tﬁ = R(g)
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del cual se establece que:
Rl = TZ_U) o R(ﬁ) o Tf}l

De este modo tenemos que la simetria estd dada por:

—

Rl(?):—(?—@’)+2w-7+ﬂ}
S0, v)
Propiedad 3.17 Sea (V, f) plano métrico euclidiano y la recta | =< v > +W entonces
R:V -V
T ~ 2W-7 +2f(f”(’%—j,?)-7

Ejemplo 3.18 Sea (R2, f) plano Euclidiano con el producto usual

f((1,22), (Y1, 42)) = 2132 + 11y
Dada 1 :y =2z, Calcule R(z,y).

Solucién: Ya que [ : y = 2x, obtenemos [ = ((1,2))

Fa(oyy) = (o) + 20 G803 - (1,2)
Y

Ry(z,y) = (-z,-y)+2(5*) - (1,2)
Ry(ry) = (==, y)+(2“4y>4“”§8y)
Rir.y) = (S sy

5 0 5
En la base candnica C, tenemos que

A=[R]c :( ’43/55 gfg ) det(A) = -

a

Ejemplo 3.19 Sea (Z2, f) plano euclidiano y la forma bilineal simétrica sin vectores isdtropos.

J((21,22), (Y1, 42)) = £122 = Syays.

Sea | la recta tal que R;(2,1) = (1,6).
Determine Ry(x,y)

Solucion: Para determinar la recta
1=(7)+d

veamos los siguiente:
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lAB = <A—B)+B A(1,6) 1
b = ((LF)- G D)+ ET) X
lag = ((-1,5))+(2,1) BET)

Pero l4p L1, luego 3
f((z1,22),(-1,5)) = 0
—r1-25x5 = 0
Try = g
Entonces (1, x2) = (3x2,22) = 22(3, 1), por lo tanto [ = ((§ T)) + (¢, d) buscamos el punto medio
entre Ay B que esta dado por:
P, = ( T’ 1+6 )
(3-3, 3. 7)
(5,0)

3 5°
I

Luego [ = ((3,1)) + (5,0).
Finalmente podemos encontrar R;(z, y)

Ri(z,y) = (T(5 0) ©

I
= -~ ((5 f(z-5,9),31)) /5 T
- lep (5"9”’ )+ 2_ Dy G D)
I 3z-15-5
T (5 -a.my)+ =52 (1))
T, 5—z,—y) + (9z—1§y—45’ 3m_1§5_5y))

(5-z,-y)+ (x+3y+2,52+y+3))

Ri(z,y) = (3y+5,5z +3)

3.3.4. Traslaciones en el Plano Euclidiano

En el plano euclidiano real (V f),
Sean b:< U >+ yd:< T >+w.
Luego tenemos
(Ryo Ri)(T) = Ry(2wW -7 +2L-000.
f

)
T 4+20 - 20 + 2L 77)-7

f
- t2u 2w+2f<flzjgv E’( )

Notemos que
f(@)_ﬂ)a?) - — - - —
W-v,v):Qf(u—w,v)+2

v
Por ellos es un traslacion, en direcciéon de la recta ortogonal a <

f(2U -2 +2
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3.3.5. Rotaciones en el Plano Euclidiano

En el plano euclidiano real (V, f), sea o una rotacién de centro P.
Luego existen a,b € L tal que anb={P} y 0 =R, Ry.

SiP=0 y « es el angulo de rotacién, si S es el angulo entre a y b entonces

a=2-0

(2,y) = cosa —-sina)(x
Y = \sina  cosa y

Férmula para rotaciones de centro (0,0) y angulo «

Si P+ 6), entonces las rotaciones de centro P y dngulo « vienen dadas por la férmula:

cosa —sina _
o(z,y) = (Tﬁ ° ( ) ° Tﬁ’l) (z,y)

sina  cosa
Ejemplo 3.20 Sea (R2, f) plano Euclidiano con el producto usual

f((w1,22), (Y1,92)) = 2172 + Y192

Dadas las rectas Iy :y =5bx y ly:y = 2.
Determinar explicitamente la rotacion Ry, o Ry, (x,y) y el dngulo de rotacion .

Solucion: Ya que Iy : x =5y, v ls : y = 2z obtenemos

O'(l’,y) = RlloRZQ(fE,y)

z,y),(1,2
- R 202

— Rl1 ( —3w5+4y 7 4a:-é—3y )

= (T ) ¢ R (5.)

— _( —3z5+4y7 4zg3y) %3 —11J:5+23y (57 1)

_ (—16z+63y —-63z-16y
65 ) 65

Expresando en coordenadas de la base candnica, se tiene que

[o(z,y)]c = 6_15 (:ég —6136) (Zj)
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De lo cual tenemos que

63
arctan(—) ~ 75, 75°.
16
Ya que 0(1,0) = (2, 72) y 0(0,1) = (£, 22), el dngulo es

o~ =T75,75°.

Ejercicio 3.21 Sean (V, f) plano euclidiano, a,b € L tal que anb # ¢.
Determine la rotacion, de centro P y

c=R,o Ry

Ejercicio 3.22 Sean (V, f) plano euclidiano, a,b € L tal que anb# ¢ ya L.
Determine la simetria puntual, de centro P

c=R,o Ry

3.4. Plano Eliptico

Un plano eliptico IT = (£, P, Z, 1) es un plano métrico IT que satisface el axioma eliptico, es
decir,

1. Los axiomas afines
2. Los axiomas de ortogonalidad
3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma eliptico: Para toda [,m € L, entonces [ nm # &

3.4.1. Modelo de Plano Eliptico

Construyamos un modelo de un el Plano Eliptico, para ello consideremos la esfera unitaria y
centro en el origen, es decir,

S={(a,b,c) eR® | a®+b*+c* =1}.

i) Notemos que una recta vectorial intersecta a la esfera centrada en el origen en dos puntos.

Puntos del plano eliptico

P = {[($7yaz)7(_xa_y>_z)];(xyyyz) € S} a los pUIltOS
[(z,y,2),(-x,—y,-2)] se les llama puntos antipolares o
bipuntos.
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ii) Un plano vectorial intersecta a la esfera en una circunferencia de radio maximo.

Rectas del plano eliptico

L = {circunferencia de radio méximo de S}, si [y,ly son

rectas, entonces en S tienen ecuaciones de la forma: 6‘
ll : a1x+bly+clz=O v
lo @ asx+byy+coz=0

iii) La incidencia PZI[ siy sélo si P cl

iv) La Ortogonalidad en L. Sean [; y [y en £, definida por:

Iy + ax+biy+ci2=0
lo  asx+byy+coz=0

note que podemos escribir las ecuaciones del siguiente modo

li (alablacl)(xayaz)zo
ly (a27b2ac2)('xay7z)zo

Los vectores (aq, by, c1), (az, be, c2) son perpendicular a los respectivos planos en el espacio.

Por ello se define, la ortogonalidad

I L1l SinélO siaj-as+by-bag+cy-c3=0

Propiedad 3.23 El plano 1= (L, P, Z, 1), es un Plano Eliptico.

Ejemplo 3.24 Consideremos las planos XY , X7 y Y Z donde las ecuaciones estin dadas por
l,:2=0,1,:y=0, [, : 2 =0 respectivamente.
Los rectas en el plano eliptico son perpendiculares ya que

l1l, < 0-040-1+1-0=0

l,1l, < 0-1+0-0+1-0=0
lytl, < 0-1+1-0+0-0=0
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Una visualizacion en el primer octante x,y,z > 0, de los planos asociado a los ejes estan dados
por

Z

Plano Y Z

Plano XY
Y

Plano XY

Definicién 3.25 Sean II plano métrico y a,b,c e L.
Se dice que a,b,c es un Tridngulo Polar si y sélo sia L b, blcycla.

Observacién: En el figura anterior, tenemos que z =0, y =0, x = 0 forman un triangulo polar
en el primer octante,con los bipuntos < (1,0,0) >,< (0,1,0) >,< (0,0,1) > y ademds la suma de
los dngulos interiores de este tridngulo son tres rectos.

Definicién 3.26 Sea I plano métrico, PeP yle L.
Se dice que P es polo de | si y solo si existen u,v € L distintas, tales que w L I, v L 1y
unv={P}.

Ejemplo 3.27 Comprobar que < (0,0,1) > es el polo de 1 =< (0,1,0),(1,0,0) >.

Solucién: En la figura anterior, tenemos que u =< (1,0,0),(0,0,1) >, v =< (0,1,0),(0,0,1) >
son recta ortogonales a [, ya que forman un triangulo polar.

Ejemplo 3.28 Sea Py(R?) plano eliptico.
Determinar la recta que une P =((2,3,-1)) y Q =((1,1,5))
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Solucion:
La recta que pasa por Py () es

lPQ = ((27 3, _1)a (17 L, 5))

y su ecuacion cartesiana esta dada por

Ty z
lpg:12 3 -1(=0
1 1 5
De lo cual se obtiene Ipg : 162 -~ 11y — 2 = 0.
Ademas note que las rectas
a: 2x+3y-z = 0
b: x+y+5z = 0

son perpendiculars [pg ya que

(2,3,-1)(16,-11,-1) = 0
(1,1,5)(16,-11,-1)

Il
@)

Ejemplo 3.29 Sean Py(R3) plano eliptico, 1:2x+3y—2=0 y 6 =((1,0,2)).
Determinar los lados y vertices del triangulo polar formado por el vértice § y lado .

Solucion: Teniendo presente el ejemplo anterior tenemos que la recta que une los puntos

Ty =z
lpg:|2 3 -1|=62-5y-32=0
10 2

Luego

20 +3y—-2=0
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3.5. Simetrias en el Plano Eliptico

Todo plano vectorial en R3 es el eje de una simetria

Los puntos P, P’ son simétricos respecto al plano.
Teniendo presente el producto interno usual en R3, obtenemos un resultado similar, esto es

— —
xr--n —
n

RW(?) = §>_2—>
n

—P'\ AP

=l

donde 7 es perpendicular al plano W.

3

_PV \P/

Si d(O,P)=d(0O,P") =d(0,-P) =d(O,-P’"), luego si uno de ello pertenece a la circunferencia
unitaria, todos pertenecen, por ello tenemos la definida la simetria en los puntos antipolares de
Plano Eliptico del siguiente modo

RW([Pa _P]) = [RW(P)aRW(_P)] = [Pla_P,]'
Propiedad 3.30 Sea Il el modelo de plano eliptico sobre la esfera, y la recta | : ax+by+cy =0,
entonces la simetria asociada a l esta dada por
—
-n

Rz([iP])=li(P—2_> ﬁm]

n .

o

donde 1 = (a,b,c).

Ejemplo 3.31 Sea P5(R?) plano eliptico.
Determinar la simetrias en el plano eliptico respecto a la recta

[:2x+3y—-2=0.
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Solucién: En R3, notemos que 7 = (2,3,-1), 7 - 7 = 14 y la simetria esta dada por

Rl(xayaz)

1
(fL’,y,Z) - 2ﬁ(2x + By_ Z)(2737_1)

1
—(3z -6y + 22,62 -2y + 32,22 + 3y + 62
7

aplicada a un punto antipolar o bipunto tenemos
3 -6 2 3 -6 2
R - =lz==],-l=z =z
l([ela 61]) [(77 7 a7)a (7a 7 77)]

Teorema 3.32 Sea II plano métrico y P polo de l, entonces PZI

u

Demostracion: Supongamos que PZI.

Por P pasan dos rectas perpendiculares a l, y estas

son u,v esto es una contradiccion, ya que por la recta

[ sélo pasa una recta perpendicular en P. [ P

Propiedad 3.33 Sea II plano métrico.
Si P es polo de l, entonces Ry(P) = P

Demostracién: Si P es un polo de [, luego existen u,v € £, con u # v, talesque uw L [, v L1y
unv={P}.
Por propiedad anterior tenemos que
Ri(u) =uy Ri(v)=v r
de este modo tenemos que )
Ri(u)nR(v) =unv={P}
es decir R;(P) = P.

Teorema 3.34 Sea II plano métrico.
St P es polo del ym L1, entonces PIm

Demostracién:
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Supongamos que [nm = {Q}, entonces R;(Q) = m

Q. Dada la recta [pg, pero Py () son fijos por

Ry, entonces R;(Ipg) = lpg por eso es perpendi- !
cular a la recta [.

Luego tenemos

lpg =m, ya que por () pasa una unica ortogonal a la recta [.

Teorema 3.35 Sea II un plano métrico, entonces cada recta tiene a lo mas un polo.

Demostracién: Supongamos que P, y P> son
polo de [, si P; es polo de [, entonces 3 u,v e L
distintas tales

ull A unv={P}

Pero w L 1l y v 1 [, por teorema anterior Po2Zu y P;Zv, si los puntos fueran distintos las recta
u, v serian iguales lo cual es imposible, por lo tanto P, = P, es decir

unv={P}={P}={P}

Teorema 3.36 Sea II plano métrico.
St P es polo de l y PIm, entonces | L m.

Demostracion: Sea QZm, tal que Q) # P y sea lg € L tal que QZlg A lg L1, por ello tenemos
que PZlg y ademas @), PZm, por ello

ZQ m
m l

=
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Teorema 3.37 Sea II plano métrico.
St P es polo de l, entonces todo punto tiene un recta polar y toda recta tiene un polo.

Demostraciéon: Sea II plano métrico y P es polo de [. Dado @ un punto en el plano métrico.

Primer caso QZI.
Sea lpg la recta que une P, (), ademds u recta ortogonal a Ipg en el punto P, por ello tenemos
que

lpg Lunl Lu

Ademas ambas contiene a Q.
Segundo caso QZI.

Sea lpg la recta que une P, @), de este modo tenemos lpg L [. Ademas sea u la recta tal que
u 1 lpg y contiene P, de este modo lpg es la recta polar de uni = {R} y @) pertenece a ella.
Aplicando el caso anterior, se construye la recta polar.

Para la otra parte.

Dado I" una recta, luego contiene un punto P y por lo anterior el tiene una recta polar [. Luego
tenemos [ L I'. Consideremos [p, la recta perpendicular a I’ en el punto P, por ello [p 1 [, de
este modo tenemos que [p Nl ={R} es el polo de I'. m
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Propiedad 3.38 Sea II plano eliptico.
Si P es polo de l, entonces P tiene solamente una recta polar.

Demostracién: Sea P polo de [y ['.

Toda recta ortogonal a [, pasa por P,y por ende
es ortogonal a [’ y toda recta ["” tal que PZl"”
tenemos que I"” Ll y " L.

Sea QZl n QIU', lg la recta ortogonal a I, luego
PZIlg, delo cual I L 1.

Es decir, [,I' son ortogonales a [g en el pun- l
to @, luego por unicidad de la recta ortogonal,
tenemos que [ =1[".

]
Teorema 3.39 Sea II plano métrico.
Si cada recta contiene un polo, entonces Il es un plano eliptico.
P
Demostracion: Sea [i,l, € £, por demostrar
que l;nly + @. s
Supongamos que P es el polo de [} y ) es polo l .

de ly, como ly,ly L Ipg, entonces [; y [y pasan
por el polo de lpg, por lo tanto

llﬁlgig

Teorema 3.40 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

~

. II es un plano eliptico.

2. Cada recta tiene un polo

3. Cada punto tiene una recta polar.
4. Fxiste un par polo-polar
5

. El plano 11 contiene un tridngulo polar.
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Demostracién:

1. Sea II un plano eliptico, por demostrar que cada recta tiene un polo.
Dada la recta [ y A, BZl distintas.
Sean u,v € L, tal que AZu, w L |y BZv, v L1,
de este modo tenemos unwv = {P}, de donde
P es el polo de [.

2. Si cada recta tiene un polo, por demostrar cada punto tiene una polar.

Sea P un punto, escogemos () otro punto,
luego la recta lpg tiene un polo R, trazamos
la recta [pgr y la recta ortogonal a [, ortogo-
nal a [pg, de la construccién obtenemos que
lr es la recta polar a P.

3. Si cada punto tiene una recta polar entonces existe un par polo-polar.

Este demostracion se deja para el lector, dado que es trivial.

4. Si existe un par polo-polar entonces el plano II contiene un triangulo polar.

Sea (P, ) par polo polar.
Sea m € L tal que m L u A PZm, entonces P
m L1

existe un triangulo polar.

5. Si existe un triangulo polar entonces II es un plano eliptico.

Sea (P,l) una par polar, por teorema 3.37 toda recta tiene un polo y aplicando teorema
3.39 II es eliptico. [

3.5.1. Colineaciones en el Plano Eliptico

Sean II plano eliptico y (P,1) par polo-polar.



CAPITULO 3. PLANO METRICO 118

Si P es polo de [, entonces existen u,v € £ tales que u,v L1 A unwv={P}.
De lo cual obtenemos que R;(P) = P.

Observacién: Recordemos que una rotacion o de centro () en un plano métrico significa que
existen u,v € L tales que unv={Q} yo=R,oR,

Propiedad 3.41 Sea Il plano eliptico y o una rotacion de centro P, entonces existe | € L tal

que o(l) =1 n PZI.

Demostracion: Sea o es rotacién, entonces
(A,meLl)(oc=RoR, A mnl={P})

Sea t la recta polar de P, de donde se tiene que m Lt A [ Lt

entonces
o(t) = (RieRp)(t)
= Rl(Rm(t))
= Ri(t)
o(t) = t
l
De este modo se obtiene que t esta fija. P
o(t) =t " t

Propiedad 3.42 Sea Il plano eliptico y Hp una simetria puntual, entonces Hp fija tres puntos.

Demostracién: Como Hp es una simetria puntual, existen u,v € £ tales que unv = {P}Au L v
y HP = Ru o RU.
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Sea [ la recta polar de P, y los puntos de incidencia [nu = {Q} Alnwv ={R}. Por propiedad
anterior Hp(l) = 1.

Sabemos que QZ1,u, R,(Q)Zl, u, de lo cual tenemos R,(Q) = @Q y por ende tenemos Hp(Q) = Q
andlogamente Hp(R) = R. n

3.6. Plano Hiperbdlico

Un plano hiperbélico IT = (£, P, Z, 1) es un plano métrico IT que satisface el axioma hiperbdélico,
es decir,

1. Los axiomas afines
2. Los axiomas de ortogonalidad
3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma hiperbdlico: Si P € P y [ € L tal que PZIl entonces por P pasan infinitas
paralelas a la recta (.

3.6.1. Modelo de Klein

Construyamos el modelo de Klein de un Plano Hiperbdlico.
El conjunto de punto del plano, corresponde al interior del circulo unitario, es decir,

P:{(x,y)eR2|x2+y2<1}
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Las rectas del plano, corresponde a las cuerda en el circulo unitario, de otro modo son las recta
del plano cartesiano intersecta con el circulo, cuando estas es no vacias, [,m € L

L = { Las cuerdas de las circunferencia unitaria}

La incidencia corresponde a la pertenecia.

Relacion de Paralelismo Dos rectas son paralelas, si no tiene puntos en comun.
En la figura, las rectas paralelas a [ que pase por P, son cualquier recta que pase por Py se
encuentre situada entre las rectas l; y .

Observacién: En el caso Euclidiano, sélo se tiene que m || [.

Relacién de Ortogonalidad Dos rectas [,m € L son ortogonales, si cumple una de las
siguientes condiciones

a) Sil o m es un didmetro es la ortogonalidad Euclidiana:
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b) Sininguna de las cuerdas es un didmetro, trazamos las tangente a, b a la circunferencia, en
los puntos de interseccion de la prolongacién de m con la circunferencia, y prolongamos
la recta [, si la prolongacién pasa por el punto de interseccién de las tangente, decimos
que las recta m es ortogonal a la recta .

De otro modo, si m 1 [, entonces existen tangentes a la circunferencia en los puntos de
interseccion con las cuerdas, de modo que las extensiones de ambas pasan por los puntos
de interseccion de las tangentes.

3.6.2. Modelo de Poincaré

Construyamos el modelo de Poincaré, de un plano Hiperbdlico.
El conjunto de puntos del plano, son los puntos del semiplano superior del plano cartesiano, es
decir,

P={(z,y) eR* | y>0}
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]R+

El conjunto de las rectas, esta formado por dos tipos:

1. Semirecta Paralelas al eje Y; [ 1z = xq

2

Por dos puntos pasa un dnica recta.

1. Sixg=x1, lasrectaesl:z=uxg

2. Si g # 1 entonces, sea @) el punto medio del segmento que une los puntos A(xg, o),
B(z1,y1), tracemos la perpendicular, al segmento en @) y la interseccién con el eje X es
el centro de la semicircunferencia y el radio la distancia a uno de los puntos

B

\"

Ejemplo 3.43 Sean A=(1,2) y B=(3,5) en el plano de Poincare.
Determinar la ecuacion de la recta que une los puntos
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Solucién: El punto medio es M = (2, %), la pendiente de la recta es

_5-2_3

m=——=—.
3-1 2

Luego la ecuacién de la recta tangente esta dada por

9
=2y -9
V-5 3(:'3 )

Para y =0, zg = %, y las distancia tenemos

d(A,0) = D(B,0) =\/(1-29/4)2 +4 = %?

De lo cual tenemos

I ~(g;—§)2+ 2_ 089
AB* 1) 7Y "6

Ejemplo 3.44 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta | : 22 +y?> =1 y el punto P =(2,3).
Determine las rectas paralelas hiperbolicas a la recta | y que pasa por P.

Solucién: Grafiquemos la semicircunferencia unitaria de centro el origen y punto correspon-
diente.

-1 1 2

Notemos que existen posibles semicircunferencias y una semirecta paralela Por ello debe, tener
ecuacion
m:(x—mx)* +y? =12

y debe pasar por los puntos (2,3), (¢,0), t e R-] - 1,1[ y ¢ # 2 reemplazando obtenemos

(2-20)2+9 = r
(t-20)? = 1
sustituyendo obtenemos
(2-20)%2+9 = (t—mp)?
4-dxo+23+9 = t2-2twg+ 2k
13-¢t2 = (4-2t)xg
X _ 13-¢2
0 T a2
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De donde se concluye que

13 - 12 , (12 -4t+13)°
my o - +y’=———| , con [¢|>1
4 -2t

Ademéis

m:x =2

Relacion de Paralelismo: Dos rectas son paralelas, si no tiene puntos en comun:

Relacién de Ortogonalidad: El angulo entre un semirecta y una semicircunferencia corres-
ponde a la recta tangente a la semicircunferencia con la semirecta y para el caso de dos semi
circunferencia, es el angulo entre las tangente a las circunferencias en el punto de interseccion.
Las rectas [ y m son perpendiculares en los siguientes casos

1. Una semicircunferencia con la semirecta [ 1 m

2. Dos semi circunferencia [ 1 m
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Ejemplo 3.45 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta | : 22 +y?> =1 y el punto P = (2,3).

Determine las rectas ortogonales hiperbolicas a la recta | y que pasa por P.
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Solucién: Grafiquemos la semicircunferencia unitaria de centro el origen y punto correspon-

diente.

-1

s
ffjgzzi:>ﬁu__
1

La recta ortogonal, solo puede ser del tipo semicircunferencia, para ello sea

Sea m: (x —x9)? + y? = r2, la recta solicitada.

Luego existe @ = (a,b) tal que PZm, QZm, QZI reemplazando tenemos:

(2-20)%+9
(a—x0)%+b?
a? + b2

= r
= r
= 1

2
2

Ademads deben ser perpendiculares, para ello calculemos la pendiente de la recta tangente en el

punto Q.
d(l
—() D 2x+2y-y = 0
d(x)
y o= =
Y
a
y,|(a,b) = _E
luego tenemos,
4 To~a
b b
—axg + a?
a? + b?
1

d(m)
: 2(r - 2y-y’
d(l’) (l’ 1'0)+ y-y
yl
y,|(a,b)
= -1
= -}Hh?
= axy

alxo

To— X

To—a
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Volvamos al sistema, igualando r? obtenemos la siguiente igualdad

(2-1‘0)24'9 = (a—x0)2+62

4—Adzo+23+9 = a®-2axo+a+b?
2axg —4xyg = -12 [+2
2x9g—axrg = 6
y reemplazando
200 —axyg = 6
2.%'0 -1 = 6
2[L‘0 = 7
T
g = 5

Reemplazamos en la primera ecuacién del sistema:

7 2
92_ _
( 2) +9

= r

§+9 = r?
15 )
- = 7r
4

Finalmente tenemos la ecuacion de la recta tangente a [ es

m'(:c—z)2+ 2
\"T2) YT

Ejercicio 3.46 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta l: 2? +y%> =1 y el punto P = (-5,8).
Determine las rectas ortogonales hiperbolicas a la recta | y que pasa por P.

Observacién: Notemos que el semiplano de Poincare, también se puede describir del siguiente
modo

P={zeC|Im (z)>0}

y las rectas estan dadas por
[:Re(z)=a v l:|lz—z0|=7, Im(x)=0

Donde Re(z) = a es la parte real de z y I'm(z) es la parte imaginaria de z.
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3.6.3. Simetrias en el Semiplano de Poincaré

Para determinar las simetrias de semiplano superior de Poincaré, considere
P={zeC|Im (2) >0}

y debemos tener presente que hay dos tipo de rectas en el Semiplano de Poincaré
Caso 1: Simetria de eje la semirecta k : Re(z) = xq
Recordemos la simetria respecto a la recta en el plano euclidiano

T =x0

P’ = (229 - x,y)

Ri(z,y) = (220 — x,y)

En nuestro caso tenemos
Ri(2) =2x9-%

Caso 2: Simetria respecto a la semicircunferencia,

1. Veamos primero simetria respecto a la recta [ : |z| = 1.

Ya que |z| = 1, luego tenemos que z-Z = 1, de lo cual tenemos

N
Il
I R

es decir, la funcién R(z) = = deja fijo los punto de la circunferencia unitaria.

I N
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a) R(z) = £z, luego si Im(z) > 0 entonces Im(R(z)) > 0, ya que sélo es amplificado

por un nimero positivo.
b) R(R(z)) = z, por ello se tiene que R? = I.
c¢) Es una colineacién.
Sike:x=a#0, entonces R(l) = {(z57: o52) | v 2 0}

Sean u = a2fy2, v = aﬁyQ, de lo cual obtenemos < =y, reemplazando tenemos
a

u = _—_—

a? + (av/u)?
u

L= 2 2

au? + av
av? -u+av® = 0

(-5) + - 4
uU—-— v —

2a 4q?
1

Es un circulo de centro (i, 0) y radio TR

Cuando a =0, la recta queda fija.
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d) Las semicircunferencia de centro a y radio r, tal que a? # r2.
Sea [ : (x —a)?+y? =12, luego tenemos

B y
R(l)—{(x2+y2,x2+y2) |y20}.

Notemos que

(i) ()
22 1y? a2 22 1 y?
(()(wy))( y )
o) ) \Ee
22(a? - 1r2)? + a?(2? + y?)? - 2za(a?® - r?) (22 + y?) + y%(a® — r?)?
(22 + y2)2(a2 — 12)2
(22 +y?)(a® —r?)? + a®(2? + y2)? - 2za(a® — r?) (2% + y?)
(22 +y2)2(a2 - 12)2
(a® =12 -2zxa)(a® - r?) + a®(x? + y?)
(2 P -1

Teniendo presente [ : 22 + y? = r2 — a? + 2ax, obtenemos que

(e w) (o) @
$2+y2 a2 — 72 $2+y2 _(a2—r2)2

Notemos que: Cuando a? = r2, la semicircunferencia es enviada en la semirecta [ :
=L

T =5

Las semicircunferencia de centro el origen y radio r, son enviados en semicircunfe-

rencia de centro el origen y radio 1/r.

Por el calculo anterior, se cumple la incidencia. Del mismo modo repasando cada
caso, tenemos que preserva ortogonalidad

e) Por todo lo anterior tenemos que R(z) = % es una simetria respecto al semicircunfe-
rencia unitaria, con centro en el origen.

2. Simetria respecto a la recta m: |z| =r

Consideremos las homotecia de centro (0,0) y de razén r > 0.

h,: C - C
z o~ h(z)=r-z

La cual respecta incidencia y ortogonalidad, es decir,

h-(1) = m;h, € Aut(II)



CAPITULO 3. PLANO METRICO 129

Por propiedad 3.4 tenemos que o(a) = a’, entonces:

goR,o00 ' =R,.

En nuestro caso tenemos que h,.(I) = m, entonces:

h.oRjohl = R, chl=ha

»rr

(hTORZOh%)(Z) = R,(2)
hr(Rl(f)) = Rn(2)
he(f) = Bu(2)

T = Ru(2)

3. Consideremos el eje simetria ¢ : |z — x| = r
La traslacion en x( respecta incidencia y ortogonalidad

tyo: C - C

2z o~ e (2) =2+ 20

Analogamente entonces se tiene

Ry = tyo Ry oty
Rt(z) = ta, (Rm (Z—xo))
Ry(2)

|

~

8

<)
—
Q|

| 3,
8
o
N——

Ri(2)

|
+
8

=)
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Propiedad 3.47 Sea R, una simetria del plano de Poincaré y a € R, entonces tenemos que

1. Sil:Re(z)=a
Ri(2)=2a-%

2. 8il:|z—al=r.
2

+a

Ri(z) = -~

zZ—a

Ejemplo 3.48 Sea II semiplano de Poincaré y P =2+ 3i.
Determine un simétrica puntual Hp, respecto al punto P.

Solucidén: Sea Hp la simetria puntual, luego corresponde a una rotacién en 180°.
Para ello debe existir a,b € £ tales que

Hp=R,oRy; anb={P} A alb

Consideremos la semicircunferencia b de centro 2 y radio 3 y a la semirecta vertical en Re(z) = 2.
a:Re(z)=2; b:|z-2|=3
y satisface lo pedido

anb={2+3i}Aalb

Hp(z) = (RyoRa)(2)
Hp = Ry(4-%2)
Hp = 2?2+2

Ejemplo 3.49 Sea o una rotacion de centro i y <180° en el semiplano de Poincaré. Determine

o(z).

Solucién: Las rotaciones de centro (0,1), es compuesta de dos simetrias ortogonales que se
intersecta en el punto (0,1).

De otro modo:
(A,mel)(lLm A lnm={(0,1)})
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1. Si una es una semirecta m: Re(z) =0y [: 22 +y? =1 tenemos

o = RlORm
0(z) = Ri(Rm(2))
o(z) = R(0-%)=<1

Es una rotacion en 180°
1 -1
o(z)=——==-z
z

2. Si la dos recta son semicircunferencias:
lo: |Z—$0| =19, Ili: |Z—$1| =T

Deben pasar por (0,1) y perpendicular sera en 180°

2 _ .2
xg +1 = ’I“g
ri+1 = r]

Loy = -1

Realizando la compuesta obtenemos

r2x
o0(2) =Ry, o Ry (2) = —"———
( ) 11 lo( ) Z(l‘l _ xO)
Notemos que
rirg  rimory -1} -1

2(wy —m9)  2(2? —womy)  2(2?+1) =z

de este modo obtenemos la funcién anterior. O

Ejemplo 3.50 En el plano de Poincaré
Determinar el grupo de rotaciones de centro en 1.

Solucién: Consideremos que usando traslaciéon y homotecia siempre podemos considerar que
una de las rectas es una semicircunferencia de radio 1 y centro en el origen, por el ejemplo 3.49
anterior no consideramos el caso que la otra sea una semirecta.

L:z|=1Am:|z=a|="r

donde iZm es decir, 1+ a? =r2, luego R; o R, es una rotacién de centro 1.

r2+az - a? z-a zZ-a
Ri(Ro(2)) :Rl( . )

Z-a T r2+az-a2 l+az
La rotacién depende solo del valor de a # 0, y por el ejemplo anterior tenemos

- -1
SARLLIY Ooo(2) = —
2

aa(z) - 1+az
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Veamos la composicién de dos rotaciones

l+az

T 14+bE2 1+az+b(z-a) z(a+b)+(1-ab)

l+az

o)) =on () = Lo o2 ras) Aoy e )

1+az

Luego tenemos

O atb si ab#1,
O’b [e) O'a = 1-ab X
Ooo si ab=1

Ademas 000, =0,000 =0-1 O
a

3.7. Problemas Miscelaneos

Ejemplo 3.51 En Il =72, plano métrico con f((x1,y1), (x2,y2)) = T122 + 2y19>.
Sean A =(5,1), 1 la recta que une los puntos B = (3,2) y C = (1,4).
Determine la ecuacion de la recta m, tal que AZm y m 1 lgc

Solucién: La Recta [ :< 2,-2) > +(3,2), la recta ortogonal
f((27 _Q)a (CL, b)) =2a-4b=0

Luego una solucion es (a,b) = (2,1)
Por ello
m=<(2,1)>+(5,1)

a

Ejemplo 3.52 En II = Z2,, plano métrico con f((x1,y1),(x2,y2)) = x122 + d1ay2 y el punto
A=(51).
Determine la simetria puntual Ha(x,y).

Solucién: (a) Consideremos la recta a :< (1,0) > +(5,1) y b:< (0,1) > +(5, 1), rectas perpendi-
culares y pasan por A

HA(«T,y) RaoRb(xay)

= R2(5,1) ~ (2,9) + 2 (5y-5)(0,1)
= R,(10-z,y)

= 2(5,1)-(10-z,y) +2(5-x)(1,0)
= (z,2-y)+2(5b-x)(1,0)

= (10-=x,2-y)

(b) Dada la recta a :< (5,1) >, tenemos que f((5,1),(c,d)) = 5¢+5d =0, luego b :< (1,-1) >
+(5,1).
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Veamos las Simetrias

—(z,y) + %(Ew +5y)(5,1)

—(z,y) +4(z+y)(5,1)
= (8z+9y,4x +3y)

Ra(7,y)

Ri(e,y) = (10,2) = (5,9) + (e -5) ~5(y - 1) (1,-1)
(10 - 2,2 -y) +4(x - 5y)(1,-1)

(10 - 2,2 —y) + (4x + 2y)(1,-1)

= (10+ 3z +2y,2+7x +8y)

Luego tenemos que

HA('Iay) = RbORa(x,y)=Rb(8$+9y,4x+3y)
= (10+3(8x+9y) +2(4x +3y),2+7(8x+9y) +8(4x +3y)) = (10 - x,2 - y)

Ejemplo 3.53 En el plano métrico I1 = Z2,, donde f((x1,11), (22,Yy2)) = 2122 + 2y1Y>.
Sean A=(1,2), B=(3,1), C =(1,-1) puntos y la recta | : 3z + 2y = 1.

1. Determine la ecuacion cartesiana de la recta m que pasa por A y B.
2. Determine la ecuacion vectorial de la recta k que pasa por C' y es ortogonal a .

3. Calcular Ry o Ri(x,y).

. . _2-1 _ 1 _
Solucién: (a) La pendiente de la recta que pasa por A, B es m = = = = = 6.

y—1=6(x-3); Tr+y=0.
(b) La recta ortogonal a [ :< (-2,3) > +(1,-1) son paralela a < (3,1) > y si pasa por C esta

dada por k=< (3,1) > +(1,-1).
(c) La simetria esta definida por

f(x—w,v)v

R.(x)=2w-z+2 o)

donde a < v > +w.
Calcula cada uno por separado y componiendo

Ri(z,y) (10 -3z + 6y,12 - 10z + 3y)
Ri(z,y) = (5-10x-6y,12 -3z - 3y)
RioRi(x,y) = Rp(10-3z+6y,12-10x + 3y)

2-z,11-y)
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(¢') Dada k:<v>+w y [ :<u>+w tal que f(v,u) =0, entonces

f(X—w,v)U_ F(X —w,u)
f(v,v) f(u,u)

Veamos k< (3,1) > +(1,-1), 1:<(-2,3) + (1,-1) “solucién particular més homogénea”

RkORl(X):X—Q

flo,v) =11,  f(X-w,w)=3(x-1)+2(y+1)=3z+2y—1,
flu,u)=22, f(X-w,u)=-2(x-1)+6(y+1)=-2x+6y+38

Note que 1171 = 6.

Ry o Ri(z,y) (z,y) -12(3x+2y-1)(3,1) = 6(-2z + 6y + 8)(-2,3)
(z,y)+ Bx+2y-1)(3,1) + (- + 3y +4)(-2,3)

(2_17a1]-_y)

Ejemplo 3.54 En el plano Euclidiana Real usual R?.
Sean A=(1,4), B=(3,1), C = (1,-1) puntos y la recta | : 2z + 3y = 1

1. Determine si la recta que pasa por los puntos A y B es ortogonal a l.
2. Determine R;(C').

3. Determine la ecuacion cartesiana de la recta b, tal que Ry(B) =C.

Solucién: (a) La recta que pasa por A y B, tiene pendiente m = :%11 = —% y la recta [ tiene

pendiente —%, luego no son perpendiculares.
(b) La ecuacién vectorial de la recta [ :< (3,-2) > +(-1,1).

Ri(C)=(-2-1,2+1)+ %(1 +1,-1-1)-(3,-2) - (3,-2) = (~3,3) + 3—2(3,_2) - (%_1_13)

(¢) El punto medio entre B,C' es (2,0), y la pendiente de la recta que une B,C es m = 31 = 1.
De este modo la recta que buscamos es b:y = —x + 2.

Ejemplo 3.55 Sean I1 = (V, f) plano vectorial euclidiano, a € L, tal que R,(v) = w.
Demostrar que el punto medio entre v y w es un punto fijo de la Simetria R,

Solucién: Sea a:<u>+z € L, ademés R,(v) =w y v=R,(w).

Ro(v) = 2z-v+202y =y
Ry(w) = 2z—w+2f§f€;’2;‘)u:v
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Sumando tenemos que

Ra(%(erw)) = 22——(v+w)+2(f( (;;uwi)zu))u

2z——(v+w)+2(f( (v 2Z)u))u
)

f(uu)

= (42—(v+w))+2(1f(vfz&u;)zu)

BT YA A
= %[42—(v+w)+2(fj(f()f;;) fi}guz;t)) ]
= %[22 'U+2f(1(’“)‘)u+2z w+2f(lf“)“‘u]

= 3 [Ra(v) + Ra(w)]

= H(w+v).
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Ejemplo 3.56 En el plano Métrico Eliptico . Sean el punto A =< (2,1,3) > yl:2x-y+2=0
Determine los vértices y las ecuaciones de los lados del tridngulo polar, de modo que | sea un

lado y A incide en otro lado.

Solucién: Ya que un ado la recta es [ : 2r—y+2z = 0, tenemos que el polo es vértices < (2,-1,1) >

Ty z
2 -1 1 |=-dz-4y+4z=0.
2 1 3

El segundo lado es ly: x+y -2 =0y su polo es < (1,1,-1) >
El tercer lado debe unir los polos

r Yy =z
l3:12 -1 1 |=3y+3z=0.
1 1 -1

Luego el ultimo vértice es < (0,1,1) >.
Los puntos son los polos de la recta correspondiente, luego es un triangulo polar.

<(2,-1,1) >, <(1,1,-1)>, <(0,1,1)>

y los lados son
[:20-y+2=0, lb:x+y—2=0, l3:y+2z=0.

Ejemplo 3.57 En el plano Eliptico Po(R3), sean P =< (-1,2,3) > y 1 :2x -4y -6z =0.

Determine los vértices y lados del triangulo polar que tiene como vértice al punto P y lado a la

recta .



CAPITULO 3. PLANO METRICO 136

Solucién: El polo de [ : 2z -4y -6z =0 es P =< (2,-4,-6) >.
Luego consideremos punto de la recta B =< (3,0,1) >.

T Yy z x Yy
a:|{-1 2 3|=2x+10y-62=0. b:1 1 5 -3|=2lx+72=0
3 01 -1 2 3

De este modo tenemos que los lados son [: 22 -4y —62=0, a:x+5y—-32=0, b:3x+2=0
y son rectas perpendiculares, ya que

f(3,0,1),(1,5,-3)) =0, f(3,0,1),(2,-4,-6)) =0, f(2,-4,-6),(1,5,-3)) =0
Ademés, los vértices son: anl=<(3,0,1) > anb=<(-1,2,3) >, bnl=<(1,5-3) >, ]
Ejemplo 3.58 En el plano Eliptico Py(R3), sean A=< (1,1,1) > yl:x -2y -2z =0.
1. Determine el polo de la recta l.
2. Determine la ecuacion de la recta k ortogonal a l y que pasa por A.
3. Determine los vértices y lados del tridngulo polar que dos de sus lados son k y [.

Solucién: (a) El polo de la recta [ es < (1,-2,-2) >.
(b) La recta perpendicular a [, debe pasar por su polo < (1,-2,-2) >.

r Yy oz
k:11 1 1 |=3y-3z=0.
1 -2 -2

(c) El polo de la recta k es < (0,1,-1) >. Finalmente buscamos un recta que pase por ambos
polos.

xT Yy z
m:|1 -2 -2 |[=4x+y+2=0.
0 1 -1

Luego el triangulo polar tiene los vértices
<(1,-2,-2) >, <(0,1,-1)>, <(4,1,1)>
y los lados son
l:x-2y—-22=0, k:y—-2=0, m:4dex+y+2=0
O
Ejemplo 3.59 En el plano Métrico Eliptico £. Sean los bipuntos A = [+(-4,2,3)] y B =

[£(1,-1,2)] vértices de un triangulo polar.
Determine el otro vértice y las ecuaciones de los tres lados del tridngulo.
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Solucion: La recta que une los puntos es

x Yy =z
-4 2 3 |=Tx+1ly+22=0.
1 -1 2

El tercer punto debe ser C' = [+(7,11,2)]

r Yy z r Yy z
4 2 3|=-29(z-y+22)=0. 7 11 2 |=6(-4z +2y+32) =0.
7 11 2 1 -1 2

Los puntos son los polos de la recta correspondiente, luego es un triangulo polar.
[£(7,11,2)], [£(1,-1,2], [£(-4,2,3)]
y los lados son

[T+ 11ly+22=0, k:x—-y+22=0, m:-4x+2y+32=0.

Ejemplo 3.60 En el plano métrico eliptico I1 = Po(Z3), sean los puntos

K=<(4,1,1)>L=<(3,1,2) >, R=<(2,1,3) >, P =<(2,3,1) >, Y =< (4,3,0) >.

Determine si el punto R incide en las rectas lxr, y lpy.

Solucion:
x Yy z x Yy z
g4 1 1 ]|=2+2=0. lpy:|2 3 1 |=20+4y—-2=0.
31 2 4 3 0
Evaluando

RIlkp siysolosi2+3=5=0y RIlpy siysélosi4d+4-3=5=0.
Luego Ik nlpy = {R}.

Ejemplo 3.61 En el plano métrico eliptico 11 = Po(Z3,), sean los puntos

K =<(9,1,2) >, L =<(3,0,1) >, R=<(3,9,1) >, P =< (2,1,4) >.

Determine lgr nlgp.
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Solucién:
x oy z Yy z
lkr 19 1 2 |=2x-3y-32=0. lgp:|l 3 9 1 |=2x-10y+72=0.
3 01 2 1 4

El punto de interseccién se obtiene del despeje de la primer ecuacion x = 3y+3z y reemplazando
en la segunda ecuacion tenemos 6y + 6z — 10y + 7z = 0, simplificando tenemos —4y + 2z = 0 de
esto resulta que z = 2y, x = 9y, luego el punto esta dada por

(9y,y,2y) < (9,1,2) >, yeR
Luego lKL n lRP = {< (9, ]_,2) >}. O
Ejemplo 3.62 En el plano de Klein, sean la recta l:y=3/5y P=(3%,2).

Determine la recta m tal que PIm ym 11

Solucidn: Los extremos en la circunferencia unitaria de la cuerda y = 3/5 son (4/5,3/5), (-4/5,3/5)
luego las rectas perpendiculares o tangente a la circunfencia en los puntos extremos de la cuerda
son

y-3/5 = —4/3(x—4/5) y = —4/3z+5/3
y-3/5 = 4/3(z+4/5) y = 4/3x+5/3
El punto de interseccién de las tangentes es (0,5/3),
Luego tenemos 7 :< (55,-12) > +(0,2). Forma cartesiana 7 : 38z + 3y = 5.
m
Ejemplo 3.63 En el semiplano de Poincaré, 1 :|z - 3| = 4.
Determine Ri(1+1) y Ry(w)
Solucién: R;(w) = =% +3
Veamos el caso:
16 -32 + 162 -17+ 162 17 16
R 1 = 3 = 3 = e Jp— 1
1(1+14) —2—’i+ E + E gt gt
O

Ejemplo 3.64 En el semiplano de Poincaré, k:|z+2|=3 yl:]|z-3|=4
1. Determine knl.
2. Determine si k L1 1.

3. Calcular la forma binomial de Ry(1+ 21).
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Solucién: (a) Sea z =a+bi, luego (a+2)2+b2=9y (a-3)?>+b%=16
Restando obtenemos que

(2a-1)(-5)=(a-3)*-(a+2)*=7,

de lo cual a = —é, evaluando tenemos que b = %

De este modo tenemos que
{ 1 12 }
anb={-——+—1
)

bt

(b) Veamos las pendiente, m; = 7}%‘1’2 =3ymy= i%fg =-3

(b’) la distancia entre los centros d(-2,0),(3,0)) =5y 32 + 42 = 52, luego son ortogonales.

(C Rk(1+2i):ﬁ_2:%+%i

Ejemplo 3.65 En el semiplano de Poincaré, k:|z+3|=8 yl:|z—-10| = 12
Calcular la forma binomial de (Ry o R;)(4 + 6i).

Solucion:

(RkORl)(4+6i) Rk(Rl(4+6Z))

— + 10
4-61-10 )

-1-1
= Ry (12(~1+1) +10)
= Rp(-2+12i)
.64

~2,12i+3
112

4
= g—(1+1%)—3
1 768
-+ —i.

145 145

Ejemplo 3.66 En el semiplano de Poincaré, dado los puntos A=2+3t y B=-6+1.
Calcular la forma binomial de Rl(% +1), donde | =l4p.

Solucién: La recta no es vertical, luego es de la forma (x —a)? +y? = r2.
Considerando la correspondencia y reemplazando obtenemos

(2-a)?+3*=r* (-6-a)’+1%=1?
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Igualado obtenemos
(2-a)*+3% = (-6-a)*+1°
4-4a+a*+9 = 36+12a+a*+1
-16a = 24
3
a = -—
2
de este modo tenemos que 72 = (2+3/2)2+9 = 8.
De este modo tenemos que [: |z + 2| = /%
85
e 3
R(L+:) = 4 =
49 - (=3
I
-1 2
8
= (4*5(2+Z)—§)
- (52 5i-1)= (74 H)
O

Ejemplo 3.67 Sean II plano métrico, a,be L distintas.
Demostrar que
alb siysolosi RyoR,=R,0R,

Solucidén: Consideremos que a 1 b siy s6lo si R,(b) =b.
Sean a,be Ly a L b, luego tenemos que R,(b) = b, ademds R;! = R,, de este modo tenemos que

R,oRyo R;l = RRa(b) = Ry.

despejando obtenemos

RbORa:RaORb

Supongamos ahora que
Rb ] Ra = Ra o Rb

despejando, y usando la propiedad tenemos
RRa(b) = Ra o Rb o Ra = Rb

luego R, (b) = b, de lo cual a 1 b.
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Ejemplo 3.68 En II plano métrico, sean a,b € L tal que a L b.

Demostrar que
R,(b) =0.

Solucién: Sea {P} = anb, luego tenemos que b es la nica recta ortogonal a a en P. Ademads
PZa entonces R,(P) = P.
Pero R,(P)ZR,(b) y R.(b) L R,(a), de lo cual tenemos que:

PZIR,(b) y R,(b) La

Por unicidad de b, se tiene que R,(b) =b O



Capitulo 4

Espacio Afin

4.1. Introduccidn:

El espacio afin, es un trio de la forma (V, X-), en donde:
1. V es el espacio vectorial sobre el cuerpo K
2. X es el conjunto de puntos

3. - es una funcién dada por:

y cumple con:
a) (VxeX)(H-xzx)
b) (VU,WeV)(VoeX)(V+W)

I
=}
=l
s

T (B x)

Observacién: Note que - es una accién del grupo (V. +) en el conjunto X, la cual es transitiva
y fiel.
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Propiedad 4.1 Sea (V,X,-)
L (V:EEX)(VUEV)( (T -2 = )

un espacio afin, entonces

(7-4)v=7-7)

2. (V:p,yeX)(V?eV)((?w)-y:?y—?

3 (V?eV)(Vx,yeX)((?-x)(?-y)=:7y)
4. (Ve e X)(VT eV)((V-z=2) =T =0)

5. (Vx,yeX)(V?eV)(x(?-y):x_y>+?)

6. (w,wev)(vg;,yeX)((v.x)(my)=_7+@+w)

Demostracion:
ﬁ
1. Seanxe X, v eV

Por unicidad son iguales

2. Sean r,ye X, v eV

(zg-70)(V-z) = zg- (-0 -(V-x)
- @ Etv;v) )
= :zc_y> 0-x
(@-7)(T-a) - Fea
Luego (?y—?) (?w):y, entonces

De lo cual se tiene

—
y(v-x) =7 +yz
3. Sean v eV, zyeX
T - T)(T )
7T = (7o) (T ) (7
T(T-2) = Ty
T (T (Tx)) = T (T-y)
(-T+w+7)x = (-0+7)y
Wer =y
w o= Ty
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4. Sean v €V, x € X tales que ¥ -x = x, pero 0 -r=w luego tenemos que

- =
v=zxz=0

4.2. Espacio Afin Vectorial

Propiedad 4.2 Sea V un K- espacio vectorial, X =V y

VxV V

—
— — — = = —
(’U,’w)v Vow =0 +w

entonces (V,V,-) es un espacio afin.

Demostracion: Veamos si - cumple con las propiedades anteriores

L (vTeV)(0-7=7)

—
Sea v €V,
— -
0-v = 0+v
—
= v
— = — — (= — — =\ —
2 (Vv,w,er)(v (w~x):(v +w) x)
—_ = —
Sean v, w, x €V,
— (> — — (= =
U (wx) = U-(w+x)
— — =
= v+(w+x)
— = —
= ('U+w)+x
— =\ =
= (U+w)-x

Sean 7,y €V,
- = —
u-r =y
B — —
u+ax = 7y
— - —
u o= y-x
Ademas, (?—Y)EV
- =\ = - = =
(y—:p)~x = yY-T+7
=Y

Luego al tomar V' = X, entonces (V, X,-) es un espacio afin. [
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4.3. Subespacio Afin

Sea (V, X,-) un espacio affn y U < V. Se define S(zo,U) = {U -xo | ¥ €U} en donde S(zo,U)

se denomina subespacio afin, donde U es la direccién del subespacio afin.

Ejemplo 4.3 Sea V = X =R?, el Espacio Afin, luego

§((1,10),{(1,4)))

es un subespacio afin, con direccion ((1,4))

Notacion:

1. Se dice que S(xg,U) es una recta afin si y sélo si dim U =1
2. Se dice que S(xg,U) es un plano afin si y sélo si dim U = 2
3. Se dice que S(xg,U) es un hiperplano afin si y sélo si dim U =dim V -1
4. dim (S(zo,U)):= dim U
Propiedad 4.4 Sea (V,X,-) un espacio afin y para todo xo € X entonces

X = S(fL’(),V)

Demostracién: Sea (V, X,-) un espacio afin, y z € X.

t. V. - X
%

—
v = VT

Es una funcién, ya que @ -z es tnico. Ademds t,(7) = t, (), significa que v -x = W - x, pero
es tnico, luego v = .

Por tltimo, dado y € X, existe 7y € V tal que t,(z7) = y.

por ello tenemos que

S(x,V)=X.
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Ejemplo 4.5 En V = X =R* espacio afin veectorial. Sea 7:2x +3y — 4z +w = 6.
Ezxprese m en términos de un subespacios afin.

Solucién: Sea (x,y,z,w) € m, luego tenemos w = 6 — 2z — 3y + 4z, reemplazando obtenemos,

(z,y,2,w)
= (2,9,2,6 -2x -3y +4z2)
= (z,0,0,-2x) + (0,y,0,-3y) + (0,0, 2,42) + (0,0, 0,6)
= 2(1,0,0,-2) +y(0,1,0,-3) + 2(0,0,1,4) + (0,0,0,6)

Denotemos
x9=1(0,0,0,6), U=((1,0,0,-2),(0,1,0,-3),(0,0,1,4))

Luego
S (zo,U) =(0,0,0,6) +((1,0,0,-2),(0,1,0,-3),(0,0,1,4))

Teorema 4.6 Sean (V, X,-) un espacio afin y S(xo,U) un subespacio afin, entonces

U={T7|z,yeS(xo,U) }

Demostracién: Sean (V, X,-) un espacio afin y S(zo,U) un subespacio afin

1. Veamos primero U { Ty | 2,y € S(xo,U) }
—_—
Sea U €U, luego U - o, o € S(xo,U) ya que Uy %o (ﬂ)-xo) envian zo en @ -zo v la
unicidad del vector tenemos

—

—
l’o(u '.73'0): u

de este modo se tiene
Uc{zy|zyeS(z,U) }.
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2. Para la otra contencién { x| 2,y € S(xo,U) } cU.
Sean x,y € S(zo,U), por demostrar Ty € U.

Como z,y € S(x,U) se tiene que, existen u,us € U tal que

—> —>
T =1U1-To Y =1uUz-2Tg
Sea
—> —
xy = W
— — —
(u1 xo) (u2 xo) = W /- ui -z
— — —  [(—>
(Ul ZL‘Q) (Ug ZL‘Q) Uy = w~(u1-x0)
—  — —
Uy Ty = (w +u1)-x0 | — uz
— = —
Ty = (—U2 + w +U1) To
Por unicidad
— = e
—Ug+ W +Up = 0
— — —
w = Uy — U
— — —
con us —uj €U, luego w eU. [ ]

Propiedad 4.7 Sean (V,X,-) un espacio afin, x,z € X yU subespacios de V', entonces

1. Si zeS(x,U) entones S(xz,U) =S(z,U).

2. Si S(x,U) =S(z,U) entones T2 €U.
Demostracién: Sean (V) X,-) un espacio afin, z,z € X, U <V, y z € S(x,U) luego tenemos
que z= U -x ,con U €U

Ahora bien, notemos que
— —  — — —
wez=w-(u-z)=(wW+7u) x

por ello S(z,U) € S(z,U). andlogamente, obtenemos que
(-w) z=(-u) (0 -2)=(-u+U) z=1

y con ello la otra contencion.

S(x,U) =S(z,U).
De S(x,U) = S(z,U), tenemos que x € S(z,U), luego existe & €U que cumple con

— —
U-2=x=TZ T
L= —
es decir, xZ2=u €lU. [

Propiedad 4.8 Sean (V,X,-) un espacio afin, x,w € X y U, W subespacios de V', tales que
S(z,U)n S(w, W) + @, entonces, erxiste z € X, de modo que

S(z,U)nS(w, W) =S(z,UnW)
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Demostracién: Sea z € S(z,U) nS(w,W) , luego por la propiedad anterior tenemos que
S(z,U)=8S(z,U) A S(w,W)=5(z,W)
Ahora demostraremos que
S(z,U)nS(z,W) =S(z,UnW)

Para ello, sea u e S(z,U) nS(z,W), luego tenemos por teorema 4.6 que
ureld A uzeW,

de lo cual tenemos w2 e U n W, de este modo u € S(z,U nW).
Para la otra contencién, sea u € S(z,U N W), luego tenemos por teorema 4.6 que uz e U N W,
de lo cual tenemos u? € U A uz € W, de este modo u € S(z,U) nS(z,W). |

Corolario 4.9 Sean (V,X,-) un espacio afin, x; € X y U; subespacios de V', para todo i € I
tales que NierS(x;,Us) + @, entonces, existe z € X, de modo que

ﬁz’els(l‘i, Uz)) = S(Z, ﬁz’elui)

Teorema 4.10 Sean (V,X,-) un espacio afin, r,w € X y U, W subespacios de V', entonces
S(z,U) =S(w,W) siysolosid =W ~n S(z,U)nS(w,W)+

Demostracién: Supongamos que U = WAS(x,U)nS(w, W) # @, por demostrar que S(z,U) =
S(w,W).
Sea z € S(z,U)nS(w,U),

S(z,U) =S(z,U)=5(z,W) =S(w,W)

Ahora supongamos que S(z,U) = S(w, W), por demostrar U =W y
S(z,U)NnS(w, W) +@
Por teorema anterior
U = {zweV |z weS(,U)}
{z eV | z,weS(w,W)}
= W

Ademds S(z,U) = S(w, W), se tiene entonces que S(z,U)n S(w, W) + @.

Grupo de las Traslaciones. Sea (V,X,-) un espacio afin y @ € V

t-: X - X

a
r o~ t=(z)=7d-z

. .’ . . —> .
Se dice que t— es una traslaciéon en la direccion del vector @, en el conjunto X.

Teorema 4.11 {— es una funcion biyectiva.
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Demostracién:

i. t- es inyectiva, sean z,y € X por demostrar t-(z) = t=(y), entonces z = y Para ello
veamos

ta(0) = t7(1)
a-r = a-y
@ (Tz) = -2-(T )
— —
0-z = 0.y
r =Y

De este modo t— es inyectiva.

ii. t es epiyectiva, por demostrar que Rec (1) =X

La primera contencién es evidente que Rec (1) € X, basta demostrar que Rec () 2 X.

Dado x € X N PR
tg(—am) = a(—a~:c)
— —
= ( a+(-a )) T
—_
= 0-z
=
Luego t— es epiyectiva, de este modo t— es biyectiva. [
Notacion:

T(X)={tz | deV}
Propiedad 4.12 Sea (V, X,-) un espacio afin, entonces

T(X) es un grupo, llamado el grupo de las traslaciones del espacio afin.

Demostracién: Consideremos las aplicacion, que ademéas cumple con:

T(X) = (Vi+)
tg > 7
t} o -7a
a
tgoty < 153
Ademds por unicidad tenemos t3 () =t () se tiene que T=0. |

Propiedad 4.13 Sean (V,X,-) un espacio afin, @, u €V y xo€ X entonces
t=(S(xg,< U >)) =S(@xo,< W >)

es decir, t— respeta paralelismo de la rectas.
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., > —>
Demostracién: Sean a, v eV y xpe X

t=(S(zo,< W >) tz({aW 20 | a € K})
{tg(aﬂ)-xo) | CtEK}
= {E’-(&ﬂ)wo) | aeK}
{aW - (dx) |ae K}

(S(E)'ZL'Q,< U >)

Corolario 4.14 Sean (V,X,-) un espacio afin, @ €V, U<V yxoe X entonces

tz(S(wo,U)) = S(wo,U).

4.4. Sistema de Coordenadas

Sean (V, X,-) un espacio afin, g € X y B una base ordenada del espacio vectorial V.
Se dice que (xg, B) es un sistema de coordenada de X y las coordenada de z € X respecto al
sistema de coordenadas (xg, B), estan dadas por:

[2](20.8) = [T0%]

Ejemplo 4.15 En espacio vectorial afin real, es decir, V = X = R?.
Sean xy = (1,1) y B={(1,0),(0,1)}.
Determine las coordenadas del punto [(3,5)](z,,5)

Solucion:

(LG5
[3.5) - (1,1l
- [

[(3.5)] 00 ) = ( " )

[(375)](000,3)

O
Y Y Y
A
6 - 6J|-5
5 4 5+44———¢
|
4 4 3 :
3 3+2 |
|
21 2J|-1 I
14 4 | 4 X
1 0 1 2 3
} } } } X <_'T___|_'|'_'_‘)X
0 1 2 3 4 0¢ 2 3 4
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Ejemplo 4.16 Sea (V,X) un espacio afin, vo€ X y B ={aj, a3, a3, a,} base de V.
Determine las coordenadas de

Solucioén: Sea

1+t a2 +ag+-+an|,

= lat]p+[a]s +[az]s + +[a]s
(a_1>+a—)2+a—)3+" +an) xo](évoB)

1 0 0

0 1 0

= 1+ . +...+] .

0 0 1
1
1
[(a1 +ag +as+- +a/n) fL‘O](:voB)_
1

Teorema 4.17 Sean (V,X) un espacio afin, xo€ X y B base de V tal que

a B1 ap + B
73= 0{2 YT |(x0.B) = 6,2 , entonces T z0.B) = O@J'FBQ

: ( 0, ) : ( 0, ) :

n B an + By

Demostracién:

[V 2] (wom) =

De este modo se tiene
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Ejemplo 4.18 Sean (V,X,-) un espacio afin, xo,x,y € X y B una base de V tales que

€ Y1
€2 Y2
[$](xO,B) =1 . ) [y](:vo,B) =1
T Yn

Calcule [77]5

Solucién: Si 7y = Tz + Tyl = —ZoZ + Toy, entonces:

(z9]p = [—_«%’? + @B
;[ffol’]B + [@y]g
= —[7 ](xo,B) +[y ](:vo,B)

-1
[#9]s =7
Yn — Tp

a

Observacién: Tener un sistema de coordenadas para el espacio afin (V, X) significa que po-
demos representar cada punto de X mediante una matriz columna.

4.5. Ecuacion de la Recta

Sean (V,X,-) espacio afin, xy € X y B base ordenada de V. Ademéds sea [ una recta afin tal
que [ = S(zg, (7))
Si y €[, entonces existe t € K tal que y = (t?) - Lo

W](@o,B) = [(ﬁ))'l’](zo,B)
-
t

1l

5

o
— A~
o~

Il
~
B
CR

Supongamos que

T U1 a1
T2 Y2 a2
[?]B = s [y](xo,B) =1 . y [x](xo,B) =

entonces tenemos ecuacién paramétrica de la recta [ en el sistema (zg, B).

Y = t-x1+aq
B Yo = 1 -To+ag
Yo = t-Tp+an
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Despejando el pardmetro ¢, obtenemos la ecuacién simétrica de la recta [ en el sistema (zg, B).

l_yl_a1:y2_a2_ _yn_a'n

X X2 Tn

Ejemplo 4.19 Sea V = X = R3, B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} base ordenada de V', zq =

(1,2,3) y1=5((2,1,0),((2,3,1))).
Determine la ecuacion paramétrica y simétrica de [1]z,,5)

Solucién:
Si 7 el, entonces T =(2,1,0) +a(2,3,1)

[?]@0,3) [(27170) +Q(27371)](m0,8)
= [(2,1,0)] (o8 + [(2,3,1)]5
= [((1,2,3)(2,1,0)]p + a[(2,3,1)]5
= [(17 _17 _3)]8 + Oé[(Q, 37 1)]8
2 -1
[?](10,8) = 2 + 2
-3 1
del cual se concluye la ecuacion paramétrica
r1 = -+ 2
l: To = 200+ 2
T3 = a-3

y la ecuacion simétrica es
r—-2 y-2 z+3

-1 2 1

[:

Ejercicio 4.20 En V = X = R4, sean x = (1,2,1,2), y = (1,3,1,1),
B=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}

base ordenada de V' y xq=(1,-1,0,1).
Determine la ecuacion paramétrica y simétrica de [lyy](z0,8)

Ejemplo 4.21 Sean V=X =R3 y H=5((0,0,1),((1,2,3),(-1,0,1)))
Determine si H es un hiperplano afin

Solucion:

dim (((1,2,3),(-1,0,1))) = 2, entonces H es un hiperplano afin
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4.6. Formas Lineales

Sea (V, X) un espacio afiny f: V — K, entonces f es una forma lineal (f transformacién lineal)
si y sélo si

(Yo B € K) (V57,7 € V) (F(0 + 5T3) = a- () + - ()
Ejercicio 4.22 Determine si las siguientes funciones son formas lineales

f: R4 — R
(r,y,z,w) ~ 2r+y—-w

I R3 - R
(r,y,2) ~ w

Teorema 4.23 Si f es una forma lineal no nula sobre el espacio afin (V,X), entonces
ker f={v eV | f(¥) =0}

es un hiperplano.

Demostracién: Como f es no nula, entonces existe o e K* y ¥ € V tales que f(7) = a.
Despejando y operando obtenemos que

f(v) = a /é,aiO
1f(v) =1
f(éﬁ) =1 /BaBEK
f(5-7) =8

todo elemento tiene preimagen, es decir
f es epiyectiva
Por teorema de algebra lineal, tenemos la siguiente igualdad
dim V =dim (ker f)+dim (Im f)
Supongamos dim V =n y como f es epiyectiva, entonces dim (Im f) = 1, entonces
n=dim (ker f)+1, luego dim (ker f)=n-1

ker f es un hiperplano.

Teorema 4.24 Seald <V yU hiperplano, entonces existe una forma lineal f, tal que ker f=U.
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Demostracion:
Si dim V =n, entonces dim U =n — 1.
Sea B = {v7,03,...,0n-1} base de U

Sea w €V tal que W ¢ U, entonces V =U + <TU))

—_ . . v d
Sea ¢ €V, entonces existen tnicos u €U y « € K tales que

- - —
U= U +aw
Por lo anterior, se obtiene la funcién
f+V - K

Vo~ f(U)=f(U+aW) =«
que claramente es una forma lineal y ker f =U. ]

Observaciéon: El teorema anterior, nos permite determinar la ecuacién cartesiana de un hi-
perplano vectorial.
Con las notaciones anteriores B = {w1, w3, ...,w,} otra base de V. Si v € ker f entonces

— —> —> —
U = T1W] + ToWay + -+ + T W,

luego
F(T) = ay f@@0) +aa- f(w2) + o+ 2y f(W07)

= Q1°T1+Qg Tog+-+0, Ty
0 = a1-x1+Q9 - To+-+0y, Ty

[y

esta ultima, es la forma general de la ecuacion cartesiana de un hiperplano vectorial con respecto
a la base B.

4.7. Ecuacion de un Hiperplano Afin

Sea S(xo,U) un hiperplano afin y (xg, B) un sistema de coordenadas en X. Supongamos

a T
(2o = | 7| ¥ [#eon | 7
an T,
Sea x € S(zo,U), entonces
[z12]p = [T120+ Tod]p

= [®2] - [To71]B

= [*](zo.B) — [T1](20.B)
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finalmente
T — a1
—7 | T2~ G2
(W] = :
Ty — Qp

Como u €U y U es hiperplano, entonces tenemos que existe «; € K, tal que

ap-(r1—ar)+ag-(zg—ag) + -+, (r, —ay)
Q1 -T1—Q1-G1 TQ-Tyg— Q202+ + Oy Ty — Oy - Ay

Despejando obtenemos

0
0

QA1 X1 +QTog+ +Qp Ty =0Q1-A] T Qg A2+ ...+ 0y ay

Ecuacién hiperplano afin

a1 T+ Qo To+ -+, T,=d

156

Ejemplo 4.25 Sea V = X =R3. $i B ={(1,1,0),(1,0,1)(1,0,0)} base ordenada de R3, S; =

S((1,1,1),((2,1,3),(0,1,-1))) y zo = (1,2,3).

Determine la ecuacion cartesiana del hiperplano afin [S1](z,,5)-

Solucion:

Sea (x,y,z) € Sy, entonces (x,y,2z) = (1,1,1) + a(2,1,3) + (0, 1,-1),luego:

[(xayaz)](wo,B) = [(17171)](000,3)+C“[(27173)]B+ﬁ[(0717_1)]3

[(17273)(17 17 1)]3 + Oé[(Q, 173)]3 +ﬁ[(07 17 _1)]B
[(07_17_2)]3 + C“[(Qa 173)]3 + ﬁ[(oa 17_1)]3

-1 1
(@9, 2)@o,B) = | =2 |+ | 3 |+8]-1
3 -2
de otro modo
-l+a+p
[(z,9,2)](z0,8) = | -2+ 3=
3-2a
Por lo tanto
r1 = -l+a+p
Yy = —2+30é—ﬁ
z1 = 3-2«

del cual se concluye que la ecuacién del hiperplano afin es

T1+y +22 =3.

1

0
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Ejercicio 4.26 Sea V = X =R3. Si B ={(1,1,1),(1,1,0)(1,0,0)} base ordenada de R3, U =
((1,2,1),(0,1,2)) y xo = (3,1,2).

Determine la ecuacion cartesiana del hiperplano afin [S(((1,1,1),U)](z0,5)-

Ejercicio 4.27 Sea m un plano en R3, cuya ecuacion en el sistema (xg,B) esx+y—2z =15,

con xo=(1,2,3) y B={(1,1,0),(1,1,1)(1,0,0)} base
Determine la ecuacion cartesiana del hiperplano afin

[(m)]((1.3.0).0(13.2).23.1).2.1.3))) -

4.8. Paralelismo en un Espacio Afin

Sea (V, X)) un espacio afin, Sy = S(z,U) y So = S(y, W) subespacios afines.
Se dice que

S1 || Sy siysélosilatd <W o bien W<U.

Ejemplo 4.28 Determine si S1 y Sa son paralelos donde

S1 {(z,y,2) eR3 | x+2y+2=1}
Sy = {(z,y,2) eR3 [ x+2y+2=-T}

Solucién:
S1:x=1-2y -z, entonces

(2,9,2) = (1-2y-2zy,2)

($ay72) = (150a0)+(_2y7y50)+(_2a0a2)
(z,y,2) = (1,0,0)+y(-2,1,0) +2(-1,0,1)
entonces
S1=5((1,0,0),((-2,1,0),(-1,0,1)))
Analogamente
Sy = S((7>O>O) <(_27 1,0), (_1707 1)>)
Luego Sy || So

a

Teorema 4.29 Sean (V,X) un espacio afin, S1,Ss subespacio afines tal que dim Sy = dim Ss,
entonces

S1 || Sz, si y sdlo si existe t traslacion tal que t(Sy) = Ss.
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Demostracién: Supongamos S; || Sa, por demostrar que existe ¢ traslacion tal que ¢(S7) = S,
Ya que U =W, tenemos

S
S

S(x,U)
Sy, W)

Sea U =7, luego t—=(x) =y y por lo tanto

S(xz, W)
S(y,U)

t=(S(x,U)) = S(V -x,U) = S(y,W)

Ahora supongamos que existe ¢ traslacion tal que ¢(S7) = Sy, por demostrar S || Ss.
Sea Si = S(x,U) y t=(S1) = t=(S(x,U)) = S(V - x,U) = Sy, luego ambos tienen la misma

direccién por lo tanto Sy || Ss. |
Teorema 4.30 Sea (V,X) un espacio afin, S1 y Sy hiperplanos afines, entonces

Sy || Sa, siy solo si Sy =5,vSiNSy=0

Demostracién:
Supongamos S || Sz, por demostracién S; =S, v S1N Sy =2

i) Si.51nSy =g listo

ii) Ahora S; NSy # @, entonces existe z € X tal que z € §; N .Sy como Sy N Ss. entonces

S1 = S(z,U) = S(zU)
Sy = S(y,”) = S(Z,U)

Por lo tanto S} = 5,
Ahora supongamos S = S5 v S1 NSy =@, por demostrar Sy || Ss.
i) Si S; = S,, entonces S || S listo

ii) Caso S; NSy =@, por absurdo

Supongamos que S;N Sy =@ A Sy /|| Sz, S1=S(x,U), y Sy =5(y,W). Como U, W son
hiperplanos distintos se tiene que V =U + W.

— . — —
xyeV, existe uw e, w e W

— =
=u+w
(a0 + =y [-@

—
= —w-y

5 e &l

| &

de donde U -y =-w -x € S1 NSy # @ Por lo tanto

S| Se.
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Definicién 4.31 Sea (V,X) un espacio afin y S = {xg,x1,22,,x,} € X.
Se dice que S es linealmente independiente si y solo si

(41(S) =1)v (4(S) > 1 A{zoz1, 2023, -, Toxy }) es linealmente independiente.

Definicién 4.32 Sea (V,X) un espacio afin y S = {xo,x1,22,,x,} € X.
Se define el subespacio afin generado por S es

S(%, {$0$1,$09€2> ) $0$n})

note que S = {xo, 1,72, -, Ty} € (w0, {Tox1, ToT2, -, ToTn } ).

Notemos que dado x,z € X distintos, luego la recta afin que contiene a los puntos esta dada
por
loe = S(x,< T2 >)

Del mismo modo la interseccion de dos rectas afines, es vacia o un punto o son iguales propiedad
4.8.

4.9. Dilataciones en un Espacio Afin

Sea (V,X,-) un espacio afin, dim(X) >2 y la funcién f: X - X biyectiva.
f es una dilatacién si y sélo si, para todo [ recta, f(1) ||
Note que la identidad es una dilatacion.

Teorema 4.33 Sea [ : X — X wuna dilatacion en el Espacio Afin (V,X), entonces f esta
completamente determinada si se conoce la imagen de dos puntos.

Demostracidén: idéntica a la del teorema 1.40.

Definicién 4.34 Sea f una dilatacion en el espacio afin (V, X).
Se dice que [ es una Traslacion si y solo si, f no tiene puntos fijos o f =1d.

Se dice que [ es una Homotecia si y solo si, f tiene puntos fijos y el se llama centro de
la homotecia o f = 1d.

Teorema 4.35 Una traslacion estd completamente determinada si se conoce la imagen de un
punto.
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Demostracién: Sea f una traslacién y a € X tal que f(a) =a’ y consideremos z € X. de modo
que = ¢ lgor.

Definimos: Il paralela a l,, v x € [y

ly paralela a l,, vy a' € [4

Por lo tanto I3 nly = {x'} es la imagen de .

Al conocer la imagen de dos puntos, f esta com-
pletamente determinada. [

Por argumentos similares a los realizados en el primer capitulo tenemos que las tinicas trasla-
. —
ciones son t— con v € V.

Propiedad 4.36 Sea f: X — X una homotecia de centro c € X, entonces existe k € K tal que

f(x) = (kcz) - ¢, Para todo = € X.

Demostracién: Dado x € X, distinto de ¢, luego f(x) no esta fijo, por ello tenemos que las
_
rectas le; || lej(x), de este modo los vectores directores son linealmente dependiente {cz,cf(x)}.

. . - —_
Por lo anterior existe k € K, tal que cf(x) = kcx.
De este modo tenemos que f(z) = (kct) - c.
Ahora bien dado y € X, tenemos que f(x) = (acy) - ¢, pero notemos que Iy, | ly(2)f(y), de este
_

modo los vectores directores son linealmente dependiente {zy, f(z)f(y)}, de lo cual tenemos
a=k

f(z) = (kcz) - ¢, Para todo z € X.

Notacion: M.y es la homotecia de razén k y centro c.
Propiedad 4.37 Sea (V,X) un espacio afin entonces
He={Mgy | ke K"}

es un grupo, llamado de las homotecia de centro c

Demostracion: Notemos solamente que
Megy o Mty = Mc ke

M—l

(c,k) ~ M(cvk‘l)
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Ejemplo 4.38 Describa las homotecia de centro ¢ y razon k en espacio vectorial afin.

Solucién: (V, V), el espacio vectorial afin,

M(c,k)(x) (kIC_ZI)Z) - C
(kx —kc)-c
= (kx—-kc)+c

kx+(1-k)c.

Teorema 4.39 Sea [ una dilatacion en espacio afin (V,X), entonces erxiste o € K tales que
para todo x,y €, se tiene

f(@) f(y) = axy

«a se llama la razon de la dilatacion

Demostracién: Sea f una dilatacién.
i) Si f es una traslacion, luego f =t

(T 2) (T -y)
Ty

tz(2)t7 ()

Lo cual se tiene por la propiedad 4.1, y oo = 1.
ii) Si f es una homotecia, luego f = M.

My (@) My (y) = (kez-c)(keg-c)
= ke - ke

= kxy
Lo cual se tiene por la propiedad 4.1, y a = k. ]

Corolario 4.40 Sean fi, fo una dilatacion en espacio afin (V,X), de razén ki, ke respectiva-
mente, entonces

1. f1o fo tiene razon kiko
2. fit tiene razon kit
Corolario 4.41 Sea (V,X) un espacio afin, entonces
D(X)/T(X) = (K",")

Propiedad 4.42 Sea (V,X) un espacio afin.
Una dilatacion esta completamente determinada si se conoce la imagen de un punto y la razon
de la dilatacion.
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Demostracién: Sea o una dilatacién de razén k tal que o(c) = ¢’
Primer Caso, si o es un traslacion, k =1, y estamos listo.

g = t—;
cc
Segundo Caso, si ¢ es una rotacién
o= M(a,k)
Pero tenemos que
/
M (c) = ¢
—
kac-a = ¢
—>
—
kac = ac
- !
kac = ac+cc
—  — -
kac—-ac = cc
—
—
(k-=1)ca = (¢
ca = cc
k-1
L =
a = T—ccc
Conocemos el centro y la razon esta completamente determinado. [

Propiedad 4.43 Sea (V,X) un espacio afin y o una dilatacion tal que o(x) = z y de la Tazdn
k, entonces

Demostracién: ¢ una dilatacién tal que o(x) = z y de la razén k. Luego tenemos que
-1 _
too(x)=x

es una dilatacion, que tiene un punto fijo y es de razén k, por lo tanto es una homotecia de
razén k

t;_z} 00 =M

de lo cual tenemos
g = tx—g o M(z,k;)

Propiedad 4.44 Sea (V,X) un espacio afin, entonces para todo a,b € V', para todo c € X y
para todo r,s € K*
tﬁ’ o M(c,r) © t_b’ o M(c,s) = t7f+r_b) o M(c,rs)
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Demostracion: Sean a,beV,ce X y r,s e K*.

Mery ot 0 Mies))(€) = Miery o t3)((sC-c))
= My otg)(e)

N
= M(Cm)( b -C)

_

= (rc(?-c)-c)
- (T
= 4300

De lo cual obtenemos que la dilatacion

t—r_l; © M(c,r) © t_b’ © M(c,s)

tiene un punto fijo y la razén es el producto de las razones, luego es rs.

t—r_b) © M(c,r) © t_b’ © M(c,s) = M(c,rs)

despejando obtenemos
tg oMy oty oMesy=to 30 Mers

Ejercicio 4.45 Sea (V, X)) un espacio afin, entonces
Determinar condiciones para c,d € X distintos y r,s € K* de modo que M.,y o M) es una
traslacion.



Capitulo 5

Guias de Ejercicios

5.1.

1.

Guia Plano Afin

Sean V un K-espacio vectorial de dimension dos, l1,[; € £, con

L = <U_1)>+271
ly = <U_2>)+’LF§

Demuestre que [y || l2, si y sélo si, (Uf) = <v_2))

Sean V un K-espacio vectorial de dimensién dos, B = {07,035} base de V y las rectas
dadas por
ll = 1)—1) +

s

Calcule [y nls.

Sean V un K-espacio vectorial de dimensién dos, B = {vy, 3} base de V.
Si A=2v7 -305 v B =4vy7.

Determine la ecuacién cartesiana de la recta [45.

Sean V un K-espacio vectorial de dimensién dos, B = {77,v5} base de V.
Si2v+vsemym|lyl=0v1+<0v; +305 >

Determine la ecuacién cartesiana de la recta m.

. Sean V un K-espacio vectorial de dimensién dos, B = {v],v3} base de V.

. —  — —  — —
SiA=vi+v3,C=vi—-vyy D=17.

Determine la ecuacién cartesiana de la recta m respecto a la base B, tal que m || lac v
DIm.

164
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sea V un espacio vectorial de dimensién dos sobre K, B = {v7,v;} base de V.
Sea [ recta de ecuacién y = 2x + 1 respecto a la base B, t = 207 + 05 + (@ + 55{)

Determine [ nt.

Sea V un R-espacio vectorial de dimension 2. sea B = {&1, 5} base de V.

Sea A=ej +e3, B=e]—e, C=e] +2e;, D=3e] +é5.

Calcular I4gnlcp.

Sean A =(-1,3),B=(2,-7),C=(2,-1) y D =(4,5) puntos en el plano de Moulton,.
Calcular I nlcp.

Sean A =(-3,5),B =(4,-2),C =(1,1) y D =(0,2) puntos en el plano de Moulton,.
Calcular I nlcp.

Sean A =(-3,5),B=(-2,2),C =(-1,1) y D =(0,2) puntos en el plano de Moulton.
Calcular:

CL) ZAB n ZCD~

b) Determinar un punto F tal que lap || lcg.

Sean A =(1,2),B=(-2,3) y C'=(1,1) puntos en el plano de Moulton.

Determinar la ecuacién de la recta m en el plano de Moulton que cumple con m || l4p v
cIm.

Sean A =(1,2),B=(-1,-1) y C' =(2,5) puntos en el plano de Moulton.

Determinar la ecuacién de la recta m en el plano de Moulton que cumple con m || lap vy
cIm.

Sean A =(1,1) y B =(3,0) puntos en el plano R2.
Determine
a) La ecuacién de la recta en el plano afin vectorial real que une A con B.
b) La ecuacién de la recta en el plano afin de Moulton que une A con B.
Sean A =(1,2) y B =(3,5) puntos en el plano R2.
Determine

a) La ecuacién de la recta en el plano afin vectorial real que une A con B.

b) La ecuacién de la recta en el plano afin de Moulton que une A con B.

Sea T:R? - R? tal que T'(z,y) = 2z -y + 1,2 +y).
Sea [ =< (1,1) > +(2,3) en el plano afin vectorial. Calcule T'(1).
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Dada la recta de ecuaciéon 1 :((2,3)) + (0,1), en el plano vectorial real.

Encuentre la ecuacién de T'(1), donde

T: R2 - RR?
(r,y) ~ (do-2y+1,3x+2y—1)

Sea
T: R?2 - R2
(z,y) ~ (z+2y+13c-y+4)
Demuestre que 1" es una colineacién en el plano afin vectorial real.
Sea T :R? - R?, tal que T'(x,y) = 2z +y+ 1,2 -y +6).
Demostrar que T' es una colineacién del plano afin vectorial R2.
Sea T :R? - R?, tal que T'(x,y) = (z +2,y + 2).

Demuestre que 7" no es una colineacién en el plano de Moulton.
Sean A =(1,1),B =(-2,4) y C = (6,5) puntos en el plano de Moulton.

a) Determinar la ecuacién de la recta m tal que m || lap v cZm.

b) Determine el orden de D = {¥ € R? | t-(l45) = m}, donde ¢ es la traslacién.

Sea T :R? - R? tal que T'(z,y) = (2 + 1,2y +5).
Determinar los puntos y rectas fijas f.

Sea f una dilatacién en el plano vectorial real tal que f(0,0) = (1,0), f(0,4) = (1,3).
Determine f(z,y)

Sea T traslacién en el plano vectorial real tal que T'(3,1) = (1,2).

Determine las trazas de T'

Sea o una homotecia en el plano vectorial real, tal que ¢ tiene razon tres y o(2,1) = (1,

Determine las trazas de o

166

2).

Sea o una homotecia del plano afin F5 x F5. Si el centro de o es (1,2) y 0(2,1) = (3,-3).

Determinar o(x,y).

Sea T una traslacién del plano afin vectorial V = F2 tal que T'(3,5) = (-1, 7).

Sea ¢ una homotecia de centro (8,7) y razén 2

a) Determine (T o o) (x,y)
b) Calcular (T-too™toT)(z,y)
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Determine F' € D(R?) tal que T'o F'= F'oT, en donde:
T: R? - R?
(z,y) ~ (y,2)+(2,3)
Sea o € D(R?) tal que el centro de o es (1,2) v o(1,3) = (1,6). Sea 7 traslacién que
cumple con 7(1,0) = (0,1).

Calcular g o7 0071 (z,y)

Sea o : R? - R? homotecia de centro (1,2) y razén 3. Sea 7 : R? - R? traslacién tal que
7(0,0) = (1,1).

Calcular (coToo o1 t)(2,y).
Sea 7 : R? - R? traslacién tal que 7(1,1) = (2,3). 0 : R? > R? homotecia de razén 3 y
o(4,1) =(1,4).

Determinar las trazas de (7 o0o) en el plano afin ectorial.
Sean Il = Fy; x Fq; plano afin, f € D(II), tal que f(6,9) =(3,3) v f(10,1) = (4,1)

a) Determine el conjunto de trazas de f
b) Se define R={le L | es traza de f}. Determine la cardinalidad de R

Sea 0,7 € D(R?) tal que 7(1,3) = (2,2),0(-2,0) = (-2,0) y o(1,-1) = (3,1).

Determine:

a) (Tootort)(z,y)

b) Las trazas de (oo lor1)

Sean K cuerpo y II el plano afin vectorial, f la homotecia de centro ¥ y razén o y t

traslacién t(ﬁ)) =.

Calcule (foto flot 1) (W)
Sea IT = R2, 0,7 € D(R?), tal que o es homotecia de razén a y o(0) = W y 7 traslacién

tal que (W) = V.

Determine las rectas fijas y puntos fijos de coToo o771

Sea II el plano afin, g traslaciéon de Il y f colineacién de II.

a) Demuestre que f~'ogo f es una traslacion de II

b) Si [I] es la direccién de g. Determine la direccién de traslaciéon f~'ogo f

Sea I, cuerpo finito de g elementos, II = F, x F, el plano afin vectorial, [ una recta en II.
SiH ={feD(I) | f(I) =1}
Calcule el orden de H
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Sea [F, cuerpo finito de g elementos, II = F, x F, el plano afin vectorial, l;,[; rectas de II.
Si H={feD(I) | ls,1; son traza de f}.
Calcule el orden de H

Sea Il = Fy; x Fy; plano afin vectorial y P e P,l € L.

Si H = {f ¢ D(FY) | f(P)=Paf()=1).
Calcule el orden de H

Sea IT = F3; x F3; espacio afin vectorial. o € D(IT) una homotecia de razén 2. y centro
(1,1)
H={feD() | for=0of}.

Calcule el orden de H

Sea IT =F, xF,. o0 € D(II) una homotecia de razén —1. y centro (1,1)

H={feD() | foo=0of}.
Calcule el orden de H

Sea Il =F,xF,. A, B ¢ P distintos

X ={feD(I) | f(A) = B}.
Calcule el orden de X

Sea t una traslacion de F; x Fr7 tal que ¢(1,2) = (1,0).

Determinar ¢ dilatacién tal que cotoo™! =

Sea I = F5 x F5, y H19) €l grupo de homotecias de centro (1,2).
Describir la tabla de H(j g).

Sea IT = (P, L,Z) plano afin. Si o € D(IT), ¢ € T(IT).

Demuestre que (0 otoo~!) es una traslacion.

Sea IT = (P, L,T) plano afin. Si o € Aut(IT),t € T(IT).

Demuestre que (0 otoo~!) es una traslacion.

Sea II plano afin, o € D(IT), [ recta de 11, o(1) =1, Pe P, PZP y o(P) = P.
Demostrar que o = Id.

Sea II= (P, L,Z) un plano afin de orden n. Sea [ € L, recta fija.

En P se define la siguiente relacién

ANB@ZABHZ
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48.

49.

50.

51.
52.

53.
54.
95.

56.

o7.

a) Demuestre que ~ es una relacién de equivalencia.

b) Determine el nimero de clases de equivalencia y cardinalidad de cada clase.
Sea K cuerpo y la relacién ~ sobre K? plano afin vectorial dada por
U~T e 3doeDK?), o(W)=w, o(u)="7

a) Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

b) Describir las clases de equivalencias.
Sea K cuerpo y la relaciéon ~ sobre K2 plano afin vectorial dada por
U~T e dwekK? tx(W) =

a) Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

b) Describir las clases de equivalencias.

Sea P un conjunto de puntos con cardinal n2, con n > 1 y £ una coleccién de subconjuntos
de P tales que

a) Cada elemento de £ contiene n puntos

b) Si P,Q € P distintos entonces existe tnica [ € £ tal que P,Q, €l
Demostrar que (P, L, €) es un plano afin
Sea Il un plano afin. Demuestre que II contiene al menos 3 hace de paralelas
¥ Sea II = [F2 el plano afin vectorial, P un punto, Hp el grupo de las homotecias de

centro P.

U~V e3doeHp, o(U)="7

Calcule el nimero de clases y la cardinalidad de cada clases.

% Sea II = Z;5 x Zs plano afin vectorial. Calcular |Aut(IT)].

% Sea IT = F5 x F5 plano afin vectorial. Calcular |D(IT)].

% Sea A, B,C, D puntos distintos del plano afin vectorial real tal que la5 || lcp-

a) Demostrar que existe una tnica f dilatacién tal que f(A)=C'y f(B) =D.

b) Determine cuando f es homotecia y cuando f es traslacion.

% Sea IT un plano afin f € Aut(I) , g € D(II).
Demostrar que fogo f~te D(II).

Y Determinar todas las transformaciones lineales invertible de R2, las cuales son coli-
neacion del plano de Moulton.
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5.2.

1.

10.

11.

Guia Plano Proyectivos

Comprobar que los tres puntos < (1,2,2) >, < (3,1,4) > y < (2,-1,2) > de P,(R?) son
colineales, y determinar una ecuacién de la recta que pasa por ellos.

Sean A =< (1,2,1) >, B =<(1,1,1) > puntos del plano P(R3).

Determinar la ecuacién cartesiana de [45.

. Sean A =<(3,2,1) >, B =<(1,1,2) > puntos del plano Py(Z3,).

Determinar la ecuaciéon cartesiana de l45.

Sean A =< (1,2,1) >, B =< (0,1,2) >,C =< (1,1,2) >, D =< (1,1,1) > puntos del plano
Py (R3).

Calcular I nlcp.

Sean A =< (1,0,1) >, B =< (0,1,1) >,C =< (1,0,2) >, D =< (1,1,0) > puntos del plano
Py (R3).

Calcular lagnlcp.

En el plano proyectivo IT = Po(Z3). Sean I; =< (1,2,0),(0,1,1) > y I3 la recta de ecuacién
20 +y+2=0.

Calcule [y nls.

En el plano proyectivo IT = Po(Z32). Sean I; = ((1,2,1),(2,0,1)) y I la recta de ecuacién
r+y+2z=0.

Calcule [; nl,

Sean A=< (1,2,1) > B=<(3,2,1) >, C =< (1,a,4) > puntos del plano proyectivo P(R?).

Determine o de modo que A, B, C sean colineales.

En el plano proyectivo Po(RR3). Hallar el punto de interseccién de la recta r que pasa por
los puntos < (3,1,-2) y < (1,-5,3) > y la recta de ecuacién x — 3y — 4z = 0.

En el plano proyectivo Po(R?). Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto
<(1,2,-2) > y el punto de corte de las rectas 2x -3y +72=0y bz +22=0.

En cada uno de los casos siguientes encontrar una ecuacion de la recta del plano proyectivo
complejo Py(C) que pasa por los dos puntos dados:

a) <(-1,1,1) >, <(1,3,2i) >

b) <(1,-1,4) >, < (i,1,1) >

c) <(1,1,2i) >, < (1,-2,2i) >
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea m = R? el plano affn vectorial, la recta de ecuacién [ :y = 2z +1 y 1 € Py(R3) el
sumergimiento de [.

Calcular la ecuacién de [.

Sea Il = Zs x Zs el plano affn vectorial, los puntos A = (1,1),B = (2,1),C = (0,0) y
D =(1,3) y II el sumergimiento de II.

Si A, B,C, D los puntos correspondientes en II. Calcular l45 N lep.

Sean A = (-3,5), B =(1,-4) puntos en el plano afin vectorial real y A, B los puntos que
se obtiene al sumergir R? en el plano proyecto Py(R3).

Determinar la ecuacién de la recta que une Ay B

Sean A = (1,6), B = (0,1) puntos en el plano afin vectorial Fy = Z(d) con 02 =5+ 1y
A, B los puntos que se obtiene al sumergir F2 en el plano proyecto Py(F3).

Determinar la ecuacién de la recta que une A y B.

Sea V' un espacio vectorial real y B = {ej, ez, €3} una base.

Si A, B, C son tres puntos del plano proyectivo Py(V') tal que

A=<zer+yes+e3> B=<e;+mey> C =<bey+e3>

Demostrar que A € lgc siy sélo si y=mx +b

Sea [ un recta en el plan afin vectorial Z2 y [ la correspondiente recta inducida en Py(Z3)
tal que su ecuaciéon cartesiana es  — 2y + 3z = 0.

Determinar la ecuacién cartesiana de (.

Sea f:Py(R3) — Po(R3), tal que f(< (x,y,2) >=< (x+y,x—y,z+x+y) >, se extiende de
manera natural a los conjuntos.

Determine si f es una colineacién en el plano proyectivo

Sea f:Py(R3) - Po(R3), f(< (x,y,2) >) =< (y,x,2) > una colineacién de plano proyecti-
vo.

Determine los puntos fijos de f.

Sea f:IPo(Z3)) - Po(Z3)), f(< (2,y,2) >) =< (3z—y,2x +y,2y - 5z) > una colineacién de
plano proyectivo.

Determinar los puntos fijos de f.

Sea f:R3 - R3 con f(x,y,2) = (22 +y,3y, z) una transformacién lineal.
Si f la colineacién inducida por f en el plano proyectivo.

Determine los puntos fijos de f si existe.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.

33.

Sea [:R? > R3 f(x,y,2) = (x —y,x+y,z+y—2) una transformacién lineal.

Si f la colineacién inducida por f en el plano proyectivo.

Determine los puntos fijos de f.

Sea f:Z3 - 73, f(x,y,2z) = (x +y,z 22 +y) una transformacién lineal.

Si f la colineacién inducida por f en el plano proyectivo Py (Z3).

Determine los puntos fijos de f.

Sea g: 73, > 73,, g(z,y,2) = (z,y,2) + (x + y + 2)(1,2,1) transformacién lineal.
Si g es la colineacién inducida por g en Po(Z3)).

Determinar los puntos fijos de g.

Seaf:RQARz,conf(;)z(g ;)(;)

Sea f la colineacién inducida porf € Po(R3). Determine los puntos fijos de f.

Sea f :F2, - F?,, tal que f(z,y) = (z+y,2-y) vy f la colineacién inducida por f en
Py (F%, ).

Determine los puntos y rectas fijas de f.
Sea f:F2 -T2 tal que f(x,y)=(z+y,y)y £ la colineacién inducida en Py (IF3).
Determine los puntos fijos de f.

En el plano proyectivo IT = Po(R3), sea r la recta de ecuacién 3x—y+2z = 0 y consideremos
el plano afin II" = Py (R3) \ 7.

Hallar la ecuacién de la recta afin que pasa por los puntos < (1,2,-3) >y < (2,1,5) >,
respecto base candnica.

Sea o : [F?2 > F2 tal que o(x,y) = (z,z +y) y @ la colineacién inducida por o en Py(F3).
Demostrar que (3l e L)(VQ e L [/ T(1) =1)

Demuestre que Py(IF7) es un plano proyectivo de orden gq.
Demuestre que todo plano proyectivo tiene al menos 7 rectas.

Sea 0 :R? > R?, con o(x,y) = (x,x+y), y ¢ la colineacién inducida por o en Py(RR3).

Demostrar que existe [ recta de Po(RR3), tal que VQ €, 7(Q) = Q.

% Considere el plano afin IT = (Z3,£,7).

Construir el plano proyectivo asociado II.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

5.3.

1.

2.

3.

% Considere el cuerpo F = Zy(d) con 62 = § + 1 y el plano proyectivo IT = Py (FF3). Dada
la recta [ =< (1,0,0),(0,1,0) >.

Construir el plano afin asociado IT.

% Sea T : F? —» 2, una traslacion en el plano afin vectorial finito y T la colineacién

inducida en Po(IF3).

Determine los puntos fijos de T y el nimero de rectas fijas.

% En Py(FF2) el plano proyectivo, sea H el grupo de las perspectividad de eje .
Calcular el orden de grupo H.

% Sea f:R3 - R3 una transformacion lineal invertible, sea f la colineacién inducida por

f en Py(RR3)

Demuestre que f tiene un punto fijo.

% Sea II = F, x F,, [ recta del plano afin vectorial y G el grupo de las colineaciones
de Py(F3) inducido por el grupo de las traslaciones de traza [. Luego G opera sobre los
puntos del plano proyectivo Py ().

Determine el nimero de orbitas o clases y la cardinalidad de cada clase

% Sea Il =F,xF,;, y G el grupo de las colineaciones de P5(IF?) inducido por el grupo de
las traslaciones de II. Luego G opera sobre los puntos del plano proyectivo Py (IF3).

Determine el nimero de 6rbitas o clases y la cardinalidad de cada clase

Guia Planos Métricos
En R? plano Euclidiano. Sean A = (-2,6), B =(4,-4) y R, la simetria de eje [.
Encuentre:

a) La recta de tal manera que R;(A) = B
b) Determine R;(x,y)

En IT = Z2, plano métrico con f((x1,y1), (z2,¥2)) = T122 + Y1Ya.
Sean A = (5,1), [ la recta que une los puntos B = (1,1) y C' = (2,4).

a) Determine la ecuacién de la recta m, tal que AZm y m L lpc

b) Determine R,,(z,y)

En II = Z2,, plano métrico con f((x1,v1), (®2,y2)) = 122 — 2y1Ya.
Si A=(5,6), b=(-1,-3) y R la simetria tal que R(A) = B.
Determine R(x,y)



CAPITULO 5. GUIAS DE EJERCICIOS 174

4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

10
0 5

Sean A =(2,3), B =(-1,5) y R; simetria de eje [, tal que R;(A) = B.
Determine R;(z,y).

En (Z2,, f) plano Euclidiano, con [f]g = ( ), B base de Z3,.

Sea II plano métrico, o € Aut(Il), [ € L.

Demostrar que 0o Rjoo™! = Ry

En R? plano métrico, sean P = (4,-3) y Hp la simetria puntual de centro P.

Determine Hp(z,y).

En Py(R3) plano Eliptico.

Hallar la interseccion de las rectas Iy y lo tal que 3 une los puntos ((2,3,1)),((0,1,4)) y
I3 tiene como polo al punto ((6,5,-1)).

Sea Z32, plano Euclidiano con f((z1,v1), (2,92)) = £122 — 5y1ya.
Sea S la simetria tal que S(2,7) = (4,9). Determine S(8,1)

Sea R? plano Euclidiano. Sea o la rotacién de centro (-1,1) y dngulo 30°. Determine
o(z,y)

Sea f:C - C, f(z) = cisa - z, en donde cisa = cosa + i - sin . Compruebe que f es una
rotacién de centro (0,0) y angulo v en R2.

cos —Ssino
sino  cosa

En el plano Eliptico Po(IR3), sean [ la recta de ecuacién x+2y+z=0y P=<(-1,1,-1) >.

Donde f esta dada por

Determine los vértices y lados del triangulo polar si uno de los lados es [ y un vértice P.

En el plano Eliptico Py(R?), sean P =< (-1,2,3) >y [: 2z -4y - 62 = 0.

Determine los vértices y lados del triangulo polar que tiene como vértice al punto P y
lado a la recta .

En el plano Eliptico Py(R?), sean [ la recta de ecuacion 2x +4z=0y P =< (-2,2,1) >.

Determine los vértices y lados del triangulo polar si uno de los lados es [ y un vértice P.

En el plano Eliptico Py(R3), sean A = ((1,2,1)),B =((0,1,1)),P =((1,1,1)). Determine
la ecuacion de la recta m tal que PZIm y m L lup

Exprese (1), Reje x, Reje y mediante nimeros complejos.

Sea II plano Eliptico. Demostrar que R,(P) = P’, entonces R, o Hyo R, = Hp:
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17. Sea II plano Eliptico. Si PZa, entonces R,o Hp = Hpo R,
18. En el plano Eliptico Py(RR3), sea P =((0,1,1))

a) Determine [ y m tal que I L m y Inm ={P}
b) Calcule Hp({(x,y, 2)))

19. En el semiplano de Poincaré, sea P =(3,1) y [ la recta de ecuacién x = 2.

Determine la recta m tal que PZm y m L1

20. En el semiplano de Poincaré, sea [:z =1, P = (2,3).

Determine la ecuacion de las paralelas hiperbdlicas a | que pasan por P

21. En el semiplano de Poincaré, sean [ = {(x,y) € R? [ 22 + 42 = 1,y > 0}, m la recta de
ecuaciéon z = 1.

Determine la ecuacién de R;(m)

22. En el semiplano de Poincaré, sean [ :|z| =4 y P = 3i.

Determine la ecuacion de m tal que PZmy m 11

23. En el semiplano de Poincaré, sea P =1 + 2.
Calcule Hp(z)

24. En el semiplano de Poincaré. Sean [ :|z| =5y P =3i-4.

Determine la ecuacién de m tal que PZm y m 11
25. En el semiplano de Poincaré. Sean P=-1+3ty Q) =6+ 41.

a) Determine la ecuacién de m tal que PZm y QZm
b) Calcule R,,(2).

26. Dado el semiplano de Poincaré:

a) Sit traslacién a lo largo de la recta x = 5. Determine ¢(z) con z € C

b) Determine los elementos del grupo de rotaciones de centro @

27. % En II plano métrico.
Demuestre que para todo [ € Ly P e P tal que PZI se tiene que Hp(l) =1.

28. ¥ En II plano métrico. Sean a, b, ¢ rectas no concurrentes a un punto tales que MZu, v;

ATv,CTu tal que Ry(a) =uy R,(b) =c.

Demuestre que existe w tal que u L w, R,,(c) = (a) entonces Ry, = ¢
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5.4. (uia Espacios Afines

1. Sea (V,X) un espacio afin. Demostrar que V@, D e V.Va,ye X

—  —
a) —xY = yr

b) (b -2)(b-y)=7y
— —
c) d@-z=yex=(-a)y
>
d) (¢ -2)(b-y)=-d+zy+ b
e) 1j-z=u%y=(Ty+a%) x

2. Sean V =X=R3
T = S((l,l,l),< (1,0,1),(1,2,1) >)

Determine la ecuacion de 7 respecto sistema candnica.

3. Sean A =(1,2,3),B=(2,3,1),C = (3,2,1).

Determine la ecuacién del plano que pasa por A, B, C respecto a la base candnica.
4. Sea V = X = R*. Determine la ecuacién del subespacio afin respecto sistema candnica.
m=:5((1,0,2,1),<(0,1,0,1),(0,1,1,1) >)
5. Sean V = X =R3
S1=((1,2,1),{((1,3,1))) y S2 = ((0,0,0),((1,2,3),(1,0,4))).
Determine la ecuacién de las siguientes subespacios S7 N .Ss.
6. Sean V =X =R3
S1=5((1,1,1),((1,0,1),(1,2,1))) y S2=5((1,0,1),((1,2,3),(3,0,1))).
Determine la ecuacién de las siguientes subespacios S; N .S,
7. Sean V = X =R*
S1=5((1,0,1,1),((1,2,1,1))) v S = ((0,1,1,0),((1,1,2,1))).
Determine la ecuacién de las siguientes subespacios S; N .S,
8. Sean V = X =%, S y S, subespacios tales que
S1=5((1,2,3,0),((1,3,0,1))) y Se = S((0,0,0,1),((0,2,3,4),(-1,1,6,7)))

Determine:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Sl n SQ
b) Ss subespacio afin tal que Ss || S1 vy S5 || S2

Sean V' = X = R3 y 7 el hiperplano que contiene a los puntos (1,-1,0), (3,-1,1) y (0,1,1).
Si [ la recta que une los puntos (1,4,1) y (1,2,5).

Calcular [ n1I
Sean V = X =R3, A=(1,2,1), B=(3,5,1), C =(1,3,2), D=(1,2,3), E=(2,1,3), [ la

recta que contiene los puntos A, B y 7 el plano que contiene los puntos C, D, E.

Determinar si [ || 7.

Sean V=X =R3 A=(1,2,1), B=(1,1,2), C=(2,1,1), D =(1,3,5) y m el plano que
contiene los puntos A, B,C.

Determinar la ecuacion respecto sistema canédnica del plano que es paralelo a 7 y contiene
aD.

Sean V = X = R4
m =5((1,0,1,0),< (1,0,1,1),(1,0,0,0),(1,1,0,0) >)
Determine la ecuacion de 7y respecto a sistema canonica si

T ” 7T2/\(1,1,1,1)€7T2

Sean V =X =R3, A=(1,2,3), B=(1,3,2), C =(2,3,1) y II el plano que contiene los
puntos A, B,C. Si D =(1,4,5),F = (2,1, ).

Determine « tal que lgp || II
EnV=X=R3 B={v,v;,03} base de V
Sean A=V - Vs, B=TU35+270s.
7= S(05,< V1 + 03,01 + U3 >).
Determine Lg n .

. . . ., — = —
Sea V' un espacio vectorial de dimensién tres. B = {v1, v3, v3 }

— = = = — — = = —
SlZS(Ula(U1+U27’Ul—’03>)Y52=(’02,<’01+’02+’03>)-
Determine S N S,.
—_ = = —
En V=X =R* B={v1,03,03, U4} base de V. Sean
S_S—>—> —_ = = = — B_—>—>—>—>—>—>—>—>—>—>
=S(v1 + Ug,< V1 — V3, Us, U1 + V3 >), 1={01,0{ + V3,01 + V3 + U3, VU1 + Vg + V3 + U4}

—
Determine la ecuacién cartesiana de S respecto a (0, By).
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17

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25

26.

. Sean V = X =R2? 5((0,1),((1,1))) y B={(0,1),(1,0)} base de V', con z = (2,1).
Determine la ecuacién de S en (zg, B).

Sean V =X =R3, 2o =(1,1,1)y B ={(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)} base de V'

Determine la ecuacién de cartesiana de S((1,2,1),< (1,0,0,(2,0,1) >) respecto al sistema

(x07B)'

Sean V = X = R3? y 7 una recta cuya ecuacién es 2z — 3 = % =1 - z respecto al sistema

canonico.

Determine la ecuacién de 7 respecto al sistema ((1,0,1),{(1,2,3),(3,2,1),(0,1,0)}

En V = X = R3, sea m un plano cuya ecuacién con respecto al sistema candnico es
r-y+2z=1

Determinar la ecuacion de 7 respecto al sistema

xro=(1,2,1) y B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
Sea V' un espacio vectorial y 7 hiperplano cuya ecuacién es x +y+ z = 4 respecto a la base
B ={v1,v3,03}.

. ., ) — > > = = —>
Determine la ecuacién de 7 respecto a la base B = {v] + v3, v] + v3, 03 + U3 }.

Sean (V, X)) un espacio afin de dimensién tres, (o, B) un sistema de coordenadas de X.
Sea S subespacio de ecuacion x —y + 2z = 4.

Determine la ecuacién de Sy || Sy (1,2,3) € So
En V =X =R3. sea S((1,0,0),< (1,1,0),(0,0,1) >, zo = (1,0,0).
Determinar una base B de < (1,1,0),(0,0,1) > tal que

[(2,1, 1)](wo,B) = ( ; )7 [(1,0, 1)](900,3) = ( ? )

En V = X = R3 un espacio afin. Sea [ = 5((0,0,1),((1,1,2))) recta respecto al sistema
(zo,B), B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} base de V, con x4 = (0,0,0).

Sea IT el plano cuya ecuacién cartesiana es 2x — 3y — 4z = 5 respecto al sistema (z1, By),
con 1 = (3,2,1) y By = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}. Calcule [[ n1I](,, 5

. [:C?2 > C? tal que f(z,w) = (Z,w)

a) Demostrar que f es una transformacién semilineal.

b) Determinar todo los puntos de L(c, f) si ¢=(3,1).

f:C?>C?tal que f(z,w)=(3z-w+1,z+w-1)
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27.

28.

29.

30.

a) Demostrar que f es una transformacién semilineal.

b) Determinar todo los puntos.

En V = X =R3, sean 01,05 : R3 > R3 tales que o7 es una homotecia de razén 2 y centro
(1,1,0) y o9 homotecia la cual se sabe

02(17171):(37373)7 02(17071):(37073)

Determinar el centro y razén de oy 0 03 o o7t

%
En (V, X) espacio afin, sean @, b €V, ce X r,5 € K* tales que
Demostrar que
Tz oM(c,r)oTyoM(c,s)=T, oM(crs)

En V =X =R3 sean By = (1,0,1), P, = (0,1,1), P, = (1,0,0), P; = (-1,1,2), Qp =
(1,2,1), @1 = (-1,2,0), Q2 = (0,3,4), Q3 = (1,-2,5) y 0 : R? > R3 transformacién afin
tal que

o(Po) =Qo, 0(P1) =Q1, 0(F2)=Qa, 0(F3)=0Qs

Determine o(z,y, z).

Sea S(z,U) vy S(y,U) dos subespacios afines. Demuestre que:

S(x,U) || S(y,U) < 3t traslacién tal que T'(S(x,U)) = S(y,U)



Anexos A

Complemento de Plano Proyectivo
Perspectividad

Definicién A.1 Sean II un plano proyectivo y E un subconjunto de puntos y rectas

1. Se dice que E es una configuracion cerrada si y solo si satisface los dos primeros axiomas
de plano proyectivo

2. Se dice que es un subconjunto de Baer si y solo si todo elemento de 11 incide en un
elemento de E.

Lema A.1 Sea II un plano proyectivo, y a una colineacion.
Si F(a) son los puntos y rectas fijas por a entonces F(«) es una configuracion cerrada.

Demostracién: Sea P, dos puntos en F(«), y | = Ipg, por end se tiene que a(P)Za(l)
y a(Q)Za(l), pero los puntos son fijos luego PZa(l) v QZ«a(l) y por unicidad se tiene que
a(l) =1.

Dado dos rectas distintas [,m en F(«), se tiene que [nm = {R} luego tenemos que o(R)Z«(l)
y a(R)Za(m), pero las rectas son fijas, de este modo tenemos a(R)Zl y a(R)Zm, ademés las
rectas son distintas, por ello a(R) = R. ]

Corolario A.2 Si « una colineacion deja fijo un cuadrildtero, entonces F(«) es un sub-plano

de 11

Definicién A.3 Sea Il un plano proyectivo y o una colineacion.

1. 81 C, es un subconjunto de puntos y rectas de 11 que forman una configuracion cerrada,
entonces diremos que C es cerrada.

2. Si F(a) es un sub-plano de 11, entonces llamaremos a o una colineacion planar.

3. Si F(a) es un subconjunto de Baer, entonces se dice que o una colineacion de Baer.

180
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A.1. Cuasiperspectividades

Una cuasiperspectividad o colineacion cuasicentral, de un plano proyectivo 11, es una colineaciéon
« tal que F(«v) es un subconjunto de Baer.
Note que II es un subconjunto de Baer, luego la identidad en un cuasipertectividad.

Teorema A.4 Sea Il un plano proyectivo, y o una colineacion de orden 2, o® =1, entonces «
es una cuasiperspectividad

Definicién A.5 Sea Il un plano proyectivo, o una colineacion
Se dice que o es una involucion si y solo si « tiene de orden 2.

Teorema A.6 Sean II un plano proyectivo y B un subconjunto de Baer y configuracion cerrada,
entonces B es uno de los siguientes conjuntos

1. B es un plano de Baer

2. B consiste en una recta l, los puntos de | y todas las rectas que pasan por un punto fijo

de |

3. B consiste en una recta l, un punto V', VZI los puntos de l y las rectas que pasan por V.

Lema A.2 Sea Il un plano proyectivo y Iy un sub-plano que contiene todos los puntos de una
recta | de Il entonces II =11

Teorema A.7 Sea B un subconjunto de Baer, C una configuracion cerrada de un plano pro-

yectivo Il y B < C, entonces
B=C o bien C =11,

es decir, B es una configuracion cerrada mazimal.

Teorema A.8 Sea a una cuasiperpectividad de un plano proyectivo 11, entonces o estd com-
pletamente determinada por F(a) y la imagen de un elemento que no pertenece a F ()

Lema A.3 Sea o una cuasiperpectividad de un plano proyectivo 11, entonces < a > ejerce una
accion sobre I1 que no pertenece a F(a).

Definicién A.9 Si denotamos por I' el grupo de las colineaciones de del plano proyectivo en-
tonces

F(T)= nF(a)

ael’
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A.2. Perspectividad

Definicién A.10 Sea II un plano proyectivo, o una colineacion, V- un punto y | una recta

1. Se dice que o es una (V,l)-perspectividad o una (V,1) colineacion central si y sélo si «
figa la recta | punto a punto y el un punto V' recta a recta.

El punto V' se llama centro de o y [ es su eje.
2. Si VII se dice que a es una FElacion
3. Si VZI se dice que o es una homologia

4. La identidad se define como una elacion y una homologia

Teorema A.11 Sea II un plano proyectivo, o una colineacion, entonces son equivalentes
1. «a es una perspectividad
2. existe | recta fija punto a punto

3. existe V' punto tal que o fija a cada recta que pasa por V

Teorema A.12 Sea o una (V1) perspectividad entonces o esta completamente determinada
si se conoce la imagen de un punto PZl, P #V.

Lema A.4 Sea Il es un plano proyectivo finito de orden n, con una perspectividad o de orden
k, entonces

1. Si k|n entonces v es una elacion.

2. Si k|(n—1) entonces a es una homologia.

Lema A.5 Sea Il es un plano proyectivo, si o es una (V,1)-perspectividad de 11 y 5 una coli-

neacion, entonces
BtaB es una (VP 1°)-perspectividad

Corolario A.13 Sea II es un plano proyectivo, si o es una (V,1)-perspectividad de T1 y B una
colineacion que conmuta con «, entonces

VE=V ylf=1
Definicién A.14 Sea I' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo 11.
1. T(V,l) ={a el | a es una (V,l)-perspectividad }
2. T(k,1) = PL%k;F(PJ)

5. T(P.Q) = yI(P.D)
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4. T(P) = uI(P])
5. ()= u I(P)

Corolario A.15 Sea T" es el grupo de colineaciones de plano proyectivo 11, v € I entonces
(V)1 =y 'T(V, 1)y = T(V7,17)

Lema A.6 Sea plano proyectivo 11, k,l recta en Il y o una colineacion distinta de la identidad.
Si v es una perspectividad con eje enl y si k* =k, con k 1 entonces k pasa por el centro de .

Teorema A.16 Sea T' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo I1, entonces T'(V,1),
L(k, 1), T'(P,Q), T'(P), T'(l) son todos subgrupos de I para todo p,q puntos y L,k rectas.
Ademds T'(1,1) <T'(1) y T'(P,P) ST'(P) para todo los elementos P y .

Teorema A.17 Sea I' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo I1.
Si T'(P,1) es no trivial para los 2 puntos de l, entonces I'(I,1) es abeliano y todo elemento
distinto de la identidad tiene el mismo orden infinito o primo.

Corolario A.18 Sea I' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo 11 de orden n. Si
IT'(A,01)| > 1, para elementos dos puntos distintos de [, entonces I'(1,1) es un p-grupo abeliano,
donde p es un divisor de n

Lema A.7 Sea I es el grupo de colineaciones de plano proyectivo II.
Si [D(P,1)|>1 y [T(A,m)|>1 con IIl AZm entonces |T'(A,1)] > 1.

Teorema A.19 Sea I' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo 11 de orden n.
Para alguna recta l € L, |T'(1,1)| ~ n?

Teorema A.20 Sea I' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo 11 de orden n.

1. Sil es una recta de 11 entonces para la recta m # 1, el conjuntos de punto fijos de que
fijan m en T'(1,1), denotado por T'(1,1),, =T'(A,l) donde A=lnm

2. Sill es finito de orden n y [U'(L,1)| >n entonces 1T'(B,1)| > 1 para todo BZI

3. Si Il es finito de orden n entonces para alguna recta m el cardinal de la orbita de m por
los elementos de T'(1,1) divide a n.
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A.3. (V,l)- transitividad

Sea I' es el grupo de colineaciones de plano proyectivo II de orden n.
1. Si VZI entonces |T'(V,1)| < n
2. Si VZI entonces [I'(V)1)| <n-1

Observacién: Si en el primer caso |[I'(V,1)| = n o bien en el segundo caso |[I'(V,1)] = n -1
entonces T'(V,1) es transitiva sobre los puntos de alguna recta que pasa por V no fijo

Definicién A.21 Sea I plano proyectivo.
Se dice que 11 es (V,1)- transitivo, si para todo los puntos A, B distintos ylya=lvgyA+V # B
y AZIl, BZI existe una ‘perspectividad o en los Aut(Il) tal que A~ = B.

Lema A.8 Sea Il plano proyectivo finito de orden n y T' = Aut(II).
1. 11 es (V,1)-transitivo para VI si y solo si T'(V,1)| =n
2. 11 es (V,1)-transitivo para VZI si y solo si T'(V,1)|=n—-1
Definicién A.22 Sea II un plano proyectivo, I, m rectas.

1. Se dice que 11 es (m,l)-transitivo si y solo si para todo VIm se tiene que 11 es (V,1)-
transitivo

2. Se dice que Il es (A, B)-transitivo si y sélo si para todo BIm se tiene que I1 es (A,m)-
transitivo

Teorema A.23 Sim esun plano proyectivo (A,1)- transitivo y (B,1)- transitivo para los puntos
A, B en 11, entonces I1 es un plano de traslaciones

Teorema A.24 Sil,m son rectas de traslacion en plano proyectivo 11, entonces toda recta que
pasa por [ N'm, es también una recta de traslacion
Si 11 tiene tres rectas mo concurrentes, entonces toda recta de m es una recta de traslacion.



