Capitulo 2

Funciones Continuas

2.1. Definiciones y Propiedades

Sean (X, Tx) e (Y, Ty) dos espacios topolégicos y una funcién f : X — Y. Se dice que f es

continua, si y sélo si, para todo V € Ty, se tiene (V) € Tx, donde
V) ={xex|fx) eV }.
Ejemplo 2.1 Sea T la topologia usual y Tq la topologia débil en R. Entonces la funcion

identidad definida como sigue, no es continua
id: (R,7) — (R, Tq)
X > X
En efecto, si consideramos [1,2[€ Tq, tenemos id 1([1,2[) = [1,2[¢ T.

Por lo tanto id no es continua.

Ejemplo 2.2 Sean X1, Xz espacios topoldgicos y X1 X Xg con la topologia producto entonces

la funcion proyeccion es continua

Pi: X1XX2 — Xi
(x1,%2) = x4

En efecto, sean U; € Tx,, entonces tenemos
pfl(ul) = U1 X X2 yp;l(UQ) = X1 X UQ.
Por lo tanto p;i es continua.

37
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Lema 2.1 Sean f: X — Y y {Ui};c; una familia de subconjuntos de Y. Entonces

" Udey) = (2.1)
iel
Demostracion Consideremos x como sigue:
x € 1 ({Uiliey) & f(x) € Ui Ui,
& f(x) e Uy, (ip € 1),
s xef 1 (U), (e,

O

Proposicion 2.1 Sea f: (X, Tx) — (Y,Ty) una funcion y B una base de Ty. Entonces, f

es continua, si y sélo si, para todo B € B, f1(B) € Tx.

Demostracion
=) Sea B € B, como B € Ty y f es continua, entonces f1(B) € Tx.

<) Sea V € Ty, entonces

V=|JB:,  (BxeB).

xeV
Por Lema 2.1, se tiene f~1(V) = U,y T '(Bx) € Tx, ya que f(By) € Tx. Por lo tanto f

es continua. U
Ejercicio 2.3 Demostrar la proposicion anterior para una sub-base de Ty .

Ejemplo 2.4 Sean T4 la topologia débil y T la topologia usual en R. Entonces la funcion

identidad definida como sigue, es continua

id: (R,T74) — (R,7)

X — X

En efecto id~"(la, b[) =la, b= U,ejqp(lc, bl. Por lo tanto id es continua.
Lema 2.2 Sean A un conjunto y f una funcion, entonces:

(FH(A9)" =11(A). (22)
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Demostracion Consideremos x como sigue:

x € (fH(A)°

TENENE
<
haN
%

O

Teorema 2.3 Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y una funcion, entonces, las siguien-

tes proposiciones son equivalentes

1) f es continua.

2) Para todo A C X, f(A) C f(A).
3) SiB CY es cerrado, entonces f~1(B) es cerrado en X.

Demostracién

1) = 2). Sea A C Xy x € A, probaremos que f(x) € f(A). Sea U € V(f(x)), entonces
f~1(U) es abierto en X, ademés x € f~1(U). Luego

x € AnfiU) #0.

Como f1(U) € V(x), existe y € f1(U) N A # 0, entonces f(y) € UNf(A).

Por lo tanto f(x) € f(A).

2) = 3). Sea B C Y cerrado, anotemos A = f~!(B), entonces f(A) C B, luego

f(A) C B =B.

Por hipétesis, f(A) C f(A) C B, entonces A C f1(B) = A C A. Por lo tanto f'(B) es
cerrado.

3) = 1). Sea U € Ty, luego UC es cerrado. Por hipdtesis f~1(UC) es cerrado. Por Lema

2.2 se tiene
(F1(U9)" ='W,

es abierto. Por lo tanto f es continua. O
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Teorema 2.4 Sean X,Y,Z espacios topologicos, entonces:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Sea Yo € Y. La funcion constante cy, : X = Y tal que para todo x € X, cy,(x) = Yo,

es continua.

Sea A C X. La funcién inclusion VX : A < X tal que para todo a € A, X (a) := a, es

continua.

Sean f: X =Y y g:Y — Z funciones continuas. La funcion compuesta gof: X — Z

tal que para todo x € X, (go f)(x) := g(f(x)), es continua.

Sean A C X y f: X — Y continua. La funcion restriccion fla : A — Y tal que para

todo a € A, fla(a) :=f(a), es continua.

Sean B CY y f: X =Y continua de modo que Rec(f) C B. La funcion g : X — B tal

que para todo x € X, g(x) := f(x), es continua.

Sean f : X = Y continua e Y C Z. La funcion g : X — Z tal que para todo x € X,

g(x) :=f(x), es continua.

Demostracién

1)

Sea U € Ty. Si yo € U, entonces f~1(U) = X, ahora si yo & U, tenemos f~(U) = 0.

Como 0, X € Tx, entonces ¢y, es continua.
Sea U € Tx, entonces:
FW={ acAlX(@elU }=ANUET.
Por lo tanto X es continua.
Sea U € Tz, como g es continua, entonces g~ !(U) € Ty, luego
(g7 (W) = (Fog™) (W) =(gof)~' (W) € Tx,

ya que f es continua. Por lo tanto g o f es continua.
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4) Sea U € Ty, entonces

W ={ aeAlflala) =fl@ el } =F'(WNAETA.
Por lo tanto f|5o es continua.
5) Sea U € Ty, entonces
g (UNB) = {
= { x € X[f(x) eUnNB },
{ x € X|f(x) e U }7

= f1(U) e Tx,

ya que f es continua. Por lo tanto g es continua.

6) Sea U € Tz, entonces
g (W =fHUuny)eJx,

ya que UNY € TJy. Por lo tanto g es continua.

O

Proposicién 2.2 Sean X,Y espacios topologicos y {Ui};c; una familia de conjuntos abiertos

en X de modo que

quul

iel

Entonces, f: X =Y es continua, si y solo si, fly, es continua para todo i € 1.

Demostracién
=) Por Teorema 2.4.4, |y, es continua para todo i € L.

<) Sea U € Ty, entonces
flal={ xeuwlfxeu f=r'unu ey,

ya que fly, es continua para todo i € I. Por lo tanto f~!(U) € Tx.
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Proposicién 2.3 (Lema de Unién) Sea X = AUB espacio topolégico, con A, B cerrados
en X.
Sif:A =Y, g:B —Y son funciones continuas tales que, para todo x € AN B, se

tiene que f(x) = g(x), entonces

h:X — Y

f(x) si xe€A
x ~ h(x)=
g(x) si xeB

es un funcion continua.

Demostracion

Sea C cerrado en Y, luego tenemos que
h{(C)=f1(C)ug '(C)

Debido que f, g son continua f~1(C), g~!(C) son cerrado en la topologia relativa.

Luego existen Cy, Cy cerrado en X tales que
fﬁl(C):ClﬁA gil(C):CgﬁB

Cerrados en X, luego h es continua.

U

Proposicion 2.4 Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topoldgicos. Entonces, la funcion f: X =Y
es continua, st y solo si, para todo x € X y todo U € V(f(x)) existe V € V(x) de modo que
f(VvV) C U.

Demostracién

=) Supongamos que f es continua. Sean x € X y U € V(f(x)), tenemos
f1(U) € Tx, x € f1(U), f(f (W) C W

Luego, basta considerar V = f~!(U) € V(x).
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<) Sean U € Ty y x € f1(U) € P(X), entonces U € V(f(x)), por hipdtesis, existe
V, € V(x) tal que f(V,) C U, mas ain

x € Vo, Cf1(U).

Luego,
e | e,
xef-1(U)
esto es 1 (U) = Uyep1uy Vx € Tx. Por lo tanto f es continua. O

Definicién 2.1 (Continuidad en un Punto) Sea f: X — Y y xo € X. Se dice que f es

continua en Xq, sty solo si, para todo U € V(f(xq)) existe V € V(xq) de modo que (V) C U.

Proposicién 2.5 Sean X, Xq, Xy espacios topoldgicos y i : X — Xy funciones entonces.
La funcion T : (X, Tx) — (X; x Xg,Tx, x Tx,) tal que para todo x € X, T(x) =

(f1(x), fa(x)), es continua si y solo si fy es continua para todoi=1,2.

Demostracion
=) Sea U un elemento basal de Tx, x Tx,, es decir U = U; x Uy, donde U; € Tx, para

i1 =1,2. Tenemos lo siguiente:

x € TH(U) x € T-HU; x Uy),
(f1(x), f2(x)) € Uy x U,
fi(x) € Uy, fa(x) € Uy,

x € £ (Uy),x € £, 1 (Uy),

x € £ (Uy) Nyt (Uy).

T ¢ T

i

Como f; es continua para todo i =1,2 y T tiene como dominio a X, entonces
TH W) = (fH(Uy) Nyt (Up)) € Tx.

Por lo tanto T es continua.
<) Como T es continua y la proyeccién es continua p; ejemplo 2.2, entonces teorema
2.4.3 se tiene que

piOT:fi
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Proposicion 2.6 Sean X, Xy, Xo, Z espacios topologicos, i : X — Xy continua para i = 1,2
y H:X; x Xo = Z continua. Entonces la funcion F: X — Z tal que F(x) := H(f1(x), fa(x)),

es continua.

Demostracién Por Proposicién 2.5, sabemos que T : X — X; x Xy tal que T(x) =
(f1(x), f2(x)) es continua.
Basta notar que F = H o T, luego por Teorema 2.4.3, F es continua. U

El siguiente corolario es consecuencia directa de las Proposiciones 2.5 y 2.6.

Ejercicio 2.5 Sean X un espacio topologico y f,g: X — R continuas.

Pruebe que:

1) La funcion f+g: X — R es continua.

2) La funcion f —g: X — R es continua.

3) La funcion fg: X — R es continua.

4) La funcion f/g: A — R es continua, donde A := { x € X|g(x) #0 }

4) La funcion ./ :R" — R es continua.

2.2. Homeomorfismos
Definiciéon 2.2 Sean X,Y dos espacios topologicos y f: X — Y una funcion. Diremos que f
es un homeomorfismo , si y sélo si, T es biyectiva y f, 1 son continuas.

Observacién 2.1 Sea f: X — Y una funcion biyectiva. Entonces, =1 es continua, si y sdlo

si, para todo U € Tx, (f1)~1(U) = f(U) € Ty.

Definicién 2.3 Sea f: X — Y una funcién. Se dice que f es abierta (cerrada) o, si y solo

si, envia abierto (cerrado) en abierto (cerrado), es decir, para todo U € Tx, f(U) € Ty.
Ejemplo 2.6 Sea Dy 1 ={ x e R™|x| <1 |, y la funcidn

T: R — anl

X >

es un homeomorfismo.
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< 1.

)_ Ix]

i) Notemos que = T

X
1+ (|||

ii) Sean x,y € R™ de modo que:

X

45

Y

L+l 1T+l

Primero notemos los siguiente:

X

o |
LI 1l

Entonces

X Y
L+l 1+ yll

Por lo tanto f es inyectiva.

L4 [x]

oy H _
= = x| = |yl
‘ H1+H9H

X Y

L+ x4

i) Seay € R™ tal que ||y|| < 1, determinemos x € R™ de modo que T(x) =y. Notemos
primero que, si f(x) =y, entonces:
[l
lyll,
L+ [|x]]
Xl =yl [0 - fyll,
X lF = IxIl - Mlyll =yl
X[ =TI} =y,
[yl
x| T
1=yl
ademds,
- =Y
1+ [|x| ’ il
Y
= 1
= ()
_ vy
1— [yl
Por 4ltimo,
1 Lﬁ I L 1\1 I L 1\1 I Y
—lly —lly —lly
| R T =T(x),  x=o
el Lty 1+ fﬁﬂ” Iyl
No es dificil probar que T~ es definida como sigue:
-1 n —1 z
T xeRN <1 RN T =
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luego T es biyectiva.
La continuidad de T y T~1 se obtiene de Proposicion 2.6 y Ejercicio 2.5. Por lo tanto T

es un homeomorfismo.

Ejemplo 2.7 Reinteprete el cambio de coordenada en el lenguaje de homeomorfismo

1.
f: R x[0,2n] — R?
(r,0) ~ (rcos(0),rsen(0))

2.

f: Rt x[0,2n[xR — R3

(r,0,z) ~ (rcos(0),rsen(0),z)
3.
f: RY x[0,2n[x[-Z,5] — R3
(r,0) ~  (rcos(0) cos(a), Tsen(0) cos(e), rsen(x))

4. Sean a,b,c,d € R tales que ac —db # 0
f: R — R?
(x,y) ~ (ax+by,cx+ dy))

’ f: [0,1] — St={xy)eR?|x2+y>=1}
0  ~ (cos(270), sen(2710))
0.
f:1-1,1] - R
0 ~ tan(%e)

Ejemplo 2.8 Dado el conjunto S™ ={(x,t) € R* xR | >, x{+1? = 1}, entonces la funcion

La funcion
f: R* — S™ —{eni1}

2 Ix]|2—1
x o <1+ux||2"= 1+ [x]P2

es un homeomorfismo. Llamada funcion estereogrdfica

La inversa es
f=1: S"—{eni} — R©

(x,1) X
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Observacién Al trasladarla al conjunto X ={(x,t) e R* xR | > . x4+ (t—1)* =1}

Las ecuaciones se escriben del siguiente modo

f: R* — X —{2eni1}

4 2|2
x <4+ux|\2x’ ]2

La inversa es

1. X—{enH} — Rm"

(x, 1)~ F2x

€n+1

47

Ejemplo 2.9 Determine si{(x,y) € R?||x| +y| < 1} y D; = {(x,y) € R?x%2 +y? < 1} son

homeomorfos con las topologia reducidas

Ejemplo 2.10 Probar los siguientes homeomorfismos
1. XX Y=YxX
2. XxY)xZ~Xx (YxZ).

3. X x {pt} = X =~ {pt} x X.
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2.3. Ejercicios Propuestos

1. Sea el espacio topoldgico (X, T), donde
X={a,b,c,d} y T={db,{a},{b},{a,b},{b,c,d}, X}
Determine en que punto son continua las siguientes funciones
a) fla) =b,f(b) =4d,f(c) =c,f(d) =c
b) f(a) =a,f(b)=d,f(c) =b,f(d) =c
c) f(a) =b,f(b) =d,f(c) =b,f(d) =c

2. Sea f : (X;7) — (Y,0) una aplicacién abierta. Dado S C Y y A cerrado tal que
f~1(S) C A. Demostrar que existe un cerrado B, tal que SC By f}(B) C A

3. Sea f : (X;T) — (Y,0) una aplicacién cerrado. Dado S C Y y A abierto tal que
f~1(S) C A. Demostrar que existe un abierto B, tal que SC By f }(B) C A

4. Sean X,Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion

[e]
—

Probar que f es continua si y sélo si para todo A C X se tiene que f_l(/O\) cf~1(A)

5. Sea X = AUB donde A y B son cerrado en X. Ademés f: A — Yy g: B — Y funciones
continua tales que (Vx € (A N B))(f(x) = g(x)) entonces

h: X— Y

es continua

6. Sean (Xi,T:), (Yi, 01) cuatro espacios topolégicos y f; : X; — Y; dos funciones. Se

define la funcién producto

fixfa: Xy x Xy — Y: X Ys

(x1,%2) —  (f1(x1), fa(x2))

Demostrar en la topologia producto que
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a) f1 x fy es continua si sélo si f; y fa son continuas

b) f1 x fy es un homeomorfismo si sélo si i y fy son homeomorfismo

7. Sea A = (—00,0] U (2,400) y f: A — R dada por

N
o

—X si X

Demostrar que f es continua si A tiene la topologia del orden o la de subespacio, pero

que sélo es un homeomorfismo con la del orden.

8. Demostrar que cualquier intervalo (a,b) es homeomorfo al intervalo (0, 1), a la recta

R y al rayo (0, +o0).
9. Dado los espacios topolégicos A =] — 1,1[ y
B={(xy) eR* : (x—1*+y*=1U{(xy) eR* : (x+1)*+y* =1},
ambos con la topologia usual de subespacio.
Determinar si los espacios son homeomorfos

10. Sea f: (X,T7) — (Y, 7J5) una funcién continua y Iy = {(x, f(x))|x € X} € X x Y, con la
topologia de inducida por la topologia producto de X x Y.

Demostrar que X es homeomorfo a I



