Capitulo 3

Relaciones

3.1 Nociones Basicas

Definicion 3.1.1 Sea A un conjunto no vacio.

Se dice que R es una relacion en A siy solosi R C A x A. O
Ejemplo 3.1.2 Sea A = {a,b,c}, y dado los siguientes conjuntos

Ri= {(CL?a)v (CL, b)v (b7 C)}’RQ = {(a,a), (av b)? (b7 d>}

Determinar si son relaciones en A

Solucioén:

El conjunto R, es una relacion en A, ya que R es un subconjunto de A x A, debido a que
la primera coordenada y segunda coordenada de los elementos en R; todos pertenecen al

conjunto A.
Pero R no es una relacion en A, ya que Rs no es un subconjunto de A x A, por ejemplo
(b,d) € Ra,d & A. O

Ejemplo 3.1.3 Sea A = {los alumnos de este curso}, entonces podemos definir la siguiente
relacion el conjunto A, dada por:

R ={(z,y) € A X A |z es amigo de y}.

g

Notacion: Denotaremos a los elementos (z,y) que pertenecen a la relacion R del
siguiente modo xRy, es decir,
(z,y) € R & 2Ry,

donde xRy se lee, x esta relacionado con y.
Equivalentemente aquellos elementos que no estan relacionados los denotaremos por:

(z,y) ¢ R & xRy.

Ejemplo 3.1.4 Sea A = {a,b,c}, donde la relacion es:

R = {(a,a), (avb)> (b’ C)}7
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en este caso tenemos que los siguientes elementos estan relacionados
aRa; aRb; bRc

pero los siguientes elementos no estan relacionados

bRa; cRb;, aKc

O
Ejemplo 3.1.5 Sea R = {(z,y) € N x N | zy es multiplo de 3}, es una relacion en los
nimeros naturales.
En este caso tenemos que 1 y 3 estan relacionados, ya que 1 -3 es multiplo de 3, luego lo
escribimos 1R 3.
Y los elementos 2 y 5 no estan relacionados, ya que 2 - 5 no es multiplo de 3, luego lo
expresamos 2K5. O

Ejemplo 3.1.6 Dado
R ={((x1,22), (y1,92)) € (N X R) x (N x R) | 211 es multiplo de 3 V :1:% = y%},

es una relacion en N x R.
Por ejemplo tenemos que:

1. Los elementos (1,2) y (3, —5) estan relacionados, ya que la proposicion 1-3 es multiplo
de 3V 22 = (=5)* es verdadera. Es decir,

(1,2) R (3,-5)

2. Los elementos (—2,1),(2,1), cumple la proposicion
(—2) - 2 es multiplo de 3V 1* = 17
pero como (—2,1) ¢ N x R luego, no tiene sentido la expresion (2,1) R (—2,1).

3. Los elementos (2, 1) y (2,5) no estan relacionados, ya que la proposicion 2-2 es multiplo
de 3V 12 = (5), es falsa. Es decir,

(2,1) R (2,5)

Definiciéon 3.1.7 Sea R una relacién en A, entonces diremos:

1. Refleja.

Se dice que R es una relacion refleja en A si y sélo si

(Vx € A)(zRx).
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2. Simétrica.

Se dice que R es una relacion simétrica en A si y soélo si
(Vz,y € A)(#Ry = yRx),
lo que es equivalente a decir

(Vo e A)(Vy € A)(zRy = yRx),

3. Antisimétrica.

R es una relacion antisimétrica en A si y soélo si

(Vz,y € A)[(xRy AN yRzx) = x = y.

4. Transitiva.

R es una relacion transitiva en A si y solo si

(Vx,y,z € A)[(xRy AN yRz) = xRz].

5. Totalidad.

R es una relacion total en A si y sélo si

(Vz,y € A) [xRy V yRx].

Ejemplo 3.1.8 Sea A = {a,b,c}, y la relacion

R ={(a,a),(a,b),(b,c)}.

en A. Determinar si R es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva en A.

Solucién 1.
1. R no es refleja pues para x = b, se tiene que bRb = F.

2. R no es simétrica, ya que para r = a y b = y, tenemos que

(aRb= bRa) = F.
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3. R es antisimétrica ya que:

(aARaNaRa) =a=a=V
(aRbADRa) = a=b=V
(ARcNcRa) =>a=c=V
(bRaNaRb) =b=a=V
(BRbADRD) = b=b=V
(BReANCRb) =b=c=V
((RaNaRc)=c=a=V
((RbABRc) =c=b=V
((ReNcRe) =>c=c=V

4. R no es transitiva, con z = a,y = by z = ¢, se tiene que
[(aRbAURc) = aRe| = F.

Ejemplo 3.1.9 Dada la relacion R = {(z,y) e Nx N | x =3?} en N.
Determinar si R es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva.

Solucion 2.

1. R no es refleja, ya que para x = 2, se tiene

2=9=F

2. R no es simétrica, pues para x = 36 y para y = 6, obtenemos que
36R6, pues 36 = 62,

pero 6 no esta relacionado con 36, puesto que

6 (36)%.

es decir,
36R6 = 6R (36)

[36 =6 = 6= (36)’] = F.

por lo anterior, al proposicion es falsa.

(Vx,y € A)(zRy = yRx)

3. La relacion R es antisimétrica pues.
(Vz,y € A) [(2Ry ANyRx) = = =y .

Supongamos que (zRy A yRz) es verdadero. Queremos demostrar que z = y.

Para ello tenemos que

yz::y2/\y:31:2

7
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luego reemplazando y en la primera ecuacién tenemos

2

x =y
x =(§2)

0 ;a:4

0 =xz(z3-1)

0 =xz(x—1)(2*+2+1)

de donde deducimos que z =0V x = 1.
Si z = 0, entonces y = 0, por tanto z =y = 0.
Si x =1, entonces y = 1, por lo tanto x =y = 1.

De esta forma queda demostrado que R es antisimétrica.

4. R no es transitiva, ya que para x = 81,y =9 y z = 3, se tiene

81=9°N9=3)=81=3=F.

Ejercicios

Determine si las siguientes relaciones son reflejas, simétricas, antisimétricas y transitivas:

1.

R ={(z,y) € N x N| zy es multiplo de 3}.

2. R={(z,y) € Nx N |2z + y es multiplo de 3}.

3. R={(z,y) e NxN| |z —y| < 3}.

3.2 Relaciones de Orden

Definicion 3.2.1 Sea R una relacion en A.

1.

Se dice que R es una relacion de orden en A 0 R es un orden en A si y solo si R es
una relacion refleja, antisimétrica y transitiva en A.

Se llama conjunto ordenado al par (A, R), donde R es una relacién de orden en A.

Dados dos conjuntos ordenados (A, R) y (A, R') son iguales si y solo si se cumple que
A=A"yque R=TR'

Se dice que R es una relacion de orden total en A o que (A,R) es un conjunto
totalmente ordenado si y sélo si cumple

a R es una relacién de orden en A

b R es una relacion total en A, es decir,

(Va,b € A)(aRbV bRa)
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Ejemplo 3.2.2 El conjunto (R, <) es un orden total pues:
1. Es Refleja: (Vz € R)(x < x).
2. Es Antisimétrica: (Vr,y € R)[(z <yAy <zx) =z =yl
3. Es Transitiva: (Vz,y,z € R)[(z <yAy<z)=z <zl

4. Es Total: (Vz,y € R)(x <y Vy < z), es decir en R siempre se pueden comparar dos

elementos.
O
Ejemplo 3.2.3 Sean E una conjunto no vacio y P(FE) el conjunto potencia, luego (P(FE), C),
es un conjunto ordenado pero en general el orden no es total. U
Solucion.
1. Refleja:

(VA € P(E)) (AC A)

2. Antisimétrica:
(VA,BeP(E)[(ACBABCA)— A= B]

3. Transitiva:
(VA,B,C € P(E)(ACBABCC) = ACC]

por lo tanto, C es una relaciéon de orden.

Ejemplo 3.2.4 Un caso particular del caso anterior, lo tenemos con E = {a,b}, y sea
P(E) = {¢,{a},{b},{a,b}}, considere el conjunto (P(E),C), luego tenemos el siguiente
diagrama

{a}
¢ {a,b}

{o}

Tenemos que C es refleja antisimétrica y transitiva pero no total, pues

{a} £ {0} v {b} £ {a}
por lo cual la proposicion
(VA,Be€ P(E))[AC BV BCA]

es falsas. O
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Ejercicios

Sea R = {(z,y) e Nx N[z’ +z <y’ +y}.
Demostrar que R es una relaciéon de orden en N.
Definiciéon 3.2.5 Sean R una relacion de ordenen A, na € Ay X C A, entonces

1. Elemento maximal.

Se dice que a es el elemento maximal de (4, R) siy solo si

(Vo € A)(aRz = a = ).

2. Elemento minimal.
Se dice que a es el elemento minimal de (A, R) si y s6lo si
(Vo € A)(2Ra = x = a).
3. Primer elemento.
Se dice a es el primer elemento de (A, R) siy sélo si
(Vz € A)(aRzx).
4. Ultimo elemento.
Se dice a es el ultimo elemento de (A, R) siy solo si
(Vz € A)(2Ra).
5. Cota superior.
Se dice que a es cota superior de X siy solo si
(Vo € X)(zRa).
6. Cota inferior.

Se dice que a es cota inferior de X si y solo si

(Vz € X)(aRx).

Ejemplo 3.2.6 Sea E = {a,b,c}, y consideraremos a (P(F), Q).

Tenemos que
P(E) = {¢7 {a}v {b}7 {C}’ {a7 b}v {a’ C}, {b> C}’ {a7 b, C}}v

mediante el siguiente diagrama podemos ilustrar las contenciones que encontraremos en

P(E).
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{bﬁ C} {(l,b,(;}

{b} {a,b}

{c} {a,c}

Luego el elemento maximal es F, pues

(VBeP(E)ECB=FE =B)
ECBABEPE)
ECBABCE

E = B.

Por otra parte el elemento minimal es ¢, ya que

(VBePENBC¢= B=0¢).

Ejercicios
Sea A ={(1,2),(1,4),(2,3),(2,1)}, luego definimos la siguiente relacion
(@, )R(z',y) & [z <2’V (z = 2" Ny <y)),

donde (A, R) es un conjunto ordenado.

Determinar primer elemento, tltimo elemento, elemento maximal, elemento minimal. Observacion:
Recuerde que si un conjunto A posee una propiedad universal P y B C A, entonces la
propiedad P se cumple en el subconjunto 5.

Definicién 3.2.7 Se dice que un conjunto ordenado (A, R) esta bien ordenado si y solo si
todo subconjunto ordenado de (A, R), no vacio tiene primer elemento. En este caso, también

se dice que R es un buen orden en A. O
Ejemplo 3.2.8 Sea (N, <) es un conjunto bien ordenado. U
Ejemplo 3.2.9 (Z, <) no es un conjunto bien ordenado. O

Ejemplo 3.2.10 Sea E = {a,b,c}, donde (P(E), C), consideraremos el conjunto

A= {{a},{b},{a,c}} S P(E),

luego (A, C) no tiene primer elemento, por tanto (P(E), C) no es un conjunto bien ordenado.
O

Proposicion 3.2.11 Sea R una relacion de orden en A.

Si R es un buen orden en A entonces R es orden total en A
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Demostracion. Sean a,b € A, luego {a,b} C A, por lo tanto {a, b} tiene primer elementos.
Si a es el primer elemento de {a, b} luego

aRb
Si b es el primer elemento de {a, b}, luego
bRa
Por lo tanto
aRb V bRa |

Observacion: No todos los ordenes totales son buen orden, para ello tenemos.
a < no es un buen orden en Z

b < no es un buen orden en |0, 00|

¢ < no es un buen orden en [0, 00|

Axioma de Eleccién
Todo producto cartesiano de una familia no vacia de conjunto no vacio es no vacia.
Observacion: El anterior axioma nos dice que dado {A;}ic; una familia no vacia I # ¢
de conjunto y los conjuntos son no vacios (Vi € I)(A; # ¢), entonces

X A; # ¢.

iel

Teorema 3.2.12 [Zermelo]. Si A es un conjunto no vacio, entonces existe una relacion
sobre A que es un buen orden.

Teorema 3.2.13 [Lema Zorn]. Sea (A, R) un conjunto ordenado inductivo (es decir, si
C' C A no vacio, totalmente ordenado entonces C' tiene cota superior). Entonces A tiene un
elemento maximal.

3.3 Relaciéon de Equivalencia

Definiciéon 3.3.1 Sea R una relacién en A. Se dice que R es una relacion de equivalencia
en A siy solo si R es refleja, simétrica y transitiva. O

Ejemplo 3.3.2 Sea n € N, se define en Z
TRy & x—y=n.

Demuestre que ‘R es una relaciéon de equivalencia. 0

Solucién.
1. Refleja: (Vx € Z)(zRz), donde
TRre x—rx=0=n=0n,

por lo tanto se cumple la proposicion.
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2. Simétrica: (Vz,y € Z)(xRy = yRz), es decir,
rT—y=n=y—r=n,
suponemos que se cumple que xRy, entonces

TRy ©x—y=n
sr—y=nk (keZ)
& —(r—y)=—nk
sy—xz=n(—k) (—keZ)
Sy—r=n
< yRe.

Luego es simétrica

3. Transitiva: (Vz,y,z € Z)[(zRy A yRz) = xRz].

Suponemos que se cumple que xRy A yRz, es decir:
r—y=nAy—z=n,
si sumamos las dos expresiones se obtiene

(r—y)+(y—2) =n+n

r— 2z =nky+nk;
x—z =n(ko+ k1)
T —2z =nks
r—2z =n,

luego xRz, por ello es transitiva.

De este modo, tenemos que R es una relaciéon de equivalencia en Z.

Ejercicios

Se define en R la relacién
TRy < (FkeZ)(x—y=k).

Demuestre que R es una relacion de equivalencia en R.

Ejercicios
Se define en Z la relacién
1Ry < (Fk € N)(x = yk?).

Determinar si R es una relacién de equivalencia.
Definicion 3.3.3 Sea R una relacion de equivalencia en A. Para todo x € A se define la
clase de equivalencia de x modulo R al conjunto

R(z) ={y € A| 2Ry}
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Proposicion 3.3.4 Sea R una relacion de equivalencia en A, entonces se cumple
1. (Vz,y € A)(aRy < R(z) = R(y))
2. (Vo,y € A)(z Ry < R(z) # R(y))

3. (Vz,y € A)(x Ry < R(z) NR(y) = ¢)
Definiciéon 3.3.5 Sea R una relacion de equivalencia en A. Se define el conjunto cuociente
de A por R al conjunto de las clases de equivalencia

A/R={R(z) |z € A}

Ejemplo 3.3.6 Sean x,y € Jg ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}, v la relacion de equivalencia
TRy & —y =3,

Encontraremos las clases de equivalencias para los elementos de Jg.

1.
R(0) ={ye Js|0Ry}
={yeJs|0—y=3}
= {0,3,6}.
2.
R(1) ={yeJs|1Ry}
={yets|1l-y=3}
= {1,4,7}.
3.
R(2) ={yeJs|2Ry}
={yeJs|2—y=3}
—{2,5,8}.

Luego concluimos que

Asi obtenemos que el conjunto cuociente esta dado por

Jo/R = {{0,3,6},{1,4,7},{2,5,8}}.
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Ejercicios

Sean x,y € Z, donde
TRy x—y=3.

R es una relacion de equivalencia. Determinar R(0), R(1) y R(2).Recordemos el Algoritmo
de la Divisién que dice lo siguiente
Sean a,b € 7Z, entonces existen d,r € Z tales que

a=bd+r, 0<r<b

Definiciéon 3.3.7 Sea R una relaciéon de equivalencia en A, y S C A.
Se dice que S es un Sistema de Representante de la relacion de equivalencia R si y s6lo si

L (Vo,y € S)(z #y = R(z) # R(y))
2. (Vx € A)(Jy € S)(zRy)

En el ejemplo anterior habiamos obtenido que

Js,/ R =1{{0,3,6},{1,4,7},{2,5,8}}.
En este caso, podemos comprobar que
a 51 ={0,1,2} es un sistema de representante,
b S ={3,7,2} es un sistema de representante,
¢ 51 ={0,1} no es un sistema de representante,
d S; =4{0,1,5,8} no es un sistema de representante,

Teorema 3.3.8 Sea R una relacion de equivalencia en A, entonces

A= U R(z),
€A/ R

es decir A/ R es una particion de A.
En el ejemplo anterior teniamos en Jg las clases R(0), R(1) y R(2), luego

Js/ R = {R(O)7R(1)7R(2)} = {{073’6}7 {1747 7}7 {27 5, 8}}7
por lo tanto
Js = {0, 3,6} U {1,4,7} U {2,5,8},

es decir Jg es la uniéon disjunta de las tres clases de equivalencia.
Teorema 3.3.9 Sea A un conjunto y C una particion de A (A = BUCB), entonces se define
€

la relacion en A dada por

Ry < (3B € C)(z,y € B),
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esta es una relacion de equivalencia en A y A/ R = C.

Entero Médulo n.
Recordemos que
TRy < x—y=n,

es una relacion de equivalencia en Z, luego la clase de un elemento x esta dado por

R(r) ={y€Z|xz—y=n}
={yeZ|-y=n—ux}
={yeZly=n+uz}

luego

ZJR = {R(0),R(1),..., R(n— 1)},

es decir, un sistema de representante de la relacion de equivalencia es {0,1,2,...,n— 1}, de
donde se obtiene que #(Z/R) = n.

Notaciéon: Para la relacion dada anteriormente establecemos una notacién particular,
dada por:

i Z/R =17,
ii R(a) =@, denotando la clase de a.

iii aRb< a=0b (n), selee a es congruente con b moédulo n.

Ejemplo 3.3.10 Para n = 4 tenemos que Z; = {0,1,2, 3}, ya que todo elemento al dividir
por 4 obtenemos resto un numero entre 0 y 3. U

Proposicion 3.3.11 Sean x,y,z,w € Z yn € N, tales que

Entonces
I.x+z=w+vy (n).
2. xz=wy (n).
Demostracion. Sean z,y,z,w € Z tal que x =y(n) A 2z =w(n). Luego tenemos que

rT—y = n
Z—w = n

Sumando las dos ecuaciones tenemos que

rT—y+z—w = n
(x4+2)—(y+w) = n

Asi obtenemos la primera igualdad.

r+z=w+y (n).
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Para la segunda amplificamos las ecuaciones por z la primera y por y la segunda sumando
obtenemos

2 —y) +ylz —w)

(z2) = (yw) = n

Lo cual demuestra la proposicion. [ |

I

Definiciéon 3.3.12 Sean 7,y € Z,, se define

l.z2+y=2+y.

2.7y =71y.
Q
Ejemplo 3.3.13 En Z;se tiene que
i3-4=12=5
ii2-5=10=3
i 3-442-6=12+12=24=3.
U

Proposicion 3.3.14 La suma cumple:

1. Asociatividad: Dado T,7,Z € Z,, entonces
ZT+9)+z=T+ (Y+72)

2. Neutro: Dado T € 7, entonces

s
_|_
ol
I
ol
+
s
I
s

3. Inverso: Dado T € Z,, entonces
T+ -—a1=—-2+T=0
4. Conmutatividad: Dado @,y € Z, entonces

T+Yy=y+=x.
Proposicion 3.3.15 La multiplicacion cumple:

1. Asociatividad: Dado T,7,Z € Z,, entonces
@7 7=7-(73)

2. Neutro: Dado T € Z,, entonces

8
=
|
=
Sl
I
8
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3. Conmutatividad: Dado T,y € Z, entonces
T-y=7-7.
Ademds

4. Distributividad: Dado T,%y,Zz € Z, entonces

T-Y+2)=7-5+7 %)

3.4 Funciones

Sea R una relacion en A, se dice que R es una funcion si y sélo si
(Vz,y,z € A)([tTRy NzRz] = y = 2)

Ejemplo 3.4.1 Sea A = {a,b,c}, y la relacion

R ={(a,a),(a,b),(b,c)}.

en A. Determinar si R es una funcion. [
Solucién 1. La relacién R no es una funcién, ya que la proposicion

[aRa A aRbl = a=1b

es falsa.
Recuerde que una proposiciéon con cuantificador universal basta un caso falso, para que
sea la proposicion sea falsa.

Ejercicios

La relacién
R={(z,y) e NxN : |z—y| <3}

en N. Determinar si R es una funcion.
Proposicion 3.4.2 Sea R una relacion en A, entoncesR es una funcion si y sélo si |R(a)| <

1, para todo a € Adonde R(a) ={be€ A : aRb}

Note que el si R una relacion en A y B C A entonces se puede definir
R(B)={ce A : (Ja€ B)(aRe)}
Definicién 3.4.3 Sea R una relaciéon en A, entonces

a Dominio.

El elemento a € A pertenece al dominio de la funcién si y sélo si existe b € A tal que
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aRb, es decir, el dominio es el siguiente conjunto

Dom(R)={a€ A : (Ib€ A)(aRD) }.

b Recorrido.

El elemento b € A pertenece al recorrido de la funcion si y solo si existe a € A tal que
a’Rb, es decir, el recorrido es el siguiente conjunto

Rec(R)={be A : (Ja€ A)(aRb) }.

O
Ejemplo 3.4.4 Sea A = {a,b,c}, y la relacion
R = {(CL, a)? (CL, C)? (b’ C)}
en A. Determinar el recorrido y dominio de la relacion. 0

Solucién 2. En este caso el dominio es Dom(R) = {a,b} y su recorrido es Rec(R) =

{a,c}.

Ejercicios

La relacién
R={(z,y) e NxN : |z —y| <3}

en N. Determinar el recorrido y dominio de la relacion.
Definiciéon 3.4.5 Sea R una relacién en A, se define la relaciéon inversa como el conjunto

R1={(a,b) eAxA : (bha)eR}.

O
Ejemplo 3.4.6 Sea A = {a,b,c}, y la relacion
R = {(a’v a>’ (CL, 0)7 (bv C)}
en A. Determinar la relacién inversa de R.
La relacion inversa es
R ={(a,a), (c,a),(c,b)}.
O

Proposicion 3.4.7 Sea R una relacion en A, entonces se tiene

Dom(R™1) = Rec(R);  Rec(R™') = Dom(R)
Definicion 3.4.8 Sean R, S dos relaciones en A, se define la compuesta de las relaciones al
conjunto

RoS ={(a,b) e Ax A : (3c € A)(aSc A CcRb) }.
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O
Ejemplo 3.4.9 Sea A = {a,b,c}, y las relaciones
R ={(a,a),(a,c), (b,c)}, & =A{(ba),(b,c),(c,a}
en A. Determinar las relaciones de las siguientes compuestas Ro Sy SoR. O

Solucién 3. En primer lugar veremos R oS, para ello, el primer elemento en S es (b, a),
notemos lo siguiente (b,a) € S A (a,a) € R luego (b,a) € Ro S,

De forma similar, (b,a) € S A (a,c) € R luego (b,¢) € R oS, no hay otro elemento en R
que tenga primer coordenada a.

Si continuamos con el segundo elemento de S es decir, (b, ¢) del mismo modo, nos encontramos
que no existe elemento en R que tenga primer coordenada c.

Para el ultimo elemento de S es decir,(c,a), encontramos que los elementos en R que
tenga primer coordenada a son (a,a), (a,c), con ellos construimos los elementos (¢, a), (¢, ¢).

Revisando todos los casos obtenemos

RoS ={(ba),(bc)(c;a),(c,c)}

Anélogamente calculamos
SoR ={(a,a),(b,a)}

Definiciéon 3.4.10 Sea R una relaciéon en A.
Se dice que R es biyectiva si y sélo si R~! y R son funciones O

Ejemplo 3.4.11 Dada la relaciéon
R={(z,y) e RxR : 2z+3y=uay}.
en R.
a Determinar el dominio, recorrido de la relacion.
b Determine si R es biyectiva

¢ Determinar R!

O

Solucién 4. Veamos el Dominio, sea x € R, luego debe existe y € R tal que xRy, es
decir, 2z + 3y = zy, luego y(3 — x) = 2x, podemos encontrar el valor de y si x # 3.
Notemos que si z = 3, luego obtenemos 6 + 3y = 3y, lo cual es imposible.

Dom(R)={z R : ©#3} =R — {3}

Note que el valor de y es tnico, luego R es una funcion.
El recorrido lo obtenemos, sea y € R, luego debe existe x € R tal que xRy, es decir,
2z + 3y = xy, luego (2 — y) = 3y, podemos encontrar el valor de x si y # 2.
Analogamente si y = 2, luego obtenemos 2x + 6 = 2x, lo cual es imposible.

Rec(R)={yeR : y#2} =R —{2}
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De forma similar el valor de z es tnico, luego R~! es una funcién, por lo tanto R es biyectiva.
La relaciéon inversas esta dada por

Rt = {(a,b)) eRxR : ©bRa}
= {(a,b) eRxR : 2b+3a=ba}
= {(z,y) eRxR : 2y—+3x=uyzx}

3.5 Guia Ejercicios

1. Determinar si las siguientes relaciones R;, son refleja, simétricas, antisimétricas o

transitiva
aRi={(xr,y) eRxR : 22+ 3y=uzy}.
b Ro={(r,y) eRxR : a?=1y°}
c Rs={(r,y) eRxR : 2% —y’*r >0}

2. Determinar si las siguientes relaciones R;, es refleja, simétricas, antisimétricas o transitiva

a Ri={(v,y) €EZxZ : 2x+3y=5}
b Ry={(z,y) €EZXZ : 4ox+3y=7T}
¢ Rs={(z,y) € ZxZ : xesmiultiplo de y}.

3. Dada la siguiente relaciéon
Ri={(z,y) cRxR : 2% <y’r}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva

4. Dada la siguiente relacion

Ri={(z,2) € R"xR* <

SERS

z
o
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva
5. Dada la siguiente relacion
Ry ={(r,y) eENxN : 2*+2<y*+y}
Demostrar que Ry es una relacion de orden total en N.
6. Dada la siguiente relacion

Re={(z,y) eENxN : 2?43z <9*+ 3y}

Demostrar que Ry es una relacion de orden total en N.
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7. Sea J, ={r € N : 1z <n}. Dada la relacion en J;o definida por

8.

9.

10.

11.

TRy <= (32 — 162 < 3y* — 16y)

a Demostrar que R es una relacion de orden en Jy
b ;R es una relacion de orden total?

¢ Ordenar de mayor a menor segiin R
1,3,5,7
d Sea X = {2,3,6}. Determinar cota superior e inferior de X.

e Hacer un grafico de la situacion

f Determinar, si existe, elemento maximal, y/o elemento minimal.
Dada la siguiente relacion de orden en Jiq
TRy = 22°— 192 <2y* — 19y
Determinar elementos maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento de J,.
Dada la relacion en N x N definida por
(z,y) R(2",y) <= [(z+y<2'+y)V(e+y=2"+y Nx <)

a Demostrar que R es una relaciéon de orden total en N x N

b Ordenar los siguientes elementos de menor a mayor segin R
(3,0),(1,1),(1,2),(0,2)

¢ Sea X =1{(3,0),(1,3),(2,1),(0,3)}. Determinar cota superior de X y cota inferior
de X.

d Hacer un grafico de la situacion

e Determinar, si existe, elemento maximal, y/o elemento minimal.
Dada la siguiente relacion de orden en JsxJ5.
(@, yREyY) = (@< AN y=2y)

Determinar en caso que existen los elementos: maximal, minimal, primer elemento y
altimo elemento de J5xJs.

Dada la siguiente relacion R, en R* definida por:
(x,y)ER, — (mz < yz)

Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica o transitiva.
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12. Dada la siguiente relaciéon

Ri1=A{(z,2) € R*"xR"

ISERS

z
< E}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva
13. Dada la siguiente relacion
Ry ={(r,2) e N*xN* 2% +4* es multiplo de 2}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva
14. Dada la siguiente relacion
Ri={(z,y) eRxR : 2%y <y}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva
15. Dada la siguiente relacion
Ri={(x,2) e N*xN* : 2° -4’ es miltiplo de 3}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica o transitiva

16. Dada la siguiente relacion R en R* definida por:

(0,y)eR ((g)zs(%)2>

Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica o transitiva.
17. Dada la siguiente relaciéon
R={(r,y) eNxN : 2*+z<y*+y}
Demostrar que R es una relaciéon de orden total en N.
18. Dada la siguiente relacion de orden en J5xJs.
(z.y)R(Y) <= (@<2' A y=y)

Determinar en caso que existen los elementos: maximal, minimal, primer elemento y
altimo elemento de J5xJs.

19. Dada la siguiente relacion de orden en Jyq
TRy <= 22°— 19z <2y* — 19y

Determinar elementos maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento de Jyo.



CAPITULO 3. RELACIONES 94

20. Dada la siguiente relaciéon de orden R en N definida por:
(x,y)€ER = (227 — 23z > 2y* — 23y)

a ;Es R una relacion de orden total en N7
b Sea X = {1, 3,4, 7}. Determinar cotas superiores e inferiores de X
¢ Determinar los elementos: maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento

de N si existen.

21. Dada la siguiente relacion de orden R en N definida por:
(z,y)ER — (23:2 — 17z < 2% — 17y)

a) ¢Es R una relacion de orden total en N7
b) Sea X = {1, 3,4, 7}. Determinar cotas superiores e inferiores de X
c¢) Determinar los elementos: maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento

de N si existen

22. Dada la siguiente relacion de orden R en J;y definida por:
TRy — (32% — 14z > 3y* — 14y)
a Sea X = {1,3,4,7}. Determinar el conjunto de todas las cotas superiores e
inferiores de X en Jyg
b Determinar en caso que existan los elementos: maximal, minimal, primer elemento

y tltimo elemento de Jq

23. Dada la siguiente relacion de orden R en J;o definida por:
TRy — (2x2 — 172 > 2 — 17y)
a Sea X = {3,4,6,8}. Determinar el conjunto de todas las cotas superiores e
inferiores de X en Jyg
b Determinar en caso que existan los elementos: maximal, minimal, primer elemento

y tltimo elemento de Jq.

24. Dada la siguiente relacion de orden R en J;o definida por:
13 13
(x,y)ER = <x2 —— —y>

a /Es R una relaciéon de orden total en N7

b Sea X = {1,3,4,7}. Determinar el conjunto de todas las cotas superiores e
inferiores de X en Jyg

¢ Determinar en caso que existan los elementos: maximal, minimal, primer elemento
y ultimo elemento de Jqq.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Dada la siguiente relacion de orden en Jiq
TRy <<= 22°— 19z < 2y® — 19y
Determinar elementos maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento de J,.
Dada la siguiente relacion de orden en J;xJ5.
()R y) = (@<’ A y>y)

Determinar en caso que existen los elementos: maximal, minimal, primer elemento y
ultimo elemento de J5xJs.

Dada la siguiente relacion
R={(z,y) eNxN : 2*+z2<¢y*+y}
Demostrar que R es una relaciéon de orden total enN.
Dada la siguiente relacion
R={(r,y) eNxN : 2*+32<y*+3y}
Demostrar que R es una relaciéon de orden total en N.
Dada la siguiente relacion de equivalencia en JgxJg
(,)R(,yY) <= (22+32'=5 A 3y+4y =7)
a Determinar por extension R(2,7)
b Determinar por extension (JgxJg) /R
Dada la siguiente relacion de equivalencia en J5xJ5
(z, )R, y) <= (22+432'=5 A 2y+y =3)

a Determinar por extension R (2, 3)
b Calcular |(J5xJ5) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (JsxJ5) /R
Dada la siguiente relacion de equivalencia en J3xJs.
(v, y)R(2",y) = (:C—|—2:c‘:3 A 2y—|—y':3)

a Determinar por extension R(2,3)
b Calcular |(J3xJs3) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (J3xJs3) /R
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32. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia R en J5xJ,
(I>?J)R($/,yl) — (Jc —2=2 A 20+ 1y = 3)

a Determinar por extension R(2,3) (clase de (2,3))

b Determinar por extension JsxJ,/R ( conjunto cuociente )
33. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia R en Jy xJ5
()R« y) =  (z—2'=3 AN y+y =2)

a Determinar por extension R(2,3) (clase de (2, 3))

b Determinar por extension (J4xJs) /R ( conjunto cuociente )
34. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en JgxJg
()R, y) <= (22+32'=5 A 3y+4y =7)

a Determinar por extension R(2,7)

b Determinar por extension (JgxJg) /R
35. Dada la siguiente relacion de equivalencia en JyxJ,
(z, )R, y) <= (2z2+2'=3 AN y+y =2)

a Determinar por extension R(2,3)

b Determinar por extension (J4xJ4) /R
36. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en J5xJ5
(z,y)R(2',y) <= (2z+2' = 3N y+y = 2)

a Determinar por extension R(2, 3)

b Determinar por extension (JyxJ,) /R
37. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en J5xJ5
(2, )R, y) <= (22+32'=5 A 2y+y =3)

a Determinar por extension R (2, 3)
b Calcular |(J5xJs5) /R| (cardinal)

¢ Determinar por extension (JsxJ5) /R
38. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en J3xJ;.
(x,y)R(z,y) <= (:v+2x‘:3 A 2y+y’:3)

a Determinar por extension R(2, 3)
b Calcular |(J3xJs3) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (J3xJs3) /R
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