Capitulo 1

Introduccion

Este texto es la continuacién natural del libro Algebra Lineal, donde se expusieron los
capitulos de matrices, espacio vectorial y transformaciones lineales, mantenemos las notacio-
nes que empleamos y que se supone conocido para el desarrollo de presente texto.

Iniciamos el texto realizando una introduccién al algebra de polinomios, de modo de fun-
damentar la existencia de una base que proporciona la forma candénica de una transformacién
lineal, lo cual depende del tipo de cuerpo y las dimensiones de los espacios propios.

El el segundo capitulo se aborda el tema de las formas bi(sesqui)lineal, donde se clasifica
estas forma y se encuentran condiciones de modo que la matriz asociada sea diagonal, reali-
zando una seccion para tratar el caso particular de los Producto Internos sobre los cuerpos
de los ntimeros reales o complejos.

Se concluye con el ultimo capitulo dedicado al producto tensorial, antisimétrico y el
simétrico.



Capitulo 2

Formas Canodnicas

Dada una transformacién lineal, determinar su forma canénica significa encontrar una
base en la cual la matriz asociada a la transformacién lineal sea lo mas simple posible, es
decir, sea diagonal, triangular o de Jordan.

En el presente capitulo, se explora cuales son las condiciones para la existencia de esta
base y con ello esta forma. Para ello es necesario recordar algunas propiedades del dlgebra
de polinomio.

2.1. Introduccion Polinomios.

En general los polinomios se presenta como expresiones formales en una o en varias
variables con coeficiente en algiin cuerpos K.

Definicién 1 Sea f : Ny — K una funcion.
Se dice que f tiene soporte finito, si y solo si el conjunto

K -{0}) ={neNy| f(n) € K- {0}
es finito.
Definicién 2 FEl conjunto de los polinomios se denota por
Klz] = {f : Ng — K| f tiene soporte finito}

Las operaciones suma y el producto en K[z| estan dadas por
Suma: Sea f, g € K[z], luego f + ¢g : Ny — K definido por

(f +9)(@) == (i) + 9(i).

Producto: Sea f, g € K|z], luego fg : Ny — K definido por

(fo)(i) =Y _fi—1)-g(D).
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Propiedad 1 K[z] con esta suma y con este producto es un anillo conmutativo con unidad.
Es decir,

1. (K[z],+) es un grupo abeliano
2. (Klz],-) es un monoide conmutativo

3. Distributividad del producto sobre la suma.
Definicién 3 Sea f un polinomio no nulo, se dice que n es el grado de f si y solo si
n = gr(f) = deg(f) = maz{f~ (K~ {0})}.
Teorema 2 Sean f y g dos polinomios en K[z], entonces:
1. f-g=0& f=0Vvg=0.
2. Si f,g son no nulos, entonces

gr(fg) = gr(f)+gr(g).

Funcién Polinomial: Sea f € K|x]

1.
f:r K — K
gr(f) ‘ gr(f) ,
o — 3 [l = f0)+ X S0
2.
fi My(K) — M,(K)
gr(f) 4 gr(f) ,
A — 2]‘3(1')14Z = f(0)Id + Zlf(z)A’
3.

f: End(V) — End(V)
gr(f) ) gr(f) .
T — 20 f@)T" = f(0)Id+ ; f@@)T"

Notacién: Sea f € K]z], no nulo entonces denotamos

Ejemplo 1 Sea f =1+ 3x + 2? € R[z], donde

fZ NO — R
1 ie{0,2}
i — fli)=¢ 3 i=1
0 i¢{0,1,2}
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1 2
1. SeaAz(l 3),luego

- (3 )5 (11)+(38)-(22)

2. S1T(x,y) = 3z +y,4z + 3y), luego

T*(z,y) = T(T(z,y))
=T3x 4y, 4z + 3y)
= (3(3z 4+ y) + (4= + 3y), 4(3z + y) + 3(4x + 3y))
= (13z + 6y, 24z + 13y).

Ahora

f(T)=1Id+3T+T?
F(T)(x,y) = Id(z,y) + 3T (x,y) + T*(z,y)
= (z,y) + 33z +y, 4 + 3y) + (13z + 6y, 24z + 13y)
= (232 + 9y, 23y + 362)

Propiedad 3 Si dimg(V) = n entonces
End(V) ~ M,(K),

Definicién 4 Sea f un polinomio y o € K,
a es una raiz de f siy solo si f(a) =0

Teorema 4 Sea A € M,(K), T € End(V), f,g € K[z], entonces
L A(f+9)(A) = f(A) +9(A), (f +9)(T) = f(T) + 9(T)
2. (f9)(A) = f(A) - g(A), (fg)(T) = (T) - 9(T)

Demostracién:

= Z () A’ Zg(j)A
_ Z f AH—J

=Y (Z flt— j)g(j)) Al
= (fg) (4)
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Teorema 5 Sea A € M,(K), entonces existe un polinomio f en K[z| no nulo tal que
f(A)=0.

Demostracién: Sabemos que la dimensién de las matrices M, (K) es n?, luego el conjunto
{Id, A, A%, ... ,A"Q} es linealmente dependiente (ya que tiene n? + 1 elementos), es decir
existen algtin 0 # «; € K tal que

a0+a1A+~~-+anzA"2:O,

definimos
2
f=ay+az+ -+ aer”™ € Kz,

y f(A) =0. O

Corolario 6 Sean V' wun espacio vectorial de dimension finita sobre K y T € End(V),
entonces existe un polinomio f en K[z| no nulo tal que

£(T) =0.

Propiedad 7 Sean f € R[z|, o € R una raiz de f yn € N* es la multiplicidad de o en f

sty solo si
(ﬁ) (@)= fP(a) =0, j<n

dxI
F(a) #0.
Observacién: La demostracién se obtiene usando la siguiente propiedad
fZ NO — R f/:f(l)Z Ngo — R
i — f(i) i — G+ f(i+1)

n
De otro modo, tenemos si f = > f(i)z", entonces
i=0

[y

n—

f’zzif(i)wi‘l =2 G+ DfG+ 1

<
Il
o

Si f, g € R[z] entonces

3

() = (:‘) fgtn=

1=0

Teorema 8 Sean f,g € K[z]|, entonces existen h,r € K[x] unicos tales que
f=g-h+r

conr=0 V gr(g) > gr(r).
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Corolario 9 Sean f € K[z], « € K
a es una raiz de f siy sélo si existe h € K[z] tal que f = (x — a)h

Definicién 5 Sea A un anillo conmutativo. Se dice que I es un ideal de A si y sélo si

1. Sig,fel, entonces g+ [ € 1.

2. Sigel, he A, entonces gh € 1.

Ejemplo 2 Sea K un cuerpo y g € Klz]. Demostrar

(9) ={g-h|h €Kz}
es un ideal de K[z, llamado ideal generado por g.

Teorema 10 Sea K un cuerpo, entonces todo los ideales de Kx] estdn generados por un
elemento, es decir
Si el ideal I es no nulo, entonces existe un unico polinomio mdnico que lo genera.

Demostracién: Sea [ un ideal de K[z] no nulo, luego

gr: I —{0} — Ny
f — gr(f)

como Im(gr) C Ny y es no vacio, luego existe el minimo, sea p € I, tal que p es ménico y
gr(p) = min(Im(gr)).

Ahora demostraremos que (p) = [

La primera contencién es inmediata, ya que [ es un ideal.

En el otro sentido, sea f € I, luego aplicando teorema 8, tenemos

f:p'd_'_rv
donder=0 Y gr(p) > gr(r), luego
f=pd+r< f—pd=r,

donde f €Iy pde I, luego r € I, sir+# 0 es una contradiccion.
De este modo se tiene que r =0y

f=rpdC (p)
La unicidad se obtiene de I =< p >=< ¢ > entonces, existe f,g € K|z] tales que fp = ¢,
p = qg, reemplazando y comparando grado se obtiene la unicidad
O
Propiedad 11 Sea A € M,(K), entonces {f € K[z] | f(A) =0} es un ideal de K[z].

Demostracion:
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1. I={feK[z]| f(A) =0} # ¢, por teorema 5.

2. Sean f,g € I, luego

(f + g)(A) = F(A) £ g(A) = 0£0=0.

3. Sean f € Iy h € K[z], luego

(fh)(A) = F(A)h(A) = Oh(A) = 0,
O

Corolario 12 Sea A € M, (K) — {0}, entonces existe un unico polindmico médnico ¢ tal
que

{f €Kzl [ f(A) =0} = (¢a).

Propiedad 13 Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre K y T' € End(V')) no
nulo, entonces existe un unico polinomico monico ¢ tal que

{f € Kz] | /(T) = 0} = (¢1)-

Definicién 6 Sea A € M, (K) — {0}, ¢4 es llamado el polinomio minimal de A, es decir,

b4 es el polinomio de grado menor, con coeficiente principal igual a 1 que cumple con
d4(A) =0, y todo otro polinomio que anule a la matriz A se puede factorizar, donde uno de
los factores es el polinomio minimal.

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre K y T € End(V)) no nulo, ¢ es
llamado el polinomio minimal asociado T, es decir,

o7 es el polinomio de grado menor, con coeficiente principal igual a 1 que cumple con
or(T) =0, y todo otro polinomio que anule a T se puede factorizar, donde uno de los factores
es el polinomio minimal.

Ejemplo 3 Sea a € R.
1. Sea Id € M,(R) entonces ¢rq =z —1
2. Sea ald € M, (R) entonces ¢orq =1 —
3. Sea A = ( (1) ; ) entonces o4 = (x — 1)(z — 2)

2.2. Diagonalizacién
Definicién 7 Sea A € M,(K), a € K
1. « es un valor propio de A siy sdlo si existe v € K™ — {0} tal que A -v' = av’.

2. v € K" —{0} es un vector propio de A siy sdlo si existe a € K tal que A-v' = av’.
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3. El espacio propio asociado a « es el conjunto

={veK" | A-v'=av'}.

Anélogamente la nociones para transformaciones lineales

Definicién 8 Sean V' un espacio vectorial sobre K y T € End(V)), a € K

1. « es un valor propio de T siy solo si existe v €V — {0} tal que T'(v) = aw.

2. veV —{0} es un vector propio de T siy sdlo si existe o € K tal que T'(v)

3. El espacio propio asociado a « es el conjunto

Vo={veV | T(v)=av}.

Propiedad 14 Sea A € M, (K), a € K, entonces
a un valor propio de A si y solo si « es una raiz de ¢ 4.

Demostraciéon: Como A - v = awv, notemos por induccién lo siguiente
A%t = A(AvY) = A(a') = aAv' = oot
ademas se tiene que
A"t = AA™ = A(a™') = o (Av') = o Tt

Por lo tanto A™v! = ™!, para todo n € N.

Sea
'8
= E a; "
i=0

10

= Q.

Veamos ahora la demostracién, para ello recordemos que ¢ 4(A) = 0, evaluando en a tenemos

da(a) = > a;a', ademds

1=0

= zr:ai(o/ Zal AZ t (ZCLZAZ> vt =pa(A) - vt=0-vt=0
i=0

es decir,
$a(a)(v') =0

Como v # 0, luego ¢4(a) =0, de lo cual o es una raiz ¢4.
El reciproco, sea « es una raiz de ¢4, luego

(bA:((L’—Oé)-h,

¢a(A) = (A—ald)h(A) =0
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1. Si h(A) es invertible, entonces
A—ald=0, ¢p=x—aq,
de donde A = ald.

2. Si h(A) no es invertible, notemos que gr(¢a) > gr(h), y h(A) # 0, ya que ¢4 es el
polinomio minimal de A (es decir el menor polinomio que anula a A).

Luego existe w € K" tal que

h(A)-w'=v"#0

Reemplazando se tiene que

¢A(A) . wt =0
(A—ald)(h(A)-w") =0
(A—ald)v' =0
Avt — o' =0
Avt = av’.
De este modo, a es un valor propio de A. O

Corolario 15 Sean V' un espacio vectorial sobre K y T € End(V)), o € K, entonces
a un valor propio de T si y solo st a es una raiz de ¢r.

Definicién 9 Sea A € M, (K),

Se define el polinomio caracteristico asociado a una matriz como

Py =det(A — xId) € K[z]

5 —6 —6
Ejemplo 4 Sea A= | -1 4 2
3 —6 —4

Determinar Pa(z) el polinomio caracteristico.

Solucién: Reemplazando

3 -6 —4-ux
= —(2® — 52 + 8z — 4)
= —(v —1)(—2® + 42 — 4)
= —(z—1)(z —2)~

Por lo tanto Pa(z) = —(z — 1)(z — 2)2
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Observacién: En caso de endomorfismo la definicion es similar ya que

det(A —zld) = det(A— xld)det(P~'P)
det(P~")det(A — zId)det(P)
= det(PY(A - x1d)P)
(P

= det(P7'AP — x1d)

Luego el determinante, no depende de la base, de otro modo es invariante de la base.

Definicién 10 Sean T € End(V'), donde V' es un K espacio vectorial de dimension finita,
y B una base de V.
Se define el polinomio caracteristico asociado a una transformacion lineal como

Pr(z) = det([T)g — zId).
Ejemplo 5 Sea
T: K> — K2

Determinar el polinomio caracteristico de T'.
Consideremos C = {(1,0), (0,1)} base candnica de K2, luego

ne-[! 4]

Donde el polinomio caracteristico es:

1

1—2x
PT—d€t|: 4 9

}:x2+x—6.

Observacion: En general para una matriz A € Ms(K), se tiene que
Py = 2* —tr(A)x + det(A),
ya que
det{a_x E ]:(a—z)(d—x)—bc
c d—=x

=ad — ax — dx + 2* — bc
=22 — (a +d)z + (ad — be)
= 2% — tr(A)x + det(A).

Ejemplo 6 Sea T : R® — R3, tal que
T(x,y,z) = (2,32 —y —x,—x + 4y + 2z)

Calcular Pr(z) el polinomio caracteristico.
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Solucion: La matriz asociada es

0 0 1
T=| -1 -1 3
—1 4 2
donde C es la base canénica de R3.
0—=x 0 1
Pr(x) = -1 —-1—=x 3
-1 4 2—x

=—z[(-1-2)2—2)— 12|+ (—4—-1—-12)
=M+ -2 —5—=x

=2’ + 2>+ 13z -5
Por lo tanto Pr(z) = —a® + 22 + 13z — 5

Teorema 16 (Cayley- Hamilton) Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension

finita, entonces
Pr(T)=0

Demostracién: Sea 7' un endomorfismo sobre un espacio de dimension n y A = [T]5 la
matriz asociada en alguna base del espacio.

Luego tenemos que Pa(z) = det(A — xld,) = apa™ + an_ 12" ' + ... + a1 + ap Ademés
B(z) = adj(A — z1d,). Cada coeficiente de B(z) es un polinomio de grado menor o igual a
n — 1, de este modo podemos descomponer la matriz del siguiente manera

B([L’) = Dn—lxn_l + Dn_2$n_2 + ...+ Dll' + DO
Recordando la propiedad de la matriz adjunta tenemos que
Py(x)Id, = B(z)(A—xzld,)

(Dp12™ ' 4+ Dy 02" 2 + ...+ Dz + Dy)(A — zld)
= —Dn_ll'n + (Dn_lA — Dn_g)l’n_l +...+ (DlA — D())x + D()A

De lo cual obtenemos que

apld, = —D, 4

an_11d, = D, 1A—D,_»
ald, = D,A—D,_1;r>0
apld, = DyA
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Realicemos el reemplazo ahora

Po(A) = A" +ap 1 A" a1 A+ oag
= a,Jd, A" + a1 Id, A" + ... +ayld, A+ agld,
= —Dp A"+ (Dy 1A — Dy o) A" .. (DyA + D)A* 4 (DA — Do) A+ Dy
=0

O
Corolario 17 Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension finita, entonces
¢r divide a Pr
o bien
Eziste h € K|z] tal que Pr = ¢r - h
Propiedad 18 Sea A € M, (K), las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. « es un valor propio de A.

2. ker(A—ald)={veK"| Av' = av'} # {0}.
3. A— ald es singular.

4. det(A — ald) = 0.

5. a es una raiz del polinomio caracteristico.

Demostracién: Sea « es una raiz del polinomio caracteristico, luego det(A — ald) = 0, es
decir, es singular, de lo cual, se obtiene que ker(A — ald) # {0}, y finalmente es un valor
propio.

Si v es un valor propio de A, luego se tiene que existe v € V' — {0}, tal que Av* = av?,
es decir v € ker(A — ald), por ello la matriz es singular, lo cual indica det(A — ald) = 0,
con lo cual es una raiz del polinomio caracteristico. O

Corolario 19 Sean A € M,(K), a €K

a es una raiz de ¢4 sty solo st a es una raiz de Py.

Corolario 20 Sean V' un espacio vectorial dimension finita sobre K, « € K y T' € End(V'))
entonces

a es una raiz de ¢ si y solo st a es una raiz de Pr.

Ejemplo 7 Sea

5 —6 —6
A= -1 4 2
3 —6 —4

Determinar los espacio propios asociado a A.
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Solucion: Del ejemplo 4, tenemos que
Py(z) = —(x — 1)(z — 2)%
Del corolario anterior tenemos que
6(x) = (z — 1)(z — 2)? 0 bien ga(z) = (z — 1)(z — 2).

luego los tinicos valores propios son 1y 2.
Ahora veremos los espacios propios asociados correspondientes. El valor propio 1 tiene el

siguiente espacio propio,
Vi={veR| A = '}
Vi={veR®|(A-1Id)(v') =0}

donde
4 —6 -6 0 6 2 1 -3 -2 1 0 —1
—1 3 2|+ -13 2|10 3 1| +— 10 3 11,
3 -6 -5 0 3 1 0 3 1 00 0

con lo cual obtenemos que v = (z,y, 2) = (2, —z/3, z). Luego
Vi={(1,-1/3,1)) = ((3,-1,3))
Para el otro valor propio, se tiene el espacio propio dado por:

Vo= {v e R?| Av' = 20"}
Vo ={veR’| (A—2Id)(v) = 0}
Vo = ker(A — 21d)

donde
3 —6 —6 000
-1 2 21— -1 2 21,
3 -6 —6 000

asi obtenemos que v = (z,y, z) = (2y + 2z,y, z). Luego

Vo =1((2,1,0),(2,0,1)).

3 2 2
Note ademas si construimos la matriz P = | —1 1 0 [, se tiene que
3 01
-1 2 2
Pl'l=|-1 3 2
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Y queda de ejercicio, comprar que se obtiene

10
P'AP= 1|0 2
00

N OO

Observacién: La generalizacién del resultado obtenido anteriormente, consideremos las ma-
trices P, P~1, A del ejercicio anterior, se tienen:

i) P-et=vleV it) P71l =¢l
P-ehb=vl eV, P~ 20k = 26
P.eb=vtel, P~ 20k = 26!

También tenemos:
Avl =) Avh = 20h Avh = 208
Por ultimo se tiene
P 'APe, = ¢! PTlAPe, = 2¢l, PT'APel = 26

De este modo la matriz P71 AP es diagonal.
Sea A una matriz de orden n, con coeficientes en K, podemos asociar una transformacion

lineal del siguiente modo
Ty : K* — K="
v — vA

Luego T4 es una transformacion lineal, ya que
1) Talv+w) = (v+w)A" = vA" + wA" = Ty(v) + T(w).
1) Ta(av) = (av)A' = a(vA') = aT4(v).

Es facil obtener que [T4]c = A.
Si consideremos la base B = {(3,—1,3),(2,1,0),(2,0,1)}, formado por los vectores en-
contrados anteriormente, tenemos la matrices cambio de base P = [Id]%, de donde se obtiene

PIAP = [1d)E - (T4 - (15, = [Talf =

S O =
S NN O
N OO

Definicién 11 Sean A € M, (K) y T € End(V).

1. Se dice que A es diagonalizable siy sélo si existe P € Gl,,(K) (matrices invertibles)
tal que P~*AP es diagonal.

2. Se dice que T es diagonalizable siy solo si existe B una base de V tal que [T|g es
diagonal.

Teorema 21 Sea A € M, (K), entonces
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A es diagonalizable si y solo si Ty es diagonalizable.

Demostracién: Si A es diagonalizable existe P € GI,,(K) tal que P~'AP es diagonal.
Pero notemos que el la base candnica se tiene que

[Tale=A

Luego
P TplcP =P 'AP

Definimos la base B de V modo que P = [Id]%, de lo cual
[Talg = P [Ta]lcP = P'AP

es decir, T" en la base B es diagonal.
El reciproco, tenemos que existe una base B de V, tal que [T4]p es diagonal,

[Tals = [d]g[Tale[1d]¢ = PT'AP
es decir, existe P invertible tal que P~1AP es diagonal. U

Propiedad 22 Sean A, B € M, (K), tal que existe P € Gl,,(K) de modo que B = P~*AP,
entonces

pa(z) = ¢p(7).

Demostracién: Notemos primero lo siguiente

(P7'AP)? = P 'APP'AP = P'A2P
(P7'AP)"™ = (P7'AP)"P7'AP = PT'A"PP'AP = P A™P

Luego se obtiene que
(Yn € N)((P'AP)" = P71A"P)

Por otro lado se tiene que ¢4(z) = > a;2", luego evaluamos en B, donde
i=0

= Zr:ai “1AP) Zal P'A'P (Za AZ) P =P} (¢a(A)P =0.

Asi
ba € (OB),

de donde ¢4 = g - h
Con un desarrollo similar, obtenemos que ¢p = ¢4 - b/, reemplazamos

pa = ¢al'h.

Cancelando y debido a que ¢ y ¢4 son ménicos, entonces b’ y h deben ser 1. 0
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Ejercicio 8 Sea
T: C? — C?
(x,y) — (3x —iy,2x+ 3y)

Determine:

1. El polinomio caracteristico de T' con C? como C-espacio vectorial.

2. El polinomio caracteristico de T con C* como R-espacio vectorial.
Propiedad 23 Sea A € M, (K), ¢4 su polinomio minimal tal que

a4 =1+ 2,
con @1, ¢o primos relativos monicos, consideremos
Vi={veK"|¢(4) v =0}

entonces

L. Vi={v-:(A) [ve K} Va={v-¢1(A)" |veK"}

2K =VieV, A AV)CVi A AW C Vi

3. TA|V¢ =Ty, entonces ¢4, = ¢;

Observacién: Debemos tener presente para la demostracion que, si ¢q, ¢o € K[z] son primos
relativos, entonces existen hy, hy € K[z] tales que

¢rhy + pohy =1
Evaluando tenemos
¢1(A)hi(A) + pa(A)ho(A) = Id (*)
o bien
(¢1(A) (M (A)" + (da(A) (ha(A)) = Id (%)

Demostracion:

1. Demostraremos que
{veK" | v-¢i(A) =0} ={v-¢(A)" | veK"}
Veamos la primera contencién, sea w € {v - ¢o(A)" | v € K"}, luego w = v - ¢o(A)*
A1 (A) - w' = g1(A) - dp(A) - 0" = ga(A) - v' =0-0" =0

Para la otra contencién se tiene que, dado w € {v € K" | ¢1(4) - v* = 0}. Por (*)

tenemos
P1(A)hi(A) + p2(A)ho(A) = Id
P1(A)h (A)w' + da(A)ha(A)w' = w'
$2(A)(ha(A) - w') = w

escogemos v' = hy(A) - w', y tenemos

Ba(A) - v = w'
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. Ahora probaremos la suma directa y la estabilidad.

Demostrar que K® =V} + V;

¢1(A)hn(A) + ¢5(A 1
hl (A)tgbl (A)t v+ hQ(A)t(¢2(A . =
$1(A) (hi(A) - v) + ¢o(A") (hao(A) - v) = v

pero ¢ (A)! ((A): - v) € Va y 6a(A) (ha(A)' - v) € Vi, luego

>
= =
N
~—
Il

K'=Vi+ V3
Sea w € Vi NVa, en (*) se tiene

P1(A)hi(A) - w' + pa(A)ha(A) - w'
hi(A)(é1(A) - w') + ha(A)(¢2(A) - w')

wt
wt

19

va que w € Vi N Va, tenemos que ¢1(A) - w' =0y ¢o(A) - w' = 0, de donde concluimos

que w =0

Ahora la estabilidad, para ello notemos lo siguiente:
AN g A= g AAT =) g AN = (ZalAi> A
i=0 i=0 i=0 i=0

Sea w € V; entonces es claro que w - A® € K", ademés
$1(A)(A-w') = (¢1(A) - Ajuw' = A 6,(A) - w' =A-0=0.

Luego w - At € V}

. Sea

Ty : K* — K"
v — v- Al

luego
Tay=Taly,: Vi — Wi
v o— v A

Sea 1; el polinomio minimal asociado a T4,, entonces ¢;(Ty4,) = 0, es decir
(Vv € Vi)(¢hi(A) - v = 0),
luego ¢; = iti. (+x)

Ademas, sea v € K"

Y1 (A)a(A) - 0" = (1 (A)ha(A)) (V] + v3)),
= h1(A)ha(A)v] + 1 (A)a (A)vy
=0.
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Ast (Vo € K™)(¢1(A)o(A)vt = 0), luego

V1(A)(A) =0,

donde 115 es un polinomio que se anula en la matriz A, de lo cual se obtiene que

Y1)y = @t
= Q10913
= P1ipatstatly

cancelando y como 1);, ¢; son moénicos en (**) obtenemos que
tl - t2 - 1
0

Propiedad 24 Sean V' un espacio vectorial dimension finita sobre K, ¢ su polinomio mi-
nimal tal que

¢r = @1+ P2,

con @1, ¢o primos relativos monicos, consideremos
Vi={veV | ¢:(T)v=0},

entonces

L Vi={gaTv | veV}l Va={a(l)v | veV}

2V=VieVi A T CWV A T(Vy)CV

3. T\VZ_ = T;, entonces ¢r, = ¢;
Observacién: Con el siguiente ejemplo revisaremos los paso de la demostracién
Ejemplo 9 Dada la transformacion lineal

T: R? — R?

Tenemos que la matriz cambio de base en la base candnica, esta dada por

(1]

y tenemos que el polinomio caracteristico corresponde a Pr(z) = (x — 2)(x + 3) = ¢r(z),
luego

dr(r) = ¢1(x) - P2(x),
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donde ¢1(x) =x — 2, ¢o(x) =2+ 3, ademds

Vi={veR® | 1(T) v =0}
={veR® | (T'—2Id)-v=0}
={6a(T)v | veR?
= {(T +3Id)v | veR?

Y
Vo={veR* | ¢(T) v=0}

={veR?® | (T+3Id)-v=0}

={(T - 2Idv | veR*}
Luego

R*=V; @ Va.
Ademads tenemos, la restriccion
h: i — W I: Vo — Vs
v o— Tw)=20" v — T(v)=-3v

donde el polinomio minimal de Ty es ¢p1(x) =x — 2 y el de Ty es ¢o(x) = & + 3.

Corolario 25 Sea A € M,,(K) y pa(x) = ¢1(x)--- ¢ (), tal que ¢p1(x), ..., d.(x) son primos
relativos monicos.
Si
Vi={veK" | ¢;(4) v =0},

entonces

Corolario 26 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y T € End(V), ¢r(r) =
o1(x) -+ o (), tal que ¢p1(x), ..., ¢p() son primos relativos monicos.
Si
Vi={veV [ ¢(T)v =0},

entonces

Teorema 27 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y T € End(V), tal que su
polinomio minimal, se factoriza del siguiente modo

or(z) = (z — o)™ (. — ) - - (. — o)™,

con «; todos distintos. Entonces
V=8V,
i=1

donde V; ={v eV | (T — ald)Pv =0} y T(V;) C V..
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Demostracién: Como las raices «; son distintas, entonces los factores (x — o )Pi, son primos
relativos, luego las propiedades anterior se obtiene el teorema 0

Corolario 28 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y T € End(V'),
Si el polinomio minimal ¢ tiene todas las raices en K y cada una tiene multiplicidad 1

en entonces T es diagonalizable.

Corolario 29 Sea A € M, (K)
Si el polinomio minimal ¢4 tiene todas las raices en K y cada una tiene multiplicidad 1

en entonces A es diagonalizable.
Ejemplo 10 Sea T € End(R?), tal que

T(x,y,z) = (2,32 —y —x,—x + 4z — 2y),
Determinar el polinomio minimal examinando los posibles espacio anuladores

Solucion: La matriz asociada a T en la base candnica es:

0 01
A= -1 -1 3
-1 -2 4

Luego el polinomio caracteristico es Pr(z) = (1 —x)3, de lo cual, el polinomio minimal debe
ser algunos de los siguientes

¢A:x_1a ¢A:(x_1)27 ¢A:(z_1)37
Investiguemos, determinando los siguientes espacio.

1. Wy ={veR3| (T — Id)v =0}, se sigue

—1 0 1 1 0 —1 1 0 -1 1 0 —1
-1 -2 3(+—l-1 -2 3|10 -2 2|10 -1 1
-1 -2 3 0O 0 O 0O 0 o0 0O 0 0
de donde se concluye que
Wi =((1,1,1)).
2. Wy ={v e R3| (T — Id)*>v = 0}, luego
1 0 1]? 0 -2 2
-1 -2 3 =10 -2 2
-1 -2 3 0 —2 2
de donde
0 -2 2 01 —1
0 -2 2 |— 100 O
0 -2 2 00 0

de aqui concluimos que
Wy =1((1,1,1),(0,1,1)) .
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3. Wy ={veR3| (T — Id)3v = 0}, donde

-1 01 000
-1 -2 3 =100 0
-1 -2 3 000

por lo tanto
W3 =1((1,1,1),(1,0,0),(0,1,0))

Claramente tenemos que ¢r(z) = (z—1)%, ya que Wy G Wy G R®. Consideramos la base

B=1{(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0)},

luego
1 -1 =2
Tlp=10 1 2
0o 0 1

Definicion 12

1. Sea A € M,(K). Se dice que A es triangularizable si y sdlo si existe P € Gl,(K)
tal que P~*AP es triangular.

2. SeaT € End(V). Se dice que T' es triangularizable siy sélo si existe B base de V
tal que [T|p es triangular.

Note que la transformacién del ejercicio anterior es triangularizable

Teorema 30 Sea Ty : K" — K", tal que ¢pa(z) = (x — ¢)?, donde
W;={veK"|(A—cld)" v =0},

entonces

1. Wi <Wy <. < W, =K"

2. Wi(A—cld)! CW,_4

3. Si W; = W;y1 entonces Wi = Wiio
Demostracién:

1. Veamos las contenciones

Wy <Wy<-o- < W, =K"
Sea j, tal que 1 < j < p, y v € W, luego (A — cId)’ - v' = 0, multiplican obtenemos

(A— cIdy*' - vt = (A — cld)(A — cId)y v = (A—cId)-0 =0

por lo tanto v € Wjy.
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2. Sea j, tal que 1 < j < p, veamos ahora
Wi(A — eld)t C W,_y,
es decir, si v € W;(A — cId)!, debemos demostrar que (A — cId)’~* - v' = 0.
Para ello, sea v € W;(A — cId)*, entonces v = w(A — c¢Id)!, con w € W, luego
(A—cldy™ - v' = (A—cldy™' - (A - cld)w' = (A — cld)’w' =0,
por lo tanto v € W;_4

3. Supongamos que
Wi = Wi

implica W, 1 = W, .
De la primera parte se tiene W; 1 C Wi ys.

Para la otra contencién tenemos de la segunda parte que Wi o(A — cld)! = Wi;.
Ahora bien, si w € W;yo, luego w(A — cld)" € W;;; = W;, por hipétesis, entonces
0= (A—cld) (A —cld)w' = (A — cld)™w!, es decir w € W, 1.

Wiy = Wit

Corolario 31 Sea T € End(V), tal que ¢r(x) = (x — )P, si
Wi={veV | (T—cld)'v=0},
entonces
1. Wy <Wy <o <W,=K"
2. (T —cld)W; ={Tv | ve W;} CW,,4
3. Si W; = W;y1 entonces Wi = Wiio

Corolario 32 5i A es una matriz tal que el polinomio caracteristico se puede factorizar,
solo con factores lineales entonces A es triangularizable.

Demostracion: De la primera afirmacién del teorema tenemos que una base de W;, se puede
extender a una base de W, 1, aplicando en forma reiterada, lo anterior podemos obtener una
base del espacio total.

De otro modo tenemos lo siguiente

By = {wy1,w1a, ..., wis, } una base de Wy y como W; C Wy, se extiende a
By = {wy1, ..., Wis, W1, . .., W, } una base de Wy y como Wy C Wi,

J— — n
By, = {wi1, ..., Wis;, War, ..., Wasy, . - -, Wp1, - . ., Wy, } Una base de W, =K
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De la definicién de W; tenemos que,
(A —cld)w); = 0 & Aw! = cw);,

De la segunda afirmacion,
WQ(A - C]d)t Q Wl,

luego
Y
t § t t t § t
)

En general tenemos que W;(A — cId)t C W;_y,
w;r(A — cld)' € Wi_y & Awj, = cw), + Z Z Qi W),

Con ello tenemos que la matriz de [T4]p, es triangular superior. O

Corolario 33 Si T € End(V) es una matriz tal que el polinomio caracteristico se puede
factorizar, solo con factores lineales entonces T' es triangularizable.

Ejemplo 11 Sea T € End(R5), tal que la matriz en la base candnica es

1 0 -110
4 1 -3 21
A=| -2 -1 011
3 -1 -3 4 1

| 8 —2 -7 5 4|

y el polinomio caracteristico es Pr(z) = (x — 2)5.
Determinar una base en la que la matriz asociada a T sea triangular.

Solucion: Ya que el tinico valor propio es 2, debemos calcular los espacios correspondiente
del teorema anterior

1. Wy ={veR’| (T —2Id)v = 0}, se sigue

-1 0 -1 10 1 0 1 -1 0 100 O O
-4 -1 -3 21 0 1 -1 2 -1 010 1 -1
-2 -1 -211{+~—|0 -1 0 -1 1}+—f{0O01 -1 01,
-3 -1 -3 21 o -1 0 -1 1 000 0 O
-8 -2 -7 5 2 o -2 1 -3 2 000 0 O

de donde

Wy =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1))
2. Wy ={veR| (T —2Id)*v = 0}, se sigue

00 000
00 000
(A-2Id)?*=| -1 0 -1 1 0|,
-1 0 -1 10
-1 0 -1 10
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luego
00 00O 101 -1 0
00 00O 000 00O
-10 -110|+~—]000 O0O0],
-1 0 -1 1 0 000 00O
-1 0 -1 10 000 00O
de donde

Wy ={((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,—1,0,0),(1,0,0,1,0))

Hemos completar la base de W para obtener una base de W5.
Finalmente

Ws =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,-1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,0)),

Recuerde que los espacios no pueden ser iguales teorema 30, por ello la dimensién debe
aumentar, por lo cual W5 = R?,

B = {(07 _]-7 17 170) ) (07 170707 ]-) ) (1707 —1,0,0) ) (170707 ]-70) ) (170707()’0)}

Sabemos por el corolario anterior que la matriz tiene la forma

oo oo
coc oo
oo |
oo |

2

Veamos ahora los coeficiente que falta

0 0 0
~1 —2 ~1

Al 1 ]=] 2|=2| 1|
2 1
0 0

I

— o oo
I
DO

— o oo

I
7 NN O OO
[
N = DN
Il
Ve
|
—_
S~—
—_ o O = O
+
—~
[\
S~—
|
[ s
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1 2 0 0 1
0 —2 —1 1 0
A 0 (=] -1 |=(-1 1 1 4+(=3)] 0 |+2] 0 [;
1 1 1 0 1
0 -3 0 1 0
1 1
0 —4
A 0 = —2
0 -3
0 —8
0 0 ~1 1 1
-1 1 0 0 0
= 4| 1 |=-s]o|+2] 1 ]+1]o0|+2]0];
1 0 0 1 0
0 1 0 0 0
Asi ~ _
200 -1 —4
021 -3 =8
Tls=1002 0 2
000 2 1
000 0 2]

Observacién: En la proxima seccién veremos el Teorema Jordan, la dimensién de Wi nos
indica cuantos bloques tiene asociado este valor propio, ya que cada bloque tiene asociado
un valor propio.

Teorema 34 Sea A € M,,(K) y P4 el polinomio caracteristico
A es diagonalizable si y solo si Py tiene todas las raices en K y la dimension del espacio

propio es igual a la multiplicidad de la raiz en Pjy.

Demostracién: Supongamos que P4 tiene todas las raices en K, luego ¢4 tiene todas las
raices en K aplicando 1 teorema 27, tenemos que K" = @V, correspondiente, si B; es base de

V;, entonces
T
B =B,
i=1

es una base de V, al mantener el orden de los elementos de la base se obtiene que

1

T]s =

SO OO N
(SRR N
OO OO
w
e o o O
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Notemos que por teorema 30 tercera parte, una vez obtenida la dimension correcta, luego se
mantiene

Pr=|A; — 21d| - |Ay — 21d| - - - | A, — z1d|

=Py, - Py, - Py,
Por lo tanto Py, es el polinomio caracteristico y (x —a;) es el polinomio minimal asociado
Ty,
El reciproco es inmediato. O

Teorema 35 Sean T € Endg (V) y Pr el polinomio caracteristico
T es diagonalizable si y solo si Pr tiene todas las raices en K y la dimension del espacio
propio es igual a la multiplicidad de la raiz en Prp.

Ejemplo 12 Sea C = {(1,0,0,1,1),(1,0,1,2,2),(1,2,1,0,1),(1,1,2,1,2)} base de U y T
una transformacion lineal tal que

[T]C =

S O N =
S O =W
N W NN
I N

cuyo polinomio caracteristico es Pr(z) = (x — 1)* (z — 2) (z — 4)
Determine una base B de U tal que [T]; sea diagonal

Solucion: Los valores propios asociados a T  son 1,2, 4, para determine los espacios propios,
consideremos u; = (1,0,0,1,1),us = (1,0, 1,2,2),u3 = (1,2,1,0,1),us = (1,1,2,1,2).

L Vi={veU| ([Tl - Id)[ulc = 0},

-2 -3 -2 -1 2300
2 3 2 1 . 00 21
o 0 2 1 0000
o 0 2 1 10000
Luego i
3 0
—2 0
[U]C:a 0 +0b 1
0 | -2

Con lo cual tenemos que

Vi = <3’U1 — 2U21U3 — 2’&4) = <(1, O, —2, —1, —1), (1, 3, 0, —1, O)>
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2. Va={veU| ([Tl - 2Id)[ulc = 0},

-3 -3 -2 -1 1 100
2221H0010
0O 0 1 1 0 001
o 0 2 0 0000
Asi
1
e=c| o
0

De lo cual tenemos que

Vo = (u; —ug) = ((0,0,—1,—1,—1))

3. Vi={veU|([T] - 4ld)[ulc = 0},

-5 -3 -2 -1 200 3
2 0 2 1 N 020 =3
0o 0 -1 1 001 —1
o 0 2 =2 000 O
Luego
3
-3
[u]c—d -9
-2

De lo cual tenemos que

‘/4 = <3u1 - 3UQ - 2y3 - 2U4> = <(—4, —6, —9, —5, —9)>

Luego es diagonalizable y la base es:
B={(1,0,-2,-1,-1),(1,3,0,-1,0),(0,0,—1,—1,-1), (-4, —6,-9,—5,—-9) }

y se obtiene que

[T]B =

o O O
o O = O
o N OO
- O O O
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2.2.1. Ejercicios

3 0

1. SeanA:[Q 1},3:{1 a],czl‘g _Z}yp(x):(x—?))(x—l).

1 2

a) Calcular p(A) y p(C).
b) Determinar el valor “a” tal que p(B) =0

2. seanA:“ H,B:ﬁ’ Z],yp(x):(x—z;)(x—n.

a) Calcular p(A)
b) Calcular A2BA?
c¢) Determinar el valor “a” tal que p(B) =0

3. Sea T : Ry[z] — Ry[z] una transformacién lineal y C ={1,1 + x,1 + x + 2} base
ordenada de Ry[z] tal que

|
an
I
— O
— = o
[N Ep—

a) Calcular el Polinomio Caracteristico.

b) Determinar una base B de Ry[z],tal que [T]% sea diagonal.

c¢) Calcular T"(1 — 2?), para cualquier n € N.

4. Sea T : C3 — C® T(x,y,2) = (x + 2,2 + y,y + 2) una transformacién lineal de C
espacios vectoriales. Determinar si 1" es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar

5. Sea T : My(R) — M>(R) una transformacion lineal y

10 11 10 11
C:{{O 1]>{0 1],[1 1],{2 2]}baseordenadadeMQ(]R)talque

[ = T S
i =]
N DN W
_—_ o O O

Sabiendo que el Polinomio Caracteristico es Pp(z) = (z — 4) (x — 1)°
Determinar una base B de My(R), tal que [T]5 sea diagonal

6. Sea T : R* — R?® una transformacién lineal y B = {(1,0,0), (1,1,0),(1.,1,1)} base
ordenada de R?, tal que

11 -2
mE=1 1 -2 1
-2 1 1

Determinar si T' es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar
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10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

31

Sea T : Ro[z] — Ra[z] una transformacién lineal y B = {1,1 + z,1 + = — 2?} base
ordenada de Ry[z], tal que

0 -1 —1
Te=11 1 2
2 1 3

Determinar si T' es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

. Sea C = {(1,0,0,1),(1,0,1,2),(1,2,1,0),(1,1,2,1)} base de R* y T una transforma-

ciéon lineal tal que

[T]c =

O O N =
O O = W
N W NN
N = = =

cuyo polinomio caracteristico es Pr(x) = (z — 1) (z — 2) (x — 4)

Determine una base B de R* tal que [T, sea diagonal
Sea U= {(z,y,2) € R®* / 2z —3y+ 5z =0} un espacio vectorial, y

T U — U
(l’,y,Z) ~ (4y—32_2za32_ya_y+z)

una transformacion lineal. Determinar si T es diagonalizable.
Sea A € M, (K), A® su transpuesta. Demostrar que ¢4(x) = ¢4:(z).
Sea A, B € M,(K), con A invertible. Demostrar que ¢ap(x) = ¢ppa(x).

Demostrar que para todo n € N existen A, B € M,,(K), singulares tal que
Pap(z) # dpa().

En M;3(K). Determine las funciones coeficiente del polinomio caracteristico.
Demostrar Si A es diagonalizable y o € K entonces A — ol es diagonalizable.

Clasificar todas las matrices 3 x 3 similares
( Def: A es similar a B si y sélo si existe P € M,(K) tal que P~'AP = B).

Diagonalizar las siguientes matrices, si es posible

0 8 —3 —10 -7 16 —4 24 -9 —30 —21 48
0 2 0 -1 -1 2 0o 2 0 -3 -3 6
L -6 4 8 5 —12| 3 -20 10 28 19 —42
-1 8 -3 -9 -7 16 | -3 26 —11 —-35 —25 54
-1 6 -3 -8 —4 12 -3 16 -7 —20 —12 30
-1 7T -3 -9 —6 15 | -3 21 -9 —27 —18 41
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1
—2
0
3. 0
2
|2
4
0
-1
5. 1
1
1
[0
0
1
7. 1
-1
| -1
[ 1
0
0
9. 0
0
| 0
[0
—4
3
11. 3
1
1
2.2.2.
Problema 1.

—6
9

12
22
—10
8
—2
-7

S DN =N

—1
—1

-2
3
0

6
—12
-2
7

16
18

—18
—27
12
-7
0

9

-1
-1
1 1
-3
4
0

4 —10 ]
-8 18
0 2
4 —10
11 —24
12 —27

—32
10
8§ —14
6 —11

—6 14 ]

-8
-3
—6

17
11
15

—13 28]
—19 42
7 —20
-5 16
0 0

6 —11 |

Problemas Propuestos

10.

12.

3

—2

NI R V)

-2

—1
-3
-3

|
DN NN D W

—16
—1
14
—18
—10
—14

14

—10
16
16
21

36
—26

38
35

I
<IN IEN I

(@]

ot

)

-7
-7
-9

10
-2
-3

—15
12

—19
—15

20

—20
25
12
18

—19
12
—13
14

—16
11
14

—21

—20

—27

32
—4
—10

22
18

—46
35

—52
—45

14 —32
2 —4
—14 30
18 —38
7 —18
12 —27
5 —10
—-13 28
9 —18
—11 22
12 —20
6 —11
—11 26
7 —16
9 —20
—-15 32
—-12 30
—18 41
22 —48 1]
-2 4
-6 16
6 —16
15 —32
12 =27 |
—-31 68
23 —50
-3 0
1 4
-36 76
-30 67

Si A es una matriz diagonalizable de M, (R). Demostrar que A% es diagonalizable

32
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Problema 2.
Sea T : Ry[z] — Ry[x] una transformacién lineal definida por

T(ax® +bx +c)=(2a+2b+c)2* + (a +3b+c)x + (—2a — 4b — c)

Diagonalizar T

Problema 3.

Sea T : C* — C3 tal que T(z,y,2) = (v + 2,y + z,x + y + 22) es una transformacién
lineal de C espacios vectoriales.

Diagonalizar T si es posible.

Problema 4.
Sea T : Ry[z] — Ry[z] una transformacién lineal y B = {1 + 2,1 — 2,1 + x + 2%} base
ordenada de Ry[z] tal que

0 1 -1
TE=10 2 0
2 -1 3

Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

Problema 5.
Sea T : C3 — C? una transformacién lineal de C espacios vectoriales y C base canénica
de C? tal que

NC—

1 0
TE=1]0 1
1 1

Diagonalizar T' si es posible.

Problema 6.
Sea C la base canénica de R3 y T, en endomorfismos de R? tal que 1 es un valor propio.
3 =4 0
[Ta]c = -1 3 «
2 —4 -3

(a) Determinar Pr, (z) ( Polinomio Caracteristico)
(b) Para que valor de o € R, el endomorfismo T}, es diagonalizable.

(c) Para que valor de o € R, el endomorfismo T, es triangularizable.

Problema 7.
Sea A una matriz simétrica de My(R). Demostrar que A es diagonalizable
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Problema 8.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacién
Si A? es una matriz diagonalizable de M, (R) entonces A es diagonalizable

Problema 9.

Sean A, B € M,(R), de modo que existe P € GL,(R) tal que P"*AP y P~'BP son
matrices diagonales entonces
Demostrar que AB = BA

Problema 10.

Sea A € M, (R)
. Existe alguna relacién entre ¢a(x) v ¢pa2(x)?

2.3. Formas de Jordan

Una matriz de Jordan es una matriz de la forma

[ (M) 0 o - 0 ]
0 L) 0 - 0
0 0  J(Xg) --- 0
|0 0 0 o k(M) |
donde ~ .
M1 0 0 0
0 A 1 0 0
T =10 0 A 1 01 e M, (K)
00 0 0 v A

son los bloques de Jordan

Definicién 13 Sea T' € End(V'), un espacio vectorial de dimension finita sobre K.
Se dice que existe una Base de Jordan asociada o'l si y solo si la matriz de T asociada
a esta base es una matriz de Jordan.

Ejemplo 13 La siguiente matriz, es una matriz de Jordan con 4 bloques

110000
010000
002000
000200
000021

(00000 2]
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Observacién: Por el teorema (30), se tiene que dada una transformacion lineal 7 : V. — V|

tal que el polinomio minimal se factoriza ¢ = [ (z — ;)™ y definimos los subespacios
i=1

Vi={veV|(T-aqld)"v =0},
y cada T; esta dado por
=T, :Vi— Vs ¢én=(x—a)" ¢1_ana=y",

entonces

Definiciéon 14

1. Sea A € M,(K), se dice que A es nilpotente de indice k si y sélo si

2. Sea T € End(V), se dice que T es nilpotente de indice k si y sdlo si
or(z) = z*.
Propiedad 36 Si A € M,(K), T € End(V) es nilpotente, tal que dimV = m entonces
Pa(z) = 2" Pr(z) =a™

Ejemplo 14 Sea T € End(V), tal que

T]5 =

S OO OO
S OO O =
S OO = O
O O = OO
o= O OO

donde B = {vy, vy, v3, 04,05}, ademds ¢p(x) = x°, tenemos:

T(vs) = vy = T(vs)
T(vy) = v3 = T%(vs
T(vs3) = vy = T?(vs)
T(vy) = vy = T*(vs)
T(vy) =0=T°(vs)

luego, reemplazando obtenemos que la base se puede reescribir del siguiente modo

B = {T*(vs), T%(vs), T?*(vs), T(vs), v}
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Ejemplo 15 En el ejemplo (11), tenemos que

Wi =< (0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1) >=< wy, ws >
Wy =< (0,—1,1,1,0),(0,1,0,0,1), (1,0, —1,0,0), (1,0,0,1,0) >=< wy, ws, w3, wy >
W; =< (0,—1,1,1,0),(0,1,0,0,1), (1,0,—1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,0) >

La dimension de los espacios lo podemos escribir o anotar del siguiente modo:

Wi % %
Wy * % %
Ws: % % % %

Y en esta nueva base B = {T(v),v,T%(e,),T(e1),e1}, obtenemos

0

T)p =

O OO DO
O OO N
SO o N OO
N = O OO

0
1
2
0
es decir, tenemos dos bloques uno de 3 x 3 y otro de 2 x 2.

Para determinar el elemento que falta definir, debemos tener presente

Wy =< U)/l,T2(€1> > Wy =< wi, T2(61), wg,T(el) > W3 =< wy, we, w3, wy, €1 >

En Wy extendemos a una base y obtenemos w) y realizando algo similar en Wy se obtiene
v = wj el elemento deseado.

Ahora veremos que lo anterior, siempre es posible realizarlo.

Espacio Cociente

Sea W < V| se define la relaciéon de equivalencia en V' por:
r~ysSr—yeWw,
luego la clase de un vector esta dada por

T={yeV|z~y}
={yeVi]z—yeW}
={yeV|rz—y=w}
={yeV|z—-w=y}
=+ W

Note que dos elementos son iguales, cuando la diferencia de ellos pertenece al subespacio

rT=ysr—yeWw
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De esta manera tenemos que el conjunto cociente que esta constituido por
V,/W={z+W|zeV}
Ademas el conjunto cociente tiene una estructura natural de espacio vectorial, dado por:
T+y=2+y, aT = Q.

Ejemplo 16 Sea U = {(z,y,2) e R® | x—3y+52z=0} <R3, en este caso tenemos que

(a,b,¢) = {(z,y,2) €R® | (v —a,y—b,z—c) €U}
= {(z,y.2) ER* [ (x—a) =3y —b) +5(z —¢) =0 }

es un plano paralelos a U que contiene al punto (a,b,c).
Las operaciones estin dada por:

(a,b,¢)+ (f,9,h) = (a+ f,b+g,c+ h); ala,b, c) = (aa, ab, ac)

De forma similar obtenemos que, el conjunto B = {7y,...,7s} es linealmente indepen-
diente en V /W si y sélo si

Z a;U; = 0 entonces, a; = 0, para todo i.
Propiedad 37 Sea V un K espacio vectorial de dimension finita entonces
dim(V /W) = dim(V') — dim(W)

Definicién 15 Se dice que B = {vy,...,v5} CV es linealmente independiente médulo
W siy solo si
Z a;v; € W, entonces, a; = 0, para todo i.

Propiedad 38 Sea T € End(V) nilpotente de indice k y Wy,_y = ker(T*™1).
Si el conjunto {vy + Wi_1,..., 0 + Wi_1} es linealmente independientes en V /Wi_1,
entonces
A={v,To, ..., T" o, 09, ..., T g, o Oy -, T o)

es linealmente independiente en V.

Demostracién: El conjunto {v; + Wi_1,..., 0, + Wy_1} en VW) es linealmente inde-
pendiente, entonces se tiene que

Z Oéi(Ui -+ Wk—l) =0« Z oav; € Wil & (VZ) (Oéi = O)

Veamos que A es linealmente independiente para ello consideremos una combinacién lineal

Z CijTj’UZ‘ =0

i=1,....m
7=1,..,k—1
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Aplicado T*~1, se tiene
ZCUTk_l—H(UZ’) = O = ZcioTk_lvi = 0
ij ij

asi
Tk_l (Zcio’l}i) =0.
Luego > ciov; € Wi_1, por lo tanto
co=0 Vie {1,,m}

Ahora aplicando T%72, y con argumento similar, obtenemos ¢;; = 0.
Analogamente se tiene que los otros ¢;; = 0 para todo j y para todo <. U

Corolario 39 Sea T' € End(V) nilpotente de indice k y Wy_y = ker(T*1).
Si{vr + Wi_1,.. ., Uy + Wi_1} es linealmente independientes en' V /Wy,_4,

k— k— k—
U=<{v,Tvy,....,T" Yy, ve, ..., T" g, .. 0y, TV 0 ) >
entonces T(U) C U

Demostracion: Sea u € U, luego

Aplicado T, se tiene

T(U) = ' Z CijTj—l—l(’Ui) = ' Z Ci(t_l)Tt(Ui) € U

O
Observaciéon: Note que hemos demostrado que cada bloque es estable, y que el niimero de
ellos de longitud maxima es igual a

dimV — dimker(T*™)

Corolario 40 Sea T € End(V) nilpotente de indice k y Wy_1 = ker(T*Y), Wy, =
ker(T*=2).

Si {vy + Wi_1,...,vm + Wi_1} es linealmente independientes en el espacio cociente
V /Wy_1, entonces {Tvy + Wy_o,...,Tv, + Wi_s} es linealmente independientes en el es-
pacio cociente Wy_1 /Wi _o.
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Demostracién: Por teorema 30, se tiene que T'(V) = T'(W},) C Wjy_1, luego tenemos que
{TU1 +Wio,...., TV, + Wk_g} C Wi/ Wy_o.

Ademas T : Wj_1 —> W)j_1, es una transformacién lineal de nilpotente de indice k£ — 1
y Wi_o = {U e Wiy ‘ Tk_2(v) = 0}
Consideremos la siguiente combinacion lineal

ZQ’(TW + Wk_g) = 0,

1=0

luego

iCiTU,’ € Wi_s

1=0

Tk_2 (icﬂ%) =0
=0

T2 (T (Z c,-vi>> —0
T+ (Z cm) — 0.

Luego > cv; € Wy_q, pero por hipétesis {v1 + Wi_1,..., 0y + Wi_1} es linealmente inde-
pendientes, luego ¢; = 0. O
Observacién: Notemos que si {v; + Wy_1,..., v, + Wi_1} es linealmente independientes
Wi, /Wy._1, en forma recursiva se obtiene

{T7(v1) + Wi_j1,. .., T (vym) + Wi_;_1} es linealmente independientes Wj,_;/Wj._;

Propiedad 41 Sea T' € End(V') nilpotente de indice k y {vy + Wi_1,..., 0 + Wi_1} li-
nealmente independiente en V ,/Wy_1, y Wi_1 = ker(Tk_l).
SiU=({T"v; | 1<j<m,0<i<k—1}), entonces existe un subespacio S <V tal
que
V=U®S, T(S)CS

Demostracién: Por induccion en la dimensién de V. Supongamos vélida la proposicién
para espacios de dimensién menor que r.

Sea {wq, ..., w,} una base de W,y como {vy,...,v,} eslinealmente independiente médu-
lo Wy_1, entonces {vy, ..., Up,wy,...,w,.} es linealmente independiente en V.

Luego existen elementos de V' tales que {v1,...,Vm, Uni1s - -, Unips Wi, - .., Wy} €S UNA
base de V.

Ademds se tiene que T' € End(Wy_1) nilpotente de indice k — 1y
{Tvy + Wy_o,...,Tv, + Wi_s} es linealmente independiente en Wy,_1 /Wy _»
Con esta notaciones definimos

Uy={Tv | 1<j<m+p1<i<k—1})<Wy,
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Por hipétesis de induccion tenemos que existe S; tal que
Wi =Ur @51 T(S1) C S,

ademas
V= <’Ul, ce ,Um+p> D Wk—l-
de otro modo tenemos

VvV = <U1,...,Um+p>@U1@Sl

i 1<j<m+p,
= <U17”'7Um+p>@<{T Uj ‘ ’ ’ }>

1<i<k—1

® 5

= ({Th; | =" he s

0<i<k—1

B P 1<i<m, i mAl<i<mtp,

= (T | EE e Ty | TIEE Y s,

B P 1<i<m,

= (T | 5 pes

= UdS
donde

i, mALSj<mep,
§= (T | "EE g,

y cada uno de los sumando es estable, luego S es estable. O

Teorema 42 Sea T € End(V), nilpotente de indice k, entonces existe un tunico entero
positivo p tal que:

1. Ezisten p enteros positivos k; que cumplen con
k=k >k > >k,
p
ademds > k; = dimV
i=1
2. Existen p vectores v; en V' tales que

TFv, =0 Yi=1,...,p

y ademas
k1—1
T V1, .., TUl, Uy,
ko—1
B "2 Vo, ..., TUQ, Vo,
Ty, .., Tv, v,

es una base de V.
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Demostracién: La demostracién es por induccién en el indice de nilpotencia,
Sea W, = ker(T"), y B = {wy,...,w,} una base de Wj_j.
Luego escogemos vectores de modo que

{wy, ..., we, vy, ..., 05},

es una base de V.
De lo cual, se tiene que el conjunto

{vi + Wi, vs + Wi }

es linealmente independiente en V/W_;.

SiU = T, | 1§jgs’ , luego por los resultados anteriores, se tiene que existe S
71 o<i<k—1

tal que

V=W,=U®S T(S)CS.

Ademas T : S — S, es nilpotente de indice menor, luego hemos disminuido la dimension del
espacio y construido s bloque de Jordan de longitud k, por hipétesis de induccién sobre el
espacio S concluye la demostracion. O

Ejemplo 17 Aplicaremos el teorema en el ejemplo (11), en primer lugar la transformacion
lineal T no es nilpotente, pero T — 2Id, si es nilpotente, ya que Pr(z) = (x — 2)°, luego
PT_de(LL’) = 1’5, donde

1 0 -110
4 1 -3 21
M.=| =2 -1 011 |=4
-3 -1 -3 41
—8 —2 -7 5 4

1. v =w; = ((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1))
2. V¥ =W, =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,—1,0,0), (1,0,0,1,0))
3. V¥ =Wy =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,—1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,0))

Note que
‘/2(3) _ ‘/2(2)@ <ep >

Sobre la matriz nilpotente hay que trabajar:
(T —2Id)'(ey) = (=1,-4,-2,-3,-8), (T —2Id)*(e;) = (0,0, —1,—1,—1)
Luego tenemos que

V3¥ =< {(A—2Id)%e, (A — 2Id)ey, e1} > @S, (T —2Id)(S) C S
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Observacion: Para determinar los vectores que falta, debemos tener presente que nece-
sitamos reordenar y reemplazar algunos vectores en las bases correspondientes, para ello
recordemos el siquiente resultado.

T
Si0#£weV = (v,...,u), tal que w = Y v;, entonces existe oy, # 0, de lo cual
i=1
obtenemos
(1, ..y ) = (W, V1, Vigy -+, Uy)

donde v;,, indica que el vector se omitido
Continuemos con el ejemplo, ahora cambiaremos las bases de los espacio V;-(i)
Como (T —2Id)?*(e;) € Vz(l), escribimos (T — 2Id)*(ey) en combinacion lineal de la base
de ‘/'2(1)
(0,0,—1,-1,—1) = —1(0,—1,1,1,0) — 1(0,1,0,0, 1)
luego
v, =((0,-1,1,1,0), (0,0, 1, -1, 1))

Como (A—2Id)(ey) € Vz(z), escribimos ahora (A —21d)(e1) en combinacion lineal de la base
de ‘/'2(2)

-1 0 0 -1 1
—4 -1 0 0 0
-2 | =4 1 1 +81 -1 | +2 1 1+1]10
-3 1 —1 0 1
-8 0 -1 0 0

luego
vi® =(0,-1,1,1,0),(0,0,—1,—1,—1),(~1,0,1,0,0), (=1, —4, —2, —3, —8))
Por wltimo tenemos a:
V¥ = ((0,-1,1,1,0), (0,0, —1,—1,—1), (=1,0,1,0,0) , (=1, —4, =2, =3, =8) , (1,0,0, 0, 0))

Notemos que debemos escoger otro bloque, pero hemos escogido todo lo posible en Vz(?’),
ya que existia en la base un solo un vector que no pertenecia a la base de V2(2).

St marcamos con color rojo los vectores obtenido, nos percatamos que en la base de V2(2),
existe un solo vector que no esta en la base de Vz(l)

(=1,0,1,0,0) € Vi, donde (T —2Id)(-1,0,1,0,0) = (0,1,0,0,1)

Como no hay mas vectores hemos concluido la formacion de la base.

Vi = ((0,0,—-1,-1,-1), (=1, -4, -2, -3,-8),(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1), (—1,0, 1,0, 0))
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FE's decir la base es:

43

B ={(0,0,—-1,-1,-1),(—-1,-4,-2,-3,-8),(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1),(—1,0,1,0,0)}

Comprobemos que la base es la que buscamos, para ello,

0 0
0 0
1A =1 | =] =2
~1 —2
~1 —2
~1 —2
—4 -8
2.4 =2 |=| -5
—3 —7
—8 ~17
1 1
0 —4
3. A0 |=] -2
0 —3
0 -8
0 0
1 2
Ao |=[0]=2
0 0
1 2
~1 —2
0 1
5. A 1= 2
0 0
0 1

=1 —2 | +2

_ o O = O

=
sy
Il
oo oo

S OO N

S OO O =

S o N = O

OO = O =

SN O OO

N = O OO

Teorema 43 Sea T € End(V), con V espacio de dimension finita sobre K

Eziste una base de Jordan para T si y solo si Pr(x) tiene todas las raices en K
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La demostracién es inmediata aplicando los resultados anteriores, si
Pr(z)=(r—o)™(z —a2)™...(x —ay)™,
luego
or(x) = (. —ay)"(x —ag)™ ... (z — ap)™,
por teorema 30 tenemos que
V =,V,, donde V,, ={v e V| Tv = qv}
Luego T'— «o;1d : V,, — V,, es nilpotente de indice n; y dimV,, = m;, en cada uno de
estos espacio se aplica el teorema 42, obteniendo finalmente la base
2.3.1. Ejercicios

1. Sea T(:L’l, T2, S(Zg) = (SL’Q + x3,21 + 3, %2 + 1’1).
Determinar el polinomio caracteristico de T' y el polinomio minimal.
Determine una base de Jordan.

2. Sea C la base canénica de R? y T}, en endomorfismos de R? tal que

3 —4 —t
Tle=1]-1 3 2
2 —4 -3

a) Determinar los posibles formas de Jordan de 7} de acuerdo a valor de t.

b) Encuentre una base de Jordan para T; cuando sea triangular y no diagonal

3. Sea C la base canénica de R® y T en endomorfismos de R® tal que

OO OO
OO~ Rk O
O~ = NN O
—_= O~ N

Encuentre una base de Jordan para 7'

4. Dado T € End(C®) y tenemos que Pr(z) = (z—5)*(z+3)*, ademés dimker(T—51d) =
1,dimker(T + 3Id) = 2,dimker(T + 31d)*> = 3. Determinar la forma de la matriz de
Jordan para T

5. Dado T" € End(R*). Determinar una base J de Jordan de R* tal que [T]; sea una
matriz de Jordan .
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Sabiendo que la matriz de T" en la base canodnica es

3 1 00
-4 -1 00
7T 1 21
-17 -6 -1 0

y su polinomio caracteristico es Pr(z) = (x — 1)*.
6. Sea C la base canénica de R” y T" en endomorfismos de R” tal que

0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 1.0 0 0 0 O
01 1 0 0 0 0
Tle=]10 0 1 2 1 1 1
o0 0 0 0 -1 —1
0O 0 0 0 1 1 0
00 0 0 0 1 2
ademads, se tiene que
(1.0 000 0 0] 1.0 0
0100000 011
0011000 00 0
[Tle—1Id~ {0 000100 ([T)e —Id)*~ | 0 0 0
0000011 000
0000O0GO0O 000
(0000000 0 00
111 111 1]
0000O0O0O
0000O0O0O
([T)e —Id)*~ ][0 0 00000
0000O0GO0O
0000O0GO0O
(0000000

Determinar una base de Jordan

7. Dado T € End(R*R*), tal que D = {e; + ey, e, + 3,61 + €4, €3 + €4}

10 1 1
12 -3 19 -1
[Tl = 3 -1 5 =8
0O 0 0 2

Determinar una base J de R* tal que [T], sea una matriz de Jordan.

OO OO OO

SO OO+ OO

SO OO+ OO

[eleNelNoll S =R o)

45
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea D el operador derivada de los polinomio de grado menor o igual que n (es decir
D € End(K,[z])

a) Demostrar que D es operador nilpotente
b) (Cual es su indice?

¢) Determinar una base de Jordan

Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre K | tal que V = W; & Ws, y la
dim W; = m, ademés definimos P de V en W por P(w; + wy) = w; . Calcular el
polinomio caracteristico y polinomio minimal de P (proyector).

Sea 0 € S5 = {0 :{1,2,3} — {1,2,3} / o es biyectiva } definimos la transformacién
lineal T, de K3 en K3 por

Ta (alel + aseq + CL363) = (1€4(1) + A2€4(2) + a3€4(3)
T, es diagonalizable para todo o € S37
Sea A € M, (C) nilpotente, se define exp(A) = > 72 4.

a) Demostrar que traza(A)

=0.
b) Demostrar det (exp(A)) = 1 = exp(traza(A)) (Ayuda: escoger base de Jordan ).
Determinar si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:

a) Si A, B son diagonalizables entonces AB es diagonalizable.
b) Si A es diagonalizable entonces A — D (D diagonal) es diagonalizable.

c¢) Si A es diagonalizable entonces A2 es diagonalizable.

3 5 1 3
P~1AP y P7'BP son diagonales.

Sean A = [ -1 =0 } B = [ 0 =2 } Determine P € M,(K) invertible tal que

Sea, A matriz nilpotente de indice k > 2. Demostrar que

dimker(A) < dimker(A?).

Sea A nilpotente de indice mayor a 3. Demostrar directamente que

dim ker A% < 2dim ker A

Para cada una de las siguientes matrices determinar la forma de Jordan
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[ —34
7
82

151
45

102

0

214

151

17
—37
—40
—74
—22
—30

0
0
0

40
—28
—25
—60
—13
—46

0
0
0

—105
—26
—74

0
0

—43
92
101
181
o4
122
0

0

0

—101
70

66
146
31
111

62
130
—15
258
64
182

62
130
—15
258
64
182
0

0

0

66
—140
—152
—275

—82
—186
0

0

0

154
—106
—98
—221
—47
—169
0

0

0

—94
—198
26
—391
-97
=277

—94
—198
26
—391
-97
=277
0

0

0

104
—225
—242
—443
—131
—299

0
0
0

243
—173
—155
—359

—75
—273
0

0

0

—151
—-318

41
—630
—155
—445

—151
—318
41
—630
—155
—445
0

0

0

—134
287
310
965
168
382

0
0
0

—313
219
199
457

97
349
0

0

0

193
406
—53
804
199
569

193
406
—53
804
199
569

W o © OO

0
-3
0
-2

[N @) e R eriiNe)

0
3
0
2

33

0

33
22
11
0
—16
-3
—15

33

0

33
22
11

0
—16
-3
—15

33

0

33
22
11
0
—16
-2
—15

33

33
22

—~18
0
—-18
—12
—6
0
9
2
9
—18 ]
0
—~18
—12
—6
0
9

2
10

—18
0
—18

47
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6 -1

79 =37

89 —44

198 —97

e) | 73 —36
134 —66

0 0

0 0
00
[ —1 0
81 -39

40 —-19

160 —79

Al 26 —13
97 —48
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Problema 11.
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Sea T : Ry[z] — Ry[x] una transformacién lineal definida por

T(ax?® + bz +c) = (3a+ 2b) 2% + (=8a + 8b + 2¢) x + (12a — 9b — 1c)

Hallar una base de Jordan para T’ si existe.

Problema 12.

48

Sea D el operador derivada de los polinomio de grado menor o igual que 4, es decir

D € End(K4[x])

1. Demostrar que D es operador nilpotente

2. ;Cual es su indice?
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3. Determinar una base de Jordan

Problema 13.

Sea C la base canénica de R% y T en endomorfismos de R® tal que

~1 10 -2 0
011 -2 1
Tle=| 001 1 0
000 -1 1
000 0 —1

Encuentre una base de Jordan para 7'

Problema 14.

Sea C = {1 —z?,2z,3 — x*} una base de U subespacio de Ry[z] y T en endomorfismos de
U tal que

[T]e =

O = =
)
)

Encuentre una base de Jordan para 7.

Problema 15.

Sea C = {(1,0,0,1,1),(1,0,1,2,2),(1,2,1,0,1),(1,1,2,1,2)} base de U y T una trans-
formacion lineal tal que

01 -6 —16

-1 2 -3 -10

[Tl = 00 0 =2
00 1 3

cuyo polinomio caracteristico es Pr(x) = (z — 1)° (z — 2)
Determine una base de Jordan B de U para T

Problema 16.

Sean B = {(1,0,1,1,1),(0,1,2,1,3),(0,0,1,2,0),(0,0,0,0,1)} base ordenada de U y la
transformacién lineal T': U — U tal que

21 0 0
10 0 0
Tl = 21 3 1
2 4 —4 —1

y su polinomio caracteristico es (z — 1)*. Encuentre si existe, una base de Jordan para T
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Problema 17.

Sea T : R3[z] — Rj[z] una transformacién lineal y B = {1, 1+z, 1 +z+2% 1+ z+2° +2°}
base ordenada de Rs[x] tal que

0 1 00

4 4 00

T]s = 96 —21 4 4
21 -3 -1 0

y su polinomio caracteristico es (z — 2)*. Encuentre si existe, una base de Jordan para T

Problema 18.
Sea T : R3[z] = R3[z] una transformacién lineal y B = {1 — 2,1 +z,1 4+ 2 — 22, 2% + 23}
base ordenada de Rs[x] tal que

3 1 00

4 -1 00

[T]s = 7 1 21
—17 -6 —1 0

y su polinomio caracteristico es (x — 1)%. Encuentre si existe, una base de Jordan para T.

Problema 19.

Sea T una transformacién lineal de R* en R* tal que

1 2 -1 0
0 -3 2 0
e = 0 -8 8 2
0 12 -9 -1

y sus valores propios son 1y 2.
Encuentre si existe, una base de Jordan para T

Problema 20.
Dado T € End(C7), tal que Pp(z) = (x — 2)3(x — 3)* polinomio caracteristico,
y ademéds dim ker(T' — 21d) = 2, dimker(T + 3Id)? > 3.
Determinar la posibles forma Jordan para 7.

Problema 21.
Sea T € End(C?), tal que Pr(z) = (z — 2)3(x — 3)° polinomio caracteristico,
y ademds dim ker(T — 2Id) = 2,dimker(T — 31d)* > 3.
Determinar todas las posibles forma Jordan para 7.
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Problema 22.

Sea T' € End(C®), tal que ¢r(z) = (x + 2)(z + 1) polinomio minimal,
y ademds dim ker(T + Id)3 = 5.
Determinar las posibles forma Jordan para T'.

Problema 23.

Sea T € End(C?), tal que Pr(z) = (z + 2)*(z — 3)® polinomio caracteristico,
ademas dimker(T + 2Id) = 2, dimker(T — 31d)? > 3.
Determinar las posibles formas de Jordan para T

Problema 24.
Sea T € End(C?) tal que Pr(z) = (x — 2)*(x + 3)° polinomio caracterfstico,
ademas dimker(T — 2Id) = 1, dimker(T + 31d)? > 4.
Determinar las posibles formas de Jordan para T

Problema 25.

Sea T' € End(C?) tal que ¢r(x) = (x + 2)(z + 1) polinomio minimal,
y ademds dim ker(T + Id)® = 6.
Determinar las posibles forma Jordan para T

Problema 26.

Sea T € End(C'), tal que Pr(x) = (z — 2)*(z — 3)® polinomio caracteristico,
y ademés dim ker(T' — 21d) = 2, dimker(T — 31d)? < 4.
Determinar todas las posibles forma Jordan para 7.

Problema 27.

Sean A nilpotente de indice mayor a 3 y {7, 7s,...,7,} linealmente independiente en
ker A2 / ker A.
Demostrar directamente que {Avy, Av,, ..., Av,} es linealmente independiente en ker A

Problema 28.

Sea T es una endomorfismo nilpotente de indice 3 de V.
Demostrar directamente que

1. ker T C kerT? C ker T3 = V.
2. kerT #ker T? # ker T° = V.

Problema 29.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacion justifique



CAPITULO 2. FORMAS CANONICAS 52

1. Si A es una matriz diagonalizable de M,,(R), entonces que A" es diagonalizable.

2. Si A € M3(R) entonces existe P matrices invertible tal que PAP™! es una matriz de
Jordan.

3. Sea A, B € M, (R) tal que conmutan y AB es nilpotente entonces A o B es nilpotente.

4. Si A € M,(R) es nilpotente entonces existe P matrices invertible tal que PAP™! es
una matriz de Jordan.

5. Si A es una matriz que es conjugada de matriz de Jordan en M, (R), entonces existe
k € N tal que A" es diagonalizable.

6. Si A € M,(R) es nilpotente entonces existe P € GL,(R) tal que para todo A € R se
tiene que P (A — AId) P! es una matriz de Jordan.

7. Si E;j € M, (R) es una matriz que tiene un 1 en la posicién (4, j) y en el resto es cero,
entonces es una matriz nilpotente.



