
Caṕıtulo 1

Introducción

Este texto es la continuación natural del libro Algebra Lineal, donde se expusieron los
caṕıtulos de matrices, espacio vectorial y transformaciones lineales, mantenemos las notacio-
nes que empleamos y que se supone conocido para el desarrollo de presente texto.

Iniciamos el texto realizando una introducción al álgebra de polinomios, de modo de fun-
damentar la existencia de una base que proporciona la forma canónica de una transformación
lineal, lo cual depende del tipo de cuerpo y las dimensiones de los espacios propios.

El el segundo capitulo se aborda el tema de las formas bi(sesqui)lineal, donde se clasifica
estas forma y se encuentran condiciones de modo que la matriz asociada sea diagonal, reali-
zando una sección para tratar el caso particular de los Producto Internos sobre los cuerpos
de los números reales o complejos.

Se concluye con el último caṕıtulo dedicado al producto tensorial, antisimétrico y el
simétrico.
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Caṕıtulo 2

Formas Canónicas

Dada una transformación lineal, determinar su forma canónica significa encontrar una
base en la cual la matriz asociada a la transformación lineal sea lo mas simple posible, es
decir, sea diagonal, triangular o de Jordan.

En el presente caṕıtulo, se explora cuales son las condiciones para la existencia de esta
base y con ello esta forma. Para ello es necesario recordar algunas propiedades del álgebra
de polinomio.

2.1. Introducción Polinomios.

En general los polinomios se presenta como expresiones formales en una o en varias
variables con coeficiente en algún cuerpos K.

Definición 1 Sea f : N0 −→ K una función.
Se dice que f tiene soporte finito, si y sólo si el conjunto

f−1(K− {0}) = {n ∈ N0 | f(n) ∈ K− {0}}

es finito.

Definición 2 El conjunto de los polinomios se denota por

K[x] = {f : N0 −→ K | f tiene soporte finito}

Las operaciones suma y el producto en K[x] están dadas por
Suma: Sea f, g ∈ K[x], luego f + g : N0 −→ K definido por

(f + g)(i) := f(i) + g(i).

Producto: Sea f, g ∈ K[x], luego fg : N0 −→ K definido por

(fg)(i) =

i∑

t=0

f(i− t) · g(t).
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CAPÍTULO 2. FORMAS CANÓNICAS 5

Propiedad 1 K[x] con esta suma y con este producto es un anillo conmutativo con unidad.
Es decir,

1. (K[x],+) es un grupo abeliano

2. (K[x], ·) es un monoide conmutativo

3. Distributividad del producto sobre la suma.

Definición 3 Sea f un polinomio no nulo, se dice que n es el grado de f si y sólo si

n = gr(f) = deg(f) = max{f−1(K− {0})}.

Teorema 2 Sean f y g dos polinomios en K[x], entonces:

1. f · g = 0⇔ f = 0 ∨ g = 0.

2. Si f, g son no nulos, entonces

gr(fg) = gr(f) + gr(g).

Función Polinomial: Sea f ∈ K[x]

1.
f : K −→ K

a 7−→
gr(f)∑
i=0

f(i)ai = f(0) +
gr(f)∑
i=1

f(i)ai

2.
f : Mn(K) −→ Mn(K)

A 7−→
gr(f)∑
i=0

f(i)Ai = f(0)Id+
gr(f)∑
i=1

f(i)Ai

3.
f : End(V ) −→ End(V )

T 7−→
gr(f)∑
i=0

f(i)T i = f(0)Id+
gr(f)∑
i=1

f(i)T i

Notación: Sea f ∈ K[x], no nulo entonces denotamos

f =

gr(f)∑

i=0

f(i)xi

Ejemplo 1 Sea f = 1 + 3x+ x2 ∈ R[x], donde

f : N0 −→ R

i 7−→ f(i) =





1 i ∈ {0, 2}
3 i = 1
0 i /∈ {0, 1, 2}
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1. Sea A =

(
1 2
1 3

)
, luego

f(A) =

(
1 0
0 1

)
+ 3

(
1 2
1 3

)
+

(
3 8
4 11

)
=

(
7 14
7 21

)

2. Si T (x, y) = (3x+ y, 4x+ 3y), luego

T 2(x, y) = T (T (x, y))

= T (3x+ y, 4x+ 3y)

= (3(3x+ y) + (4x+ 3y), 4(3x+ y) + 3(4x+ 3y))

= (13x+ 6y, 24x+ 13y).

Ahora

f(T ) = Id+ 3T + T 2

f(T )(x, y) = Id(x, y) + 3T (x, y) + T 2(x, y)

= (x, y) + 3(3x+ y, 4x+ 3y) + (13x+ 6y, 24x+ 13y)

= (23x+ 9y, 23y + 36x)

Propiedad 3 Si dimK(V ) = n entonces

End(V ) ≃Mn(K),

Definición 4 Sea f un polinomio y α ∈ K,
α es una ráız de f si y sólo si f(α) = 0

Teorema 4 Sea A ∈Mn(K), T ∈ End(V ), f, g ∈ K[x], entonces

1. (f + g)(A) = f(A) + g(A), (f + g)(T ) = f(T ) + g(T )

2. (fg)(A) = f(A) · g(A), (fg)(T ) = f(T ) · g(T )

Demostración:

f(A)g(A) =
∑

i

f(i)Ai
∑

j

g(j)Aj

=
∑

i,j

f(i)g(j)Ai+j

=
∑

t

(∑

j

f(t− j)g(j)
)
At

= (fg) (A)
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CAPÍTULO 2. FORMAS CANÓNICAS 7

Teorema 5 Sea A ∈Mn(K), entonces existe un polinomio f en K[x] no nulo tal que

f(A) = 0.

Demostración: Sabemos que la dimensión de las matrices Mn(K) es n2, luego el conjunto
{Id, A,A2, . . . , An

2} es linealmente dependiente (ya que tiene n2 + 1 elementos), es decir
existen algún 0 6= αi ∈ K tal que

α0 + α1A + · · ·+ αn2An
2

= 0,

definimos
f = α0 + α1x+ · · ·+ αn2xn

2 ∈ K[x],

y f(A) = 0. �

Corolario 6 Sean V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K y T ∈ End(V ),
entonces existe un polinomio f en K[x] no nulo tal que

f(T ) = 0.

Propiedad 7 Sean f ∈ R[x], α ∈ R una ráız de f y n ∈ N∗ es la multiplicidad de α en f
si y sólo si

(
djf

dxj

)
(α) = f (j)(α) = 0, j < n

f (n)(α) 6= 0.

Observación: La demostración se obtiene usando la siguiente propiedad

f : N0 −→ R
i 7−→ f(i)

f ′ = f (1) : N0 −→ R
i 7−→ (i+ 1)f(i+ 1)

De otro modo, tenemos si f =
n∑
i=0

f(i)xi, entonces

f ′ =

n∑

i=1

if(i)xi−1 =

n−1∑

j=0

(j + 1)f(j + 1)xj

Si f, g ∈ R[x] entonces

(fg)(n) =

n∑

i=0

(
n

i

)
f (i)g(n−i)

Teorema 8 Sean f, g ∈ K[x], entonces existen h, r ∈ K[x] únicos tales que

f = g · h+ r,

con r = 0 ∨ gr(g) > gr(r).
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Corolario 9 Sean f ∈ K[x], α ∈ K
α es una ráız de f si y sólo si existe h ∈ K[x] tal que f = (x− α)h

Definición 5 Sea A un anillo conmutativo. Se dice que I es un ideal de A si y sólo si

1. Si g, f ∈ I, entonces g + f ∈ I.

2. Si g ∈ I, h ∈ A, entonces gh ∈ I.

Ejemplo 2 Sea K un cuerpo y g ∈ K[x]. Demostrar

〈g〉 = {g · h | h ∈ K[x]}.

es un ideal de K[x], llamado ideal generado por g.

Teorema 10 Sea K un cuerpo, entonces todo los ideales de K[x] están generados por un
elemento, es decir

Si el ideal I es no nulo, entonces existe un único polinomio mónico que lo genera.

Demostración: Sea I un ideal de K[x] no nulo, luego

gr : I − {0} −→ N0

f 7−→ gr(f)

como Im(gr) ⊆ N0 y es no vaćıo, luego existe el mı́nimo, sea p ∈ I, tal que p es mónico y
gr(p) = min(Im(gr)).

Ahora demostraremos que 〈p〉 = I
La primera contención es inmediata, ya que I es un ideal.
En el otro sentido, sea f ∈ I, luego aplicando teorema 8, tenemos

f = p · d+ r,

donde r = 0 ⊻ gr(p) > gr(r), luego

f = pd+ r ⇐⇒ f − pd = r,

donde f ∈ I y pd ∈ I, luego r ∈ I, si r 6= 0 es una contradicción.
De este modo se tiene que r = 0 y

f = pd ⊆ 〈p〉

La unicidad se obtiene de I =< p >=< q > entonces, existe f, g ∈ K[x] tales que fp = q,
p = qg, reemplazando y comparando grado se obtiene la unicidad

�

Propiedad 11 Sea A ∈Mn(K), entonces {f ∈ K[x] | f(A) = 0} es un ideal de K[x].

Demostración:
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1. I = {f ∈ K[x] | f(A) = 0} 6= φ, por teorema 5.

2. Sean f, g ∈ I, luego

(f ± g)(A) = f(A)± g(A) = 0± 0 = 0.

3. Sean f ∈ I y h ∈ K[x], luego

(fh)(A) = f(A)h(A) = 0h(A) = 0,

�

Corolario 12 Sea A ∈ Mn(K) − {0}, entonces existe un único polinómico mónico φA tal
que

{f ∈ K[x] | f(A) = 0} = 〈φA〉.

Propiedad 13 Sean V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K y T ∈ End(V )) no
nulo, entonces existe un único polinómico mónico φT tal que

{f ∈ K[x] | f(T ) = 0} = 〈φT 〉.

Definición 6 Sea A ∈ Mn(K)−{0}, φA es llamado el polinomio minimal de A, es decir,
φA es el polinomio de grado menor, con coeficiente principal igual a 1 que cumple con

φA(A) = 0, y todo otro polinomio que anule a la matriz A se puede factorizar, donde uno de
los factores es el polinomio minimal.

Sean V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K y T ∈ End(V )) no nulo, φT es
llamado el polinomio minimal asociado T , es decir,

φT es el polinomio de grado menor, con coeficiente principal igual a 1 que cumple con
φT (T ) = 0, y todo otro polinomio que anule a T se puede factorizar, donde uno de los factores
es el polinomio minimal.

Ejemplo 3 Sea α ∈ R.

1. Sea Id ∈ Mn(R) entonces φId = x− 1

2. Sea αId ∈Mn(R) entonces φαId = x− α

3. Sea A =

(
1 1
0 2

)
entonces φA = (x− 1)(x− 2)

2.2. Diagonalización

Definición 7 Sea A ∈Mn(K), α ∈ K

1. α es un valor propio de A si y sólo si existe v ∈ Kn − {0} tal que A · vt = αvt.

2. v ∈ Kn−{0} es un vector propio de A si y sólo si existe α ∈ K tal que A · vt = αvt.
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3. El espacio propio asociado a α es el conjunto

Vα = {v ∈ Kn | A · vt = αvt}.

Análogamente la nociones para transformaciones lineales

Definición 8 Sean V un espacio vectorial sobre K y T ∈ End(V )), α ∈ K

1. α es un valor propio de T si y sólo si existe v ∈ V − {0} tal que T (v) = αv.

2. v ∈ V − {0} es un vector propio de T si y sólo si existe α ∈ K tal que T (v) = αv.

3. El espacio propio asociado a α es el conjunto

Vα = {v ∈ V | T (v) = αv}.

Propiedad 14 Sea A ∈Mn(K), α ∈ K, entonces
α un valor propio de A si y sólo si α es una ráız de φA.

Demostración: Como A · v = αv, notemos por inducción lo siguiente

A2vt = A(Avt) = A(αvt) = αAvt = α2vt.

además se tiene que

An+1vt = AAnvt = A(αnvt) = αn(Avt) = αn+1vt.

Por lo tanto Anvt = αnvt, para todo n ∈ N.
Sea

φA(x) =
r∑

i=0

aix
i.

Veamos ahora la demostración, para ello recordemos que φA(A) = 0, evaluando en α tenemos

φA(α) =
r∑
i=0

aiα
i, además

φA(α)(v
t) =

r∑

i=0

ai(α
ivt) =

r∑

i=0

ai(A
ivt) =

(
r∑

i=0

aiA
i

)
vt = φA(A) · vt = 0 · vt = 0

es decir,
φA(α)(v

t) = 0

Como v 6= 0, luego φA(α) = 0, de lo cual α es una ráız φA.
El rećıproco, sea α es una ráız de φA, luego

φA = (x− α) · h,

y
φA(A) = (A− αId)h(A) = 0
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1. Si h(A) es invertible, entonces

A− αId = 0, φA = x− α,

de donde A = αId.

2. Si h(A) no es invertible, notemos que gr(φA) > gr(h), y h(A) 6= 0, ya que φA es el
polinomio minimal de A (es decir el menor polinomio que anula a A).

Luego existe w ∈ Kn tal que
h(A) · wt = vt 6= 0

Reemplazando se tiene que

φA(A) · wt = 0

(A− αId)(h(A) · wt) = 0

(A− αId)vt = 0

Avt − αvt = 0

Avt = αvt.

De este modo, α es un valor propio de A. �

Corolario 15 Sean V un espacio vectorial sobre K y T ∈ End(V )), α ∈ K, entonces
α un valor propio de T si y sólo si α es una ráız de φT .

Definición 9 Sea A ∈Mn(K),
Se define el polinomio caracterı́stico asociado a una matriz como

PA = det(A− xId) ∈ K[x]

Ejemplo 4 Sea A =




5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4


.

Determinar PA(x) el polinomio caracteŕıstico.

Solución: Reemplazando

PA(x) =
5− x −6 −6
−1 4− x 2
3 −6 −4− x

= −(x3 − 5x2 + 8x− 4)

= −(x− 1)(−x2 + 4x− 4)

= −(x− 1)(x− 2)2.

Por lo tanto PA(x) = −(x− 1)(x− 2)2.
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Observación: En caso de endomorfismo la definición es similar ya que

det(A− xId) = det(A− xId)det(P−1P )

= det(P−1)det(A− xId)det(P )
= det(P−1(A− xId)P )
= det(P−1AP − xId)

Luego el determinante, no depende de la base, de otro modo es invariante de la base.

Definición 10 Sean T ∈ End(V ), donde V es un K espacio vectorial de dimensión finita,
y B una base de V .

Se define el polinomio caracterı́stico asociado a una transformación lineal como

PT (x) = det([T ]B − xId).

Ejemplo 5 Sea
T : K2 −→ K2

(x, y) 7−→ (x+ y, 4x− 2y)

Determinar el polinomio caracteŕıstico de T .
Consideremos C = {(1, 0), (0, 1)} base canónica de K2, luego

[T ]C =

[
1 1
4 −2

]
.

Donde el polinomio caracteŕıstico es:

PT = det

[
1− x 1
4 −2− x

]
= x2 + x− 6.

Observación: En general para una matriz A ∈M2(K), se tiene que

PA = x2 − tr(A)x+ det(A),

ya que

det

[
a− x b
c d− x

]
= (a− x)(d− x)− bc

= ad− ax− dx+ x2 − bc
= x2 − (a + d)x+ (ad− bc)
= x2 − tr(A)x+ det(A).

Ejemplo 6 Sea T : R3 −→ R3, tal que

T (x, y, z) = (z, 3z − y − x,−x+ 4y + 2z)

Calcular PT (x) el polinomio caracteŕıstico.
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Solución: La matriz asociada es

[T ]C =




0 0 1
−1 −1 3
−1 4 2




donde C es la base canónica de R3.

PT (x) =

∣∣∣∣∣∣

0− x 0 1
−1 −1 − x 3
−1 4 2− x

∣∣∣∣∣∣
= −x[(−1 − x)(2 − x)− 12] + (−4 − 1− x)
= 14x+ x2 − x3 − 5− x
= −x3 + x2 + 13x− 5

Por lo tanto PT (x) = −x3 + x2 + 13x− 5

Teorema 16 (Cayley- Hamilton) Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension
finita, entonces

PT (T ) = 0

Demostración: Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension n y A = [T ]B la
matriz asociada en alguna base del espacio.

Luego tenemos que PA(x) = det(A− xIdn) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 Además
B(x) = adj(A− xIdn). Cada coeficiente de B(x) es un polinomio de grado menor o igual a
n− 1, de este modo podemos descomponer la matriz del siguiente manera

B(x) = Dn−1x
n−1 +Dn−2x

n−2 + . . .+D1x+D0

Recordando la propiedad de la matriz adjunta tenemos que

PA(x)Idn = B(x)(A− xIdn)
= (Dn−1x

n−1 +Dn−2x
n−2 + . . .+D1x+D0)(A− xId)

= −Dn−1x
n + (Dn−1A−Dn−2)x

n−1 + . . .+ (D1A−D0)x+D0A

De lo cual obtenemos que

anIdn = −Dn−1

an−1Idn = Dn−1A−Dn−2

arIdn = DrA−Dr−1; r > 0

a0Idn = D0A
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Realicemos el reemplazo ahora

PA(A) = anA
n + an−1A

n−1 + . . .+ a1A+ a0

= anIdnA
n + an−1IdnA

n−1 + . . .+ a1IdnA+ a0Idn

= −Dn−1A
n + (Dn−1A−Dn−2)A

n−1 + . . . (D2A+D1)A
2 + (D1A−D0)A+D0

= 0

�

Corolario 17 Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension finita, entonces

φT divide a PT

o bien

Existe h ∈ K[x] tal que PT = φT · h

Propiedad 18 Sea A ∈Mn(K), las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. α es un valor propio de A.

2. ker(A− αId) = {v ∈ Kn | Avt = αvt} 6= {0}.

3. A− αId es singular.

4. det(A− αId) = 0.

5. α es una ráız del polinomio caracteŕıstico.

Demostración: Sea α es una ráız del polinomio caracteŕıstico, luego det(A − αId) = 0, es
decir, es singular, de lo cual, se obtiene que ker(A − αId) 6= {0}, y finalmente es un valor
propio.

Si α es un valor propio de A, luego se tiene que existe v ∈ V − {0}, tal que Avt = αvt,
es decir v ∈ ker(A − αId), por ello la matriz es singular, lo cual indica det(A − αId) = 0,
con lo cual es una ráız del polinomio caracteŕıstico. �

Corolario 19 Sean A ∈Mn(K), α ∈ K

α es una ráız de φA si y sólo si α es una ráız de PA.

Corolario 20 Sean V un espacio vectorial dimension finita sobre K, α ∈ K y T ∈ End(V ))
entonces

α es una ráız de φT si y sólo si α es una ráız de PT .

Ejemplo 7 Sea

A =




5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4


 .

Determinar los espacio propios asociado a A.
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Solución: Del ejemplo 4, tenemos que

PA(x) = −(x− 1)(x− 2)2.

Del corolario anterior tenemos que

φA(x) = (x− 1)(x− 2)2 o bien φA(x) = (x− 1)(x− 2).

luego los únicos valores propios son 1 y 2.
Ahora veremos los espacios propios asociados correspondientes. El valor propio 1 tiene el

siguiente espacio propio,

V1 = {v ∈ R3 | Avt = 1vt}
V1 = {v ∈ R3 | (A− Id)(vt) = 0}

donde



4 −6 −6
−1 3 2
3 −6 −5


 7−→




0 6 2
−1 3 2
0 3 1


 7−→




1 −3 −2
0 3 1
0 3 1


 7−→




1 0 −1
0 3 1
0 0 0


 ,

con lo cual obtenemos que v = (x, y, z) = (z,−z/3, z). Luego

V1 = 〈(1,−1/3, 1)〉 = 〈(3,−1, 3)〉

Para el otro valor propio, se tiene el espacio propio dado por:

V2 = {v ∈ R3 | Avt = 2vt}
V2 = {v ∈ R3 | (A− 2Id)(vt) = 0}
V2 = ker(A− 2Id)

donde 


3 −6 −6
−1 2 2
3 −6 −6


 7−→




0 0 0
−1 2 2
0 0 0


 ,

aśı obtenemos que v = (x, y, z) = (2y + 2z, y, z). Luego

V2 = 〈(2, 1, 0), (2, 0, 1)〉 .

Note además si construimos la matriz P =




3 2 2
−1 1 0
3 0 1


, se tiene que

P−1 =



−1 2 2
−1 3 2
3 −6 −5


 .
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Y queda de ejercicio, comprar que se obtiene

P−1AP =




1 0 0
0 2 0
0 0 2


 .

Observación: La generalización del resultado obtenido anteriormente, consideremos las ma-
trices P, P−1, A del ejercicio anterior, se tienen:

i) P · et1 = vt1 ∈ V1
P · et2 = vt2 ∈ V2
P · et3 = vt3 ∈ V2

ii) P−1 · vt1 = et1
P−1 · 2vt2 = 2et2
P−1 · 2vt3 = 2et3

También tenemos:

Avt1 = vt1 Avt2 = 2vt2 Avt3 = 2vt3

Por último se tiene

P−1APet1 = et1 P−1APet2 = 2et2 P−1APet3 = 2et3

De este modo la matriz P−1AP es diagonal.
Sea A una matriz de orden n, con coeficientes en K, podemos asociar una transformación

lineal del siguiente modo
TA : Kn −→ Kn

v 7−→ vAt

Luego TA es una transformación lineal, ya que

i) TA(v + w) = (v + w)At = vAt + wAt = TA(v) + T(w).

ii) TA(αv) = (αv)At = α(vAt) = αTA(v).

Es fácil obtener que [TA]C = A.
Si consideremos la base B = {(3,−1, 3), (2, 1, 0), (2, 0, 1)}, formado por los vectores en-

contrados anteriormente, tenemos la matrices cambio de base P = [Id]CB, de donde se obtiene

P−1AP = [Id]BC · [TA]CC · [Id]CB = [TA]
B
B =




1 0 0
0 2 0
0 0 2




Definición 11 Sean A ∈Mn(K) y T ∈ End(V ).

1. Se dice que A es diagonalizable si y sólo si existe P ∈ Gln(K) (matrices invertibles)
tal que P−1AP es diagonal.

2. Se dice que T es diagonalizable si y sólo si existe B una base de V tal que [T ]B es
diagonal.

Teorema 21 Sea A ∈Mn(K), entonces
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A es diagonalizable si y sólo si TA es diagonalizable.

Demostración: Si A es diagonalizable existe P ∈ Gln(K) tal que P−1AP es diagonal.
Pero notemos que el la base canónica se tiene que

[TA]C = A

Luego
P−1[TA]CP = P−1AP

Definimos la base B de V modo que P = [Id]CB, de lo cual

[TA]B = P−1[TA]CP = P−1AP

es decir, T en la base B es diagonal.
El rećıproco, tenemos que existe una base B de V , tal que [TA]B es diagonal,

[TA]B = [Id]CB[TA]C[Id]
B
C = P−1AP

es decir, existe P invertible tal que P−1AP es diagonal. �

Propiedad 22 Sean A,B ∈ Mn(K), tal que existe P ∈ Gln(K) de modo que B = P−1AP ,
entonces

φA(x) = φB(x).

Demostración: Notemos primero lo siguiente

(P−1AP )2 = P−1APP−1AP = P−1A2P

(P−1AP )n+1 = (P−1AP )nP−1AP = P−1AnPP−1AP = P−1An+1P

Luego se obtiene que
(∀n ∈ N)((P−1AP )n = P−1AnP )

Por otro lado se tiene que φA(x) =
r∑
i=0

aix
i, luego evaluamos en B, donde

φA(B) =
r∑

i=0

ai(P
−1AP )i =

r∑

i=0

ai(P
−1AiP ) = P−1

(
r∑

i=0

aiA
i

)
P = P−1(φA(A))P = 0.

Aśı
φA ∈ 〈φB〉,

de donde φA = φB · h.
Con un desarrollo similar, obtenemos que φB = φA · h′, reemplazamos

φA = φAh
′h.

Cancelando y debido a que φB y φA son mónicos, entonces h′ y h deben ser 1. �
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Ejercicio 8 Sea
T : C2 −→ C2

(x, y) 7−→ (3x− iy, 2x+ 3y)

Determine:

1. El polinomio caracteŕıstico de T con C2 como C-espacio vectorial.

2. El polinomio caracteŕıstico de T con C2 como R-espacio vectorial.

Propiedad 23 Sea A ∈Mn(K), φA su polinomio minimal tal que

φA = φ1 · φ2,

con φ1, φ2 primos relativos mónicos, consideremos

Vi = {v ∈ Kn | φi(A) · vt = 0},
entonces

1. V1 = {v · φ2(A)
t | v ∈ Kn}; V2 = {v · φ1(A)

t | v ∈ Kn}

2. Kn = V1 ⊕ V2 ∧ A(V1) ⊆ V1 ∧ A(V2) ⊆ V2.

3. TA|Vi = TAi
, entonces φAi

= φi

Observación: Debemos tener presente para la demostración que, si φ1, φ2 ∈ K[x] son primos
relativos, entonces existen h1, h2 ∈ K[x] tales que

φ1h1 + φ2h2 = 1

Evaluando tenemos
φ1(A)h1(A) + φ2(A)h2(A) = Id (∗)

o bien
(φ1(A))

t(h1(A))
t + (φ2(A))

t(h2(A))
t = Id (∗)

Demostración:

1. Demostraremos que

{v ∈ Kn | v · φ1(A)
t = 0} = {v · φ2(A)

t | v ∈ Kn}

Veamos la primera contención, sea w ∈ {v · φ2(A)
t | v ∈ Kn}, luego w = v · φ2(A)

t

φ1(A) · wt = φ1(A) · φ2(A) · vt = φA(A) · vt = 0 · vt = 0

Para la otra contención se tiene que, dado w ∈ {v ∈ Kn | φ1(A) · vt = 0}. Por (*)
tenemos

φ1(A)h1(A) + φ2(A)h2(A) = Id

φ1(A)h1(A)w
t + φ2(A)h2(A)w

t = wt

φ2(A)(h2(A) · wt) = wt

escogemos vt = h2(A) · wt, y tenemos

φ2(A) · vt = wt
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2. Ahora probaremos la suma directa y la estabilidad.

Demostrar que Kn = V1 + V2

φ1(A)h1(A) + φ2(A)h2(A) = Id (∗)
h1(A)

tφ1(A)
t · v + h2(A)

t(φ2(A)
t · v = v

φ1(A)
t
(
h1(A)

t · v
)
+ φ2(A

t)
(
h2(A)

t · v
)
= v

pero φ1(A)
t (h1(A)

t · v) ∈ V2 y φ2(A)
t (h2(A)

t · v) ∈ V1, luego

Kn = V1 + V2

Sea w ∈ V1 ∩ V2, en (*) se tiene

φ1(A)h1(A) · wt + φ2(A)h2(A) · wt = wt

h1(A)(φ1(A) · wt) + h2(A)(φ2(A) · wt) = wt

ya que w ∈ V1 ∩ V2, tenemos que φ1(A) ·wt = 0 y φ2(A) ·wt = 0, de donde concluimos
que w = 0

Ahora la estabilidad, para ello notemos lo siguiente:

Aj ·
r∑

i=0

aiA
i =

r∑

i=0

aiA
jAi =

r∑

i=0

aiA
iAj =

(
r∑

i=0

aiA
i

)
Aj

Sea w ∈ V1 entonces es claro que w · At ∈ Kn, además

φ1(A)(A · wt) = (φ1(A) · A)wt = A · φ1(A) · wt = A · 0 = 0.

Luego w · At ∈ V1
3. Sea

TA : Kn −→ Kn

v 7−→ v · At,
luego

TA1
= TA|V1 : V1 −→ V1

v 7−→ v · At

Sea ψi el polinomio minimal asociado a TAi
, entonces ψi(TAi

) = 0, es decir

(∀v ∈ Vi)(ψi(A) · vt = 0),

luego φi = ψiti. (∗∗)
Además, sea v ∈ Kn

ψ1(A)ψ2(A) · vt = (ψ1(A)ψ2(A))(v
t
1 + vt2)),

= ψ1(A)ψ2(A)v
t
1 + ψ1(A)ψ2(A)v

t
2

= 0.
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Aśı (∀v ∈ Kn)(ψ1(A)ψ2(A)v
t = 0), luego

ψ1(A)ψ2(A) = 0,

donde ψ1ψ2 es un polinomio que se anula en la matriz A, de lo cual se obtiene que

ψ1ψ2 = φt3

= φ1φ2t3

= ψ1ψ2t3t2t1

cancelando y como ψi, φi son mónicos en (**) obtenemos que

t1 = t2 = 1.

�

Propiedad 24 Sean V un espacio vectorial dimension finita sobre K, φT su polinomio mi-
nimal tal que

φT = φ1 · φ2,

con φ1, φ2 primos relativos mónicos, consideremos

Vi = {v ∈ V | φi(T )v = 0},

entonces

1. V1 = {φ2(T )v | v ∈ V }; V2 = {φ1(T )v | v ∈ V }

2. V = V1 ⊕ V2 ∧ T (V1) ⊆ V1 ∧ T (V2) ⊆ V2.

3. T |Vi = Ti, entonces φTi = φi

Observación: Con el siguiente ejemplo revisaremos los paso de la demostración

Ejemplo 9 Dada la transformación lineal

T : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ y, 4x− 2y)

Tenemos que la matriz cambio de base en la base canónica, esta dada por

[T ]C =

[
1 1
4 −2

]

y tenemos que el polinomio caracteŕıstico corresponde a PT (x) = (x − 2)(x + 3) = φT (x),
luego

φT (x) = φ1(x) · φ2(x),
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donde φ1(x) = x− 2, φ2(x) = x+ 3, además

V1 = {v ∈ R2 | φ1(T ) · v = 0}
= {v ∈ R2 | (T − 2Id) · v = 0}
= {φ2(T )v | v ∈ R2}
= {(T + 3Id)v | v ∈ R2}

y

V2 = {v ∈ R2 | φ2(T ) · v = 0}
= {v ∈ R2 | (T + 3Id) · v = 0}
= {(T − 2Id)v | v ∈ R2}

Luego
R2 = V1 ⊕ V2.

Además tenemos, la restricción

T1 : V1 −→ V1
v 7−→ T (v) = 2v

,
T2 : V2 −→ V2

v 7−→ T (v) = −3v

donde el polinomio minimal de T1 es φ1(x) = x− 2 y el de T2 es φ2(x) = x+ 3.

Corolario 25 Sea A ∈Mn(K) y φA(x) = φ1(x)· · ·φr(x), tal que φ1(x), . . . , φr(x) son primos
relativos mónicos.

Si
Vi = {v ∈ Kn | φi(A) · vt = 0},

entonces
Kn =

r
⊕
i=1
Vi.

Corolario 26 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y T ∈ End(V ), φT (x) =
φ1(x) · · · φr(x), tal que φ1(x), . . . , φr(x) son primos relativos mónicos.

Si
Vi = {v ∈ V | φi(T )v = 0},

entonces
V =

r
⊕
i=1
Vi.

Teorema 27 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y T ∈ End(V ), tal que su
polinomio minimal, se factoriza del siguiente modo

φT (x) = (x− α1)
p1(x− α2)

p2 · · · (x− αr)pr ,

con αi todos distintos. Entonces

V =
r
⊕
i=1
Vi,

donde Vi = {v ∈ V | (T − αiId)piv = 0} y T (Vi) ⊆ Vi.
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Demostración: Como las ráıces αi son distintas, entonces los factores (x−α1)
pi, son primos

relativos, luego las propiedades anterior se obtiene el teorema �

Corolario 28 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y T ∈ End(V ),
Si el polinomio minimal φT tiene todas las ráıces en K y cada una tiene multiplicidad 1

en entonces T es diagonalizable.

Corolario 29 Sea A ∈Mn(K)
Si el polinomio minimal φA tiene todas las ráıces en K y cada una tiene multiplicidad 1

en entonces A es diagonalizable.

Ejemplo 10 Sea T ∈ End(R3), tal que

T (x, y, z) = (z, 3z − y − x,−x + 4z − 2y),

Determinar el polinomio minimal examinando los posibles espacio anuladores

Solución: La matriz asociada a T en la base canónica es:

A =




0 0 1
−1 −1 3
−1 −2 4




Luego el polinomio caracteŕıstico es PT (x) = (1−x)3, de lo cual, el polinomio minimal debe
ser algunos de los siguientes

φA = x− 1, φA = (x− 1)2, φA = (x− 1)3,

Investiguemos, determinando los siguientes espacio.

1. W1 = {v ∈ R3 | (T − Id)v = 0}, se sigue


−1 0 1
−1 −2 3
−1 −2 3


 7−→




1 0 −1
−1 −2 3
0 0 0


 7−→




1 0 −1
0 −2 2
0 0 0


 7−→




1 0 −1
0 −1 1
0 0 0




de donde se concluye que
W1 = 〈(1, 1, 1)〉 .

2. W2 = {v ∈ R3 | (T − Id)2v = 0}, luego


−1 0 1
−1 −2 3
−1 −2 3



2

=




0 −2 2
0 −2 2
0 −2 2




de donde 


0 −2 2
0 −2 2
0 −2 2


 7−→




0 1 −1
0 0 0
0 0 0




de aqúı concluimos que
W2 = 〈(1, 1, 1) , (0, 1, 1)〉 .
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3. W3 = {v ∈ R3 | (T − Id)3v = 0}, donde


−1 0 1
−1 −2 3
−1 −2 3



3

=




0 0 0
0 0 0
0 0 0




por lo tanto
W3 = 〈(1, 1, 1) , (1, 0, 0) , (0, 1, 0)〉

Claramente tenemos que φT (x) = (x− 1)3, ya que W1 $W2 $ R3. Consideramos la base

B = {(1, 1, 1) , (1, 0, 0) , (0, 1, 0)} ,

luego

[T ]B =




1 −1 −2
0 1 2
0 0 1




Definición 12

1. Sea A ∈ Mn(K). Se dice que A es triangularizable si y sólo si existe P ∈ Gln(K)
tal que P−1AP es triangular.

2. Sea T ∈ End(V ). Se dice que T es triangularizable si y sólo si existe B base de V
tal que [T ]B es triangular.

Note que la transformación del ejercicio anterior es triangularizable

Teorema 30 Sea TA : Kn −→ Kn, tal que φA(x) = (x− c)p, donde

Wi = {v ∈ Kn | (A− cId)i · vt = 0},

entonces

1. W1 ≤W2 ≤ · · · ≤Wp = Kn

2. Wj(A− cId)t ⊆Wj−1

3. Si Wi = Wi+1 entonces Wi+1 = Wi+2

Demostración:

1. Veamos las contenciones
W1 ≤W2 ≤ · · · ≤ Wp = Kn

Sea j, tal que 1 ≤ j < p, y v ∈ Wj , luego (A− cId)j · vt = 0, multiplican obtenemos

(A− cId)j+1 · vt = (A− cId)(A− cId)j · vt = (A− cId) · 0 = 0

por lo tanto v ∈ Wj+1.
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2. Sea j, tal que 1 ≤ j < p, veamos ahora

Wj(A− cId)t ⊆Wj−1,

es decir, si v ∈ Wj(A− cId)t, debemos demostrar que (A− cId)j−1 · vt = 0.

Para ello, sea v ∈ Wj(A− cId)t, entonces v = w(A− cId)t, con w ∈ Wj, luego

(A− cId)j−1 · vt = (A− cId)j−1 · (A− cId)wt = (A− cId)jwt = 0,

por lo tanto v ∈ Wj−1

3. Supongamos que
Wi =Wi+1

implica Wi+1 = Wi+2.

De la primera parte se tiene Wi+1 ⊂ Wi+2.

Para la otra contención tenemos de la segunda parte que Wi+2(A − cId)t = Wi+1.
Ahora bien, si w ∈ Wi+2, luego w(A − cId)t ∈ Wi+1 = Wi, por hipótesis, entonces
0 = (A− cId)i(A− cId)wt = (A− cId)i+1wt, es decir w ∈ Wi+1.

Wi+1 = Wi+2

�

Corolario 31 Sea T ∈ End(V ), tal que φT (x) = (x− c)p, si

Wi = {v ∈ V | (T − cId)iv = 0},

entonces

1. W1 ≤W2 ≤ · · · ≤Wp = Kn

2. (T − cId)Wj = {Tv | v ∈ Wj} ⊆Wj−1

3. Si Wi = Wi+1 entonces Wi+1 = Wi+2

Corolario 32 Si A es una matriz tal que el polinomio caracteŕıstico se puede factorizar,
sólo con factores lineales entonces A es triangularizable.

Demostración: De la primera afirmación del teorema tenemos que una base deWi, se puede
extender a una base de Wi+1, aplicando en forma reiterada, lo anterior podemos obtener una
base del espacio total.

De otro modo tenemos lo siguiente

B1 = {w11, w12, . . . , w1s1} una base de W1 y como W1 ⊆W2, se extiende a
B2 = {w11, . . . , w1s1, w21, . . . , w2s2} una base de W2 y como W2 ⊆W3,
...
Bp = {w11, . . . , w1s1, w21, . . . , w2s2, . . . , wp1, . . . , wpsp} una base de Wp = Kn
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De la definición de W1 tenemos que,

(A− cId)wt1j = 0⇔ Awtj = cwt1j ,

De la segunda afirmación,
W2(A− cId)t ⊆W1,

luego,

(A− cId)wt2j =
∑

αj,iw
t
2i ⇔ Awt2j = cwt2j +

∑

i

αi,jw
t
1i,

En general tenemos que Wj(A− cId)t ⊆Wj−1,

wjr(A− cId)t ∈ Wj−1 ⇔ Awtjr = cwtjr +
∑∑

αi,rw
t
hi,

Con ello tenemos que la matriz de [TA]Bp
es triangular superior. �

Corolario 33 Si T ∈ End(V ) es una matriz tal que el polinomio caracteŕıstico se puede
factorizar, sólo con factores lineales entonces T es triangularizable.

Ejemplo 11 Sea T ∈ End(R5), tal que la matriz en la base canónica es

A =




1 0 −1 1 0
−4 1 −3 2 1
−2 −1 0 1 1
−3 −1 −3 4 1
−8 −2 −7 5 4




y el polinomio caracteŕıstico es PT (x) = (x− 2)5.
Determinar una base en la que la matriz asociada a T sea triangular.

Solución: Ya que el único valor propio es 2, debemos calcular los espacios correspondiente
del teorema anterior

1. W1 = {v ∈ R5 | (T − 2Id)v = 0}, se sigue



−1 0 −1 1 0
−4 −1 −3 2 1
−2 −1 −2 1 1
−3 −1 −3 2 1
−8 −2 −7 5 2



7−→




1 0 1 −1 0
0 1 −1 2 −1
0 −1 0 −1 1
0 −1 0 −1 1
0 −2 1 −3 2



7−→




1 0 0 0 0
0 1 0 1 −1
0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



,

de donde
W1 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1)〉

2. W2 = {v ∈ R5 | (T − 2Id)2v = 0}, se sigue

(A− 2Id)2 =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 −1 1 0
−1 0 −1 1 0
−1 0 −1 1 0



,
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luego 


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 −1 1 0
−1 0 −1 1 0
−1 0 −1 1 0



7−→




1 0 1 −1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



,

de donde

W2 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0)〉

Hemos completar la base de W1 para obtener una base de W2.
Finalmente

W3 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 0, 0)〉 ,

Recuerde que los espacios no pueden ser iguales teorema 30, por ello la dimensión debe
aumentar, por lo cual W3 = R5,

B = {(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 0, 0)}

Sabemos por el corolario anterior que la matriz tiene la forma




2 0 − − −
0 2 − − −
0 0 2 0 −
0 0 0 2 −
0 0 0 0 2



,

Veamos ahora los coeficiente que falta

A ·




0
−1
1
1
0




=




0
−2
2
2
0




= 2




0
−1
1
1
0



;

A ·




0
1
0
0
1




=




0
2
0
0
2




= 2




0
1
0
0
1




;

A ·




1
0
−1
0
0




=




2
−1
−2
0
−1




= (−1)




0
1
0
0
1




+ (2)




1
0
−1
0
0




;
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A ·




1
0
0
1
0




=




2
−2
−1
1
−3




= (−1)




0
−1
1
1
0




+ (−3)




0
1
0
0
1




+ 2




1
0
0
1
0




;

A ·




1
0
0
0
0




=




1
−4
−2
−3
−8




= −4




0
−1
1
1
0



− 8




0
1
0
0
1




+ 2




−1
0
1
0
0




+ 1




1
0
0
1
0




+ 2




1
0
0
0
0




;

Aśı

[T ]B =




2 0 0 −1 −4
0 2 1 −3 −8
0 0 2 0 2
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2




Observación: En la proxima sección veremos el Teorema Jordan, la dimensión de W1 nos
indica cuantos bloques tiene asociado este valor propio, ya que cada bloque tiene asociado
un valor propio.

Teorema 34 Sea A ∈Mn(K) y PA el polinomio caracteŕıstico
A es diagonalizable si y sólo si PA tiene todas las ráıces en K y la dimensión del espacio

propio es igual a la multiplicidad de la ráız en PA.

Demostración: Supongamos que PA tiene todas las ráıces en K, luego φA tiene todas las
ráıces en K aplicando l teorema 27, tenemos que Kn = ⊕Vi correspondiente, si Bi es base de
Vi, entonces

B =
r⋃

i=1

Bi,

es una base de V , al mantener el orden de los elementos de la base se obtiene que

[T ]B =




A1 0 0 · · · 0
0 A2 0 0
0 0 A3 0
0 0 0 0
0 0 0 Ar
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Notemos que por teorema 30 tercera parte, una vez obtenida la dimension correcta, luego se
mantiene

PT = |A1 − xId| · |A2 − xId| · · · |Ar − xId|
= PA1

· PA2
· · · PAr

Por lo tanto PAi
es el polinomio caracteŕıstico y (x−αi) es el polinomio minimal asociado

T |Vi .
El rećıproco es inmediato. �

Teorema 35 Sean T ∈ EndK(V ) y PT el polinomio caracteŕıstico
T es diagonalizable si y sólo si PT tiene todas las ráıces en K y la dimensión del espacio

propio es igual a la multiplicidad de la ráız en PT .

Ejemplo 12 Sea C = {(1, 0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 2, 2), (1, 2, 1, 0, 1), (1, 1, 2, 1, 2)} base de U y T
una transformación lineal tal que

[T ]C =




−1 −3 −2 −1
2 4 2 1
0 0 3 1
0 0 2 2




cuyo polinomio caracteŕıstico es PT (x) = (x− 1)2 (x− 2) (x− 4)
Determine una base B de U tal que [T ]B sea diagonal

Solución: Los valores propios asociados a T son 1, 2, 4, para determine los espacios propios,
consideremos u1 = (1, 0, 0, 1, 1), u2 = (1, 0, 1, 2, 2), u3 = (1, 2, 1, 0, 1), u4 = (1, 1, 2, 1, 2).

1. V1 = {v ∈ U | ([T ]C − Id)[u]C = 0},



−2 −3 −2 −1
2 3 2 1
0 0 2 1
0 0 2 1


 7−→




2 3 0 0
0 0 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0




Luego

[u]C = a




3
−2
0
0


+ b




0
0
1
−2




Con lo cual tenemos que

V1 = 〈3u1 − 2u21u3 − 2u4〉 = 〈(1, 0,−2,−1,−1), (1, 3, 0,−1, 0)〉
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2. V2 = {v ∈ U | ([T ]C − 2Id)[u]C = 0},



−3 −3 −2 −1
2 2 2 1
0 0 1 1
0 0 2 0


 7−→




1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




Aśı

[u]C = c




1
−1
0
0




De lo cual tenemos que

V2 = 〈u1 − u2〉 = 〈(0, 0,−1,−1,−1)〉

3. V4 = {v ∈ U | ([T ]− 4Id)[u]C = 0},



−5 −3 −2 −1
2 0 2 1
0 0 −1 1
0 0 2 −2


 7→




2 0 0 3
0 2 0 −3
0 0 1 −1
0 0 0 0




Luego

[u]C = d




3
−3
−2
−2




De lo cual tenemos que

V4 = 〈3u1 − 3u2 − 2y3 − 2u4〉 = 〈(−4,−6,−9,−5,−9)〉

Luego es diagonalizable y la base es:

B = {(1, 0,−2,−1,−1), (1, 3, 0,−1, 0), (0, 0,−1,−1,−1), (−4,−6,−9,−5,−9)}

y se obtiene que

[T ]B =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 4
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2.2.1. Ejercicios

1. Sean A =

[
2 1
1 2

]
, B =

[
3 0
1 a

]
, C =

[
−2 −5
3 6

]
y p(x) = (x− 3)(x− 1).

a) Calcular p(A) y p(C).

b) Determinar el valor “a” tal que p(B) = 0

2. Sean A =

[
1 1
1 3

]
, B =

[
3 2
1 a

]
, y p(x) = (x− 4)(x− 1).

a) Calcular p(A)

b) Calcular A2BA2

c) Determinar el valor “a” tal que p(B) = 0

3. Sea T : R2[x] → R2[x] una transformación lineal y C ={1, 1 + x, 1 + x + x2} base
ordenada de R2[x] tal que

[T ]CC =




1 0 1
0 1 1
1 1 2




a) Calcular el Polinomio Caracteŕıstico.

b) Determinar una base B de R2[x],tal que [T ]BB sea diagonal.

c) Calcular T n(1− x2), para cualquier n ∈ N.

4. Sea T : C3 → C3 T (x, y, z) = (x + z, x + y, y + z) una transformación lineal de C
espacios vectoriales. Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar

5. Sea T :M2(R)→M2(R) una transformación lineal y

C =
{[

1 0
0 1

]
,

[
1 1
0 1

]
,

[
1 0
1 1

]
,

[
1 1
2 2

]}
base ordenada de M2(R) tal que

[T ]CC =




1 0 1 0
1 2 3 0
1 1 2 0
1 1 2 1




Sabiendo que el Polinomio Caracteŕıstico es PT (x) = x (x− 4) (x− 1)2

Determinar una base B de M2(R), tal que [T ]BB sea diagonal

6. Sea T : R3 → R3 una transformación lineal y B = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1., 1, 1)} base
ordenada de R3, tal que

[T ]BB =




1 1 −2
1 −2 1
−2 1 1




Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar
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7. Sea T : R2[x] → R2[x] una transformación lineal y B = {1, 1 + x, 1 + x − x2} base
ordenada de R2[x], tal que

[T ]BB =




0 −1 −1
1 1 2
2 1 3




Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

8. Sea C = {(1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 2), (1, 2, 1, 0), (1, 1, 2, 1)} base de R4 y T una transforma-
ción lineal tal que

[T ]C =




−1 −3 −2 −1
2 4 2 1
0 0 3 1
0 0 2 2




cuyo polinomio caracteŕıstico es PT (x) = (x− 1)2 (x− 2) (x− 4)

Determine una base B de R4 tal que [T ]B sea diagonal

9. Sea U = {(x, y, z) ∈ R3 / 2x− 3y + 5z = 0} un espacio vectorial, y

T : U → U
(x, y, z)  (4y − 3z − 2x, 3z − y,−y + z)

una transformación lineal. Determinar si T es diagonalizable.

10. Sea A ∈Mn(K), At su transpuesta. Demostrar que φA(x) = φAt(x).

11. Sea A,B ∈Mn(K), con A invertible. Demostrar que φAB(x) = φBA(x).

12. Demostrar que para todo n ∈ N existen A,B ∈Mn(K), singulares tal que

φAB(x) 6= φBA(x).

13. En M3(K). Determine las funciones coeficiente del polinomio caracteŕıstico.

14. Demostrar Si A es diagonalizable y α ∈ K entonces A− αI es diagonalizable.

15. Clasificar todas las matrices 3× 3 similares
( Def: A es similar a B si y sólo si existe P ∈Mn(K) tal que P−1AP = B).

16. Diagonalizar las siguientes matrices, si es posible

1.




0 8 −3 −10 −7 16
0 2 0 −1 −1 2
1 −6 4 8 5 −12
−1 8 −3 −9 −7 16
−1 6 −3 −8 −4 12
−1 7 −3 −9 −6 15




2.




−4 24 −9 −30 −21 48
0 2 0 −3 −3 6
3 −20 10 28 19 −42
−3 26 −11 −35 −25 54
−3 16 −7 −20 −12 30
−3 21 −9 −27 −18 41
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3.




1 −6 2 6 4 −10
−2 9 −4 −12 −8 18
0 2 −1 −2 0 2
0 −6 2 7 4 −10
2 −12 6 16 11 −24
2 −14 6 18 12 −27




4.




3 −16 6 20 14 −32
0 −1 0 2 2 −4
−2 14 −7 −20 −14 30
2 −18 8 25 18 −38
2 −10 4 12 7 −18
2 −14 6 18 12 −27




5.




4 −16 7 22 15 −32
0 6 −2 −5 −3 6
−1 4 0 −6 −5 10
1 −2 1 5 3 −6
1 −8 3 10 8 −14
1 −7 3 9 6 −11




6.




2 −6 3 8 5 −10
−2 16 −6 −19 −13 28
1 −8 6 12 9 −18
−1 10 −5 −13 −11 22
1 −10 5 14 12 −20
1 −7 3 9 6 −11




7.




0 7 −3 −9 −6 14
0 1 0 0 0 0
1 −8 5 11 8 −17
−1 8 −4 −10 −8 17
−1 6 −2 −7 −3 11
−1 7 −3 −9 −6 15




8.




−2 14 −5 −16 −11 26
2 −8 4 11 7 −16
1 −10 6 14 9 −20
−1 16 −7 −21 −15 32
−3 16 −7 −20 −12 30
−3 21 −9 −27 −18 41




9.




1 1 0 −1 −1 2
0 2 0 −1 −1 2
0 0 2 1 1 −1
0 2 −1 −2 −3 5
0 −2 1 3 4 −5
0 0 0 0 0 1




10.




3 −24 10 32 22 −48
0 3 −2 −4 −2 4
−2 8 −3 −10 −6 16
2 −8 2 9 6 −16
2 −16 8 22 15 −32
2 −14 6 18 12 −27




11.




0 12 −5 −18 −13 28
−4 22 −8 −27 −19 42
3 −10 4 12 7 −20
−3 8 −1 −7 −5 16
1 −2 −1 0 0 0
1 −7 3 9 6 −11




12.




−4 36 −15 −46 −31 68
4 −26 12 35 23 −50
1 −2 0 0 −3 0
−1 4 1 −1 1 4
−5 38 −19 −52 −36 76
−5 35 −15 −45 −30 67




2.2.2. Problemas Propuestos

Problema 1.

Si A es una matriz diagonalizable de Mn(R). Demostrar que A2 es diagonalizable
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Problema 2.

Sea T : R2[x]→ R2[x] una transformación lineal definida por

T (ax2 + bx+ c) = (2a+ 2b+ c)x2 + (a+ 3b+ c)x+ (−2a− 4b− c)

Diagonalizar T.

Problema 3.

Sea T : C3 → C3 tal que T (x, y, z) = (x + z, y + z, x + y + 2z) es una transformación
lineal de C espacios vectoriales.

Diagonalizar T si es posible.

Problema 4.

Sea T : R2[x] → R2[x] una transformación lineal y B = {1 + x, 1 − x, 1 + x + x2} base
ordenada de R2[x] tal que

[T ]BB =




0 1 −1
0 2 0
2 −1 3




Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

Problema 5.

Sea T : C3 → C3 una transformación lineal de C espacios vectoriales y C base canónica
de C3 tal que

[T ]CC =




1 0 1
0 1 1
1 1 2




Diagonalizar T si es posible.

Problema 6.

Sea C la base canónica de R3 y Tα en endomorfismos de R3 tal que 1 es un valor propio.

[Tα]C =




3 −4 0
−1 3 α
2 −4 −3




(a) Determinar PTα(x) ( Polinomio Caracteŕıstico)

(b) Para que valor de α ∈ R, el endomorfismo Tα es diagonalizable.

(c) Para que valor de α ∈ R, el endomorfismo Tα es triangularizable.

Problema 7.

Sea A una matriz simétrica de M2(R). Demostrar que A es diagonalizable
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Problema 8.

Determinar si es verdadero o falso la afirmación
Si A2 es una matriz diagonalizable de Mn(R) entonces A es diagonalizable

Problema 9.

Sean A,B ∈ Mn(R), de modo que existe P ∈ GLn(R) tal que P−1AP y P−1BP son
matrices diagonales entonces

Demostrar que AB = BA

Problema 10.

Sea A ∈Mn(R)
¿Existe alguna relación entre φA(x) y φA2(x)?

2.3. Formas de Jordan

Una matriz de Jordan es una matriz de la forma



J1(λ1) 0 0 · · · 0
0 J2(λ2) 0 · · · 0
0 0 J3(λ3) · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · Jk(λk)




donde

Ji(λi) =




λ1 1 0 0 · · · 0
0 λ1 1 0 · · · 0
0 0 λ1 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · λ1



∈Mni

(K)

son los bloques de Jordan

Definición 13 Sea T ∈ End(V ), un espacio vectorial de dimension finita sobre K.
Se dice que existe una Base de Jordan asociada a T si y sólo si la matriz de T asociada

a esta base es una matriz de Jordan.

Ejemplo 13 La siguiente matriz, es una matriz de Jordan con 4 bloques



1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 2
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Observación: Por el teorema (30), se tiene que dada una transformación lineal T : V −→ V ,

tal que el polinomio minimal se factoriza φT =
r∏
i=1

(x− αi)ni y definimos los subespacios

Vi = {v ∈ V | (T − αiId)niv = 0},

y cada Ti esta dado por

Ti = T |Vi : Vi −→ Vi; φTi = (x− αi)ni; φTi−αId = yni,

entonces
V =

r
⊕
i=1
Vi

Definición 14

1. Sea A ∈Mn(K), se dice que A es nilpotente de ı́ndice k si y sólo si

φA(x) = xk.

2. Sea T ∈ End(V ), se dice que T es nilpotente de ı́ndice k si y sólo si

φT (x) = xk.

Propiedad 36 Si A ∈Mn(K), T ∈ End(V ) es nilpotente, tal que dimV = m entonces

PA(x) = xn; PT (x) = xm

Ejemplo 14 Sea T ∈ End(V ), tal que

[T ]B =




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0



,

donde B = {v1, v2, v3, v4, v5}, además φT (x) = x5, tenemos:

T (v5) = v4 = T (v5)

T (v4) = v3 = T 2(v5)

T (v3) = v2 = T 3(v5)

T (v2) = v1 = T 4(v5)

T (v1) = 0 = T 5(v5)

luego, reemplazando obtenemos que la base se puede reescribir del siguiente modo

B = {T 4(v5), T
3(v5), T

2(v5), T (v5), v5}
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Ejemplo 15 En el ejemplo (11), tenemos que

W1 =< (0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) >=< w1, w2 >

W2 =< (0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0) >=< w1, w2, w3, w4 >

W3 =< (0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 0, 0) >

La dimensión de los espacios lo podemos escribir o anotar del siguiente modo:

W1 : ∗ ∗
W2 : ∗ ∗ ∗ ∗
W3 : ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Y en esta nueva base B = {T (v), v, T 2(e1), T (e1), e1}, obtenemos

[T ]B =




2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2




es decir, tenemos dos bloques uno de 3× 3 y otro de 2× 2.
Para determinar el elemento que falta definir, debemos tener presente

W1 =< w′
1, T

2(e1) >, W2 =< w′
1, T

2(e1), w
′
3, T (e1) >, W3 =< w1, w2, w3, w4, e1 >

En W1 extendemos a una base y obtenemos w′
1 y realizando algo similar en W2 se obtiene

v = w′
3 el elemento deseado.

Ahora veremos que lo anterior, siempre es posible realizarlo.

Espacio Cociente

Sea W ≤ V , se define la relación de equivalencia en V por:

x ∼ y ⇔ x− y ∈ W,

luego la clase de un vector esta dada por

x = {y ∈ V | x ∼ y}
= {y ∈ V | x− y ∈ W}
= {y ∈ V | x− y = w}
= {y ∈ V | x− w = y}
= x+W

Note que dos elementos son iguales, cuando la diferencia de ellos pertenece al subespacio

x̄ = ȳ ⇔ x− y ∈ W
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De esta manera tenemos que el conjunto cociente que esta constituido por

V�W = {x+W | x ∈ V }.

Además el conjunto cociente tiene una estructura natural de espacio vectorial, dado por:

x+ y = x+ y, αx = αx.

Ejemplo 16 Sea U = {(x, y, z) ∈ R3 | x− 3y+ 5z = 0} ≤ R3, en este caso tenemos que

(a, b, c) = {(x, y, z) ∈ R3 | (x− a, y − b, z − c) ∈ U }
= {(x, y, z) ∈ R3 | (x− a)− 3(y − b) + 5(z − c) = 0 }

es un plano paralelos a U que contiene al punto (a, b, c).
Las operaciones están dada por:

(a, b, c) + (f, g, h) = (a+ f, b+ g, c+ h); α(a, b, c) = (αa, αb, αc)

De forma similar obtenemos que, el conjunto B = {v1, . . . , vs} es linealmente indepen-
diente en V�W , si y sólo si

∑
αivi = 0 entonces, αi = 0, para todo i.

Propiedad 37 Sea V un K espacio vectorial de dimensión finita entonces

dim(V�W ) = dim(V )− dim(W )

Definición 15 Se dice que B = {v1, . . . , vs} ⊂ V es linealmente independiente módulo

W si y sólo si ∑
αivi ∈ W, entonces, αi = 0, para todo i.

Propiedad 38 Sea T ∈ End(V ) nilpotente de ı́ndice k y Wk−1 = ker(T k−1).
Si el conjunto {v1 +Wk−1, . . . , vm +Wk−1} es linealmente independientes en V�Wk−1,

entonces
A = {v1, T v1, . . . , T k−1v1, v2, . . . , T

k−1v2, . . . , vm, . . . , T
k−1vm}

es linealmente independiente en V .

Demostración: El conjunto {v1 +Wk−1, . . . , vm +Wk−1} en V�Wk−1 es linealmente inde-
pendiente, entonces se tiene que

∑
αi(vi +Wk−1) = 0⇔

∑
αivi ∈ Wk−1 ⇔ (∀i)(αi = 0)

Veamos que A es linealmente independiente para ello consideremos una combinación lineal

∑

i=1,...,m

j=1,...,k−1

cijT
jvi = 0
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Aplicado T k−1, se tiene

∑

i,j

cijT
k−1+j(vi) = 0 ⇒

∑

i,j

ci0T
k−1vi = 0

aśı

T k−1

(∑

i

ci0vi

)
= 0.

Luego
∑
ci0vi ∈ Wk−1, por lo tanto

ci0 = 0 ∀i ∈ {1, . . . , m}.

Ahora aplicando T k−2, y con argumento similar, obtenemos ci1 = 0.
Análogamente se tiene que los otros cij = 0 para todo j y para todo i. �

Corolario 39 Sea T ∈ End(V ) nilpotente de ı́ndice k y Wk−1 = ker(T k−1).
Si {v1 +Wk−1, . . . , vm +Wk−1} es linealmente independientes en V�Wk−1,

U =< {v1, T v1, . . . , T k−1v1, v2, . . . , T
k−1v2, . . . , vm, . . . , T

k−1vm} >

entonces T (U) ⊆ U

Demostración: Sea u ∈ U , luego

u =
∑

i=1,...,m

j=1,...,k−1

cijT
jvi

Aplicado T , se tiene

T (u) =
∑

i=1,...,m

j=1,...,k−1

cijT
j+1(vi) =

∑

i=1,...,m

t=2,...,k−1

ci(t−1)T
t(vi) ∈ U

�

Observación: Note que hemos demostrado que cada bloque es estable, y que el número de
ellos de longitud maxima es igual a

dimV − dimker(T k−1)

Corolario 40 Sea T ∈ End(V ) nilpotente de ı́ndice k y Wk−1 = ker(T k−1), Wk−2 =
ker(T k−2).

Si {v1 + Wk−1, . . . , vm + Wk−1} es linealmente independientes en el espacio cociente
V�Wk−1, entonces {Tv1 +Wk−2, . . . , T vm +Wk−2} es linealmente independientes en el es-
pacio cociente Wk−1�Wk−2.
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Demostración: Por teorema 30, se tiene que T (V ) = T (Wk) ⊂Wk−1, luego tenemos que

{Tv1 +Wk−2, . . . , T vm +Wk−2} ⊂Wk−1�Wk−2.

Además T : Wk−1 −→ Wk−1, es una transformación lineal de nilpotente de ı́ndice k − 1
y Wk−2 = {v ∈ Wk−1 | T k−2(v) = 0}

Consideremos la siguiente combinación lineal

m∑

i=0

ci(Tvi +Wk−2) = 0,

luego

m∑

i=0

ciTvi ∈ Wk−2

T k−2

(
m∑

i=0

ciTvi

)
= 0

T k−2
(
T
(∑

civi

))
= 0

T k−1
(∑

civi

)
= 0.

Luego
∑
civi ∈ Wk−1, pero por hipótesis {v1 +Wk−1, . . . , vm +Wk−1} es linealmente inde-

pendientes, luego ci = 0. �

Observación: Notemos que si {v1 +Wk−1, . . . , vm +Wk−1} es linealmente independientes
Wk/Wk−1, en forma recursiva se obtiene

{T j(v1) +Wk−j−1, . . . , T
j(vm) +Wk−j−1} es linealmente independientes Wk−j/Wk−j−1

Propiedad 41 Sea T ∈ End(V ) nilpotente de ı́ndice k y {v1 +Wk−1, . . . , vm +Wk−1} li-
nealmente independiente en V�Wk−1, y Wk−1 = ker(T k−1).

Si U = 〈{T ivj | 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ i ≤ k − 1}〉, entonces existe un subespacio S ≤ V tal
que

V = U ⊕ S, T (S) ⊆ S

Demostración: Por inducción en la dimensión de V . Supongamos válida la proposición
para espacios de dimensión menor que r.

Sea {w1, . . . , wr} una base deW , y como {v1, . . . , vm} es linealmente independiente módu-
lo Wk−1, entonces {v1, . . . , vm, w1, . . . , wr} es linealmente independiente en V .

Luego existen elementos de V tales que {v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vm+p, w1, . . . , wr} es una
base de V .

Además se tiene que T ∈ End(Wk−1) nilpotente de ı́ndice k − 1 y

{Tv1 +Wk−2, . . . , T vm +Wk−2} es linealmente independiente en Wk−1�Wk−2

Con esta notaciones definimos

U1 = 〈{T ivj | 1 ≤ j ≤ m+ p, 1 ≤ i ≤ k − 1}〉 ≤Wk−1
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Por hipótesis de inducción tenemos que existe S1 tal que

Wk−1 = U1 ⊕ S1 T (S1) ⊆ S1,

además
V = 〈v1, . . . , vm+p〉 ⊕Wk−1.

de otro modo tenemos

V = 〈v1, . . . , vm+p〉 ⊕ U1 ⊕ S1

= 〈v1, . . . , vm+p〉 ⊕ 〈{T ivj |
1≤j≤m+p,
1≤i≤k−1

}〉 ⊕ S1

= 〈{T ivj |
1≤j≤m+p,
0≤i≤k−1

}〉 ⊕ S1

= 〈{T ivj |
1≤j≤m,
0≤i≤k−1

}〉 ⊕ 〈{T ivj |
m+1≤j≤m+p,

0≤i≤k−1
}〉 ⊕ S1

= 〈{T ivj |
1≤j≤m,
0≤i≤k−1

}〉 ⊕ S
= U ⊕ S

donde

S = 〈{T ivj |
m+1≤j≤m+p,

0≤i≤k−1
}〉 ⊕ S1

y cada uno de los sumando es estable, luego S es estable. �

Teorema 42 Sea T ∈ End(V ), nilpotente de ı́ndice k, entonces existe un único entero
positivo p tal que:

1. Existen p enteros positivos ki que cumplen con

k = k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kp,

además
p∑
i=1

ki = dimV

2. Existen p vectores vi en V tales que

T kivi = 0 ∀i = 1, . . . , p

y además

B =





T k1−1v1, . . . , T v1, v1,
T k2−1v2, . . . , T v2, v2,

...
T kp−1vp . . . , T vp vp





es una base de V .
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Demostración: La demostración es por inducción en el ı́ndice de nilpotencia,
Sea Wt = ker(T t), y B = {w1, . . . , wr} una base de Wk−1.
Luego escogemos vectores de modo que

{w1, . . . , wr, v1, . . . , vs},

es una base de V .
De lo cual, se tiene que el conjunto

{v1 +Wk−1, . . . , vs +Wk−1}

es linealmente independiente en V/Wk−1.

Si U =

〈{
T ivj |

1≤j≤s,
0≤i≤k−1

}〉
, luego por los resultados anteriores, se tiene que existe S

tal que

V = Wk = U ⊕ S T (S) ⊆ S.

Además T : S → S, es nilpotente de ı́ndice menor, luego hemos disminuido la dimension del
espacio y construido s bloque de Jordan de longitud k, por hipótesis de inducción sobre el
espacio S concluye la demostración. �

Ejemplo 17 Aplicaremos el teorema en el ejemplo (11), en primer lugar la transformación
lineal T no es nilpotente, pero T − 2Id, si es nilpotente, ya que PT (x) = (x − 2)5, luego
PT−2Id(x) = x5, donde

[T ]c =




1 0 −1 1 0
−4 1 −3 2 1
−2 −1 0 1 1
−3 −1 −3 4 1
−8 −2 −7 5 4




= A

luego

1. V
(1)
2 = W1 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1)〉

2. V
(2)
2 = W2 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0)〉

3. V
(3)
2 = W3 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (1, 0,−1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 0, 0)〉

Note que
V

(3)
2 = V

(2)
2 ⊕ < e1 >

Sobre la matriz nilpotente hay que trabajar:

(T − 2Id)1(e1) = (−1,−4,−2,−3,−8) , (T − 2Id)2(e1) = (0, 0,−1,−1,−1)

Luego tenemos que

V
(3)
2 =< {(A− 2Id)2e1, (A− 2Id)e1, e1} > ⊕S, (T − 2Id)(S) ⊂ S
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Observación: Para determinar los vectores que falta, debemos tener presente que nece-
sitamos reordenar y reemplazar algunos vectores en las bases correspondientes, para ello
recordemos el siguiente resultado.

Si ~0 6= w ∈ V = 〈v1, . . . , vk〉, tal que w =
r∑
i=1

αivi, entonces existe αi0 6= 0, de lo cual

obtenemos
〈v1, . . . , vk〉 = 〈w, v1, v̂i0, . . . , vr〉

donde v̂i0, indica que el vector se omitido

Continuemos con el ejemplo, ahora cambiaremos las bases de los espacio V
(i)
i

Como (T − 2Id)2(e1) ∈ V (1)
2 , escribimos (T − 2Id)2(e1) en combinación lineal de la base

de V
(1)
2

(0, 0,−1,−1,−1) = −1 (0,−1, 1, 1, 0)− 1 (0, 1, 0, 0, 1)

luego
V

(1)
2 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 0,−1,−1,−1)〉

Como (A−2Id)(e1) ∈ V (2)
2 , escribimos ahora (A−2Id)(e1) en combinación lineal de la base

de V
(2)
2




−1
−4
−2
−3
−8




= 4




0
−1
1
1
0




+ 8




0
0
−1
−1
−1




+ 2




−1
0
1
0
0




+ 1




1
0
0
1
0




luego

V
(2)
2 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 0,−1,−1,−1) , (−1, 0, 1, 0, 0) , (−1,−4,−2,−3,−8)〉

Por último tenemos a:

V
(3)
2 = 〈(0,−1, 1, 1, 0) , (0, 0,−1,−1,−1) , (−1, 0, 1, 0, 0) , (−1,−4,−2,−3,−8) , (1, 0, 0, 0, 0)〉

Notemos que debemos escoger otro bloque, pero hemos escogido todo lo posible en V
(3)
2 ,

ya que exist́ıa en la base un solo un vector que no pertenećıa a la base de V
(2)
2 .

Si marcamos con color rojo los vectores obtenido, nos percatamos que en la base de V
(2)
2 ,

existe un solo vector que no esta en la base de V
(1)
2

V
(1)
2 : ∗ ∗
V

(2)
2 : ∗ ∗ ∗ ∗
V

(3)
2 : ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

(−1, 0, 1, 0, 0) ∈ V (2)
2 , donde (T − 2Id) (−1, 0, 1, 0, 0) = (0, 1, 0, 0, 1)

Como no hay mas vectores hemos concluido la formación de la base.

V
(3)
2 = 〈(0, 0,−1,−1,−1) , (−1,−4,−2,−3,−8) , (1, 0, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (−1, 0, 1, 0, 0)〉
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Es decir la base es:

B = {(0, 0,−1,−1,−1) , (−1,−4,−2,−3,−8) , (1, 0, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) , (−1, 0, 1, 0, 0)}

Comprobemos que la base es la que buscamos, para ello,

1. A ·




0
0
−1
−1
−1




=




0
0
−2
−2
−2




= 2




0
0
−1
−1
−1




2. A ·




−1
−4
−2
−3
−8




=




−2
−8
−5
−7
−17




= 1




0
0
−1
−1
−1




+ 2




−1
−4
−2
−3
−8




3. A ·




1
0
0
0
0




=




1
−4
−2
−3
−8




= 1




−1
−4
−2
−3
−8




+ 2




1
0
0
0
0




4. A ·




0
1
0
0
1




=




0
2
0
0
2




= 2




0
1
0
0
1




5. A ·




−1
0
1
0
0




=




−2
1
2
0
1




= 1




0
1
0
0
1




+ 2




−1
0
1
0
0




De este modo tenemos que

[T ]B =




2 1 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2




Teorema 43 Sea T ∈ End(V ), con V espacio de dimensión finita sobre K
Existe una base de Jordan para T si y sólo si PT (x) tiene todas las ráıces en K
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La demostración es inmediata aplicando los resultados anteriores, si

PT (x) = (x− α1)
m1(x− α2)

m2 . . . (x− αp)mp ,

luego
φT (x) = (x− α1)

n1(x− α2)
n2 . . . (x− αp)np,

por teorema 30 tenemos que

V = ⊕iVαi
, donde Vαi

= {v ∈ V | Tv = αiv}

Luego T − αiId : Vαi
→ Vαi

es nilpotente de ı́ndice ni y dimVαi
= mi, en cada uno de

estos espacio se aplica el teorema 42, obteniendo finalmente la base

2.3.1. Ejercicios

1. Sea T (x1, x2, x3) = (x2 + x3, x1 + x3, x2 + x1).
Determinar el polinomio caracteŕıstico de T y el polinomio minimal.
Determine una base de Jordan.

2. Sea C la base canónica de R3 y Tt en endomorfismos de R3 tal que

[Tt]C =




3 −4 −t
−1 3 2
2 −4 −3




a) Determinar los posibles formas de Jordan de Tt de acuerdo a valor de t.

b) Encuentre una base de Jordan para Tt cuando sea triangular y no diagonal

3. Sea C la base canónica de R5 y T en endomorfismos de R5 tal que

[T ]C =




−1 0 0 0 2
0 1 1 −2 1
0 0 1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1




Encuentre una base de Jordan para T.

4. Dado T ∈ End(C6) y tenemos que PT (x) = (x−5)2(x+3)4, además dim ker(T−5Id) =
1, dimker(T + 3Id) = 2, dimker(T + 3Id)2 = 3. Determinar la forma de la matriz de
Jordan para T .

5. Dado T ∈ End(R4). Determinar una base J de Jordan de R4 tal que [T ]J sea una
matriz de Jordan .
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Sabiendo que la matriz de T en la base canónica es




3 1 0 0
−4 −1 0 0
7 1 2 1

−17 −6 −1 0




y su polinomio caracteŕıstico es PT (x) = (x− 1)4.

6. Sea C la base canónica de R7 y T en endomorfismos de R7 tal que

[T ]C =




0 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 2 1 1 1
0 0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 2




además, se tiene que

[T ]C − Id ∼




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




([T ]C − Id)2 ∼




1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




([T ]C − Id)3 ∼




1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




Determinar una base de Jordan

7. Dado T ∈ End(R4,R4), tal que D = {e1 + e2, e1 + e3, e1 + e4, e2 + e4}

[T ]C =




1 0 1 1
12 −3 19 −1
3 −1 5 −8
0 0 0 2




Determinar una base J de R4 tal que [T ]J sea una matriz de Jordan.
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8. Sea D el operador derivada de los polinomio de grado menor o igual que n (es decir
D ∈ End(Kn[x])

a) Demostrar que D es operador nilpotente

b) ¿Cual es su ı́ndice?

c) Determinar una base de Jordan

9. Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre K , tal que V = W1 ⊕ W2, y la
dimW1 = m, además definimos P de V en W1 por P (w1 + w2) = w1 . Calcular el
polinomio caracteŕıstico y polinomio minimal de P (proyector).

10. Sea σ ∈ S3 = {σ : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} / σ es biyectiva } definimos la transformación
lineal Tσ de K3 en K3 por

Tσ (a1e1 + a2e2 + a3e3) = a1eσ(1) + a2eσ(2) + a3eσ(3)

Tσ es diagonalizable para todo σ ∈ S3?

11. Sea A ∈Mn(C) nilpotente, se define exp(A) =
∑∞

k=0
Am

m!
.

a) Demostrar que traza(A) = 0.

b) Demostrar det (exp(A)) = 1 = exp(traza(A)) (Ayuda: escoger base de Jordan ).

12. Determinar si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:

a) Si A,B son diagonalizables entonces AB es diagonalizable.

b) Si A es diagonalizable entonces A−D (D diagonal) es diagonalizable.

c) Si A es diagonalizable entonces A2 es diagonalizable.

13. Sean A =

[
−4 −6
3 5

]
B =

[
0 −2
1 3

]
. Determine P ∈ M2(K) invertible tal que

P−1AP y P−1BP son diagonales.

14. Sea A matriz nilpotente de ı́ndice k > 2. Demostrar que

dim ker(A) < dimker(A2).

15. Sea A nilpotente de ı́ndice mayor a 3. Demostrar directamente que

dim kerA2 ≤ 2 dim kerA

16. Para cada una de las siguientes matrices determinar la forma de Jordan
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a)




−34 17 −43 66 104 −134 9 33 −18
77 −37 92 −140 −225 287 0 0 0
82 −40 101 −152 −242 310 9 33 −18
151 −74 181 −275 −443 565 6 22 −12
45 −22 54 −82 −131 168 3 11 −6
102 −50 122 −186 −299 382 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −3 −16 9
0 0 0 0 0 0 0 −3 2
0 0 0 0 0 0 −2 −15 9




b)




−81 40 −101 154 243 −313 9 33 −18
59 −28 70 −106 −173 219 0 0 0
52 −25 66 −98 −155 199 9 33 −18
122 −60 146 −221 −359 457 6 22 −12
26 −13 31 −47 −75 97 3 11 −6
93 −46 111 −169 −273 349 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −3 −16 9
0 0 0 0 0 0 0 −3 2
0 0 0 0 0 0 −2 −15 9




c)




53 −26 62 −94 −151 193 9 33 −18
108 −52 130 −198 −318 406 0 0 0
−14 7 −15 26 41 −53 9 33 −18
214 −105 258 −391 −630 804 6 22 −12
53 −26 64 −97 −155 199 3 11 −6
151 −74 182 −277 −445 569 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −2 −16 9
0 0 0 0 0 0 0 −2 2
0 0 0 0 0 0 −2 −15 10




d)




53 −26 62 −94 −151 193 9 33 −18
108 −52 130 −198 −318 406 0 0 0
−14 7 −15 26 41 −53 9 33 −18
214 −105 258 −391 −630 804 6 22 −12
53 −26 64 −97 −155 199 3 11 −6
151 −74 182 −277 −445 569 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −2 −16 9
0 0 0 0 0 0 0 −2 2
0 0 0 0 0 0 −2 −15 10
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e)




6 −1 7 −11 −14 20 9 33 −18
79 −37 95 −146 −230 296 0 0 0
89 −44 108 −163 −262 334 9 33 −18
198 −97 238 −363 −580 742 6 22 −12
73 −36 88 −134 −214 274 3 11 −6
134 −66 161 −246 −393 503 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −3 −16 9
0 0 0 0 0 0 0 −3 2
0 0 0 0 0 0 −2 −15 9




f )




−1 0 −4 6 9 −11 9 33 −18
81 −39 97 −148 −238 304 0 0 0
40 −19 51 −74 −119 151 9 33 −18
160 −79 192 −291 −470 600 6 22 −12
26 −13 31 −47 −75 97 3 11 −6
97 −48 116 −177 −285 365 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −2 −16 9
0 0 0 0 0 0 0 −2 2
0 0 0 0 0 0 −2 −15 10




g)




43 −21 52 −79 −127 162 0 0 0
22 −11 26 −40 −64 82 0 0 0
−41 20 −50 76 12 1 −155 0 0 0
−14 7 −17 26 41 −53 0 0 0
19 −9 23 −35 −55 71 −3 −11 6
10 −5 12 −18 −29 37 3 9 −5
0 0 0 0 0 0 3 9 −5
0 0 0 0 0 0 −2 −9 5
0 0 0 0 0 0 −2 −7 4




2.3.2. Problemas Propuestos

Problema 11.

Sea T : R2[x]→ R2[x] una transformación lineal definida por

T (ax2 + bx+ c) = (3a+ 2b)x2 + (−8a + 8b+ 2c) x+ (12a− 9b− 1c)

Hallar una base de Jordan para T si existe.

Problema 12.

Sea D el operador derivada de los polinomio de grado menor o igual que 4, es decir
D ∈ End(K4[x])

1. Demostrar que D es operador nilpotente

2. ¿Cual es su ı́ndice?
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3. Determinar una base de Jordan

Problema 13.

Sea C la base canónica de R5 y T en endomorfismos de R5 tal que

[T ]C =




−1 1 0 −2 0
0 1 1 −2 1
0 0 1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1




Encuentre una base de Jordan para T.

Problema 14.

Sea C = {1−x2, 2x, 3−x4} una base de U subespacio de R4[x] y T en endomorfismos de
U tal que

[T ]C =



−1 0 0
1 1 1
0 1 1




Encuentre una base de Jordan para T.

Problema 15.

Sea C = {(1, 0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 2, 2), (1, 2, 1, 0, 1), (1, 1, 2, 1, 2)} base de U y T una trans-
formación lineal tal que

[T ]C =




0 1 −6 −16
−1 2 −3 −10
0 0 0 −2
0 0 1 3




cuyo polinomio caracteŕıstico es PT (x) = (x− 1)3 (x− 2)
Determine una base de Jordan B de U para T

Problema 16.

Sean B = {(1, 0, 1, 1, 1), (0, 1, 2, 1, 3), (0, 0, 1, 2, 0), (0, 0, 0, 0, 1)} base ordenada de U y la
transformación lineal T : U→ U tal que

[T ]B =




2 1 0 0
−1 0 0 0
2 1 3 1
2 4 −4 −1




y su polinomio caracteŕıstico es (x− 1)4. Encuentre si existe, una base de Jordan para T .
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Problema 17.

Sea T : R3[x]→ R3[x] una transformación lineal y B = {1, 1+x, 1+x+x2, 1+x+x2+x3}
base ordenada de R3[x] tal que

[T ]B =




0 1 0 0
−4 4 0 0
96 −21 4 4
−21 −3 −1 0




y su polinomio caracteŕıstico es (x− 2)4. Encuentre si existe, una base de Jordan para T .

Problema 18.

Sea T : R3[x]→ R3[x] una transformación lineal y B = {1− x, 1 + x, 1 + x− x2, x2 + x3}
base ordenada de R3[x] tal que

[T ]B =




3 1 0 0
−4 −1 0 0
7 1 2 1

−17 −6 −1 0




y su polinomio caracteŕıstico es (x− 1)4. Encuentre si existe, una base de Jordan para T .

Problema 19.

Sea T una transformación lineal de R4 en R4 tal que

[T ]C =




1 2 −1 0
0 −3 2 0
0 −8 8 2
0 12 −9 −1




y sus valores propios son 1 y 2.
Encuentre si existe, una base de Jordan para T .

Problema 20.

Dado T ∈ End(C7), tal que PT (x) = (x− 2)3(x− 3)4 polinomio caracteŕıstico,
y además dim ker(T − 2Id) = 2, dimker(T + 3Id)2 > 3.
Determinar la posibles forma Jordan para T .

Problema 21.

Sea T ∈ End(C8), tal que PT (x) = (x− 2)3(x− 3)5 polinomio caracteŕıstico,
y además dim ker(T − 2Id) = 2, dimker(T − 3Id)2 > 3.
Determinar todas las posibles forma Jordan para T .



CAPÍTULO 2. FORMAS CANÓNICAS 51

Problema 22.

Sea T ∈ End(C8), tal que φT (x) = (x+ 2)(x+ 1)3 polinomio minimal,
y además dim ker(T + Id)3 = 5.
Determinar las posibles forma Jordan para T .

Problema 23.

Sea T ∈ End(C9), tal que PT (x) = (x+ 2)4(x− 3)5 polinomio caracteŕıstico,
además dim ker(T + 2Id) = 2, dim ker(T − 3Id)2 > 3.
Determinar las posibles formas de Jordan para T

Problema 24.

Sea T ∈ End(C9) tal que PT (x) = (x− 2)3(x+ 3)6 polinomio caracteŕıstico,
además dim ker(T − 2Id) = 1, dim ker(T + 3Id)2 > 4.
Determinar las posibles formas de Jordan para T

Problema 25.

Sea T ∈ End(C9) tal que φT (x) = (x+ 2)(x+ 1)3 polinomio minimal,
y además dim ker(T + Id)3 = 6.
Determinar las posibles forma Jordan para T

Problema 26.

Sea T ∈ End(C10), tal que PT (x) = (x− 2)4(x− 3)6 polinomio caracteŕıstico,
y además dim ker(T − 2Id) = 2, dim ker(T − 3Id)2 < 4.
Determinar todas las posibles forma Jordan para T .

Problema 27.

Sean A nilpotente de ı́ndice mayor a 3 y {v1, v2, ..., vr} linealmente independiente en
kerA2� kerA.

Demostrar directamente que {Av1, Av2, ..., Avr} es linealmente independiente en kerA

Problema 28.

Sea T es una endomorfismo nilpotente de ı́ndice 3 de V .
Demostrar directamente que

1. ker T ⊆ ker T 2 ⊆ ker T 3 = V.

2. ker T 6= ker T 2 6= ker T 3 = V.

Problema 29.

Determinar si es verdadero o falso la afirmación justifique
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1. Si A es una matriz diagonalizable de Mn(R), entonces que An es diagonalizable.

2. Si A ∈ M3(R) entonces existe P matrices invertible tal que PAP−1 es una matriz de
Jordan.

3. Sea A,B ∈Mn(R) tal que conmutan y AB es nilpotente entonces A o B es nilpotente.

4. Si A ∈ Mn(R) es nilpotente entonces existe P matrices invertible tal que PAP−1 es
una matriz de Jordan.

5. Si A es una matriz que es conjugada de matriz de Jordan en Mn(R), entonces existe
k ∈ N tal que Ak es diagonalizable.

6. Si A ∈ Mn(R) es nilpotente entonces existe P ∈ GLn(R) tal que para todo λ ∈ R se
tiene que P (A− λId)P−1 es una matriz de Jordan.

7. Si Ei,j ∈Mn(R) es una matriz que tiene un 1 en la posición (i, j) y en el resto es cero,
entonces es una matriz nilpotente.


