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Capitulo 1

Introduccion

Este texto es la continuacién natural del libro Algebra Lineal, donde se expusieron los
capitulos de matrices, espacio vectorial y transformaciones lineales, mantenemos las notacio-
nes que empleamos y que se supone conocido para el desarrollo de presente texto.

Iniciamos el texto realizando una introduccién al algebra de polinomios, de modo de fun-
damentar la existencia de una base que proporciona la forma candénica de una transformacién
lineal, lo cual depende del tipo de cuerpo y las dimensiones de los espacios propios.

El el segundo capitulo se aborda el tema de las formas bi(sesqui)lineal, donde se clasifica
estas forma y se encuentran condiciones de modo que la matriz asociada sea diagonal, reali-
zando una seccion para tratar el caso particular de los Producto Internos sobre los cuerpos
de los ntimeros reales o complejos.

Se concluye con el ultimo capitulo dedicado al producto tensorial, antisimétrico y el
simétrico.



Capitulo 2

Formas Canodnicas

Dada una transformacién lineal, determinar su forma canénica significa encontrar una
base en la cual la matriz asociada a la transformacién lineal sea lo mas simple posible, es
decir, sea diagonal, triangular o de Jordan.

En el presente capitulo, se explora cuales son las condiciones para la existencia de esta
base y con ello esta forma. Para ello es necesario recordar algunas propiedades del dlgebra
de polinomio.

2.1. Introduccion Polinomios.

En general los polinomios se presenta como expresiones formales en una o en varias
variables con coeficiente en algiin cuerpos K.

Definicién 1 Sea f : Ny — K una funcion.
Se dice que f tiene soporte finito, si y solo si el conjunto

K -{0}) ={neNy| f(n) € K- {0}
es finito.
Definicién 2 FEl conjunto de los polinomios se denota por
Klz] = {f : Ng — K| f tiene soporte finito}

Las operaciones suma y el producto en K[z| estan dadas por
Suma: Sea f, g € K[z], luego f + ¢g : Ny — K definido por

(f +9)(@) == (i) + 9(i).

Producto: Sea f, g € K|z], luego fg : Ny — K definido por

(fo)(i) =Y _fi—1)-g(D).
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Propiedad 1 K[z] con esta suma y con este producto es un anillo conmutativo con unidad.
Es decir,

1. (K[z],+) es un grupo abeliano
2. (Klz],-) es un monoide conmutativo

3. Distributividad del producto sobre la suma.
Definicién 3 Sea f un polinomio no nulo, se dice que n es el grado de f si y solo si
n = gr(f) = deg(f) = maz{f~ (K~ {0})}.
Teorema 2 Sean f y g dos polinomios en K[z], entonces:
1. f-g=0& f=0Vvg=0.
2. Si f,g son no nulos, entonces

gr(fg) = gr(f)+gr(g).

Funcién Polinomial: Sea f € K|x]

1.
f:r K — K
gr(f) ‘ gr(f) ,
o — 3 [l = f0)+ X S0
2.
fi My(K) — M,(K)
gr(f) 4 gr(f) ,
A — 2]‘3(1')14Z = f(0)Id + Zlf(z)A’
3.

f: End(V) — End(V)
gr(f) ) gr(f) .
T — 20 f@)T" = f(0)Id+ ; f@@)T"

Notacién: Sea f € K]z], no nulo entonces denotamos

Ejemplo 1 Sea f =1+ 3x + 2? € R[z], donde

fZ NO — R
1 ie{0,2}
i — fli)=¢ 3 i=1
0 i¢{0,1,2}
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1 2
1. SeaAz(l 3),luego

- (3 )5 (11)+(38)-(22)

2. S1T(x,y) = 3z +y,4z + 3y), luego

T*(z,y) = T(T(z,y))
=T3x 4y, 4z + 3y)
= (3(3z 4+ y) + (4= + 3y), 4(3z + y) + 3(4x + 3y))
= (13z + 6y, 24z + 13y).

Ahora

f(T)=1Id+3T+T?
F(T)(x,y) = Id(z,y) + 3T (x,y) + T*(z,y)
= (z,y) + 33z +y, 4 + 3y) + (13z + 6y, 24z + 13y)
= (232 + 9y, 23y + 362)

Propiedad 3 Si dimg(V) = n entonces
End(V) ~ M,(K),

Definicién 4 Sea f un polinomio y o € K,
a es una raiz de f siy solo si f(a) =0

Teorema 4 Sea A € M,(K), T € End(V), f,g € K[z], entonces
L A(f+9)(A) = f(A) +9(A), (f +9)(T) = f(T) + 9(T)
2. (f9)(A) = f(A) - g(A), (fg)(T) = (T) - 9(T)

Demostracién:

= Z () A’ Zg(j)A
_ Z f AH—J

=Y (Z flt— j)g(j)) Al
= (fg) (4)
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Teorema 5 Sea A € M,(K), entonces existe un polinomio f en K[z| no nulo tal que
f(A)=0.

Demostracién: Sabemos que la dimensién de las matrices M, (K) es n?, luego el conjunto
{Id, A, A%, ... ,A"Q} es linealmente dependiente (ya que tiene n? + 1 elementos), es decir
existen algtin 0 # «; € K tal que

a0+a1A+~~-+anzA"2:O,

definimos
2
f=ay+az+ -+ aer”™ € Kz,

y f(A) =0. O

Corolario 6 Sean V' wun espacio vectorial de dimension finita sobre K y T € End(V),
entonces existe un polinomio f en K[z| no nulo tal que

£(T) =0.

Propiedad 7 Sean f € R[z|, o € R una raiz de f yn € N* es la multiplicidad de o en f

sty solo si
(ﬁ) (@)= fP(a) =0, j<n

dxI
F(a) #0.
Observacién: La demostracién se obtiene usando la siguiente propiedad
fZ NO — R f/:f(l)Z Ngo — R
i — f(i) i — G+ f(i+1)

n
De otro modo, tenemos si f = > f(i)z", entonces
i=0

[y

n—

f’zzif(i)wi‘l =2 G+ DfG+ 1

<
Il
o

Si f, g € R[z] entonces

3

() = (:‘) fgtn=

1=0

Teorema 8 Sean f,g € K[z]|, entonces existen h,r € K[x] unicos tales que
f=g-h+r

conr=0 V gr(g) > gr(r).
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Corolario 9 Sean f € K[z], « € K
a es una raiz de f siy sélo si existe h € K[z] tal que f = (x — a)h

Definicién 5 Sea A un anillo conmutativo. Se dice que I es un ideal de A si y sélo si

1. Sig,fel, entonces g+ [ € 1.

2. Sigel, he A, entonces gh € 1.

Ejemplo 2 Sea K un cuerpo y g € Klz]. Demostrar

(9) ={g-h|h €Kz}
es un ideal de K[z, llamado ideal generado por g.

Teorema 10 Sea K un cuerpo, entonces todo los ideales de Kx] estdn generados por un
elemento, es decir
Si el ideal I es no nulo, entonces existe un unico polinomio mdnico que lo genera.

Demostracién: Sea [ un ideal de K[z] no nulo, luego

gr: I —{0} — Ny
f — gr(f)

como Im(gr) C Ny y es no vacio, luego existe el minimo, sea p € I, tal que p es ménico y
gr(p) = min(Im(gr)).

Ahora demostraremos que (p) = [

La primera contencién es inmediata, ya que [ es un ideal.

En el otro sentido, sea f € I, luego aplicando teorema 8, tenemos

f:p'd_'_rv
donder=0 Y gr(p) > gr(r), luego
f=pd+r< f—pd=r,

donde f €Iy pde I, luego r € I, sir+# 0 es una contradiccion.
De este modo se tiene que r =0y

f=rpdC (p)
La unicidad se obtiene de I =< p >=< ¢ > entonces, existe f,g € K|z] tales que fp = ¢,
p = qg, reemplazando y comparando grado se obtiene la unicidad
O
Propiedad 11 Sea A € M,(K), entonces {f € K[z] | f(A) =0} es un ideal de K[z].

Demostracion:
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1. I={feK[z]| f(A) =0} # ¢, por teorema 5.

2. Sean f,g € I, luego

(f + g)(A) = F(A) £ g(A) = 0£0=0.

3. Sean f € Iy h € K[z], luego

(fh)(A) = F(A)h(A) = Oh(A) = 0,
O

Corolario 12 Sea A € M, (K) — {0}, entonces existe un unico polindmico médnico ¢ tal
que

{f €Kzl [ f(A) =0} = (¢a).

Propiedad 13 Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre K y T' € End(V')) no
nulo, entonces existe un unico polinomico monico ¢ tal que

{f € Kz] | /(T) = 0} = (¢1)-

Definicién 6 Sea A € M, (K) — {0}, ¢4 es llamado el polinomio minimal de A, es decir,

b4 es el polinomio de grado menor, con coeficiente principal igual a 1 que cumple con
d4(A) =0, y todo otro polinomio que anule a la matriz A se puede factorizar, donde uno de
los factores es el polinomio minimal.

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre K y T € End(V)) no nulo, ¢ es
llamado el polinomio minimal asociado T, es decir,

o7 es el polinomio de grado menor, con coeficiente principal igual a 1 que cumple con
or(T) =0, y todo otro polinomio que anule a T se puede factorizar, donde uno de los factores
es el polinomio minimal.

Ejemplo 3 Sea a € R.
1. Sea Id € M,(R) entonces ¢rq =z —1
2. Sea ald € M, (R) entonces ¢orq =1 —
3. Sea A = ( (1) ; ) entonces o4 = (x — 1)(z — 2)

2.2. Diagonalizacién
Definicién 7 Sea A € M,(K), a € K
1. « es un valor propio de A siy sdlo si existe v € K™ — {0} tal que A -v' = av’.

2. v € K" —{0} es un vector propio de A siy sdlo si existe a € K tal que A-v' = av’.
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3. El espacio propio asociado a « es el conjunto

={veK" | A-v'=av'}.

Anélogamente la nociones para transformaciones lineales

Definicién 8 Sean V' un espacio vectorial sobre K y T € End(V)), a € K

1. « es un valor propio de T siy solo si existe v €V — {0} tal que T'(v) = aw.

2. veV —{0} es un vector propio de T siy sdlo si existe o € K tal que T'(v)

3. El espacio propio asociado a « es el conjunto

Vo={veV | T(v)=av}.

Propiedad 14 Sea A € M, (K), a € K, entonces
a un valor propio de A si y solo si « es una raiz de ¢ 4.

Demostraciéon: Como A - v = awv, notemos por induccién lo siguiente
A%t = A(AvY) = A(a') = aAv' = oot
ademas se tiene que
A"t = AA™ = A(a™') = o (Av') = o Tt

Por lo tanto A™v! = ™!, para todo n € N.

Sea
'8
= E a; "
i=0

10

= Q.

Veamos ahora la demostracién, para ello recordemos que ¢ 4(A) = 0, evaluando en a tenemos

da(a) = > a;a', ademds

1=0

= zr:ai(o/ Zal AZ t (ZCLZAZ> vt =pa(A) - vt=0-vt=0
i=0

es decir,
$a(a)(v') =0

Como v # 0, luego ¢4(a) =0, de lo cual o es una raiz ¢4.
El reciproco, sea « es una raiz de ¢4, luego

(bA:((L’—Oé)-h,

¢a(A) = (A—ald)h(A) =0
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1. Si h(A) es invertible, entonces
A—ald=0, ¢p=x—aq,
de donde A = ald.

2. Si h(A) no es invertible, notemos que gr(¢a) > gr(h), y h(A) # 0, ya que ¢4 es el
polinomio minimal de A (es decir el menor polinomio que anula a A).

Luego existe w € K" tal que

h(A)-w'=v"#0

Reemplazando se tiene que

¢A(A) . wt =0
(A—ald)(h(A)-w") =0
(A—ald)v' =0
Avt — o' =0
Avt = av’.
De este modo, a es un valor propio de A. O

Corolario 15 Sean V' un espacio vectorial sobre K y T € End(V)), o € K, entonces
a un valor propio de T si y solo st a es una raiz de ¢r.

Definicién 9 Sea A € M, (K),

Se define el polinomio caracteristico asociado a una matriz como

Py =det(A — xId) € K[z]

5 —6 —6
Ejemplo 4 Sea A= | -1 4 2
3 —6 —4

Determinar Pa(z) el polinomio caracteristico.

Solucién: Reemplazando

3 -6 —4-ux
= —(2® — 52 + 8z — 4)
= —(v —1)(—2® + 42 — 4)
= —(z—1)(z —2)~

Por lo tanto Pa(z) = —(z — 1)(z — 2)2
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Observacién: En caso de endomorfismo la definicion es similar ya que

det(A —zld) = det(A— xld)det(P~'P)
det(P~")det(A — zId)det(P)
= det(PY(A - x1d)P)
(P

= det(P7'AP — x1d)

Luego el determinante, no depende de la base, de otro modo es invariante de la base.

Definicién 10 Sean T € End(V'), donde V' es un K espacio vectorial de dimension finita,
y B una base de V.
Se define el polinomio caracteristico asociado a una transformacion lineal como

Pr(z) = det([T)g — zId).
Ejemplo 5 Sea
T: K> — K2

Determinar el polinomio caracteristico de T'.
Consideremos C = {(1,0), (0,1)} base candnica de K2, luego

ne-[! 4]

Donde el polinomio caracteristico es:

1

1—2x
PT—d€t|: 4 9

}:x2+x—6.

Observacion: En general para una matriz A € Ms(K), se tiene que
Py = 2* —tr(A)x + det(A),
ya que
det{a_x E ]:(a—z)(d—x)—bc
c d—=x

=ad — ax — dx + 2* — bc
=22 — (a +d)z + (ad — be)
= 2% — tr(A)x + det(A).

Ejemplo 6 Sea T : R® — R3, tal que
T(x,y,z) = (2,32 —y —x,—x + 4y + 2z)

Calcular Pr(z) el polinomio caracteristico.
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Solucion: La matriz asociada es

0 0 1
T=| -1 -1 3
—1 4 2
donde C es la base canénica de R3.
0—=x 0 1
Pr(x) = -1 —-1—=x 3
-1 4 2—x

=—z[(-1-2)2—2)— 12|+ (—4—-1—-12)
=M+ -2 —5—=x

=2’ + 2>+ 13z -5
Por lo tanto Pr(z) = —a® + 22 + 13z — 5

Teorema 16 (Cayley- Hamilton) Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension

finita, entonces
Pr(T)=0

Demostracién: Sea 7' un endomorfismo sobre un espacio de dimension n y A = [T]5 la
matriz asociada en alguna base del espacio.

Luego tenemos que Pa(z) = det(A — xld,) = apa™ + an_ 12" ' + ... + a1 + ap Ademés
B(z) = adj(A — z1d,). Cada coeficiente de B(z) es un polinomio de grado menor o igual a
n — 1, de este modo podemos descomponer la matriz del siguiente manera

B([L’) = Dn—lxn_l + Dn_2$n_2 + ...+ Dll' + DO
Recordando la propiedad de la matriz adjunta tenemos que
Py(x)Id, = B(z)(A—xzld,)

(Dp12™ ' 4+ Dy 02" 2 + ...+ Dz + Dy)(A — zld)
= —Dn_ll'n + (Dn_lA — Dn_g)l’n_l +...+ (DlA — D())x + D()A

De lo cual obtenemos que

apld, = —D, 4

an_11d, = D, 1A—D,_»
ald, = D,A—D,_1;r>0
apld, = DyA
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Realicemos el reemplazo ahora

Po(A) = A" +ap 1 A" a1 A+ oag
= a,Jd, A" + a1 Id, A" + ... +ayld, A+ agld,
= —Dp A"+ (Dy 1A — Dy o) A" .. (DyA + D)A* 4 (DA — Do) A+ Dy
=0

O
Corolario 17 Sea T un endomorfismo sobre un espacio de dimension finita, entonces
¢r divide a Pr
o bien
Eziste h € K|z] tal que Pr = ¢r - h
Propiedad 18 Sea A € M, (K), las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. « es un valor propio de A.

2. ker(A—ald)={veK"| Av' = av'} # {0}.
3. A— ald es singular.

4. det(A — ald) = 0.

5. a es una raiz del polinomio caracteristico.

Demostracién: Sea « es una raiz del polinomio caracteristico, luego det(A — ald) = 0, es
decir, es singular, de lo cual, se obtiene que ker(A — ald) # {0}, y finalmente es un valor
propio.

Si v es un valor propio de A, luego se tiene que existe v € V' — {0}, tal que Av* = av?,
es decir v € ker(A — ald), por ello la matriz es singular, lo cual indica det(A — ald) = 0,
con lo cual es una raiz del polinomio caracteristico. O

Corolario 19 Sean A € M,(K), a €K

a es una raiz de ¢4 sty solo st a es una raiz de Py.

Corolario 20 Sean V' un espacio vectorial dimension finita sobre K, « € K y T' € End(V'))
entonces

a es una raiz de ¢ si y solo st a es una raiz de Pr.

Ejemplo 7 Sea

5 —6 —6
A= -1 4 2
3 —6 —4

Determinar los espacio propios asociado a A.
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Solucion: Del ejemplo 4, tenemos que
Py(z) = —(x — 1)(z — 2)%
Del corolario anterior tenemos que
6(x) = (z — 1)(z — 2)? 0 bien ga(z) = (z — 1)(z — 2).

luego los tinicos valores propios son 1y 2.
Ahora veremos los espacios propios asociados correspondientes. El valor propio 1 tiene el

siguiente espacio propio,
Vi={veR| A = '}
Vi={veR®|(A-1Id)(v') =0}

donde
4 —6 -6 0 6 2 1 -3 -2 1 0 —1
—1 3 2|+ -13 2|10 3 1| +— 10 3 11,
3 -6 -5 0 3 1 0 3 1 00 0

con lo cual obtenemos que v = (z,y, 2) = (2, —z/3, z). Luego
Vi={(1,-1/3,1)) = ((3,-1,3))
Para el otro valor propio, se tiene el espacio propio dado por:

Vo= {v e R?| Av' = 20"}
Vo ={veR’| (A—2Id)(v) = 0}
Vo = ker(A — 21d)

donde
3 —6 —6 000
-1 2 21— -1 2 21,
3 -6 —6 000

asi obtenemos que v = (z,y, z) = (2y + 2z,y, z). Luego

Vo =1((2,1,0),(2,0,1)).

3 2 2
Note ademas si construimos la matriz P = | —1 1 0 [, se tiene que
3 01
-1 2 2
Pl'l=|-1 3 2
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Y queda de ejercicio, comprar que se obtiene

10
P'AP= 1|0 2
00

N OO

Observacién: La generalizacién del resultado obtenido anteriormente, consideremos las ma-
trices P, P~1, A del ejercicio anterior, se tienen:

i) P-et=vleV it) P71l =¢l
P-ehb=vl eV, P~ 20k = 26
P.eb=vtel, P~ 20k = 26!

También tenemos:
Avl =) Avh = 20h Avh = 208
Por ultimo se tiene
P 'APe, = ¢! PTlAPe, = 2¢l, PT'APel = 26

De este modo la matriz P71 AP es diagonal.
Sea A una matriz de orden n, con coeficientes en K, podemos asociar una transformacion

lineal del siguiente modo
Ty : K* — K="
v — vA

Luego T4 es una transformacion lineal, ya que
1) Talv+w) = (v+w)A" = vA" + wA" = Ty(v) + T(w).
1) Ta(av) = (av)A' = a(vA') = aT4(v).

Es facil obtener que [T4]c = A.
Si consideremos la base B = {(3,—1,3),(2,1,0),(2,0,1)}, formado por los vectores en-
contrados anteriormente, tenemos la matrices cambio de base P = [Id]%, de donde se obtiene

PIAP = [1d)E - (T4 - (15, = [Talf =

S O =
S NN O
N OO

Definicién 11 Sean A € M, (K) y T € End(V).

1. Se dice que A es diagonalizable siy sélo si existe P € Gl,,(K) (matrices invertibles)
tal que P~*AP es diagonal.

2. Se dice que T es diagonalizable siy solo si existe B una base de V tal que [T|g es
diagonal.

Teorema 21 Sea A € M, (K), entonces
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A es diagonalizable si y solo si Ty es diagonalizable.

Demostracién: Si A es diagonalizable existe P € GI,,(K) tal que P~'AP es diagonal.
Pero notemos que el la base candnica se tiene que

[Tale=A

Luego
P TplcP =P 'AP

Definimos la base B de V modo que P = [Id]%, de lo cual
[Talg = P [Ta]lcP = P'AP

es decir, T" en la base B es diagonal.
El reciproco, tenemos que existe una base B de V, tal que [T4]p es diagonal,

[Tals = [d]g[Tale[1d]¢ = PT'AP
es decir, existe P invertible tal que P~1AP es diagonal. U

Propiedad 22 Sean A, B € M, (K), tal que existe P € Gl,,(K) de modo que B = P~*AP,
entonces

pa(z) = ¢p(7).

Demostracién: Notemos primero lo siguiente

(P7'AP)? = P 'APP'AP = P'A2P
(P7'AP)"™ = (P7'AP)"P7'AP = PT'A"PP'AP = P A™P

Luego se obtiene que
(Yn € N)((P'AP)" = P71A"P)

Por otro lado se tiene que ¢4(z) = > a;2", luego evaluamos en B, donde
i=0

= Zr:ai “1AP) Zal P'A'P (Za AZ) P =P} (¢a(A)P =0.

Asi
ba € (OB),

de donde ¢4 = g - h
Con un desarrollo similar, obtenemos que ¢p = ¢4 - b/, reemplazamos

pa = ¢al'h.

Cancelando y debido a que ¢ y ¢4 son ménicos, entonces b’ y h deben ser 1. 0



CAPITULO 2. FORMAS CANONICAS 18

Ejercicio 8 Sea
T: C? — C?
(x,y) — (3x —iy,2x+ 3y)

Determine:

1. El polinomio caracteristico de T' con C? como C-espacio vectorial.

2. El polinomio caracteristico de T con C* como R-espacio vectorial.
Propiedad 23 Sea A € M, (K), ¢4 su polinomio minimal tal que

a4 =1+ 2,
con @1, ¢o primos relativos monicos, consideremos
Vi={veK"|¢(4) v =0}

entonces

L. Vi={v-:(A) [ve K} Va={v-¢1(A)" |veK"}

2K =VieV, A AV)CVi A AW C Vi

3. TA|V¢ =Ty, entonces ¢4, = ¢;

Observacién: Debemos tener presente para la demostracion que, si ¢q, ¢o € K[z] son primos
relativos, entonces existen hy, hy € K[z] tales que

¢rhy + pohy =1
Evaluando tenemos
¢1(A)hi(A) + pa(A)ho(A) = Id (*)
o bien
(¢1(A) (M (A)" + (da(A) (ha(A)) = Id (%)

Demostracion:

1. Demostraremos que
{veK" | v-¢i(A) =0} ={v-¢(A)" | veK"}
Veamos la primera contencién, sea w € {v - ¢o(A)" | v € K"}, luego w = v - ¢o(A)*
A1 (A) - w' = g1(A) - dp(A) - 0" = ga(A) - v' =0-0" =0

Para la otra contencién se tiene que, dado w € {v € K" | ¢1(4) - v* = 0}. Por (*)

tenemos
P1(A)hi(A) + p2(A)ho(A) = Id
P1(A)h (A)w' + da(A)ha(A)w' = w'
$2(A)(ha(A) - w') = w

escogemos v' = hy(A) - w', y tenemos

Ba(A) - v = w'
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. Ahora probaremos la suma directa y la estabilidad.

Demostrar que K® =V} + V;

¢1(A)hn(A) + ¢5(A 1
hl (A)tgbl (A)t v+ hQ(A)t(¢2(A . =
$1(A) (hi(A) - v) + ¢o(A") (hao(A) - v) = v

pero ¢ (A)! ((A): - v) € Va y 6a(A) (ha(A)' - v) € Vi, luego

>
= =
N
~—
Il

K'=Vi+ V3
Sea w € Vi NVa, en (*) se tiene

P1(A)hi(A) - w' + pa(A)ha(A) - w'
hi(A)(é1(A) - w') + ha(A)(¢2(A) - w')

wt
wt

19

va que w € Vi N Va, tenemos que ¢1(A) - w' =0y ¢o(A) - w' = 0, de donde concluimos

que w =0

Ahora la estabilidad, para ello notemos lo siguiente:
AN g A= g AAT =) g AN = (ZalAi> A
i=0 i=0 i=0 i=0

Sea w € V; entonces es claro que w - A® € K", ademés
$1(A)(A-w') = (¢1(A) - Ajuw' = A 6,(A) - w' =A-0=0.

Luego w - At € V}

. Sea

Ty : K* — K"
v — v- Al

luego
Tay=Taly,: Vi — Wi
v o— v A

Sea 1; el polinomio minimal asociado a T4,, entonces ¢;(Ty4,) = 0, es decir
(Vv € Vi)(¢hi(A) - v = 0),
luego ¢; = iti. (+x)

Ademas, sea v € K"

Y1 (A)a(A) - 0" = (1 (A)ha(A)) (V] + v3)),
= h1(A)ha(A)v] + 1 (A)a (A)vy
=0.
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Ast (Vo € K™)(¢1(A)o(A)vt = 0), luego

V1(A)(A) =0,

donde 115 es un polinomio que se anula en la matriz A, de lo cual se obtiene que

Y1)y = @t
= Q10913
= P1ipatstatly

cancelando y como 1);, ¢; son moénicos en (**) obtenemos que
tl - t2 - 1
0

Propiedad 24 Sean V' un espacio vectorial dimension finita sobre K, ¢ su polinomio mi-
nimal tal que

¢r = @1+ P2,

con @1, ¢o primos relativos monicos, consideremos
Vi={veV | ¢:(T)v=0},

entonces

L Vi={gaTv | veV}l Va={a(l)v | veV}

2V=VieVi A T CWV A T(Vy)CV

3. T\VZ_ = T;, entonces ¢r, = ¢;
Observacién: Con el siguiente ejemplo revisaremos los paso de la demostracién
Ejemplo 9 Dada la transformacion lineal

T: R? — R?

Tenemos que la matriz cambio de base en la base candnica, esta dada por

(1]

y tenemos que el polinomio caracteristico corresponde a Pr(z) = (x — 2)(x + 3) = ¢r(z),
luego

dr(r) = ¢1(x) - P2(x),
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donde ¢1(x) =x — 2, ¢o(x) =2+ 3, ademds

Vi={veR® | 1(T) v =0}
={veR® | (T'—2Id)-v=0}
={6a(T)v | veR?
= {(T +3Id)v | veR?

Y
Vo={veR* | ¢(T) v=0}

={veR?® | (T+3Id)-v=0}

={(T - 2Idv | veR*}
Luego

R*=V; @ Va.
Ademads tenemos, la restriccion
h: i — W I: Vo — Vs
v o— Tw)=20" v — T(v)=-3v

donde el polinomio minimal de Ty es ¢p1(x) =x — 2 y el de Ty es ¢o(x) = & + 3.

Corolario 25 Sea A € M,,(K) y pa(x) = ¢1(x)--- ¢ (), tal que ¢p1(x), ..., d.(x) son primos
relativos monicos.
Si
Vi={veK" | ¢;(4) v =0},

entonces

Corolario 26 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y T € End(V), ¢r(r) =
o1(x) -+ o (), tal que ¢p1(x), ..., ¢p() son primos relativos monicos.
Si
Vi={veV [ ¢(T)v =0},

entonces

Teorema 27 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y T € End(V), tal que su
polinomio minimal, se factoriza del siguiente modo

or(z) = (z — o)™ (. — ) - - (. — o)™,

con «; todos distintos. Entonces
V=8V,
i=1

donde V; ={v eV | (T — ald)Pv =0} y T(V;) C V..
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Demostracién: Como las raices «; son distintas, entonces los factores (x — o )Pi, son primos
relativos, luego las propiedades anterior se obtiene el teorema 0

Corolario 28 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y T € End(V'),
Si el polinomio minimal ¢ tiene todas las raices en K y cada una tiene multiplicidad 1

en entonces T es diagonalizable.

Corolario 29 Sea A € M, (K)
Si el polinomio minimal ¢4 tiene todas las raices en K y cada una tiene multiplicidad 1

en entonces A es diagonalizable.
Ejemplo 10 Sea T € End(R?), tal que

T(x,y,z) = (2,32 —y —x,—x + 4z — 2y),
Determinar el polinomio minimal examinando los posibles espacio anuladores

Solucion: La matriz asociada a T en la base candnica es:

0 01
A= -1 -1 3
-1 -2 4

Luego el polinomio caracteristico es Pr(z) = (1 —x)3, de lo cual, el polinomio minimal debe
ser algunos de los siguientes

¢A:x_1a ¢A:(x_1)27 ¢A:(z_1)37
Investiguemos, determinando los siguientes espacio.

1. Wy ={veR3| (T — Id)v =0}, se sigue

—1 0 1 1 0 —1 1 0 -1 1 0 —1
-1 -2 3(+—l-1 -2 3|10 -2 2|10 -1 1
-1 -2 3 0O 0 O 0O 0 o0 0O 0 0
de donde se concluye que
Wi =((1,1,1)).
2. Wy ={v e R3| (T — Id)*>v = 0}, luego
1 0 1]? 0 -2 2
-1 -2 3 =10 -2 2
-1 -2 3 0 —2 2
de donde
0 -2 2 01 —1
0 -2 2 |— 100 O
0 -2 2 00 0

de aqui concluimos que
Wy =1((1,1,1),(0,1,1)) .
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3. Wy ={veR3| (T — Id)3v = 0}, donde

-1 01 000
-1 -2 3 =100 0
-1 -2 3 000

por lo tanto
W3 =1((1,1,1),(1,0,0),(0,1,0))

Claramente tenemos que ¢r(z) = (z—1)%, ya que Wy G Wy G R®. Consideramos la base

B=1{(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0)},

luego
1 -1 =2
Tlp=10 1 2
0o 0 1

Definicion 12

1. Sea A € M,(K). Se dice que A es triangularizable si y sdlo si existe P € Gl,(K)
tal que P~*AP es triangular.

2. SeaT € End(V). Se dice que T' es triangularizable siy sélo si existe B base de V
tal que [T|p es triangular.

Note que la transformacién del ejercicio anterior es triangularizable

Teorema 30 Sea Ty : K" — K", tal que ¢pa(z) = (x — ¢)?, donde
W;={veK"|(A—cld)" v =0},

entonces

1. Wi <Wy <. < W, =K"

2. Wi(A—cld)! CW,_4

3. Si W; = W;y1 entonces Wi = Wiio
Demostracién:

1. Veamos las contenciones

Wy <Wy<-o- < W, =K"
Sea j, tal que 1 < j < p, y v € W, luego (A — cId)’ - v' = 0, multiplican obtenemos

(A— cIdy*' - vt = (A — cld)(A — cId)y v = (A—cId)-0 =0

por lo tanto v € Wjy.
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2. Sea j, tal que 1 < j < p, veamos ahora
Wi(A — eld)t C W,_y,
es decir, si v € W;(A — cId)!, debemos demostrar que (A — cId)’~* - v' = 0.
Para ello, sea v € W;(A — cId)*, entonces v = w(A — c¢Id)!, con w € W, luego
(A—cldy™ - v' = (A—cldy™' - (A - cld)w' = (A — cld)’w' =0,
por lo tanto v € W;_4

3. Supongamos que
Wi = Wi

implica W, 1 = W, .
De la primera parte se tiene W; 1 C Wi ys.

Para la otra contencién tenemos de la segunda parte que Wi o(A — cld)! = Wi;.
Ahora bien, si w € W;yo, luego w(A — cld)" € W;;; = W;, por hipétesis, entonces
0= (A—cld) (A —cld)w' = (A — cld)™w!, es decir w € W, 1.

Wiy = Wit

Corolario 31 Sea T € End(V), tal que ¢r(x) = (x — )P, si
Wi={veV | (T—cld)'v=0},
entonces
1. Wy <Wy <o <W,=K"
2. (T —cld)W; ={Tv | ve W;} CW,,4
3. Si W; = W;y1 entonces Wi = Wiio

Corolario 32 5i A es una matriz tal que el polinomio caracteristico se puede factorizar,
solo con factores lineales entonces A es triangularizable.

Demostracion: De la primera afirmacién del teorema tenemos que una base de W;, se puede
extender a una base de W, 1, aplicando en forma reiterada, lo anterior podemos obtener una
base del espacio total.

De otro modo tenemos lo siguiente

By = {wy1,w1a, ..., wis, } una base de Wy y como W; C Wy, se extiende a
By = {wy1, ..., Wis, W1, . .., W, } una base de Wy y como Wy C Wi,

J— — n
By, = {wi1, ..., Wis;, War, ..., Wasy, . - -, Wp1, - . ., Wy, } Una base de W, =K
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De la definicién de W; tenemos que,
(A —cld)w); = 0 & Aw! = cw);,

De la segunda afirmacion,
WQ(A - C]d)t Q Wl,

luego
Y
t § t t t § t
)

En general tenemos que W;(A — cId)t C W;_y,
w;r(A — cld)' € Wi_y & Awj, = cw), + Z Z Qi W),

Con ello tenemos que la matriz de [T4]p, es triangular superior. O

Corolario 33 Si T € End(V) es una matriz tal que el polinomio caracteristico se puede
factorizar, solo con factores lineales entonces T' es triangularizable.

Ejemplo 11 Sea T € End(R5), tal que la matriz en la base candnica es

1 0 -110
4 1 -3 21
A=| -2 -1 011
3 -1 -3 4 1

| 8 —2 -7 5 4|

y el polinomio caracteristico es Pr(z) = (x — 2)5.
Determinar una base en la que la matriz asociada a T sea triangular.

Solucion: Ya que el tinico valor propio es 2, debemos calcular los espacios correspondiente
del teorema anterior

1. Wy ={veR’| (T —2Id)v = 0}, se sigue

-1 0 -1 10 1 0 1 -1 0 100 O O
-4 -1 -3 21 0 1 -1 2 -1 010 1 -1
-2 -1 -211{+~—|0 -1 0 -1 1}+—f{0O01 -1 01,
-3 -1 -3 21 o -1 0 -1 1 000 0 O
-8 -2 -7 5 2 o -2 1 -3 2 000 0 O

de donde

Wy =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1))
2. Wy ={veR| (T —2Id)*v = 0}, se sigue

00 000
00 000
(A-2Id)?*=| -1 0 -1 1 0|,
-1 0 -1 10
-1 0 -1 10
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luego
00 00O 101 -1 0
00 00O 000 00O
-10 -110|+~—]000 O0O0],
-1 0 -1 1 0 000 00O
-1 0 -1 10 000 00O
de donde

Wy ={((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,—1,0,0),(1,0,0,1,0))

Hemos completar la base de W para obtener una base de W5.
Finalmente

Ws =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,-1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,0)),

Recuerde que los espacios no pueden ser iguales teorema 30, por ello la dimensién debe
aumentar, por lo cual W5 = R?,

B = {(07 _]-7 17 170) ) (07 170707 ]-) ) (1707 —1,0,0) ) (170707 ]-70) ) (170707()’0)}

Sabemos por el corolario anterior que la matriz tiene la forma

oo oo
coc oo
oo |
oo |

2

Veamos ahora los coeficiente que falta

0 0 0
~1 —2 ~1

Al 1 ]=] 2|=2| 1|
2 1
0 0

I

— o oo
I
DO

— o oo

I
7 NN O OO
[
N = DN
Il
Ve
|
—_
S~—
—_ o O = O
+
—~
[\
S~—
|
[ s
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1 2 0 0 1
0 —2 —1 1 0
A 0 (=] -1 |=(-1 1 1 4+(=3)] 0 |+2] 0 [;
1 1 1 0 1
0 -3 0 1 0
1 1
0 —4
A 0 = —2
0 -3
0 —8
0 0 ~1 1 1
-1 1 0 0 0
= 4| 1 |=-s]o|+2] 1 ]+1]o0|+2]0];
1 0 0 1 0
0 1 0 0 0
Asi ~ _
200 -1 —4
021 -3 =8
Tls=1002 0 2
000 2 1
000 0 2]

Observacién: En la proxima seccién veremos el Teorema Jordan, la dimensién de Wi nos
indica cuantos bloques tiene asociado este valor propio, ya que cada bloque tiene asociado
un valor propio.

Teorema 34 Sea A € M,,(K) y P4 el polinomio caracteristico
A es diagonalizable si y solo si Py tiene todas las raices en K y la dimension del espacio

propio es igual a la multiplicidad de la raiz en Pjy.

Demostracién: Supongamos que P4 tiene todas las raices en K, luego ¢4 tiene todas las
raices en K aplicando 1 teorema 27, tenemos que K" = @V, correspondiente, si B; es base de

V;, entonces
T
B =B,
i=1

es una base de V, al mantener el orden de los elementos de la base se obtiene que

1

T]s =

SO OO N
(SRR N
OO OO
w
e o o O



CAPITULO 2. FORMAS CANONICAS 28

Notemos que por teorema 30 tercera parte, una vez obtenida la dimension correcta, luego se
mantiene

Pr=|A; — 21d| - |Ay — 21d| - - - | A, — z1d|

=Py, - Py, - Py,
Por lo tanto Py, es el polinomio caracteristico y (x —a;) es el polinomio minimal asociado
Ty,
El reciproco es inmediato. O

Teorema 35 Sean T € Endg (V) y Pr el polinomio caracteristico
T es diagonalizable si y solo si Pr tiene todas las raices en K y la dimension del espacio
propio es igual a la multiplicidad de la raiz en Prp.

Ejemplo 12 Sea C = {(1,0,0,1,1),(1,0,1,2,2),(1,2,1,0,1),(1,1,2,1,2)} base de U y T
una transformacion lineal tal que

[T]C =

S O N =
S O =W
N W NN
I N

cuyo polinomio caracteristico es Pr(z) = (x — 1)* (z — 2) (z — 4)
Determine una base B de U tal que [T]; sea diagonal

Solucion: Los valores propios asociados a T  son 1,2, 4, para determine los espacios propios,
consideremos u; = (1,0,0,1,1),us = (1,0, 1,2,2),u3 = (1,2,1,0,1),us = (1,1,2,1,2).

L Vi={veU| ([Tl - Id)[ulc = 0},

-2 -3 -2 -1 2300
2 3 2 1 . 00 21
o 0 2 1 0000
o 0 2 1 10000
Luego i
3 0
—2 0
[U]C:a 0 +0b 1
0 | -2

Con lo cual tenemos que

Vi = <3’U1 — 2U21U3 — 2’&4) = <(1, O, —2, —1, —1), (1, 3, 0, —1, O)>
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2. Va={veU| ([Tl - 2Id)[ulc = 0},

-3 -3 -2 -1 1 100
2221H0010
0O 0 1 1 0 001
o 0 2 0 0000
Asi
1
e=c| o
0

De lo cual tenemos que

Vo = (u; —ug) = ((0,0,—1,—1,—1))

3. Vi={veU|([T] - 4ld)[ulc = 0},

-5 -3 -2 -1 200 3
2 0 2 1 N 020 =3
0o 0 -1 1 001 —1
o 0 2 =2 000 O
Luego
3
-3
[u]c—d -9
-2

De lo cual tenemos que

‘/4 = <3u1 - 3UQ - 2y3 - 2U4> = <(—4, —6, —9, —5, —9)>

Luego es diagonalizable y la base es:
B={(1,0,-2,-1,-1),(1,3,0,-1,0),(0,0,—1,—1,-1), (-4, —6,-9,—5,—-9) }

y se obtiene que

[T]B =

o O O
o O = O
o N OO
- O O O
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2.2.1. Ejercicios

3 0

1. SeanA:[Q 1},3:{1 a],czl‘g _Z}yp(x):(x—?))(x—l).

1 2

a) Calcular p(A) y p(C).
b) Determinar el valor “a” tal que p(B) =0

2. seanA:“ H,B:ﬁ’ Z],yp(x):(x—z;)(x—n.

a) Calcular p(A)
b) Calcular A2BA?
c¢) Determinar el valor “a” tal que p(B) =0

3. Sea T : Ry[z] — Ry[z] una transformacién lineal y C ={1,1 + x,1 + x + 2} base
ordenada de Ry[z] tal que

|
an
I
— O
— = o
[N Ep—

a) Calcular el Polinomio Caracteristico.

b) Determinar una base B de Ry[z],tal que [T]% sea diagonal.

c¢) Calcular T"(1 — 2?), para cualquier n € N.

4. Sea T : C3 — C® T(x,y,2) = (x + 2,2 + y,y + 2) una transformacién lineal de C
espacios vectoriales. Determinar si 1" es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar

5. Sea T : My(R) — M>(R) una transformacion lineal y

10 11 10 11
C:{{O 1]>{0 1],[1 1],{2 2]}baseordenadadeMQ(]R)talque

[ = T S
i =]
N DN W
_—_ o O O

Sabiendo que el Polinomio Caracteristico es Pp(z) = (z — 4) (x — 1)°
Determinar una base B de My(R), tal que [T]5 sea diagonal

6. Sea T : R* — R?® una transformacién lineal y B = {(1,0,0), (1,1,0),(1.,1,1)} base
ordenada de R?, tal que

11 -2
mE=1 1 -2 1
-2 1 1

Determinar si T' es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar
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10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

31

Sea T : Ro[z] — Ra[z] una transformacién lineal y B = {1,1 + z,1 + = — 2?} base
ordenada de Ry[z], tal que

0 -1 —1
Te=11 1 2
2 1 3

Determinar si T' es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

. Sea C = {(1,0,0,1),(1,0,1,2),(1,2,1,0),(1,1,2,1)} base de R* y T una transforma-

ciéon lineal tal que

[T]c =

O O N =
O O = W
N W NN
N = = =

cuyo polinomio caracteristico es Pr(x) = (z — 1) (z — 2) (x — 4)

Determine una base B de R* tal que [T, sea diagonal
Sea U= {(z,y,2) € R®* / 2z —3y+ 5z =0} un espacio vectorial, y

T U — U
(l’,y,Z) ~ (4y—32_2za32_ya_y+z)

una transformacion lineal. Determinar si T es diagonalizable.
Sea A € M, (K), A® su transpuesta. Demostrar que ¢4(x) = ¢4:(z).
Sea A, B € M,(K), con A invertible. Demostrar que ¢ap(x) = ¢ppa(x).

Demostrar que para todo n € N existen A, B € M,,(K), singulares tal que
Pap(z) # dpa().

En M;3(K). Determine las funciones coeficiente del polinomio caracteristico.
Demostrar Si A es diagonalizable y o € K entonces A — ol es diagonalizable.

Clasificar todas las matrices 3 x 3 similares
( Def: A es similar a B si y sélo si existe P € M,(K) tal que P~'AP = B).

Diagonalizar las siguientes matrices, si es posible

0 8 —3 —10 -7 16 —4 24 -9 —30 —21 48
0 2 0 -1 -1 2 0o 2 0 -3 -3 6
L -6 4 8 5 —12| 3 -20 10 28 19 —42
-1 8 -3 -9 -7 16 | -3 26 —11 —-35 —25 54
-1 6 -3 -8 —4 12 -3 16 -7 —20 —12 30
-1 7T -3 -9 —6 15 | -3 21 -9 —27 —18 41
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1
—2
0
3. 0
2
|2
4
0
-1
5. 1
1
1
[0
0
1
7. 1
-1
| -1
[ 1
0
0
9. 0
0
| 0
[0
—4
3
11. 3
1
1
2.2.2.
Problema 1.

—6
9

12
22
—10
8
—2
-7

S DN =N

—1
—1

-2
3
0

6
—12
-2
7

16
18

—18
—27
12
-7
0

9

-1
-1
1 1
-3
4
0

4 —10 ]
-8 18
0 2
4 —10
11 —24
12 —27

—32
10
8§ —14
6 —11

—6 14 ]

-8
-3
—6

17
11
15

—13 28]
—19 42
7 —20
-5 16
0 0

6 —11 |

Problemas Propuestos

10.

12.

3

—2

NI R V)

-2

—1
-3
-3

|
DN NN D W

—16
—1
14
—18
—10
—14

14

—10
16
16
21

36
—26

38
35

I
<IN IEN I

(@]

ot

)

-7
-7
-9

10
-2
-3

—15
12

—19
—15

20

—20
25
12
18

—19
12
—13
14

—16
11
14

—21

—20

—27

32
—4
—10

22
18

—46
35

—52
—45

14 —32
2 —4
—14 30
18 —38
7 —18
12 —27
5 —10
—-13 28
9 —18
—11 22
12 —20
6 —11
—11 26
7 —16
9 —20
—-15 32
—-12 30
—18 41
22 —48 1]
-2 4
-6 16
6 —16
15 —32
12 =27 |
—-31 68
23 —50
-3 0
1 4
-36 76
-30 67

Si A es una matriz diagonalizable de M, (R). Demostrar que A% es diagonalizable

32
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Problema 2.
Sea T : Ry[z] — Ry[x] una transformacién lineal definida por

T(ax® +bx +c)=(2a+2b+c)2* + (a +3b+c)x + (—2a — 4b — c)

Diagonalizar T

Problema 3.

Sea T : C* — C3 tal que T(z,y,2) = (v + 2,y + z,x + y + 22) es una transformacién
lineal de C espacios vectoriales.

Diagonalizar T si es posible.

Problema 4.
Sea T : Ry[z] — Ry[z] una transformacién lineal y B = {1 + 2,1 — 2,1 + x + 2%} base
ordenada de Ry[z] tal que

0 1 -1
TE=10 2 0
2 -1 3

Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

Problema 5.
Sea T : C3 — C? una transformacién lineal de C espacios vectoriales y C base canénica
de C? tal que

NC—

1 0
TE=1]0 1
1 1

Diagonalizar T' si es posible.

Problema 6.
Sea C la base canénica de R3 y T, en endomorfismos de R? tal que 1 es un valor propio.
3 =4 0
[Ta]c = -1 3 «
2 —4 -3

(a) Determinar Pr, (z) ( Polinomio Caracteristico)
(b) Para que valor de o € R, el endomorfismo T}, es diagonalizable.

(c) Para que valor de o € R, el endomorfismo T, es triangularizable.

Problema 7.
Sea A una matriz simétrica de My(R). Demostrar que A es diagonalizable
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Problema 8.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacién
Si A? es una matriz diagonalizable de M, (R) entonces A es diagonalizable

Problema 9.

Sean A, B € M,(R), de modo que existe P € GL,(R) tal que P"*AP y P~'BP son
matrices diagonales entonces
Demostrar que AB = BA

Problema 10.

Sea A € M, (R)
. Existe alguna relacién entre ¢a(x) v ¢pa2(x)?

2.3. Formas de Jordan

Una matriz de Jordan es una matriz de la forma

[ (M) 0 o - 0 ]
0 L) 0 - 0
0 0  J(Xg) --- 0
|0 0 0 o k(M) |
donde ~ .
M1 0 0 0
0 A 1 0 0
T =10 0 A 1 01 e M, (K)
00 0 0 v A

son los bloques de Jordan

Definicién 13 Sea T' € End(V'), un espacio vectorial de dimension finita sobre K.
Se dice que existe una Base de Jordan asociada o'l si y solo si la matriz de T asociada
a esta base es una matriz de Jordan.

Ejemplo 13 La siguiente matriz, es una matriz de Jordan con 4 bloques

110000
010000
002000
000200
000021

(00000 2]
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Observacién: Por el teorema (30), se tiene que dada una transformacion lineal 7 : V. — V|

tal que el polinomio minimal se factoriza ¢ = [ (z — ;)™ y definimos los subespacios
i=1

Vi={veV|(T-aqld)"v =0},
y cada T; esta dado por
=T, :Vi— Vs ¢én=(x—a)" ¢1_ana=y",

entonces

Definiciéon 14

1. Sea A € M,(K), se dice que A es nilpotente de indice k si y sélo si

2. Sea T € End(V), se dice que T es nilpotente de indice k si y sdlo si
or(z) = z*.
Propiedad 36 Si A € M,(K), T € End(V) es nilpotente, tal que dimV = m entonces
Pa(z) = 2" Pr(z) =a™

Ejemplo 14 Sea T € End(V), tal que

T]5 =

S OO OO
S OO O =
S OO = O
O O = OO
o= O OO

donde B = {vy, vy, v3, 04,05}, ademds ¢p(x) = x°, tenemos:

T(vs) = vy = T(vs)
T(vy) = v3 = T%(vs
T(vs3) = vy = T?(vs)
T(vy) = vy = T*(vs)
T(vy) =0=T°(vs)

luego, reemplazando obtenemos que la base se puede reescribir del siguiente modo

B = {T*(vs), T%(vs), T?*(vs), T(vs), v}
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Ejemplo 15 En el ejemplo (11), tenemos que

Wi =< (0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1) >=< wy, ws >
Wy =< (0,—1,1,1,0),(0,1,0,0,1), (1,0, —1,0,0), (1,0,0,1,0) >=< wy, ws, w3, wy >
W; =< (0,—1,1,1,0),(0,1,0,0,1), (1,0,—1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,0) >

La dimension de los espacios lo podemos escribir o anotar del siguiente modo:

Wi % %
Wy * % %
Ws: % % % %

Y en esta nueva base B = {T(v),v,T%(e,),T(e1),e1}, obtenemos

0

T)p =

O OO DO
O OO N
SO o N OO
N = O OO

0
1
2
0
es decir, tenemos dos bloques uno de 3 x 3 y otro de 2 x 2.

Para determinar el elemento que falta definir, debemos tener presente

Wy =< U)/l,T2(€1> > Wy =< wi, T2(61), wg,T(el) > W3 =< wy, we, w3, wy, €1 >

En Wy extendemos a una base y obtenemos w) y realizando algo similar en Wy se obtiene
v = wj el elemento deseado.

Ahora veremos que lo anterior, siempre es posible realizarlo.

Espacio Cociente

Sea W < V| se define la relaciéon de equivalencia en V' por:
r~ysSr—yeWw,
luego la clase de un vector esta dada por

T={yeV|z~y}
={yeVi]z—yeW}
={yeV|rz—y=w}
={yeV|z—-w=y}
=+ W

Note que dos elementos son iguales, cuando la diferencia de ellos pertenece al subespacio

rT=ysr—yeWw
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De esta manera tenemos que el conjunto cociente que esta constituido por
V,/W={z+W|zeV}
Ademas el conjunto cociente tiene una estructura natural de espacio vectorial, dado por:
T+y=2+y, aT = Q.

Ejemplo 16 Sea U = {(z,y,2) e R® | x—3y+52z=0} <R3, en este caso tenemos que

(a,b,¢) = {(z,y,2) €R® | (v —a,y—b,z—c) €U}
= {(z,y.2) ER* [ (x—a) =3y —b) +5(z —¢) =0 }

es un plano paralelos a U que contiene al punto (a,b,c).
Las operaciones estin dada por:

(a,b,¢)+ (f,9,h) = (a+ f,b+g,c+ h); ala,b, c) = (aa, ab, ac)

De forma similar obtenemos que, el conjunto B = {7y,...,7s} es linealmente indepen-
diente en V /W si y sélo si

Z a;U; = 0 entonces, a; = 0, para todo i.
Propiedad 37 Sea V un K espacio vectorial de dimension finita entonces
dim(V /W) = dim(V') — dim(W)

Definicién 15 Se dice que B = {vy,...,v5} CV es linealmente independiente médulo
W siy solo si
Z a;v; € W, entonces, a; = 0, para todo i.

Propiedad 38 Sea T € End(V) nilpotente de indice k y Wy,_y = ker(T*™1).
Si el conjunto {vy + Wi_1,..., 0 + Wi_1} es linealmente independientes en V /Wi_1,
entonces
A={v,To, ..., T" o, 09, ..., T g, o Oy -, T o)

es linealmente independiente en V.

Demostracién: El conjunto {v; + Wi_1,..., 0, + Wy_1} en VW) es linealmente inde-
pendiente, entonces se tiene que

Z Oéi(Ui -+ Wk—l) =0« Z oav; € Wil & (VZ) (Oéi = O)

Veamos que A es linealmente independiente para ello consideremos una combinacién lineal

Z CijTj’UZ‘ =0

i=1,....m
7=1,..,k—1
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Aplicado T*~1, se tiene
ZCUTk_l—H(UZ’) = O = ZcioTk_lvi = 0
ij ij

asi
Tk_l (Zcio’l}i) =0.
Luego > ciov; € Wi_1, por lo tanto
co=0 Vie {1,,m}

Ahora aplicando T%72, y con argumento similar, obtenemos ¢;; = 0.
Analogamente se tiene que los otros ¢;; = 0 para todo j y para todo <. U

Corolario 39 Sea T' € End(V) nilpotente de indice k y Wy_y = ker(T*1).
Si{vr + Wi_1,.. ., Uy + Wi_1} es linealmente independientes en' V /Wy,_4,

k— k— k—
U=<{v,Tvy,....,T" Yy, ve, ..., T" g, .. 0y, TV 0 ) >
entonces T(U) C U

Demostracion: Sea u € U, luego

Aplicado T, se tiene

T(U) = ' Z CijTj—l—l(’Ui) = ' Z Ci(t_l)Tt(Ui) € U

O
Observaciéon: Note que hemos demostrado que cada bloque es estable, y que el niimero de
ellos de longitud maxima es igual a

dimV — dimker(T*™)

Corolario 40 Sea T € End(V) nilpotente de indice k y Wy_1 = ker(T*Y), Wy, =
ker(T*=2).

Si {vy + Wi_1,...,vm + Wi_1} es linealmente independientes en el espacio cociente
V /Wy_1, entonces {Tvy + Wy_o,...,Tv, + Wi_s} es linealmente independientes en el es-
pacio cociente Wy_1 /Wi _o.
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Demostracién: Por teorema 30, se tiene que T'(V) = T'(W},) C Wjy_1, luego tenemos que
{TU1 +Wio,...., TV, + Wk_g} C Wi/ Wy_o.

Ademas T : Wj_1 —> W)j_1, es una transformacién lineal de nilpotente de indice k£ — 1
y Wi_o = {U e Wiy ‘ Tk_2(v) = 0}
Consideremos la siguiente combinacion lineal

ZQ’(TW + Wk_g) = 0,

1=0

luego

iCiTU,’ € Wi_s

1=0

Tk_2 (icﬂ%) =0
=0

T2 (T (Z c,-vi>> —0
T+ (Z cm) — 0.

Luego > cv; € Wy_q, pero por hipétesis {v1 + Wi_1,..., 0y + Wi_1} es linealmente inde-
pendientes, luego ¢; = 0. O
Observacién: Notemos que si {v; + Wy_1,..., v, + Wi_1} es linealmente independientes
Wi, /Wy._1, en forma recursiva se obtiene

{T7(v1) + Wi_j1,. .., T (vym) + Wi_;_1} es linealmente independientes Wj,_;/Wj._;

Propiedad 41 Sea T' € End(V') nilpotente de indice k y {vy + Wi_1,..., 0 + Wi_1} li-
nealmente independiente en V ,/Wy_1, y Wi_1 = ker(Tk_l).
SiU=({T"v; | 1<j<m,0<i<k—1}), entonces existe un subespacio S <V tal
que
V=U®S, T(S)CS

Demostracién: Por induccion en la dimensién de V. Supongamos vélida la proposicién
para espacios de dimensién menor que r.

Sea {wq, ..., w,} una base de W,y como {vy,...,v,} eslinealmente independiente médu-
lo Wy_1, entonces {vy, ..., Up,wy,...,w,.} es linealmente independiente en V.

Luego existen elementos de V' tales que {v1,...,Vm, Uni1s - -, Unips Wi, - .., Wy} €S UNA
base de V.

Ademds se tiene que T' € End(Wy_1) nilpotente de indice k — 1y
{Tvy + Wy_o,...,Tv, + Wi_s} es linealmente independiente en Wy,_1 /Wy _»
Con esta notaciones definimos

Uy={Tv | 1<j<m+p1<i<k—1})<Wy,
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Por hipétesis de induccion tenemos que existe S; tal que
Wi =Ur @51 T(S1) C S,

ademas
V= <’Ul, ce ,Um+p> D Wk—l-
de otro modo tenemos

VvV = <U1,...,Um+p>@U1@Sl

i 1<j<m+p,
= <U17”'7Um+p>@<{T Uj ‘ ’ ’ }>

1<i<k—1

® 5

= ({Th; | =" he s

0<i<k—1

B P 1<i<m, i mAl<i<mtp,

= (T | EE e Ty | TIEE Y s,

B P 1<i<m,

= (T | 5 pes

= UdS
donde

i, mALSj<mep,
§= (T | "EE g,

y cada uno de los sumando es estable, luego S es estable. O

Teorema 42 Sea T € End(V), nilpotente de indice k, entonces existe un tunico entero
positivo p tal que:

1. Ezisten p enteros positivos k; que cumplen con
k=k >k > >k,
p
ademds > k; = dimV
i=1
2. Existen p vectores v; en V' tales que

TFv, =0 Yi=1,...,p

y ademas
k1—1
T V1, .., TUl, Uy,
ko—1
B "2 Vo, ..., TUQ, Vo,
Ty, .., Tv, v,

es una base de V.
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Demostracién: La demostracién es por induccién en el indice de nilpotencia,
Sea W, = ker(T"), y B = {wy,...,w,} una base de Wj_j.
Luego escogemos vectores de modo que

{wy, ..., we, vy, ..., 05},

es una base de V.
De lo cual, se tiene que el conjunto

{vi + Wi, vs + Wi }

es linealmente independiente en V/W_;.

SiU = T, | 1§jgs’ , luego por los resultados anteriores, se tiene que existe S
71 o<i<k—1

tal que

V=W,=U®S T(S)CS.

Ademas T : S — S, es nilpotente de indice menor, luego hemos disminuido la dimension del
espacio y construido s bloque de Jordan de longitud k, por hipétesis de induccién sobre el
espacio S concluye la demostracion. O

Ejemplo 17 Aplicaremos el teorema en el ejemplo (11), en primer lugar la transformacion
lineal T no es nilpotente, pero T — 2Id, si es nilpotente, ya que Pr(z) = (x — 2)°, luego
PT_de(LL’) = 1’5, donde

1 0 -110
4 1 -3 21
M.=| =2 -1 011 |=4
-3 -1 -3 41
—8 —2 -7 5 4

1. v =w; = ((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1))
2. V¥ =W, =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,—1,0,0), (1,0,0,1,0))
3. V¥ =Wy =((0,-1,1,1,0),(0,1,0,0,1),(1,0,—1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,0))

Note que
‘/2(3) _ ‘/2(2)@ <ep >

Sobre la matriz nilpotente hay que trabajar:
(T —2Id)'(ey) = (=1,-4,-2,-3,-8), (T —2Id)*(e;) = (0,0, —1,—1,—1)
Luego tenemos que

V3¥ =< {(A—2Id)%e, (A — 2Id)ey, e1} > @S, (T —2Id)(S) C S



CAPITULO 2. FORMAS CANONICAS 42

Observacion: Para determinar los vectores que falta, debemos tener presente que nece-
sitamos reordenar y reemplazar algunos vectores en las bases correspondientes, para ello
recordemos el siquiente resultado.

T
Si0#£weV = (v,...,u), tal que w = Y v;, entonces existe oy, # 0, de lo cual
i=1
obtenemos
(1, ..y ) = (W, V1, Vigy -+, Uy)

donde v;,, indica que el vector se omitido
Continuemos con el ejemplo, ahora cambiaremos las bases de los espacio V;-(i)
Como (T —2Id)?*(e;) € Vz(l), escribimos (T — 2Id)*(ey) en combinacion lineal de la base
de ‘/'2(1)
(0,0,—1,-1,—1) = —1(0,—1,1,1,0) — 1(0,1,0,0, 1)
luego
v, =((0,-1,1,1,0), (0,0, 1, -1, 1))

Como (A—2Id)(ey) € Vz(z), escribimos ahora (A —21d)(e1) en combinacion lineal de la base
de ‘/'2(2)

-1 0 0 -1 1
—4 -1 0 0 0
-2 | =4 1 1 +81 -1 | +2 1 1+1]10
-3 1 —1 0 1
-8 0 -1 0 0

luego
vi® =(0,-1,1,1,0),(0,0,—1,—1,—1),(~1,0,1,0,0), (=1, —4, —2, —3, —8))
Por wltimo tenemos a:
V¥ = ((0,-1,1,1,0), (0,0, —1,—1,—1), (=1,0,1,0,0) , (=1, —4, =2, =3, =8) , (1,0,0, 0, 0))

Notemos que debemos escoger otro bloque, pero hemos escogido todo lo posible en Vz(?’),
ya que existia en la base un solo un vector que no pertenecia a la base de V2(2).

St marcamos con color rojo los vectores obtenido, nos percatamos que en la base de V2(2),
existe un solo vector que no esta en la base de Vz(l)

(=1,0,1,0,0) € Vi, donde (T —2Id)(-1,0,1,0,0) = (0,1,0,0,1)

Como no hay mas vectores hemos concluido la formacion de la base.

Vi = ((0,0,—-1,-1,-1), (=1, -4, -2, -3,-8),(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1), (—1,0, 1,0, 0))
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FE's decir la base es:

43

B ={(0,0,—-1,-1,-1),(—-1,-4,-2,-3,-8),(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1),(—1,0,1,0,0)}

Comprobemos que la base es la que buscamos, para ello,

0 0
0 0
1A =1 | =] =2
~1 —2
~1 —2
~1 —2
—4 -8
2.4 =2 |=| -5
—3 —7
—8 ~17
1 1
0 —4
3. A0 |=] -2
0 —3
0 -8
0 0
1 2
Ao |=[0]=2
0 0
1 2
~1 —2
0 1
5. A 1= 2
0 0
0 1

=1 —2 | +2

_ o O = O

=
sy
Il
oo oo

S OO N

S OO O =

S o N = O

OO = O =

SN O OO

N = O OO

Teorema 43 Sea T € End(V), con V espacio de dimension finita sobre K

Eziste una base de Jordan para T si y solo si Pr(x) tiene todas las raices en K
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La demostracién es inmediata aplicando los resultados anteriores, si
Pr(z)=(r—o)™(z —a2)™...(x —ay)™,
luego
or(x) = (. —ay)"(x —ag)™ ... (z — ap)™,
por teorema 30 tenemos que
V =,V,, donde V,, ={v e V| Tv = qv}
Luego T'— «o;1d : V,, — V,, es nilpotente de indice n; y dimV,, = m;, en cada uno de
estos espacio se aplica el teorema 42, obteniendo finalmente la base
2.3.1. Ejercicios

1. Sea T(:L’l, T2, S(Zg) = (SL’Q + x3,21 + 3, %2 + 1’1).
Determinar el polinomio caracteristico de T' y el polinomio minimal.
Determine una base de Jordan.

2. Sea C la base canénica de R? y T}, en endomorfismos de R? tal que

3 —4 —t
Tle=1]-1 3 2
2 —4 -3

a) Determinar los posibles formas de Jordan de 7} de acuerdo a valor de t.

b) Encuentre una base de Jordan para T; cuando sea triangular y no diagonal

3. Sea C la base canénica de R® y T en endomorfismos de R® tal que

OO OO
OO~ Rk O
O~ = NN O
—_= O~ N

Encuentre una base de Jordan para 7'

4. Dado T € End(C®) y tenemos que Pr(z) = (z—5)*(z+3)*, ademés dimker(T—51d) =
1,dimker(T + 3Id) = 2,dimker(T + 31d)*> = 3. Determinar la forma de la matriz de
Jordan para T

5. Dado T" € End(R*). Determinar una base J de Jordan de R* tal que [T]; sea una
matriz de Jordan .
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Sabiendo que la matriz de T" en la base canodnica es

3 1 00
-4 -1 00
7T 1 21
-17 -6 -1 0

y su polinomio caracteristico es Pr(z) = (x — 1)*.
6. Sea C la base canénica de R” y T" en endomorfismos de R” tal que

0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 1.0 0 0 0 O
01 1 0 0 0 0
Tle=]10 0 1 2 1 1 1
o0 0 0 0 -1 —1
0O 0 0 0 1 1 0
00 0 0 0 1 2
ademads, se tiene que
(1.0 000 0 0] 1.0 0
0100000 011
0011000 00 0
[Tle—1Id~ {0 000100 ([T)e —Id)*~ | 0 0 0
0000011 000
0000O0GO0O 000
(0000000 0 00
111 111 1]
0000O0O0O
0000O0O0O
([T)e —Id)*~ ][0 0 00000
0000O0GO0O
0000O0GO0O
(0000000

Determinar una base de Jordan

7. Dado T € End(R*R*), tal que D = {e; + ey, e, + 3,61 + €4, €3 + €4}

10 1 1
12 -3 19 -1
[Tl = 3 -1 5 =8
0O 0 0 2

Determinar una base J de R* tal que [T], sea una matriz de Jordan.

OO OO OO

SO OO+ OO

SO OO+ OO

[eleNelNoll S =R o)

45
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea D el operador derivada de los polinomio de grado menor o igual que n (es decir
D € End(K,[z])

a) Demostrar que D es operador nilpotente
b) (Cual es su indice?

¢) Determinar una base de Jordan

Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre K | tal que V = W; & Ws, y la
dim W; = m, ademés definimos P de V en W por P(w; + wy) = w; . Calcular el
polinomio caracteristico y polinomio minimal de P (proyector).

Sea 0 € S5 = {0 :{1,2,3} — {1,2,3} / o es biyectiva } definimos la transformacién
lineal T, de K3 en K3 por

Ta (alel + aseq + CL363) = (1€4(1) + A2€4(2) + a3€4(3)
T, es diagonalizable para todo o € S37
Sea A € M, (C) nilpotente, se define exp(A) = > 72 4.

a) Demostrar que traza(A)

=0.
b) Demostrar det (exp(A)) = 1 = exp(traza(A)) (Ayuda: escoger base de Jordan ).
Determinar si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:

a) Si A, B son diagonalizables entonces AB es diagonalizable.
b) Si A es diagonalizable entonces A — D (D diagonal) es diagonalizable.

c¢) Si A es diagonalizable entonces A2 es diagonalizable.

3 5 1 3
P~1AP y P7'BP son diagonales.

Sean A = [ -1 =0 } B = [ 0 =2 } Determine P € M,(K) invertible tal que

Sea, A matriz nilpotente de indice k > 2. Demostrar que

dimker(A) < dimker(A?).

Sea A nilpotente de indice mayor a 3. Demostrar directamente que

dim ker A% < 2dim ker A

Para cada una de las siguientes matrices determinar la forma de Jordan
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[ —34
7
82

151
45

102

0

214

151

17
—37
—40
—74
—22
—30

0
0
0

40
—28
—25
—60
—13
—46

0
0
0

—105
—26
—74

0
0

—43
92
101
181
o4
122
0

0

0

—101
70

66
146
31
111

62
130
—15
258
64
182

62
130
—15
258
64
182
0

0

0

66
—140
—152
—275

—82
—186
0

0

0

154
—106
—98
—221
—47
—169
0

0

0

—94
—198
26
—391
-97
=277

—94
—198
26
—391
-97
=277
0

0

0

104
—225
—242
—443
—131
—299

0
0
0

243
—173
—155
—359

—75
—273
0

0

0

—151
—-318

41
—630
—155
—445

—151
—318
41
—630
—155
—445
0

0

0

—134
287
310
965
168
382

0
0
0

—313
219
199
457

97
349
0

0

0

193
406
—53
804
199
569

193
406
—53
804
199
569

W o © OO

0
-3
0
-2

[N @) e R eriiNe)

0
3
0
2

33

0

33
22
11
0
—16
-3
—15

33

0

33
22
11

0
—16
-3
—15

33

0

33
22
11
0
—16
-2
—15

33

33
22

—~18
0
—-18
—12
—6
0
9
2
9
—18 ]
0
—~18
—12
—6
0
9

2
10

—18
0
—18

47
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6 -1

79 =37

89 —44

198 —97

e) | 73 —36
134 —66

0 0

0 0
00
[ —1 0
81 -39

40 —-19

160 —79

Al 26 —13
97 —48

0 0

0 0
00
[ 43 21
22 —11

—-41 20
—14 7

9) 19 -9
10 =5

0 0

0 0
0 0

2.3.2.

Problema 11.

7
95
108
238
88

192
31
116

52
26
—30
—17
23
12

0

0

0

—11
—146
—163
—363
—134
—246

—291

—177

—79
—40
76
26
—35
—18
0

0

0

—14
—230
—262
—580
—214
—393

121
41
)
—29
0

0

0

Problemas Propuestos

20
296
334
742
274
503

0
0
0

—11
304
151
600

97
365
0

0

0

162
82
—155
-53
71

37

0

0

0

W o © OO

-3
0
-2

W o © DO O

-2
0
-2

W ww oo oo

—2
—2

33

33
22
11

0
—16
-3
—15

33

33
22
11

—16
-2
—15

|
—_
QO O = O O o o

~N O

—_

B oo OO0 oo ON

Sea T : Ry[z] — Ry[x] una transformacién lineal definida por

T(ax?® + bz +c) = (3a+ 2b) 2% + (=8a + 8b + 2¢) x + (12a — 9b — 1c)

Hallar una base de Jordan para T’ si existe.

Problema 12.

48

Sea D el operador derivada de los polinomio de grado menor o igual que 4, es decir

D € End(K4[x])

1. Demostrar que D es operador nilpotente

2. ;Cual es su indice?
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3. Determinar una base de Jordan

Problema 13.

Sea C la base canénica de R% y T en endomorfismos de R® tal que

~1 10 -2 0
011 -2 1
Tle=| 001 1 0
000 -1 1
000 0 —1

Encuentre una base de Jordan para 7'

Problema 14.

Sea C = {1 —z?,2z,3 — x*} una base de U subespacio de Ry[z] y T en endomorfismos de
U tal que

[T]e =

O = =
)
)

Encuentre una base de Jordan para 7.

Problema 15.

Sea C = {(1,0,0,1,1),(1,0,1,2,2),(1,2,1,0,1),(1,1,2,1,2)} base de U y T una trans-
formacion lineal tal que

01 -6 —16

-1 2 -3 -10

[Tl = 00 0 =2
00 1 3

cuyo polinomio caracteristico es Pr(x) = (z — 1)° (z — 2)
Determine una base de Jordan B de U para T

Problema 16.

Sean B = {(1,0,1,1,1),(0,1,2,1,3),(0,0,1,2,0),(0,0,0,0,1)} base ordenada de U y la
transformacién lineal T': U — U tal que

21 0 0
10 0 0
Tl = 21 3 1
2 4 —4 —1

y su polinomio caracteristico es (z — 1)*. Encuentre si existe, una base de Jordan para T
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Problema 17.

Sea T : R3[z] — Rj[z] una transformacién lineal y B = {1, 1+z, 1 +z+2% 1+ z+2° +2°}
base ordenada de Rs[x] tal que

0 1 00

4 4 00

T]s = 96 —21 4 4
21 -3 -1 0

y su polinomio caracteristico es (z — 2)*. Encuentre si existe, una base de Jordan para T

Problema 18.
Sea T : R3[z] = R3[z] una transformacién lineal y B = {1 — 2,1 +z,1 4+ 2 — 22, 2% + 23}
base ordenada de Rs[x] tal que

3 1 00

4 -1 00

[T]s = 7 1 21
—17 -6 —1 0

y su polinomio caracteristico es (x — 1)%. Encuentre si existe, una base de Jordan para T.

Problema 19.

Sea T una transformacién lineal de R* en R* tal que

1 2 -1 0
0 -3 2 0
e = 0 -8 8 2
0 12 -9 -1

y sus valores propios son 1y 2.
Encuentre si existe, una base de Jordan para T

Problema 20.
Dado T € End(C7), tal que Pp(z) = (x — 2)3(x — 3)* polinomio caracteristico,
y ademéds dim ker(T' — 21d) = 2, dimker(T + 3Id)? > 3.
Determinar la posibles forma Jordan para 7.

Problema 21.
Sea T € End(C?), tal que Pr(z) = (z — 2)3(x — 3)° polinomio caracteristico,
y ademds dim ker(T — 2Id) = 2,dimker(T — 31d)* > 3.
Determinar todas las posibles forma Jordan para 7.
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Problema 22.

Sea T' € End(C®), tal que ¢r(z) = (x + 2)(z + 1) polinomio minimal,
y ademds dim ker(T + Id)3 = 5.
Determinar las posibles forma Jordan para T'.

Problema 23.

Sea T € End(C?), tal que Pr(z) = (z + 2)*(z — 3)® polinomio caracteristico,
ademas dimker(T + 2Id) = 2, dimker(T — 31d)? > 3.
Determinar las posibles formas de Jordan para T

Problema 24.
Sea T € End(C?) tal que Pr(z) = (x — 2)*(x + 3)° polinomio caracterfstico,
ademas dimker(T — 2Id) = 1, dimker(T + 31d)? > 4.
Determinar las posibles formas de Jordan para T

Problema 25.

Sea T' € End(C?) tal que ¢r(x) = (x + 2)(z + 1) polinomio minimal,
y ademds dim ker(T + Id)® = 6.
Determinar las posibles forma Jordan para T

Problema 26.

Sea T € End(C'), tal que Pr(x) = (z — 2)*(z — 3)® polinomio caracteristico,
y ademés dim ker(T' — 21d) = 2, dimker(T — 31d)? < 4.
Determinar todas las posibles forma Jordan para 7.

Problema 27.

Sean A nilpotente de indice mayor a 3 y {7, 7s,...,7,} linealmente independiente en
ker A2 / ker A.
Demostrar directamente que {Avy, Av,, ..., Av,} es linealmente independiente en ker A

Problema 28.

Sea T es una endomorfismo nilpotente de indice 3 de V.
Demostrar directamente que

1. ker T C kerT? C ker T3 = V.
2. kerT #ker T? # ker T° = V.

Problema 29.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacion justifique
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1. Si A es una matriz diagonalizable de M,,(R), entonces que A" es diagonalizable.

2. Si A € M3(R) entonces existe P matrices invertible tal que PAP™! es una matriz de
Jordan.

3. Sea A, B € M, (R) tal que conmutan y AB es nilpotente entonces A o B es nilpotente.

4. Si A € M,(R) es nilpotente entonces existe P matrices invertible tal que PAP™! es
una matriz de Jordan.

5. Si A es una matriz que es conjugada de matriz de Jordan en M, (R), entonces existe
k € N tal que A" es diagonalizable.

6. Si A € M,(R) es nilpotente entonces existe P € GL,(R) tal que para todo A € R se
tiene que P (A — AId) P! es una matriz de Jordan.

7. Si E;j € M, (R) es una matriz que tiene un 1 en la posicién (4, j) y en el resto es cero,
entonces es una matriz nilpotente.



Capitulo 3

Formas 7-lineal

La necesidad de estudiar las formas multilineal esta intimamente relacionado con calculo
vectorial, una de las funciones multilineal con la cual primero nos relacionamos es el deter-
minante.

En este capitulo enfatizaremos en las bi-lineales y las sesqui-lineales

3.1. Formas Bilineales

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K, tal que 2 #0y f : V x W — K una
funcion.

Se dice que f es una forma bilineal siy solo si:

1. flv+ av,w) = f(v,w)+ af(v,w), paratodov,v' € V,we W, aekK.

2. flv,w+ aw') = f(v,w)+ af(v,w), paratodove Viw,w eWyaekK
Ejemplo 18 Sea f : R? x R? — R tal que

f((z1,22), (Y1, 42)) = 2191 + 212

Demostrar que f es una forma bilineal

Solucién: Sean z,y € R? y a € R?, luego tenemos
i)
fla+ad,y) = f((z1,22) + a2, 23), (y1,92))

= f((x1 + axl, xe + axy), (y1,92))
= (21 + ax))yr + (22 + axy)ys
= xy1 + aziyr + T2y2 + axhys
= 21y1 + Tay + a(Tiy + 25Ys)
= f((z1,22), (y1,92)) + af (2, 23), (Y1, 92))
= f(z,y) + af (@', y)

23
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ii)

flx.y+ay’) = f((z1,22), (Y1, v2) + alyy, v3))
= f((z1,22), (y1 + vy, Y2 + ays))
= T1y1 + ar1y) + Toys + Aoy,
= 1y1 + Tay2 + a(x1y) + T2y5)
= f(z,y) +af(z.y)

Por lo tanto f es una forma bilineal.
Ejemplo 19 Sea f : R? x R? — R tal que

f((z1,22), (Y1, y2)) = T1y2 — 2201

Demostrar que f es una forma bilineal.

Solucién: Sean z,y € R? y a € R?, luego tenemos
i)
fla+ad,y) = f((z1,22) + a2, 23), (y1,92))

= f((z1 + axl, xe + axy), (y1,92))
= (21 + az))ys — (T2 + axs)y
= T1Ys + QT Ys — Tay1 — axhi
= 21y — Tay1 + (Tyy2 — Thy)
= f((z1,22), (y1,92)) + af (21, 23), (Y1, 92))
= f(z,y) + af (@', y)

ii)
fl,y+ay') = f((w1,22), (y1,y2) + alyy, v3))
= f((x1,22), (y1 + ¥}, y2 + o))
= T1Yo + om;1y§ — oY1 — Oél’zyi

= T1Y2 — Tay1 + a(T1Y5 — T2y))
= f(z,y) +af(z,y)

Por lo tanto f es una forma bilineal.

Ejercicio 20 Demuestre que f : R" x R® — R, tal que
flz,y) = szyz
i=1

es una forma bilineal.

o4
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Definicién 16 Sea V' un K-espacio vectorial, se denota por
V*=LV,K)={f:V — K| f es lineal }.
el Espacio Dual.

Ejercicio 21 Sean f,g e V* y
fxg: VXV

Demuestre que f X g es una forma bilineal.

Ejercicio 22 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, f € V*, g € W*, entonces
fxg: VxW — K
(v,w)  — f(v)-g(w)
Demuestre que f X g es una forma bilineal.

Ejemplo 23 Un caso particular, del ejercicio anterior lo tenemos con, dada las transfor-

maciones lineales
f:R* — R, tal que f(x) = 3z, + 229,

g: R?® —s R, tal que g(y) = Tys + yo + Syi.

Luego
fxg: R2xR?® — R
(z,9) > (321 + 229)(Tys + y2 + 5y1)

es bilineal.
Notacion: Sean V' y W dos K-espacios vectoriales,
Bil(V x WK)={f:V xW — K | f es una forma bilineal }

Propiedad 44 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, f € Bil(V x W,K), vy € V,wy € W

entonces
f(v(), ): W — K

—  f(vo, w)

w
f( wp) - V — K
v L f(vv ’LU(])

son transformaciones lineales

Demostracion: es inmediata. O
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Corolario 45 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales, f € Bil(V x W,K), vy, v,
entonces

f'Ul,UQ,---"UT: W _— Kr
wo (f('Ul,’lU),f(’Uz,UJ),',f(vr,'w))

es una transformacion lineal.

Propiedad 46 Sean V,W dos espacio vectorial sobre K.

Bil(V x W,K) es un K — espacio vectorial.

es decir,
Bil(V x W,K) < F(V x W,K)

Definicién 17 Sea f € Bil(V x V,K).
Se dice que f es una forma bilineal simétrica siy solo si

(Vo,w € V)(f(v,w) = f(w,v)).
Se dice que f es una forma bilineal antisimétrica si y solo si
Vo, w e V)(f(v,w) = —f(w,v)).
Ejemplo 24
1. Sea f:R" x R" — R, tal que

.f(xay) = szyw

luego
[l y) = Zf’fz’yi = Zyﬂ?i = f(y,x).

Por lo tanto f es una forma bilineal simétrica.
2. Sea f € (R™)*, entonces

F=fxf: RRxR" — R
(z,y)  — f(2)- f(y)

f x f es una forma bilineal simétrica.

3. Sea f:R? x R? — R, tal que f(x,y) = T1Y2 — T2y1,
Dado z,y € R?, se tiene que

f(?/#f) = Y1T2 — Y2T1 = T2Y1 — T1Y2 = —(iflyz - Izyl) = —f(:)s,y)

f es una forma bilineal antisimétrica.

o6

"'UTGV



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL o7

4. Sea f,g € (R")*, entonces

G: RRxR* — R
(z,y) — f(x)-g(y) — f(y) - g(z)

G es una forma bilineal antisimétrica.

Notacion: Sean V un K-espacios vectoriales,
Bil,(Vx V,K)={f:V xV — K| f es una forma bilineal simétrica }.
Bil,(V x V,K) ={f:V xV — K| f es una forma bilineal antisimétrica }.

Propiedad 47 Sea V un K-espacio vectorial.

Bil,(V x V,K) < Bil(V x V,K)

Bil,(V x V,K) < Bil(V x V,K)
Propiedad 48 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K tal que 2 # 0.
Bil,(V x V,K) @ Bil,(V x V,K) = Bil(V x V,K)
Demostracion: Sea f: V x V — K, una forma bilineal, entonces tenemos que

f.: VxV — K
(z,y) +— flz,y)+ f(y,x)

es una forma bilineal simétrica, ademas

fo: VXV — K

es una forma bilineal antisimétrica.
Luego tenemos que

fs(@,y) + falz,y) = 2f (2, y)
Ademas si f es una forma simétrica y antisimétrica, tenemos que

f(y,x) = f(x,y) = —f(y,:c)

luego la funcion es nula. O
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3.1.1. Matriz Asociada

Sea f € L(V,R), y B = {v;}ics, una base de V, entonces dado v € V existe escalares
tales que v = Y a;v; luego

Gy
f(v)zf(Zozivi) :Zaif(vi):(ozl,...,ozr)- :

f(o,)

Ahora consideremos f € Bil(V x W,K), y podemos realizar algo similar, para ello sean
B = {v,...,v.} base de V. y C = {wy,...,ws} base de W. Luego dado v € V,w € W
tenemos que existen los escalares tales que

T S
v=> au; w=Y B,

de donde se sigue que

flo,w)=f (Zaz’%w> = Zaz’f(vi>w)-

Luego

Flon,w) ;@f@l, w;)

[f(v,w)] = (a,...,q;) - : — [U]E . Zﬁjf(.vmwj)
f(vr, w) o
Zﬁjf(vrawj)

flon,wy)  flog,we) - f(vr,ws) b1

forw) Fonws) - f(vws) 8,
= [U]tB : [f(% wj)]Bxc : [w]c

Lo anterior, nos permite definir lo siguiente con la respectiva propiedad

Definicién 18 Sean f € Bil(V x W,K), B una base ordenada de V' y C una base ordenada
de W.
Se define la matriz asociada a la forma bilineal por
[f]BXC = [(f(viij))ij]rxsa
donde dim(V') =r y dim(W) = s.
Si f € Bil(V x V,K) y C una base ordenada de V', entonces denotamos simplemente.

[fle = [flexe
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Propiedad 49 Sea f € Bil(V x W,K), entonces
[f (v, w)] = [v]5 - [flBxc - [wle-
Ejemplo 25 Dada la forma bilineal

f: RZxR? — R
(z,y) = (21— 22) (%1 + 1)

Determina la matriz asociada en la base candnica C.

Solucién: Veamos los valores en

f(€1,61> = 1
f(€1,62> = 1
f(62,61> = -1
flea,e2) = —1

Por lo tanto

ademas tenemos que
f(e1,e2) = —f(e2, €1),

y ademas

(#1 —22) (1 +12) = [11 2] - { _} _1 } {z; }

Ejemplo 26 Dada la forma bilineal

- R2xR? — R
f
(z,y) > Z1Y1 + X2Y2

Determina la matriz asociada en la base candnica C.

Solucidén: En este caso tenemos que luego

fle=1flese = o 1 |

y finalmente se tiene

10
T1y1 + TaYo = (21 $2]'{0 1]{52}

Propiedad 50 Sean f € Bil(V x V,K) y B una base ordenada de V', entonces
1. [ es simétrica si y sélo si [f]g es simétrica

2. f es antisimétrica si y solo si [f|g es antisimétrica

99
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Demostracién: Sea B = {v;, vy, -+ ,v,} una base ordenada de V'

1. Si f es simétrica,luego f(v;,v;) = f(vj,v;), por lo tanto la matriz es simétrica,

En el otro sentido, si [f]p es simétrica, luego f(v;,v;) = f(v;,v;), sean x,y € V

fley) = f (invnzyﬂj) = @iy f(vi,v;)
= > wyif(vj,v) = f (Z ijj,Za:iv,)

= [fly,z)
2. Si f es antisimétrica,luego f(v;,v;) = —f(v;, v;), por lo tanto la matriz es antisimétrica,
En el otro sentido, si [f]p es antisimétrica, luego f(v;,v;) = —f(v;,v;), sean z,y € V

flay) = f (Z xivi,Zijj) = wiyif(vi,vy)
= — inyjf(vj,vi) =—f (Z Yiv;, Zxﬂ)l)
= —f(y.»)
0

Propiedad 51 Sean f € Bil(V x W,K), las bases ordenadas B,B' de V y C,C" bases orde-
nadas de W, entonces:

[flaxer = (Hd)Z)" - [flsxe - [1d].
En particular se tiene f € Bil(V x V,K), C, B bases ordenadas de V', entonces:

[fls = ()" - [fle - [Id]3.

Demostracién:
flo,w) = ([v]s)" - [flxc - [wle,
pero
[wle = [dlg, - [wler,  [v]s = [Id]g - [v]s,
luego

f(o,w) = [l - (Hd)5)" - [flaxe - (TG - [wle
con lo cual obtenemos
[fprxer = (L) - [flaxe - [Td]G.

O
Observacién: Note que la segunda parte de la propiedad anterior define una relacion de
equivalencia en M, (K)

A~B<<= 3P €GL,(K)) (B=P'-A-P)

Definicién 19 Sea f € Bil(V x V,K), tal que la dimension de V es finita
Se dice que f es no degenerada siy sdlo si det([f|g) # 0, donde B es una base de V.
En caso contrario se dice que f es degenerada o bien f es una forma degenerada.
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Ejemplo 27 Sea f : R? x R? — R, tal que

f(z,y) = 2191 — 129,
Demostrar que f es una forma bilineal simétrica no degenerada
Demostracién: Sean z,y € R?, luego se tiene que:

1. f es simétrica pues

f(yv I) = Y11 — Y222
= T1Y1 — T2Y2

= f(z,9)
2. f es bilineal, basta probar un sola linealidad, ya que es simétrica.

flz+aa' y) = f((z1,22) + a2}, 23), (y1,72))
= f((z1 + aay, 22 + o)), (Y1, 42))
= (21 + azh)y1 — (22 + axy)ys
=Ty + om:llyl — T2Y2 — Oél’/gyz
= T1y1 — Doy + (TyY1 — ToYo)
= f((xlv x2>7 (yla y2)) + Oéf((SL’/l, I;), (yla y2))
= f(z,y) + af(2',y)

3. f es no degenerada, para ello sea C = {ej, €2}, luego
1 0
fe={o 1] detttser=-120

Ejercicio 28 Sea f : R? x R? — R, tal que

f(z,y) = 21y1 + Doy1 + T1Y2 + T2y
Demuestre que

1. f es bilineal
2. f es simétrica
3. f es degenerada.
Propiedad 52 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales, f € Bil(V x W,K), D base de W

y B ={v1,vy,-- 0.} base de V entonces la matriz asociada a

forvapwy s W — K"
w [ (f(’Ul,'lU),f('Ug,UJ),',f(Ur,'lU))
en la base D es

[fv1,v27~~~,vr-]g - [f]BXD

Ademds si f es no degenerada entonces fy, vy v, €S UN isomorfismo

(o
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Definicién 20 (Ortogonal) Sean f € Bil,(V x V.K) y S CV, no vacio.
Se define el ortogonal S del siguiente modo:

St={veV|MueS) (f(uv)=0)}
Note que la definicion incluye el caso que S < V.

Observacién: la definicion se puede ampliar a una bilineal arbitraria, en cuyo caso el orto-

gonal debe diferenciarse entre el ortogonal izquierdo del ortogonal derecho.
Sean f € Bil(V x V,K) y S C V, no vacio.
Se define el ortogonal a izquierda de S del siguiente modo:

Sf;q ={veV]|MueS)(f(v,u)=0)}.
Se define el ortogonal a derecha de S del siguiente modo:
S, ={veV|VucS)(f(uv)=0)}
Propiedad 53 Sea f € Bil,(V x V,K), U <V y B es una base de U entonces
Ut=B*+<V

Demostracién: Veremos que, si v € UL, luego se tiene que (Vu € U)(f(u,v) = 0), en
particular para un subconjunto, luego (Vu € B)(f(u,v) = 0), por lo tanto v € B+,
La otra contencién se tiene que, dado v € B* luego, (Vu € B)(f(u,v) = 0).

Si x € U, se tiene que
xr = Z ;U

donde u; € By «a; € K, ya que B es base de U.

flz,v) = f(Za,-u,-,v) = Zaif(ui,v) =0
por lo tanto v € U™, O
Ejemplo 29 Sea f : R? x R? — R, tal que

f(z,y) = x1ph + T1y2 + T2y1 + oY,

y U = {((1,—1)). Determinar el espacio ortogonal a U.

Solucion:
Ut={veV | f(v,(1,-1)) =0}
={veV|0=0}
= R2.
Asi

((1,-1))* =R
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Ejemplo 30 Sea f : R? x R? — R, tal que
f(z,y) = 2191 — 129>
y U = {((1,1)). Determine U~.
Solucién: Sea x € U, luego
flz,(L,1) =21 —20 =0 & 21 = 29,

luego
reUt e r=a(ll),

por tanto U+ = ((1,1)) = U.

Teorema 54 Sea U <V, tal que dim(V') < oo.
Si f € Bily(V x V,K) simétrica y no degenerada, entonces

dim(V) = dim(U) + dim(U*).
Demostracién: Sea B’ = {uy,...,u,} base de U, por propiedad anterior
ve Ut < (Yue B)(f(u,v) =0

Al extender la base B’ de U a la base B de V, tenemos la matriz asociada correspondiente
[f]B, con ello podemos volver a reescribir la condicién que v € U, del siguiente modo

f(uiyv) = [wilp - [f]p - [v]p =0
Lo cual corresponde a sistema de ecuaciones, cuyas filas de la matriz del sistema son:
[wils - (]

Como son filas de una matriz invertible, luego el rango de la matriz del sistema es maximo.
De otro modo las filas son independiente, lo cual también se puede demostrar directa-
mente, del siguiente modo

Por lo tanto dim(U+) =n —r = dim(V') — dim(U), de donde obtenemos
dim(V) = dim(U) + dim(U™).
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Ejemplo 31 Sea f : R® x R> — R, una forma bilineal tal que

12 -1 31

21 23 2

fle=1] -1 2 1 31
33 312

12 121

Dado el subespacio vectorial

LL’1+2LL’2+3LL’3 =0
U=<{zeR T4 — Ts =
To + X5 = 0

)

Determinar U+ respecto a la forma bilineal f.
Solucion: Es facil obtener que
U= <(_3> Oa ]-7 Oa 0)7 (2a _1a 07 1a ]-)>

luego
B =1{(-3,0,1,0,0),(2,—1,0,1,1)}

es una base de U, entonces
UJ_ = {Zl’f €R5 | f(xaul) :O/\f(l',UQ) :O}
Determine las ecuaciones, para el primer vector

0= f(z,uq)

= —4.]71 — 4:172 + 4LU3 - 6LU4 - 25(75.
En el otro vector de la base

0= f(z,us)

I
=
QH
=
Q
— = O N
I
=
QH
W O O O

= 41’1 + 81’2 + 61’4 + 31’5.
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Luego debemos resolver el sistema

—4x1 — dxg + 4dx3 — 624 — 2205 = O
42151 + 81’2 + 61’4 + 31’5 =0

Para ello vemos la escalonada del sistema

48063|_)48063'_)
-4 -4 4 —6 -2 04401

W 2 -8 6 1}H([1 0 —2 3/2 1/4}
0

4 0 1 0 1 1 0 1/4
luego
1
ry = —213 — §$4 — = Ts,
2 4
Y 1
T9 = —T3 — 11’5

Por lo tanto

U+ ={((2,-1,1,0,0),(—3/2,0,0,1,0), (—1/4,—-1/4,0,0,1)).

3.1.2. Diagonalizacion Formas Bilineales

Definicién 21 Sea x € V' no nulo y f € Bil(V x V,K).

Se dice que x es un vector isétopro siy solo si f(x,z) = 0.

En caso contrario se dice que el vector es anisétropo, es decir f(x,x) # 0.

Un espacio es totalmente isotropo si dados dos vectores en el espacio estos son orto-
gonales.

Ejemplo 32 Sea f:R? x R? — R, tal que f(x,y) = 2191 — ToYo.
Determinaremos los vectores 1sotropos.

Solucién: Sea x # 0 tal que

flz,2) =0

2 2 _

entonces
T =To V T3 = —Xs9.

Luego el conjunto de vectores isétropos es:

{a(1,1),8(1,-1) | a, B € R*}.
Ejemplo 33 Sea f : R? x R? — R tal que

f(z,y) = 11y1 — T2y2 + 23Y3.

Determinaremos los vectores 1sotropos.
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Dado z € R?

de donde x? 4+ x2 = 2. Por lo tanto el conjunto de vectores isétropos es:
{(z1, 29, 23) € R®* — {0} | 22 + 22 = 23},
Propiedad 55 Sea f € Bil,(V x V,K) no nula entonces f tiene un vector anisétropo.
Demostracion: Supongamos que todos los vectores son isétropos, es decir
(Ve e V)(f(x,z) =0).

Sean x,y € V, entonces

0=flzr+y,z+vy)
0=fl@+yz)+ f(z+yy)
0= f(z.2)+ fly,x) + flz,y) + [y, 9)
0=2f(z,y)
luego
fz,y) =0,
y esto es una contradiccion. O

Corolario 56 Sea f € Bil,(V x V,K) y B = {vy,va,---v,} base del espacio vectorial V.
Si f es no nula entonces existen i, j tales que v; 0 v; +v; es un vector anisotropo.

Demostracién: Si v; y v; + v; son vector isétropo, entonces f(v;,v;) = 0, luego la matriz
es nula en esta base B, y por ende f es nula O

Teorema 57 (Diagonalizacién método Ortogonal) Sea V' un espacio de dimensidn fi-
nita, f € Bily(V x V,K) y xo vector anisdtropo entonces tenemos que

1. dim < g >*=dimV — 1.
2.V =<xy>®<x0 >".
Demostracién: Sea U = (), luego
Ut ={ye V| fly z0) = 0},
pero notemos lo siguientes
fean) :V—K [ oy) = fy,z0)

f( =) €s una transformacién lineal no nula ya que 7'(x¢) = f(xo, zo) # 0, luego Imf( .,y =K
y por lo tanto dimker f( ,,) = dimV — 1 de donde

dim(U™) = dim(V) — 1.
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ya que U+ = ker JC 20)-
Adem4s tenemos que v € U N U™, luego v = tzg y 0 = f(v,v) = t2f(xg,70) con lo cual
obtenemos que t = 0 y por lo tanto v = 0.
Asi
V=UasU".

Observacion: Sea f € Bil,(V x V,K), no nula dim V' < oo, por propiedad 55 tenemos que
existe z; vector anisétropo. Luego por propiedad 57 tenemos que V =< x; > @ < 27 >+
sea B’ una base de U™, entonces B = {z;} U B’ es una base de V, luego

a‘O e 0

/15

donde f: U+ x Ut es bilineal y simétrica, a = f(x1,z1).

1 3 1
Ejemplo 34 Sea A= |3 2 -1
1 -1 2

Determinar P € GL3(R) tal que P'AP sea diagonall.

Solucioén: Apliquemos el teorema anterior, para diagonalizar.
Primer Paso: Bisqueda de un vector anisétropo y su ortogonal

flz,y) = [z]e - A [yle,

y f(ei,e1) = 1.
Tomemos a = = e;.

(e1)" ={v eR’| f(e1,v) = 0}

como v € R?, entonces v = vie; + vyes + v3es, luego
leale - A+ [vle = 0,

donde
1
[1 3 1] (%) :U1+3U2+’03:0.
U3
Por lo tanto
(e))t = (3e1 — ey, —€1 +e3).

Segundo Paso Biisqueda de otro vector anisétropo en {(e;)* y su espacio ortogonal.

1 3 1 —1
Como f(—ey+e3 —eg+e3)=[—-1 0 1]|3 2 -1 0| =1,
1 -1 2 1

es decir, el vector —e; + e3, es anisotropo.
Su espacio ortogonal es:
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(—e1+es)t ={ve (et | flv,—e1+e3) =0,

luego
<€1, —e1 + €3>J' = {’U - Rs ‘ f(’U, 61) =0A f(’U, —ey + 63) = 0}
donde
flv,e1) =v1 +3v +uvs y f(v,—er+e3) = —4vy +v3
por tanto vt 222 i zg _ 0 de donde v3 = 4vq, v; = —Tv, luego
—4U 3 =

<—61 -+ €3>J' = <—761 + e9 + 4€3>

Ahora B ={(1,0,0),(-1,0,1),(=7,1,4)}, de donde obtenemos que

1 -1 =7
P=10 0 1|=[d%
0 1 4
Por dltimo

[ 1.0 0 1 3 1 1 -1 —7
pPPAP=| -1 01 |-|3 2 —=11]-10 0 1
-7 1 4 1 -1 2 0 1 4

(1 0 0

=101 0

0 0 —23

01 2
Ejemplo 35 Sea A= |1 0 1
210

Determinar P € Gl3(R), tal que P'AP sea diagonal

Solucién: Apliquemos el teorema anterior, para diagonalizar.
Primer Paso: Bisqueda de un vector anisétropo y su ortogonal

flz,y) = [z]e - A [yle,

y fle1+ ez, e1 +ez) =2,
Tomemos a £ = e + es.

(e1+e)t ={veR’| fler+e,v) =0}
como v € R3, entonces v = vie; + vyes + vses, luego

[61 + 62]2 . A . [U]C = 0,
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donde

U1
[1 1 3] (%) :U1+U2—|—3’l}3:0.
U3
Por lo tanto
<61>J' = <61 — 62,361 — 63>.
Segundo Paso Bisqueda de otro vector anisétropo en {(e; + e5)® y su espacio ortogonal.
-1
Como f(e; —eg,e9 —eg)=[1 —1 0] 1| =-2
1
es decir, el vector e; — es, es anisétropo.
Su espacio ortogonal es:

leg —e) T ={ve e | flv,er —er) =0,

luego

(e1, €1 —€2>l ={v eR’ | f(v,e1) =0A f(v,e1 —ez) =0}
donde

flv,er) =vi+v2+3vs vy f(v,e1—e3) = —vy +v2 +v3
por tanto vi ot 3ug =0 de donde v, = —2w3, v = —w3, luego

—U1+Ug—|—'U3 =0

(e1 — 62)l = (—e; — 2ey + e3)

Ahora B = {(1,0,0),(1,-1,0),(—1,—-2,1)}, de donde obtenemos que

1 1 =1
P=|1 -1 =2 |=[ld}
0 0 1
Por ultimo
1 1 0] 01 2 1 1 -1
PIAP = 1 =1 0 101 ]-]1 -1 =2
| -1 -2 1 210 0 0 1
(2 0 0]
=10 -2 0
0 0 —4

Teorema 58 (Diagonalizacién Mediante Operaciones Elementales) Si A € M, (K)
simétrica, entonces existe una matriz invertible P tal que P'AP es diagonal.

Demostracion: Sea A una matriz simétrica
Primer Caso: Supongamos que aq; # 0, aplicando las operaciones elementales filas

F;'l <_ai1> ,\V/'iZQ,...,n,
11
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y luego las correspondientes operaciones elementales columnas

le(_%?,W:ﬂw”,n

ai

Luego
ai ‘ 0 --- 0

Hcﬂ( a“)] -
painy a1 : Ay
0

Segundo Caso: Supongamos a;; = 0, pero existe ¢ tal que a;; # 0, luego aplicamos

Fli'A'Cli

A

f[ Fi (_a“)
1=2

ai

es una matriz, que en la posicién (1,1) el coeficiente a; # 0. Luego aplicamos el Primer
Caso.
Tercer Caso: Supongamos que todos los a; = 0, sean a;; # 0. Luego aplicamos

F;(1)-A-Cy(1)

Es una matriz que en la posicién (4,4) tiene por coeficiente a 2a;; # 0. Aplicando el Segundo
Caso.
En cada caso se reduce a una matriz del tipo :

ay, 0
0 B
Y por induccién se obtiene que A es diagonalizable. O

Observaciéon: Note que el método inductivo, a concluir la posicién (1, 1) antes de continuar
a la otra posicién.

1 3 1
Ejemplo 36 Sea A= |3 2 -1
1 -1 2

Diagonalizar usando operaciones elementales

Solucién: Luego

1 3 1/1 00 1 3 1] 100
3 2 -11010 0 -7 —-4(-3 10
1 =1 2]0 0 1 |Fm(3 |0 =4 1]-1 0 1/[cu(3
T 0 0 Py |10 0 1)
0 1 0 0 1 0

0 0 1 | 0 0 1 ]

(1 0 0] 10 0] (1 0 0] 1 0 0]
0 -7 —-4(-3 10 0 =7 —4[-3 10
0 -4 1]-1 01 |r(zH 0 0 2) 2 = 1| caE)
1 -3 -1 1 -3 -1
0 1 0 0 1 0

0 0 1 | 0 0 1 |
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1 0 0] 1 00
0O -7 0(-3 10
23 5 —4
0 0 i 1
1 -3 B
0 1 =
0 0 1 ]
Luego
1 00 1 31 1 -3 2 1 0 0
-3 10 3 21 0 1 2 |=]0-7 0
! 1 -1 2 0 0 1 0o o0 2%
01 2
Ejemplo 37 Sea A= | 1 0 1 |. Diagonalizar usando operaciones elementales
210

Solucion: Solo marcaremos las operaciones filas

012(100] L 13jt10],

1otjotrol] ¥ 10101 o]

(2 1 0/0 0 1] (2 1 0[0 01

(2 1 3]1 1 0] T2 1 3/ 1 10

1o 1lo1 ol ™S o o111 | G2

Fou(~3 it 8| 3 3 (-3
131 0/00 1] ™CD o I 83 3| @2
2 0 o0 1 10} o [2 0 0 1 10
0 -1 -1 1o Y 1 1 g1 1y
0 -1 9|2 21| @D 1o 0 -4]-1 -21
Luego

1 10 01 2 1 -1 2 0 0

1 1

-3 30 101 1 I 1 =10 -1 o
-1 -2 1 210 0 0 1 0 0 —4

Observacion: Consideremos ahora la base canénica, C = {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)}, enton-
ces la forma bilineal que tenemos es

B(x,y) = [zl - A [yle

01 2 Y1
:[1’1 i) 1’3:|' 1 01 Y2
210 Y3

luego
B(z,y) = x1y2 + 221y3 + T2y1 + 2y3 + 2x3y1 + 3o
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En cambio, si consideramos la base B = {(1,1,0),(—3,%,0),(—1,—-2,1)}, entonces la
forma bilineal que obtenemos es

x/ /

1 Y
Sea [zx]p=| 25 | elylp= | v, | vy ademds

/ /

x3 Y3

[vle = [1d]5 - [v]s
se sigue

B(x,y) = [zl - A [yle
= (U} - [2]p) - A-[1d)% - [y]s
= [z] - (Ld)%) - A - [1d)G - [y]5

Aqui tenemos B, la forma bilineal, escrita en la base B. Tomando el ejemplo anterior

2 0 0 ! 2y

[SL’/ ! } . 0 1 0 . y} _ [ 7 } . _%1/
1 Xo I3 2 Yo | = 1 L2 I3 5Y2

0 0 —4 vh —4yys

1
= 22\y) — §x’2yé — 4xyys.

3.1.3. [Ejercicios
1. Sea B : C?xC*— C definido por B(z,w) = 321w, + 325w

Demostrar que B es una forma bilineal

2. Sea V = R3[z] y dada la funcién f : V' x V — R, definida por

f(pg) = / p(2)q(z)dz

a) Demostrar que f es una forma bilineal simétrica
b) ;Es f una forma no degenerada?

c¢) ;Existen un vectores isétropos?
3. Sea V el R-espacio vectorial generado por {1,sinx,cosx} y la funcién
f:VxV —R,
definida por

/2
fprq) = / p(2)q(z)dz

a) Demostrar que f es una forma bilineal simétrica
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b) ;Es f una forma no degenerada?

¢) Determinar (cosz)"

4. Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R3, tal que

[f]c:

N — O

1
0
3

S W N

donde C es la base candnica de R3.
Hallar una base B de R?, tal que [f], sea diagonal y los coeficiente de la matriz sean
0olo-1.

5. Sea V = R3|z] y dada la funcién f: V x V — R, definida por

4

fp.q) =Y _p?(0)¢"(0)

=0

a) Demostrar que f es una forma bilineal simétrica

b) ;Es f una forma no degenerada?

6. Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R?, tal que

[f]c:

N~ O
— W o
O W N
O =

donde C es la base candnica de R?.

a) Determinar una base de < e; + eg, e + 2e3 + ¢4 >+

b) Hallar una base B de R*, tal que [f], sea diagonal.
7. Sea B : R? x R?* — R una forma bilineal simétrica definida por
L1 Y1
3 2 Y2
23 Ys

B((w1,2,73), (Y1,Y2,Y3)) = [ Ty T2 I3 }

—_ = =

y el espacio vectorial
U={(z,y,2)eR® | 20+y—2=0}

Determinar una base de U+.
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8. Sea B : R? x R?* — R una forma bilineal simétrica definida

10.

11.

12.

13.

14.

por
1 11 Y1
B((x17x27x3)7(y17y27y3)) = |: T1 T2 I3 :| L2 2 Y2
1 2 5 Y3

y el espacio vectorial
U= {(z,y,2) eR® | a+y—2=0}
Determinar una base de Ut.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R* tal que

2

— O
N = O =
— N

donde C es la base canénica de R* vy U =< e; + e4, e; — e3 > . Determinar U+

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre Rs[x] =< B >; con B = {1, z, 22, 2%} tal
que

= O N
N = O =
— N =

a) Hallar <1+ 2,1 — 2% >+

b) Hallar una base B’ de Rs[z] tal que [f], es diagonal.

Sean V' y W espacio vectorial sobre K de dimension n y m respectivamente.
Bil(VxW,K)={f:VxW =K | fesuna forma bilineal}.
Demostrar Bil(V x W, K) es un espacio vectorial y calcular su dimensién

Demostrar que dada una forma bilineal simétrica no degenerada, siempre existe un
vector no isétropo.

Sea g una forma bilineal sobre R3, cuya matriz asociada con respecto a la base canénica
1 2 3

deR3,es | -1 1 1
1 01

En la base {(1,1,0),(0,1,0),(1,1,1)}, encuentre de dos maneras diferentes la matriz
asociada a g.

Sea V =< sin(t), cos(t) >, h una forma bilineal definida por h(f,g) = [7_f(t)g(t)dt.
Hallar la matriz de h, con respecto a la base {sin(t), cos(t)}.
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15. Sea V. = M(n,C). Demostrar que f(A,B) = n - tr(AB) — tr(A)tr(B) es una forma
bilineal simétrica sobre V|

a) (f tiene vectores is6tropos?
b) (Existe un espacio isétropo para f7

c¢) {Existe un espacio totalmente isétropos para f?

16. Sea f una forma bilineal sobre un espacio de dimensién finita entonces
f es antisimétrica si y sélo si la matriz asociada a esta forma es antisimétrica

17. Sea B : R? x R? — R una funcién definida por
B((Sﬁa $2)7 (y1, y2)) = 211 + 271Y2 + 22211

a) Demostrar que B es una forma bilineal
b) (B es una forma simétrica?
¢) Gréficas el conjunto {(z,y) € R* | B((z,y),(z,y)) =0}

18. Sea B : R? x R? — R una funcién definida por

B((SL’1,$2), (y1, y2)) = T1Y1 — T1Y2 — TaY1 + T2y

a) Demostrar que B es una forma bilineal
b) (B es una forma simétrica?
¢) Gréficas el conjunto {(z,y) € R* | B((z,y),(z,y)) =0}

19. Sea f: R* x R* — R una forma bilineal simétrica tal que

0 1 2 3
1 0 -1 -2
He=19 4 o 4
3 -2 -1 0

a) if es degenerada?
b) i f es positiva definida?

¢) Determinar una base B de R*, tal que [f], sea diagonal y los elementos de ella
sean 0,1, —1.
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3.1.4. Problemas Propuestos

Problema 30.

Sea f : R3[x] x Rs[z] — R una forma bilineal simétrica definida por

1 11 1 a’

flaz® + b2 + cx + d,d'2® + V2 +do+d)=[a b ¢ d] s b=l 4
’ 1 1 3 1 d

1 -1 1 d

1. Determinar una base de V =< {1 — 2,3 + 2 — 22°} >+ .

2. Determinar la matriz asociada a f en la base {1 — x,z, 1+ z + 2% 2° — 2%}

Problema 31.

Sea f : R? x R? — R una forma bilineal simétrica definida por

1117w
(@1, 20, 23), (Y1, y2,y3) = [ @1 @2 a3 | | 1 3 2 Y2
1 2 3 Ys

Determinar la matriz asociada a f en la base {(1,1,0),(0,1,0),(1,1,1)}

Problema 32.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R3[z] =< B >; con B = {z3, 2% x,1} tal
que

1 2 1 -1

2 4 3 1

[f]zs 1 3 1 -1
-1 1 -1 0

Hallar <1 -2+ 22,1 —2%,2 -2 >+

Problema 33.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R, tal que

0121 2
10311
fle=123 010
1110 2
21020

donde C es la base canénica de R?. Determinar una base de < e; + es, €3 + 2e5 + e4 >+



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 77

Problema 34.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre R* tal que

1 21 -1
2 4 0 1
[f]c - 1 01 2
-1 1 2 1

donde C es la base canénica de R* y U = {(z,y,z,w) € R* | z+y=2A3z—2y+2=w}.
Determinar U+

Problema 35.
Sea V = My1(R),y f: V xV — R definida por f(A, B) = det(C'), donde C es la matriz
cuya primera columna es A y la segunda columna es B.

1. Demostrar que f es una forma bilineal.
2. Determinar si f es simétrica o antisimétrica (f(A, B) = —f(B, A))

3. Determinar el conjunto vectores isétropos.

Problema 36.
Sean U, W <V, talesque V =U®, Wy f € Bil(U xU,K), g € Bil(W x W,K), se define
la funcién dada por h(uj + wq, us + we) = f(ug, uz) + g(wy, ws), con uy, ug € U, wy, ws € W

1. Demostrar que h € Bil(V x V,K)

2. Si f, g es simétrica entonces h es simétrica

Problema 37.
Sea V. = My(R),y f:V xV — R definida por f(A, B) = 2tr(AB) — tr(A)tr(B)

1. Demostrar que es una forma bilineal simétrica
2. Determinar la matriz asociada en la base {F11, E12, Ea1, Fas}

3. Determinar la matriz asociada en la base {F11, Eo1, E12, Fao}

Problema 38.

Para cada una de las siguientes funciones. Determine si es una forma bilineal (y en caso
afirmativo es) simétrica

1. V=MR),y f:V xV — R definida por f(A, B) = det(AB) — det(A) det(B)

2. V=R3y f:V xV — R definida por f(z,y) = 11y2 + T2y1 + T3Y3
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3.2. Formas Cuadraticas

Definicién 22 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K.
Una forma cuadrdtica () sobre V' es una funcion @ : V — K tal que

1. (vt e K)(Vo € V)(Q(t- v) = £2Q(v))

2. B(z,y) = 1[Q(z +y) — Q(z) — Q(y)] es una forma bilineal simétrica asociada a Q.

Propiedad 59 Sea B € Bil,(V x V,K) entonces la funcion

f: VvV — K
r +— f(x)=B(z, )

es una forma cuadrdtica
Demostracion: Verifiquemos que f es una forma cuadratica, sean z,y € V, t € K
f(tz) = B(tz,tx)

= t’B(x,7)
= ?f(x).

flx+y) = fx) = fly) = Blx+y,z+y)— Blx,r)— B(y,y)
= B(r,x+y)+ B(y,z+y) — B(z,z) — B(y,y)

B(x,z) + B(z,y) + B(y, ) + ( y) — B(z,x) — B(y,y)
= 2B(z,y)

luego f es una forma cuadratica.
Ejemplo 38 Dada la forma bilineal simétrica tenemos la forma cuadrdtica asociada
1. Sean z,y € R?, B(x,y) = 11y1 + T2y, luego
Q(z) = B(x,z) = 2% + 23.

2. Sean x,y € R3, B(x,y) = 221y — %[L’gyg — 4x3ys, luego

1
Q(z) = 227 — 53:3 — 4a3.

3. Sean x,y € R?, B(x,y) = 11y2 + T2y1, luego
Q(z) = 2z,
Propiedad 60 Sea V un K espacio vectorial.
QV)={q:V =K | ¢ esuna forma cuadrdtica}.

Entonces Q(V') es un K- espacio vectorial
Ademds si'V' tiene dimension finita entonces Q(V') también tiene dimension finita

78
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Observacién: Si B es una forma bilineal, entonces tenemos que
Q(z) = B(z,z) = [z]¢ - [Ble - [#]e,

si [Blc es diagonal tenemos

a1 Z1

(99T i x

Q)=lae- | 27 | =Y aue?, dondefale=|
: i=1

Note que algunos a;; podrian ser ceros.
Propiedad 61 Sea ) : V — K una forma cuadrdtica, entonces existe B base de V' tal que

€

Qx) = Z&'Ia [z]p =

Tn

donde \; € K — {0}

Observacién: Note que por cambio de base el rango de la matriz no cambia, ya que
Bl = ([Id)5)" - [Ble - [1d],

como [Id]% y ([Id]$)! son matrices invertibles, es decir, se estdn realizando operaciones
elementales filas y columnas y a través de ellas el rango se mantiene. Asi tenemos

Rg([B]p) = Rg([B]c) =r < n.

Por lo tanto, en cualquier base el rango de la matriz es el mismo, es decir. Si D y F son
dos bases ordenadas tal que la matriz asociada a B es diagonal entonces

B(U,’U) = i aia? = iﬁlb?
i=1 =1

donde [o;] y [8;] son las coordenadas de v respecto a las bases D, E respectivamente.

Definiciéon 23 Se dice que dos formas cuadrdticas Q1,2 son equivalentes si y solo si
existe Y € Aut(V') tal que
Q1(v) = Qa(¥(v)), YveV

Ademas note que
Bilo,w) = 5[Qi(0 +w) = Qule) - Qu(w)
= SO0+ w) ~ Qu((0)) — Qo( ()

= 1@ ((0) + () ~ Qo((v)) ~ Qulw(w))]

= By (¢Y(v),¥(w)), Yv,weV.
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Matricialmente:

[BQ] - Pt[Bl]P,
y con respecto a la base

B = [¥]5[B1][W]5.

Teorema 62 Toda forma cuadrdtica sobre C de rango r es equivalente a:
Qz) =]+ a3+ + a2

Demostracién: Por la propiedad 61, tenemos que existe B = {vy,...,v,} base de V tal
que
T

Q(x) = ZO&#E?’ [z]p =

Ty,
Ademaés a; = B(UZ', Ui) = Q(’UJ
Sea \; € C tal que \? = q;, reemplazando

)\22 = Q(Ui)a

luego

donde \; =1, cont=r—+1,---  n.
Dado xz € V, tenemos que

T = 10+ T, = > vy
— v . Un e Vi
= )\1[[’1 N + + )\nllfn o Z )\Z[L'Z Y
con lo cual tenemos
/
)\11’1 X

AT, T

luego
T T T

Qz) = Zaz’l‘? =Y (X))

i=1 =1 i=1

I
~—~
g
2
<
[\
I
7
@H\
N
[\
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Teorema 63 Sea ) una forma cuadrdatica sobre R, entonces () es equivalente a una de la

forma:
Q(:L’):fo—z:xf 0<s<r
i=1

i=s+1
donde s es un numero que solo depende de ().

Demostracién: Por la propiedad 61, tenemos que existe B = {vy,...,v,} base de V tal
que
x1

Q) =3 Qe laln =

Tn

Reordenando la base de modo que, los primeros s elementos cumplen con Q(v]) son positivos
y los ultimos Q(v}) son negativos, definimos los escalares del siguiente modo

Qu) >0, Vi<s, \=+vQ), A =Q(v),

y ademas
Q(’UZ) < O, s <1< r, )\Z = v/ —Q(Ui), _)\Z2 = Q(Uz>
Reemplazando
Q) = ()’ = > (i)
i=1 i=s+1
= (@)= > (@)
i=1 i=s+1
donde
T
[zl =]
Ty,
ademés B’ = {j’\—i,...,f\—:,...,f\—z .

Veamos la unicidad de s. Supongamos que existen dos bases ortogonales tal que

Qe) = wi= 3 =i

1=s+1
s’ r
_ 2 2
= E Y — E Y;
i=1 i=s'+1
donde
Zy
. ! 1 1
[z = : , B'={d],. .0}

Tn
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Y1

"

[ZL’]B/: , B :{wl,...

Yn

Definamos los espacios

W= (f,...,v)), U= (W, ....00); W' = (wy, ...

r n

Sea x € W N U’ supongamos que = # 0, entonces

Como z € W, x = > x;u;, con z;, # 0, luego
i=1

Qz) = ZS::CZQ > 0.
i=1

Por otro lado tenemos z € U'; x = > y;w;, con y;, # 0, luego

i=s'+1

i=s'4+1

aw8’>a

U/ - <'UJ8/+1,...

>wn>

por lo tanto es una contradiccién, luego W N U’ = {0}. Andlogamente W' NU = {0}.

Ahora calculemos las dimensiones de los subespacios

dim(W+U)=s+n—s<n

dim(W' +U)=s+n—s<n

De lo cual obtenemos

s—s <0 AN §—5<0,

es decir, s = 5.

82

U

Definicién 24 Sea @) : V — R una forma cuadrdtica de rango r entonces se define la
signatura de Q igual a (s,r — s), donde s esta definida en el teorema anterior.

Ejemplo 39 Determinar la signatura de la forma cuadrdtica

Q(z) = x1(x1 + 3w2 + 23) + 22(321 + 209 — 23) + 23(77 — X9 + 23).

donde x € R3.
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Solucion: Notemos que
Q(z) = 23 + 61129 + 27123 + 225 — 2973 + 2x§.

Luego la matriz asociada en la base candnica es

1 3 1
[fol=13 2 -1
1 -1 2

Determinemos la base y la signatura

13 1100] . 1 3 1 1007
3 2 -1010] 5 Jo -7 -4 -310|2Y
1 -1 200 1] ™Y Jo -4 1 -101]>
1 0 0 100] L1 00 1 007,04
1 (%)
0 -7 -4 -310]| 5 o7 0-3 10| 4
0 —4 1 -1 01| %62 |0 o2 12 _47]|%H
100 1 007] L [L 00 1 0 0
0 -1 0 -Z% % 0 Aj? 0 -1 0 —= = 0
VT
0 002 L _ia] @ o 01 K i oL

Luego tenemos que la signatura es (2,1) y la base correspondiente es

12 4 T 3 1
o {(1’0’0)’ <¢16—1"¢ﬁ m) | (__7’_7’0)}

3.2.1. Método de Gauss

Observacién: Cada vez que hemos completamos un cuadrado, para obtener centro o un
vértice de una cénica, hemos usado este método, de otro modo, al buscar el centro de

2?2424y +3y—7=0
3 9
(:c+1)2—1+(y+§)2—§—720

El método de Gauss consiste en escribir la expresion como suma de cuadrado, de modo en
cada etapa, la variable escogida no figure en el resto de la expresion, para ello desarrollemos
el siguiente ejemplo

Dada la forma cuadratica

q(z,y, 2) = 2* + oy + v + vz + 22
Iniciaremos en la variable x

q(z,y,z) =2 +ay+y° +az+2°
=2 +a(y+2)+y° +2°

2 2
() () e
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A continuacién reordenemos el resto de la expresion y continuamos con la variable y

( ) LI 2+3 2_2,) 132
e — — —_ — PR —Z
q(z,y, v+ 5yt g2 2\ guE )ty

1 1\* 3 1\ 1,
=|lx+zy+s2) ++ y—gz —§z

27 " 2 4
L 2+3 1 2+22
pr— —_ — —_ __Z —
et TaT) TV 37

Realizando el cambio de variable correspondiente, tenemos que

3 2
q(v) = a7 + 1353 + gfcga
donde
T T+ 3y + 32 144 T
Ty | = y—%z =101 —% Y
T3 z 0 0 1 z

Notemos que podemos encontrar, una base B que cumpla lo anterior, ya que la matriz es
invertible.

1 % % 1 00
Ble=1]3 1 0|, Bls=|0 2 0
% 01 0 0 %
tal que
[Ble = [P)'[B]s[P],
o de otro modo
[B]s = ([P]™Y)![Ble[P]™,
Si
1 L 1
2% B
P=101 —3 = [Id]¢ [v]p = P[v]e
00 1
o bien
1 =L _2
1 23 B 1
P7=10 1 3 = [Id]; [v]le = P [v]s
0 0 1
Luego
1 21
B:{vl—(l,0,0) 1)2—(—5,1,0),213:( 3,§,1)}
Ademas
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En Resumen, al considerar la forma cuadratica, utilizamos el método de la eliminacion

de Gauss, de este modo se obtiene la matriz cambio base, y a partir de ella la base corres-
pondiente.
Observacién: El caso anterior se puede realizar siempre que una de las variables este al
cuadrado, lo cual no siempre es cierto, (cuando la matriz asociada tiene la diagonal nula). En
el caso que que no hay una variable al cuadrado se realiza algo similar, paras ello debemos
tener presente lo siguiente

g(w,y) =y
- i[”xwy]

1
= 1[($2 + 2zy + y°) — (27 — 23y + y°)]

= e+~ @~y

Teorema 64 (Gauss) Sea ) una forma cuadrdatica en K* (K = R o C), entonces existe
una base tal que

Qz) = i)xluf
i=1

Demostracién: Sea () una forma cuadratica
Primer Caso: Supongamos que en () existe un elemento del tipo 27, es decir a;; # 0 entonces
reordenando tenemos

Q(z) = \x? + i R(xy, ..., Thy o, 1) + Q' (w1, .., Ty, .. 2p)

Donde R(zy,...,Z;, ..., %,) es una expresion lineal que no contiene z; y Q' (1, ..., Z;, ... Tp)
es una forma cuadratica en las otras variables

1 . ? -
2)\'R(l’1,...,l’i,...,.§l]n)> +Q/(LU1,...,LUZ‘,...,LU”>

R*(xq,...,%5,...,1,)

1
4N

Recordemos que el producto de dos forma lineal es una forma cuadratica, y suma de cuadrati-
ca es cuadratica, luego tenemos el siguiente cambio de base

uy = x; + R(zy, ..., %5y ..., Tp)

2\

U; = I

u; = 2y, VJG{Q,,’R}—{Z}

Como R es una expresion lineal, luego es un cambio de variables lineal biunivoco.
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Reemplazando obtenemos

Q(z) = \ui + Q" (uy, . .., uy)

Luego obtenemos la forma cuadratica en una variable menos.
Segundo Caso: Suponemos que en @ no hay elementos del tipo 7, es decir a; = 0 para
todoty A=as #0 .

Q) = Mvywy + 11 R(w3, ..., 1) + 225 (x3, ... ) + Q' (w3, ..., )

Donde R(z3,...,x,),S(xs,...,x,) son expresién lineal y @Q'((z3,...,z,) es una forma cua-

dratica.
S R\ SR
Q(l’)—)\(m’1+x) <SL’2+X> _T_'_Q

S+ R\? S —R\?
Ty + 29+ ——— — |21 — 22+ ——

) ) T

A

4

Asi tenemos el cambio de base z;

S+ R
u1:x1+I2+T
Uy = T1 — +7S_R
2 = T1 — X2 b\

U; = Ty, VZG{?),,’N,}

Como R, S son expresion lineal, luego es un cambio de variables lineal biunivoco.
Reemplazando obtenemos

Q) = Nu? — Nui + Q" (us, ..., up).
Inductivamente se concluye la demostracion. U

Ejemplo 40 Por el método de Gauss, diagonalizar la siguiente forma cuadrdtica (primer
caso)
9(z,y, z,w) = 2* + zy + 2w + 2% + 2w + W’

Solucion:

g(xayazaw)=$2+:€y+xw+z2+zw+w2
=2+ 2(y+ 2) + 2° + 2w + w?

( 1
= :(;‘—'—

2
1
(y+w)) — —(y+w)®+ 2* + 2w + w?

2 4
(Y E)Q_l i E)Q_w: :
—<x+2+2 4(y+w) R CR LT
—(rs Y ﬂ)ll 1 ( E)z 302
<x+2+2 4(y+w)+z—|—2 +qw
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luego
y=ytuw
v
2 =z+ 5
w = w
de donde / ) )
L leiod! |y
Yy Yy
[U]B_ ! = 0 0 1 1 P :[[d]g[’u]c
2
w’ 0 00 1 w
Asi . ,
a(v) = (@7 = 3 + () + 5 (w)?

Ejemplo 41 Por el método de Gauss, diagonalizar la siguiente forma cuadrdtica (primer
caso).

g(x,y, z,w) = vy + vz + 2% + 2y + W + 2w
Solucion:

g(z,y,z,w) = 2y + 22+ 2° + 2y + W + 2w
=2+ z2(z+y+w)+ay+w

2 2
_ <+w> _ (m) oyt

2 2
:(z+“y’2+w) — 2l 4 9)? + 2+ ] 2y +w?
=< x+g;+w)2_i( 2+2:cy+y)—%(x+y)w+%w2+xy
S ) g e (v )
:( x+z+w)2+g(w_%(I+y))2_1_12(x+y>2_ix2+%xy_iy2
AR O e
:<z+x+g+w)2+g(w—%(xjty))z—%(xz—xy)—%yz
:<z+z+g+w>2+g(w—%(m+y))2—%(x—%y)2+%y2_%y2
:<z+x+z+w)2+z(w—%(xﬂty))z—%(x—%yy_iyg
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88
luego
L, t Y v
vTETRTe TS
Y=g
2
w =y
de donde / . . .
g I A I
Yy _ | 73 T3 Yol _ B
[U]B - o - 1 _% 0 0 P - [[d]C[U]C
w’ 0 100 w
Ast 3 ] ]
_on2 2% on2  toone Lo o
o) = (@ + 2~ () ()
Ejemplo 42 Diagonalizar la siguiente forma cuadrdtica (sequndo caso).
q(z,y, z,w) =2y + yz + yw + vz + 2w
Solucién:

q(z,y, z,w) =2y + yz + yw + 2z + 2w
=xy+arz+ylw+z)+ 2w
=(x+z4+w)(y+z2) —z(z+w)+ zw
=(@+z+w)(y+z) —2°

1
= Z[(I+y+22+w)2—(:)§+w—y)2] — 2
luego

r=z+y+2z+w

/
y=x—ytw
Z =z

/

w =w

el vector w’ se escoge con precaucion ya que la matriz obtenida debe ser invertible.

Luego tenemos de donde

~

T 1 121
| 1 -1 001
Ps=121=10 010
w’ 0 00 1

Asi
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Definicién 25 Sea B : V x V. — R wuna forma bilineal. Se dice que B es positiva
definida si y solo si

(Vo e V—{0})(B(v,v) > 0).
ademas si B es simétrica, decimos que es un producto interno real.

Observacién:

1. En el cuerpo de los ntimeros complejo.

Sea f:V x V — C bilineal, se tiene

—f(l),’U) = f(i'Ua Z"U) = (i2)f(v,v),

luego
f(v,v) >0« f(iw,iv) <0, para todov € V

Por lo tanto es imposible en el caso complejo, que un forma bilineal sea positiva definida.

2. Es relativamente facil obtener una condicion, para que una forma cuadratica sea posi-
tiva, cuando la dimensién del espacio real es 2.

Sean B = {v;, v} una base de V, tal que

fle=| 5 0| < mew.

Apliquemos el método de Gauss

q(z,y) = f((z,9), (z,y))

= az? 4 2bzy + cy?

b
2+ —zy) + cy2

< |
calen ) o) v
(

) ca—b* ,
=alx+— Y
a

- >+(“;¥)ww

La forma cuadratica es positiva si y sélo si a > 0, ca — b* > 0.

3.2.2. Ejercicios

1. Sea V un K espacio vectorial de dimensién n .
QV)={q:V =K | ¢ esuna forma cuadrética}.

Demostrar (V') es un espacio vectorial y calcular su dimensién
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2. Sea (Q una forma cuadrética tal que la matriz asociada en la base canénica de R? es
0 3 2
3 0 4 |. Determine una base ortogonal por el método del suplemento ortogonal
240

3. Encontrar el tipo (signatura) de la forma cuadraticas y determine una base ortogonal,
en cada caso

) a(z,y,2) = 2y +yz
) q(z,y,2) = 2xy — 2% + 2% + 4wz + 2y2
¢) qlz,y,2) = x>+ 22+ 22
d) q(z,y,2) = 22?4+ 3y* + 42 — 2zy + 42 + 3y=
e) q(x,y,z,w) = 2% + 2y — 22w + wx + 3zy — yw — 6w?

4. Dada la forma cuadrética Q(x, vy, z) = 2 + 2axy — (a® + a — B)y* + 2B%yz + 2% , con
B,a eR

a) Determinar condiciones para «, § tal que ) sea positiva definida

b) Determinar condiciones para «, 5 tal que @ sea del tipo (2,1)

c¢) Determinar condiciones para «, § tal que @) tenga un espacio isétropo

5. Sea ¢ la forma cuadratica asociada a la forma bilineal simétrica f.
Demuestre
4- f(u,v) =qu+v) —qlu—wv)

6. Sea () una forma cuadratica con n variables

=1

1<i<j<n
Probar que existen una base tal que

n+1 ,

3. 4
Q=ﬁ+—£+—£+~4-%1%

4 6

7. Sea A una matriz cuadrada simétricas de orden n con coeficiente reales.

Si existe k un entero mayor de 2 tal que A* = I, entonces A% = I.

8. Determinar condiciones para A € R de modo que la forma bilineal simétrica f, sobre
R*, tal que la matriz asociada en la base candnica es

3 =2 0 0
-2 9 10
[fA]C - 0 1 1 A
0O 0 X1

sea un producto interno
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9. Determinar condiciones para A € R de modo que la forma bilineal simétrica f) sobre
R*, tal que la matriz asociada en la base candnica es

5 =3 0 0
-3 2 A0
[fA]C - 0 by 1 —1
O 0 -1 2

sea un producto interno.

10. Sea fy una forma bilineal simétrica sobre R*, tal que la matriz asociada en la base
canodnica es

13 0 0
30 0 0
MNe=190 2 -
00 =X 2

a) Determinar condiciones para A € R de modo que fy sea un producto interno.

b) Determinar < e; + es, €5 + €4 >+ para \ = 5.
11. Sea f : R? x R? — R una forma bilineal simétrica

a) Demostrar que f es un definida positiva si y sélo si f(e1,e1) > 0y det([f]c) > 0
b) ;El resultado anterior es véalido para f: R® x R® — R

12. Determinar una base ortogonal de
W= {(z,y,z,w) eR* | z=2z+w}
con el producto usual.

13. Considere el producto usual en R*. Si
W={(z,y,z,w) eR" | z=y+z+w, z+2y—32=0}

a) Determinar una base ortogonal de W

b) Determinar una base de W+
14. Considere el producto usual en R* Si
W= {(z,y,z,w) eR" | z=y+w, z+2y-32=0}

a) Determinar una base ortogonal de W

b) Determinar una base de W+
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3.2.3. Ejercicios Propuestos

Problema 39.

Encontrar una base ortogonal de la forma cuadratica

q(z,y, z,w) = 2% + 22y — 202 — 2yw — 102w — w?

por el método de Gauss.

Problema 40.
Encontrar el tipo (signatura) de la forma cuadraticas y Determine una base ortogonal

q(z,y, z,w) = 22 + 22y — 202 — Yy + 2yz — 22° — dyw + 102w — 11w?

Problema 41.

Encontrar la signatura de la forma cuadratica y determine una base ortogonal, por

“Gauss”
q(z,y, z,w) = 2% 4+ 4y — 22w + wx + 2xy — yw + 6w?

Problema 42.
Encontrar una base ortogonal de la forma cuadratica

q(r,y, z,w) = 4+ 2xy — 2xz + 2yz — 222 — 2yw + 6zw

por el método de Gauss.

Problema 43.
Encontrar la signatura de la forma cuadratica y determine una base ortogonal,

q(x7y7 va) = :L,2 + 2$Cy + dxz + 6yz —+ 422 — 4yw + 6zw — 3w2

Problema 44.

Sea Q; una forma cuadratica sobre R*
Qi(z,y, 2, w) = 2% + 2wy — 222 + 2yz — 22% — 2yw + 62w + tw?

a) Encontrar el tipo (o signatura) de la forma cuadraticas @); para todo valor de t.

b) Hallar una base B de R* tal que [Bg,], es diagonal.
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Problema 45.

Sea B = {1+ x,2 — z,x + 2%} una base de Ry[z] y @ una forma cuadritica tal que la
0 31
matriz asociada en esta basees | 3 0 2
1 20
Determine una base de Ry[z] de modo que [Q)], sea diagonal

Problema 46.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B = {(1a 07 Oa ]-7 1)a (]-7 Oa ]-7 2a 2)7 (1a 2a ]-7 07 1)a (1a Oa 27 17 2)} tal que

1 1 1 0
1 -1 1 1
=11 1 2 -
0 1 -2 -11

1. Hallar < (2,2,1,1,2),(2,2,2,2,3) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 47.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B=1{(1,-1,0,0,0),(-1,1,1,0,0),(—1,1,1,1,0),(=1,1,1,1,1) } tal que

1 1 -1 0
1 -1 -1 0
fls = -1 -1 20
0 0 01

1. Hallar < (0,0,1,2,0),(0,0,0,2,1) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 48.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B=1{(1,1,0,0,0),(1,1,1,0,0),(1,1,1,1,0),(1,1,1,1,1)} tal que

1 110
1 -1 10
fls = 1 120
0 001
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1. Hallar < (0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 49.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre U =< B >, donde
B=1{(1,0,0,0,1),(1,0,0,1,1),(1,0,1,1,1),(1,1,1,1,1)} tal que

_— o O O

1. Hallar < (0,0,1,0,0),(0,1,0,0,0) >+
2. Determinar la forma cuadratica asociada a f.

3. Determine una base ortogonal por el método de Gauss.

Problema 50.

Sea f una forma bilineal no degenerada sobre Rz[z] y B = {1,1+ 22,1+ 2%, 1 — 2} una
base tal que

— O N
N = O =

-1
1
2
1

1. Hallar < 1+ 2,1 — 2% >+

2. Hallar una base B’ de Rs[z] tal que [f] es diagonal

Problema 51.

Sea f : R* x R* = R una forma bilineal simétrica tal que

0 1 2 3
10 -1 -2
He=19 4 o 4
3 -2 -1 0

1. § f es degenerada?,

2. j f es positiva 7,
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3. Determinar una base B de R?, tal que [f], sea diagonal y los elementos de ella sean
0,1,—1

Problema 52.
Determinar condiciones para A € R v f\ : R? x R® — R una forma bilineal simétrica,
tal que la matriz en la base candnica es:

0
A
6

> > W

1
[fA]c =13
0

w

1. Determinar condiciones para A tal que f) sea no degenerada

2. Determinar condiciones para A tal que fy\ no tenga vectores isétropos

Problema 53.
Determinar condiciones para A € R y fy : R? x R — R una forma bilineal simétricas,
tal que la matriz en la base candnica es:

3 -2 0
le=]-2 9 1
0 1 A

1. Determinar condiciones para A tal que f) sea no degenerada

2. Determinar condiciones para A tal que f) sea positiva definida
Determinar condiciones para A € R, de modo que f) sea positiva definida.
Problema 54.

Determinar condiciones para A € R y fy : R x R* — R una forma bilineal simétrica,
tal que la matriz en la base candnica es:

210 0
1130
Pe=10 3 1 A
00 XA 36

1. Determinar condiciones para A tal que f sea no degenerada

2. Determinar condiciones para A tal que f\ no tenga vectores isétropos

Problema 55.
Sea V= My(R),y f:V xV — R definida por f(A, B) = 2tr(AB) — tr(A)tr(B)
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1.
2.

3.

Demostrar que es una forma bilineal simétrica.
Determinar la signatura de f

Explicita el conjunto vectores isétropos sobre las triangulares superiores

Problema 56.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacion. Justifique

1.

10.

Si V' y W son espacio vectorial sobre K de dimensién n y m respectivamente entonces
Bil(V x W,K) ~ M, xn(K).
El conjunto de vectores isétropos de una forma bilineal es un subespacio vectorial
El conjunto de vectores anisétropos de una forma bilineal es un subespacio vectorial
Si CH1,3]={f:[1,3] =R | f’es derivable en |1,3] }
D(f.9) = f(2)9(2) + f(2)4'(2)
es una forma bilineal simétrica sobre V.

SiV={f:[a,b] = R | f es continua en [a,b]}

b
a(f) = / F2(x)dz.

es una forma cuadratica sobre V.
Si f es una forma bilineal no degenerada R?, entonces f no tiene vectores isétropos

Si f es una forma bilineal simétrica no degenerada R" y = € R", entonces
dim(<x>l) =n-—1
Si Bil,(V x V,K) ={f € Bil(V x VK)| (Vu,v € V)(f(u,v) =—f(v,u)} entonces
Bil,(V x V,K) < Bil(V x V,K)

Sean A € My(R) y q(A) = det(A) es una forma cuadrética en Ms(R).

Sean A € My(R) y q(A) = traza(A?) es una forma cuadritica en My(R).
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3.3. Formas Sesquilineales

97

Sean V,W dos C espacios vectorial y f : V x W — C, se dice que f es una forma

sesquilineal si y solo si

1. flv+ av,w) = f(v,w) + af(v,w), para todo v,v" € V,w € W,a € C.

2. flv,w+ aw') = f(v,w)+af(v,w), para todov € V;w,w' € Wy aeC.

Ejemplo 43 Sea f: C x C — C tal que
fz,w)=zw

es una forma sesquilineal, ya que

1)

f(z+ au,w) = (2 + au)w
= 2W + auw

= f(z,w) + af(u,w)

f(zu+aw) = z(u+ aw

I
/\/N\/-\
<
+
Q
EEE

Il
N
I
+
Q
S

Ejercicio 44 Demuestre que las siguientes funciones son sesquilineales:
1. f:C"x C" — C, tal que

=1

2. Sea V* =L(V,C)={f:V — C| f es lineal}, sean f,g € V*, y

fxg: VxV — C L
(v,w) — f(v)-g(w)

3. En general: Sean V- y W dos C-espacios vectoriales, y f € V*, g € W* entonces

fxg: VxW — C
(v,w) > f(v)-g(w)

es una forma sesquilineal.
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Notacidon: Sean V' y W dos C-espacios vectoriales
Ses(VxW,C)={f:V xW — C | f es una forma sesquilineal }

Propiedad 65 Sean V, W espacios vectorial sobre C, entonces se tiene que Ses(V x W, C)
es un C-espacio vectorial.

Observacién: En general se tiene que si 7 : K — K es un automorfismo de cuerpo tal que
72 = id. entonces las dos definiciones (bilineal y sesquilineal) se unen del siguiente modo.
Sea f:V x W — K una funcién. f es una forma 7—lineal si y sélo si:

1. flo+av,w) = f(v,w)+ af(v,w), para todo v,v" € V;w € W,a € K.
2. flu,w+aw') = f(v,w)+ 7 (a) f(v,w'), para todo v € Viw,w' € Wy aeK

Si 7 es la identidad entonces f es bilineal, y si 7 es la conjugacion en C es sesquilineal.

Matriz asociada

Si los espacios son de dimension finita, escogemos bases de los espacios correspondiente
y las coordenadas de los vectores en las bases respectivos y procedemos de manera analoga
a las formas bilineales, para definir la matriz asociada al par de base.

Definicién 26 Sean f € Ses(V x W, C), B una base ordenada de V' y C una base ordenada
de W.
Se define la matriz asociada a la forma sesquilineal por

[flaxe = [f (vi, wy)is] € Myxs(C),
donde dim(V') =r y dim(W) = s.
Propiedad 66 Sea f € Ses(V x W,C), entonces

[f (v, w)] = [v]}s - [flBxe - [wle-

Propiedad 67 Sea f € Ses(V x W,C), B, B’ bases ordenadas de V', C,C’" bases ordenadas
de W, entonces:

[flprxer = (LB - [f]Bxc - [d)G

Definicién 27 Sea f € Ses(V x V,C); donde la dim(V') es finita. Se dice que f es no
degenerada si y solo si det([f]p) # 0 con B base de V. En caso contrario se dice que f es
degenerada.

Observacién: Sea V un C espacio vectorial.
Sea f:V x V — C sesquilineal y simétrica

f(v,w) = f(w>'U) A f(%iw) = f(iwav)

luego
f(v,w) =0, para todov € V

Por lo tanto es imposible en el caso complejo, que un forma sesquilineal no nula sea simétrica.
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Definicién 28 Sea f € Ses(V x V,C). Se dice que f es una hermitiana si y sdlo si

(Yo, w € V) (f(o,w) = Fw,v))
Notacion:
Sesp(V x V,C) ={f € Ses(V x V,C) | f es una forma hermitiana}

Propiedad 68 Sea V' espacios vectorial sobre C, entonces se tiene que Ses,(V x V,C) es
un C-espacio vectorial.

Definicién 29 Sea f € Ses,(V xV,C) y S CV, se define a S ortogonal del siguiente modo
St={veV|VueS)(f(uv)=0)}
Propiedad 69 Sea f € Ses,(V x V,C) y U <V tal que B es una base de U entonces
UJ_ — BJ_

Teorema 70 Sea U < V, donde la dim(V) < oo, f € Ses(V x V,C) hermitiana y no
degenerada, entonces
dim(V) = dim(U) + dim(U™).

Observacién: Para Diagonalizar una Forma Sesquilineal, se emplean métodos muy similares
a los obtenidos para el caso de formas bilineales.

Primer Método: Complemento ortogonal
Segundo Método: Operaciones Elementales

Tercer Método: Gauss.

Primer Método: Complemento ortogonal

Propiedad 71 Sea f € Ses(V x V,C) hermitiana no nula, entonces, eriste un vector
anisotropo.

Demostraciéon: Supongamos que todos los vectores son isétropos.
Sean u,v € V

flu+v,u+v) = fluu)+f
0 = f(uvv)+f
0

2Im(f(u,v) = 0
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Ademés

flut+iv,u+iw) = fluu)+if(u,v)—if(v,u)+ f(v,v)
0 = i(f(u,v) = fv,u))
0 = flu,v)+ fu,v)
2Re(f(u,v) = 0

Luego f(u,v) =0, para todo u,v € V, por lo tanto f es la funcién nula, no puede ser luego
existe un vector anisotropo. O

Propiedad 72 Sean f € Ses(V x V,C) hermitiana, w € V' un vector anisdtropo, entonces
<w>P<w>T=V.

Demostraciéon: Para la primera parte, sea v € V', luego tenemos que

f(v—aw,w)=0, paraa= f(u,v)

de lo cual se tiene que v — aw €< w >* y de este modo tenemos que v = v — aw + aw,
luego
<w>+<w>t=V.

Veamos ahora la interseccién, sea z €< w > N < w >+, luego se tiene que

0= f(z2) = f(tw, tw) = ttf(w,w)

pero w es anisétropo, es decir, tt = 0, de lo cual ¢ = 0.
Por lo tanto se tiene
V=<w>®<w>".

Ejemplo 45 Sea f : C3xC3— C,
f(z,y) = 217 + 20217y — 20297, + 2275 + 1373
Diagonalizar empleando el método del complemento ortogonal.

Solucidén: La matriz de f en la base canénica esta dada por

1 22 0
fle=| —2i 10
0 0 1

Primer Paso: Busqueda de un vector anisétropo

f(61, 61) =1.
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Escogemos w; = ey.
Segundo Paso: Determinaremos el espacio ortogonal y un vector anisétropo en este espacio.

(e1)" = {v e C*| f(e1,v) = 0}
Sea v € (e1)T C C?, entonces v = vye; + vaey + v3es, tal que

fle,v) =0,
de donde
0= f(er,v) =1 + 200y = vy — 2ivy
es decir
(e))t ={v e C*| v — 2ivy =0}

Por lo tanto
<61)l = (2ie1 + e9, €3)

Ademds f(eses) =1, es decir, el vector es, es anisétropo.
Tercer Paso: Determinaremos el espacio ortogonal y un vector anisétropo en este espacio.

(es)t = {v € (en)” | f(v,e5) =0},
luego
(er,e5) T ={v e C?| f(v,e1) =0 A f(v,e3) =0}

por tanto
f(v,er) = 0 o VT 2ives = 0
f(v,es) = 0 v3 = 0

de donde v3 = 0, v; = 2iv,, luego

(e1,e3)t = (2iey + ey)

ademas
f(2’i61 + 62,2i€1 + 62) =44+ -4+ -44+1=-3

Ahora B = {(1,0,0),(0,0,1),(2i,1,0)}, de donde obtenemos que

Por ultimo

100 1 2i 0 10 —2i 10 0
PlfleP=|001|-|-2 10|00 1/=|01 0]|=[fls
2i 10 0 01 01 0 00 -3
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Operaciones Elementales

Este método se basa en la propiedad 67, es decir, si f € Ses(V x W,C), B, B’ bases
ordenadas de V', C,C’ bases ordenadas de W, entonces:

[flprxe = (d]5)" - [f]pxe - [1d]G
Ademas notemos lo siguiente:
Fij=Cy, Fylk)=Cyk), F(k)=Ci(k)
Ejemplo 46 Sea f: C3xC3— C,
f(z,y) = 217; + (14 20) 217 + (1 — 24) 297, + 227 + 2373

Diagonalizar empleando el método de operaciones elementales.

Solucioén:
1 14+2¢ 0
La matriz asociada en la base canénica es [f],=| 1 -2t 1 0
0 0 1
1 1+2: 0|1 0 O o (1o [1 1+2 0 1 0 0
1—2i 1 oo 10| ™R 1o —4 o|-142 10
0 0 110 0 1 | 0 0 1 0 01
o (1o 1 0 0 1 0 0
37 L0 —4 0| —142 1 0
00 1] 0 01
Luego la matriz cambio de base es
1 —=1+2¢ 0
P=10 1 0 | =[1d5
0 0 1
donde la base B = {(1,0,0), (—1+24,1,0),(0,0,1)} y ademés
100 1 142 0] [1 —1-2 0 10 0
142 10| |1=2 1 o|l0 1 0o|=|0—-40
0 01 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Método de Gauss

Al igual que el caso anterior debemos tener cuidado, con las diferencia, ahora el buscamos
expresiones del tipo ww, para ello debemos tener presente las siguientes situaciones:

(a+0b)(a+b) = aa+ ab+ba+ bb

ab+ b7 — % (a +b)(@T8) — (a—b)a—n)
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Teorema 73 Sean V' un espacio de dimension finita y f : VxV — C una forma sesquilineal
hermitiana, entonces existe una base de V tal que f es diagonal.

Demostracién: Sea {v;,vs, ..., v, } es una base ordenada de V.

= Z f(vi, v5)ziy;,

donde z = > zv; e y = > y;v;.
Como f es hermitiana, se tiene que

f(%%’) = Qi = f(Uj>Uz') = @y
f(vi,v) = a; €R

es decir.

flay) = fonv)zg; =Y ayad,

Primer Caso a;; # 0

ZE'): E aijxﬁj
:allxlfljtxlg aljfj +flg a;1x; + g a,-j:):ﬁj

j#1 i#1 JE1£i
= a2 + 56’12 a;1x; + T Z anx; + folz, x)
i#1 i#1

= ay 11T + o1 L(x) + T L(z) + folz, x)

~ (:)31 + iL@:)) (:)31 + iL@:)) (L) (@) + faler. )

11 11 a1

donde

= anmi, folr.y) =) ;g

i#1 J#LF
Luego realizando el cambio de base
1
LL’/l = 1+ —L
o=

hemos concluido con la primera variable, ya que ﬁ (L(:c)f(y)) + fo(z,y) es un forma ses-
quilineal hermitiana en dimensién menor.

Segundo Caso a; = 0 para todo 7 y a5 # 0.
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E Cl,ijllﬁ'ifj

= 122172 + A2122T1 + X1 E a1;T; + X1 E a;1T; + T E a2;Tj + T3 E a;px; + q2(x)

§>2 i>2 §>2 i>2
= 127172 + A21X2T1 + X1 E aj1Tj + Ty E A1 L; + To E QjoTj + T E a;px; + ¢2(7)
§>2 i>2 j>2 i>2

= a1 Ty + an 29Ty + 21 L + T L+ 29 M + ToM + ¢o(x)

1 —_ 1 1 — | —
= (CL12£L’1 -+ M) (LL’Q —+ _—L) —+ (CL12SL’1 + M) (Z’g + _—L) - _—LM — _—LM + CI2($)

a2 a12 a2 a12

= (a12x1 + M) <LL’2 + ;L) —+ (CL12JI1 + M) <JI2 + _LL) + f3<l’,l’)

a2 a12

1 1 1
= = (algxl + X9 + M + —L) <a12x1 + X9 + M —+ —L) +
2 a2 o

1

1 1
S = <CL12£L’1—SL’2+M——L> <a12x1 —SL’2+M——L) +f3($,£(3)
2 a2 a2

donde

= E ainri, M § ainTi, f3(z,y) § aij Ty,

i>2 1>2 1>2,7>2
Luego realizando el cambio de base

1

¥y = apr +x+ M(z) + d—L(m)
12
1

xy = apr; —ry+ M(x) — —L(x)
aiz

. = xy, Jj>2

hemos concluido el proceso con las dos la primera variable, inductivamente se concluye la
demostracion. U

Ejemplo 47 Sea f : C3xC3— C,

f(z,y) = 217 + 26217y — 2097, + 227, + 7373
Diagonalizar empleando el método de Gauss.
Solucion: aplicando el primer caso tenemos

f(z,x) = 21T + 2021 Ty — 2i29T1 + T2T2 + T3T3
= 11T + 1120Ty — T12ix9 + (2272 + 3T3)
= (21 — 2ix9) (T1 + 20T2) + 202ix9To + (T2T2 + 3T3)
= (x1 — 229

T+ 2’&1’2 41’2f2 + X9T9 + T3T3

= (1 — 2%(32

( ) (T ) =
= (213'1 — 2%(32) (213'1 + 2%(32) - 3$2f2 + l’gfg
( ) (21 — 2ix3) — 39Ty + T5T3.
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El cambio de variable esta dada por
Uy = x1 — 20Ty, U = Ty, U3 = T3

Matricialmente tenemos

U1 1 =2 0 1
U9 = 0 1 0 ZL’Q
Us 0 1
0
1 1 2¢ 0
) = 0 1 0
I3 0 0 1
Luego la base de C3 es B = {(1,0,0), (24,1,0), (0, 0,1 , v con ella se tiene que
1 0 0
fle=]0 =3 0
0 0 1

Ejemplo 48 Sea f : C*xC*— C,
f(x,y) = 21y + (L + )21y + (1 — 022l + 3iz1Y3 — 313y, + 2227, + 2247,
Diagonalizar empleando el método de Gauss.

Solucion:
flz,z) =

=171 + (1 + i)$1f2 + (1 - i)LL’Qfl + 3i$1§3 - 3721’3?1 + 25(72?4 + 25(74f2

= 2171 + 21 [(1 + ’i)fg + 3ifg] + [(1 — i)!L’Q — 3'é£L’3] + 22974 + 22475

=171 + 1’1[(1 — i)l’g — 3'é£L’3] + 7 [(1 - i)!L’Q — 3i1’3] + 22974 + 22475

= (21 + (1 —0)wy — 3ix3) (x1 + (1 — i)xe — 3izz) — (1 — 0)wy — 3ixs) (1 — i) — 3ixws)
.+ 21’254 + 21’4?2

= U U] — ((1 — Z)l’g — 3’&1’3) ((1 — Z)l’g — 3’&!13'3) + 2$2§4 + 21’4fg
= UUy — (3@1’3 — (1 — Z)ZL’Q) (3@1’3 — (1 — Z)l’g) + 2$2§4 + 21’4fg

= ulﬂl - UQHQ + 2I2f4 + 2I4§2

= ulﬂl — U/QHQ —+ (SL’Q + LL’4) (SL’Q + LL’4) — (LL’Q — 1’4) (LL’Q — 1’4)

= U1U1 — UUs + U3U3 — UgU4
es decir, el cambio de base esta dado por

UL = T + (1 — Z)LE‘Q — 3’i.§lf3, Uy = (1 — Z)LE‘Q — 3’i.§lf3, Us = To + Ty, Ug = To — Ty,

Uy 1 1-¢ -3 0 T
U9 o 0 —1+472 3 0 i)
Uus N 0 1 0 1 T3
Uy 0 1 0 -1 T4
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T 1 —1 —1 —1 U1l

) . 0 0 % % U9
- 1, 1 1, 1 1,

T3 0 §Z 6 ) EZ 6 ) EZ us

T4 0 0 5 -3 Uy

Luego la base de C* es
B = {(1,0,0,0), (=i,0,—=i,0), (1,4, -2 = L; 1y (4
- ) Y ) ) /Z/7 ) 3Z7 Y 727 6 6/1/7 2 Y Y

y con ella se tiene que

=
Sy
o O O

Ejemplo 49 Sea f : C3xC3— C,

f(z,y) = 21y + 2y + (1 — 0)z2ys + (1 + i) x3Y,
Diagonalizar empleando el método de Gauss.
Solucidn: aplicando el segundo caso tenemos

f(x,2) = 21T2 + 2271 + (1 — 9) 2275 + (1 + 1) 237
= 11Ty + X2T1 + 2o(1 — 9)T3 + To(1 4 7)x3
= (21 + (1 +9)x3)(T2) + 22(T1 + (1 —9)T3)
= (21 + (1 +)23)(@2) + z2(@1 + (1 +4)23)

%(xl by + (1+i)us) @ T 20 £ (0 5 )23)
. %(xl oo+ (14 i)23) (@1 — 72+ (L 1)73)

el cambio de base esta dado por

u1:x1+$2+(1—|—z’)x3, u2:$1—$2+(1+i)l’3, Uz = I3

U1 1 1 1414 T

U9 = 1 -1 141 i)

Us 0 0 1 T3
T % % —1—1 U1l
) = % —% 0 U2
T3 0 0 1 us

Luego la base de C? es
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y con ella se tiene que

10 0
fls] 0 =5 0
0 0 0

Definicion 30 Sea f:V x V — C una forma sesquilineal hermitiana.
Se dice que f es positiva definida si y solo si

(Vo eV —{0})(f(v,v) > 0).

y en este caso decimos que [ es un producto interno complejo.

3.3.1. Ejercicios

1. Sea f: C? x C? — C tal que f(z,w) = 211, — 2W,. Demostrar que f es una forma
sesquilineal no degenerada.

2. Sea F una forma hermitica sobre C? tal que, la matriz asociada a F en la base canénica

es
0 1 141
— 0 2
1—17 2 0

Hallar una base ortogonal de C3

3. Sea f : VxV — C, una forma sesquilineal tal que, para todo v en V' se tiene f(v,v) € R,
entonces
Demostrar que f es una forma sesquilineal hermitiana

4. Determinar condiciones para A € R de modo que la forma sesquilineal hermitiana
f)\(Z, w) = 321’(171 - 22211_}1 — 22111_12 + 9ZQ’U_JQ + Zg’u_Jg + >\Z4U_}3 + >\23’U_J4 + Z4Wy
es positiva definida.

5. Determinar condiciones para A € C de modo que la forma sesquilineal hermitica f
sobre C?, dada en la base canénica por la matriz

I =10
fle=1 -1 2 X
0 X 1

sea positiva definida
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3.3.2. Ejercicios Propuestos

Problema 57.
Sea F una forma hermitica sobre C? tal que la matriz asociada a F en la base B =

{(1,4,1),(1,0,1),(0,i,1)} es:

1 l 0
—1 0 1—-2
0 142 0

Hallar matriz asociada a F' en la base B = {(1,2,1), (1,4,2),(1,0,—1)} de C3

Problema 58.
Sea F' una forma hermitica sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base B =

{(1,4,1),(1,0,1), (0,4, 1)} es:

1 1+ 0
11—z 0 1—-2¢
0 1+2 0

Hallar matriz asociada a F en la base D = {(1,2,14), (1,1,0), (4,0, —1)} de C?

Problema 59.

Sea F una forma sesquilineal hermitiana sobre C?® tal que la matriz asociada a F en la
base canonica es

1 1+ 5
1—2 2
o - 7

Hallar una base ortogonal de C3

Problema 60.
Sea F' una forma hermitiana sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base canénica
es

0 2—1 0
2+ 0 3—21
0 3+2 1

Hallar una base ortogonal de C3

Problema 61.
Sea F' una forma hermitiana sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base canénica
es
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0 { 0
—1 0 1—2¢
0 142 0

Hallar una base ortogonal de C?

Problema 62.

Sea F una forma hermitiana sobre C3 tal que la matriz asociada a F en la base canénica
es
0 241 0
2—1 1 3—2i
0 3+2 1

Hallar una base ortogonal de C3

Problema 63.

Sea B : C3xC? — C una forma sesquilineal hermitiana y D = {(1,1,0), (1,0, 1), (0,0,1)}
es una base de C? tal que

3 1—i 1
Blp=|1+i 1 2+i
1 2—i 11

Determinar una base de C? de modo que la matriz asociada a B en la nueva base sea diagonal.

Problema 64.

Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ l 0
1—2 1 0 0
fle = —1 0 1 1—2¢

0 0 1+2 1
donde C es la base candnica de C* y
U={(r,y,z,w) €C* | w=y A =0}
1. Determinar una base ortogonal de U

2. Determinar una base de U+

Problema 65.
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Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ l 0
1—2 1 0 0
fle = —1 0 1 1—2¢

0 0 142 1
donde C es la base candnica de C* y
U={(z,y,z,w)eC | 24w=y AN x=z}

Determinar una base de U+

Problema 66.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ { 0

1—1 3 0 0

fle = —1 0 1 1-2
0 0 1+2 1

donde C es la base canénica de C* y
U={(r,y,z,w) €C* | 24+2y=32 A 3z-2y=uw}.
1. Determinar una base de U+

2. Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.

Problema 67.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C* tal que

1 1+ { 0
1—2 1 0 0
fle = —1 0 1 1—2¢

0 0 142 1
donde C es la base canénica de C* y
U={(z,y,z,w)eC* | w=y+z A z=0}
1. Determinar una base ortogonal de U

2. Determinar una base de U+
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Problema 68.

Determinar condiciones para A € R y f, : C3xC3 — C una forma sesquilineal hermitiana,
tal que la matriz en la base candnica es:

1 3—i 0
fle=|3+i 12 A
0 A 36

1. Determinar condiciones para A tal que f) sea no degenerada

2. Determinar condiciones para \ tal que f) sea un producto interno

Problema 69.

Determinar condiciones para A\ € C de modo que la forma bilineal hermitiana f, sobre
C3, dada en la base canénica por la matriz

sea producto interno.
Problema 70.
Dada la forma sesquilineal hermitiana f : C* x C* — C definida por:
f(Z, w) = 521’(1_11 + 5i2211_11 - 5’i2111_12 + 82211_)2 + 223’(1_13 + Z4’U_13 + 23’(1_14 + 1124’(1_14

Determine la signatura.

Problema 71.
Sea f € Ses,(C* x C*, C), definida por
f(v,v) = x4+ 2y +yz — xz — 2T + 2yy + 2iyz — 2izy — 22z + (1 + 2i)yw + (1 — 20)wy + 6ww
donde v = (z,y, z,w) € C*.
Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.
Problema 72.
Sea f € Ses,(C* x C*,C), definida por
fv,v) =22+ (1+0)zy+(1—i)yZ—rz— 2T+ 2yy+ (1+2i)y 2+ (1 —2i) 2y — 222+ yw+wy+6ww

donde v = (z,y,z,w) € C
Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.
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Problema 73.
Sea f € Ses;,(C* x C*, C), definida por

fv,v) =2z +izy —iyx —xzZ — 2z + 2yy + (L +))yz + (1 — )2y — 22Z + yw + wy + 6ww

donde v = (z,y, z,w) € C*.
Encontrar la signatura de f, por el método de Gauss.

Problema 74.

Sea v = (z,y,2,w) € C%, encontrar la signatura de la forma sesquilineal hermitica

f(v,v) = dar 4+ 20y +2yT — 2z — 22+ 2yy + (1 + 20)yz + (1 — 20) 2y — 222 + 2iyw — 2iwy — ww

Problema 75.

Sea v = (z,y, 2,w) € C*, encontrar la signatura de la forma sesquilineal hermitica

f(v,v) =2+ 2y +yz — xz — 2T + 2yy + 2iyz — 2izy — 222 + (1 + 20)yw + (1 — 20)wy — dww

Problema 76.

Demostrar que la forma sesquilineal hermitiana
f(Z, w) = 521’(171 + 5i2211_J1 - 5’i2111_J2 + 82211_)2 + 223’(173 + Z4U_J3 + Zg’U_J4 + 1124’(174

es un producto interno sobre C*.

Problema 77.

Determinar condiciones para A € R, de modo que la forma sesquilineal hermitiana
falz,w) = 521101 + Bizowy — HizyWs + H2owWy + 823W3 + AzgW3 + Azzwy + 1324104

sea un producto interno sobre C*.

Problema 78.

Sea B : Cylz] x Cy[z] — C una forma sesquilineal hermitiana y D = {p;(z) = = +
2%, pa(7) = 1 + 2, p3(x) =2 — x} es una base de Co[7] y q(v) = up:(x) + vp2(x) + wps(v)

B(q(x),q(z)) = wv + 2iuv + tw + vu — 2ivu + 20w — ivw + Wu + 2Wv + iwv

por el método de “Gauss 7 determinar una base de ortogonal de Cq[z]
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3.4. Producto Interno

Definicién 31

1. Sea V' un espacio vectorial real, un producto interno sobre Ves <, >V xV — R
una forma bilineal, simétrica y positiva definida, es decir, < , >:V xV — R es una
funcion tal que

a) <v+cw,u>=<v,u>+c<w,u>, para todo u,v,w €V, c € R.
b) <wv,w>=< w,v >, para todo v,w € V
c) <wv,v> >0, para todo v e V —{0}

2. Sea V' un espacio vectorial complejo, un producto interno sobre V, forma sesquilineal
hermitiana positiva definida, es decir, < , >:V x V — C es una funcion tal que

a) <v+cw,u>=<v,u>+c<w,u>, para todo u,v,w €V, c € C.
b) <wv,w>=<w,v >, para todo v,w € V (hermitiana)
c) <wv,v> >0, para todo v € V — {0}

Observacién: En el producto interno complejo se tiene

<Uu,v+cw>=<v+cw,u>
=<v,u>+c<w,u >
=<v,u>+cec<w,u >

=<u,v>+c<u,w >
Ejemplo 50

1. Sean z,y € C"

2. Sean A, B € M, (C)
(A, B) = traza(AB™)

3. Sean g, f € C°10,1] ={f:[0,1] = R | f es continua }
(o= [ et

4. Sea (, ) un producto interno de V- y T : W — V inyectiva, entonces

<w1, w2>T = <T(w1)7 T(w2)>

es un producto interno de W.
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5. Sea {v1,vq,v3,...,v,} base del V' espacio vectorial sobre K.
U= aiv1 + asVs + ... + apv,, W = bivy + bavg + ... + byU,,

entonces se define

flu,w) = Z a;b;.

Demostrar que f es un producto interno sobre V.

Definiciéon 32 Sea v € V' un espacio vectorial con producto interno < , >, se define la
norma de v € V a la raiz de < v,v > y se denota por ||v]|, es decir:

o[l = v<v,0>
Propiedad 74 Sea V un espacio con producto interno, entonces
| <v,w>| <[]l ||w]||, para todo v,w € V.
Demostracion: Sean v, w € V', luego

0 << av— pw,av — pw >
0<aa<uv,v>—-af <v,w>—Fa<wuv>+83<ww>
0 < |af?|[v]|* = 2Re af < v,w > +|B||w]|?

Si a = ||w||?, B =< v,w >, reemplazando tenemos

0 < [lwll* - [[o[l* = 2Re [Jwl|*| <v,w> [+ | <v,w > [*||lw]]*
0 < [l P[lJwlllo]]* = | < v,w > |7

Luego
| <v,w> | < o] - [|wl]]

Ejercicio 51 Sean aq,as, - --a, € R* entonces

1 1 1
2 2 2 2
n<<a—%+a—%—l—--—|—£>(&l+a2+an)

Propiedad 75 Sea V' un espacio con producto interno, entonces
1. ||v|] > 0, para todo v € V.
2. |lawl|| = |a - ||v]|, para todo v € V, o € F.

3. ||v+w|| <||v|| + ||w]|, para todo v,w € V.
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Demostracién: La propiedad tres la tenemos por

<v+w,v+w>=|]v||*+2Re <v,w > +|w|?
< vl + 2[fwll[Jo]| + [Jw][?

luego
v+ w|[* < ([|v]] + [[w]])*

O

Definicién 33 Sean V' espacio vectorial con producto interno, tal que S CV yv,w € V
entonces

1. v es ortogonal a w st y solo si < v,w >= 0.
2. S es un conjunto ortogonal si y solo si para todo v,w € S se tiene que < v, w >= 0.

3. S es un conjunto ortonormal si y solo si S es ortogonal y  ||v|| =1 para todo v € S.
Observacién: Note que si v € V no nulo entonces ||HITHU|| = 1.
Teorema 76 Todo conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.

Demostracién: Sea < , > un producto interno en V' y .S C V| un conjunto ortogonal tal
que
Zais,- =0, donde ; € F, s; € S distintos

calculando tenemos
0=< 0,8]' >=< ZO&Z'SZ‘,S]' >= Zai < 8,85 >=a; < 85,8 >
luego a; = 0, para todo j. 0

Proceso de Ortogonalizacién

Sea V' un espacio con producto interno, y u,vw € V,

1. Sea {v,w} linealmente independientes, luego tenemos que los espacios generados son
iguales
(v,w) = (v, w + av),

buscar un vector ortogonal a v debemos determinar el escalar a tal que
0=<w+av,v >=<w,v>+a <v,v>.

_ <w,v>

Con ello tenemos que a = s

asi los espacios generados son iguales

<w,v >
—
<v,v >

).

(v,w) = (v, w —
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2. Para el caso de tres vectores tales que {v,w,u} linealmente independientes, tenemos

(w,v)

que usando el proceso anterior determinamos w; = w — ;-

<v7v

(v,w,u) = (v, wy,u)

(v, w,u) = (v, wy, u~+ bv + cwy)
para determinar b y ¢
0=<u+av+bw,v>=<z,v>+a<v,v>
0=<u+av+ bw,w >=< z,w; > +b < wy,w; >.

Luego
< z,w > < z,wp >
— w1 .

Wy = 2 — v
<v,v > < wi,wy; >

es decir
(v,w,u) = (v, w1, ws).

el calculo anterior, es la demostracion inductiva del siguiente teorema.

Teorema 77 (Gram-Schmidt, Ortogonalizacién) Sea V un espacio con producto in-

terno sobre Ky {vy,vq,...,v,} vectores linealmente independientes de V', entonces eziste
{wy,wy, ..., w,} vectores ortogonales tal que
(U1, .., 0n) = (W1, ..., Wy)
donde
wyp = V1
<o, w; >
W,
Wy = VU — E — I " w, k>1
= < wj, w; >

Corolario 78 (Gram-Schmidt, Ortonormalizacién) Sea V' un espacio con producto in-

terno sobre K y {vy,vq,...,v,} vectores linealmente independientes de V', entonces existe
{uy,us, ..., u,} vectores ortonormales tal que
(U1, ..y 0n) = (U, ..oy Up)

donde

<o, w; >

b W
wy = vy, Wy = — E — " w, k>1

i < wj, w; >

Y
1
U = 77— Wk
||l

Ejemplo 52 Consideremos el espacio vectorial C?, donde

< (@1, 9, 23) , (Y1, Y2, Y3) >= 101 + 173 + 221 + 42273 + 2373.

Determinar una base ortogonal de C3.
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Solucién: Apliquemos el proceso a la base candnica {ej, eq, €3} de C3.

de donde {ey, e5 — €1, e3} es base ortogonal.
La base ortonormal esta dada por

Definicién 34 Sea v € V', no nulo,la funcion dada por

Proy,: V. — V

w <w,v>

<v,v> v

es llamada proyeccidon ortogonal sobre v.

Observacién: Note que w — Proy,(w) es ortogonal a v.
El siguiente teorema permite definir la distancia de un vector v a W < V' en dimension

finita

Teorema 79 Sea V' un espacio con producto interno, v € V. y W subespacio de dimension
finita de V', si
A={llv—-w|[ | weW},

entonces
1. min A = ||v — wyl|, con wy € W si y sdlo si v —wy es ortogonal a W.
2. Si existe min A entonces wg es unico.

3. SiW =A{wy,...,w,} base ortonormal de W, entonces min A existe y
wozz < v, w; > wj.
Demostracién:
1. Sea wg € W tal que v — wy ortogonal a W, por demostrar que
lo —wol[ < flv—wl], weW,
Para ello

<UvV—w,v—w>=<0V— Wy + Wy — W,V — Wy + Wy — W >
=< v — Wy, v — Wy >+ < Wy — W, Wy — W > (%)
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Luego
[[o = wl[* > Jv — wol*
Sea wy € W, tal que min(A) = ||v — wp||, por demostrar que v — wy es ortogonal a W.
Para ello tenemos que
l[v —wl||* = ||Jv — wol|* +2Re < v — wo, wo — w > +||wy — w||?

ademas
lv — wl|]* > [[v — wol

Asi

||wo — w||* + 2Re{v — wq, wy — w) 0 (y=wy—w)

l|ly||? +2Re < v — wp,y >

AVARY,
o

Desigualdad que es valida para todo y € W.

Sea a € F luego tenemos

llay||* + 2Re{v — wo, ay) > 0
aally||* + 2aRe(v — wo,y) > 0

<v—wy,y >
Escogiendo Supongamos que y # 0 a = _SUV= WY~

[ly|I?
<v-— >< — > 1
v wo,yH ||4y,v o lyl|* — WQ <Y, v—wy ><v—wy,y> > 0
) Y
—|<v—wyy>| > 0
<v—wy,y> = 0.
2. Unicidad: Sea wy,u elementos tales que min A = ||v — wy|| = ||v — u|| usando (*),
tenemos
o — wol* = [lv — ul[* + [Ju — wol[*
o = ul* = [Jv — wo| [* + [Ju — wol[*
entonces

llu —wolP =0 = u=w.
3. La demostracién esta dada por Gram Schmidt.

Definicién 35 Sea V' un espacio con producto interno, v € V. y W subespacio de dimension
finita de V.
Se define la distancia de v a W igual a

d(v, W) = min{||v — w|| | w € W.
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Ejemplo 53 Calcular la distancia de (1,7,1,9,1) a
W ={(z,y,2,w,t) ER® | 2+ -3y —6t —w=0A x—2z— 3t =0}
Solucién: Sea (x,y, z,w,t) € W, luego tenemos
(x,y,x — 3t,t,x — 3y — 6t) = 2(1,0,1,0,1) + y(0,1,0,0,—3) + £(0,0,—3,1, —6)

Claramente {(1,0,1,0,1),(0,1,0,0,-3),(0,0,—3,1,—6)} es una base de W.
Aplicando Gram Schimdt, y amplificando obtenemos

w; = (1,0,1,0,1)
Wy = (1a1>1a09 _2)
wy = (12,-9,-9,7,—3)

Luego tenemos que, v = (1,7,1,9,1)

<v,w; >
< W;, wW; >

dv,W) = ||U—Z

= [](1,7,1,9,1) = (1,0,1,0,1) — (1,1, 1,0, =2)]|
= ||(_1367_17972)|| =v133

w|

Definicién 36 Sea ¢ # S C V' con producto interior,
St ={ucV|(¥seS)u,s) =0},
es ortogonal a S.
Propiedad 80 Sea ¢ #.S C V con producto interior, entonces
St =< 85>t

Ejemplo 54 1. {0}t =V

2. V+={0}

3. C3 es un C-espacio vectorial, con el siguiente producto interno

(21,22, 23), (Y1, Y2,¥3)) = 171 + 21J2 + X201 + 42275 + 2373

Sea L = ((1,1,0)) < C3. Determinar L*

Teorema 81 Sea W un subespacio de dimension finita de un espacio con producto interno
V' entonces
V=WwaeWw
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Demostracién: Sea x € W N W+, como z € W tenemos
(r,u) =0 Yuec Wt

Pero x € W+, por lo tanto (z,z) = 0, es decir, z = 0.
Sea {wy, ..., wy} base ortonormal de W, para v € V, tenemos que

wo = Z(ani)vi ew,
entonces v — wy € W+. De lo cual
v=wy+v—wygeW+Wt

luego
V=W4+W

entonces

V=waowt

0
Observacién: En cada una de las descomposiciones de suma directa se pueden construir los
proyectores correspondiente

1. V. =W; & W, luego
Pl Vv — Wl
wy +wy —— W

el proyeccién 1 luego

PP=P, Pi=PR, PP=0, v=D)+ D).

2. V=Wao&WH, luego
PV W

es la proyeccion ortogonal, donde

P? =P, pero Pr=1—-P

3.4.1. Ejercicios Propuestos

Problema 79.

Sea F' un producto interno sobre R3 tal que la matriz asociada a F en la base canénica
es

[l NI
w O N
S W O
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Usar Gram Schmidt para diagonalizar F'

Problema 80.
Sea F un producto interno sobre C3?, tal que la matriz asociada a F en la base canénica

es
1 — 1
l 2 1—2
1 1+25 12

Usar Gram Schmidt para diagonalizar F’

Problema 81.
Sea F' un producto interno sobre C? tal que la matriz asociada a F en la base canénica
es

1 2—1 0
2+1 6 3—2
0 342 15

Usar Gram Schmidt para diagonalizar F’

Problema 82.
Considere el producto usual en R® y

W={2zcR® | z=ay+1x3 x4=m,+213}

1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 83.
Sean p, ¢ € Ry[x] Considere el producto

fp.q) =Y _p"(0)g“(0)
y sea
W={a+br+cr*+dr’+ex* €eRyfz] | a+b—c+d+2e=0, 3a+2b—5c=0}

1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+
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Problema 84.

Considere el producto usual en R® y sea
W= {(z,y,2,t,w) ER® | z+y—z+w—t=0, x+2y—t=0}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 85.
Sean p = a + bx + cx® + dxd + ex?, g =a +Vr + /2® + d'2® + €zt € Ry[x].
Dado el producto

f(p,q) = ad +bb' +cd +2dd' + de’ + ed' + ee’
y
W={a+br+cr’+da’+ex* €Ryfr] | a+b—c+2d+2e=0, 3a+2b—3c=0}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 86.

Sean p = a + bx + cx? + dxd + ext, g =d +Vr + 2? + d'x® + €zt € Ry[x]
Dado el producto

f(p,q) = ad' +bb' + cc + dd' + de’ + ed' + 2e€
y
W={a+br+cx*+di’+ex' €Ryfr] / a+b—c+d+2e=0, 3a+2b—5c=0}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 87.

Considere el producto usual en RS y
W={xcR® | z=ay+13 x4=m,+213}

1. Determinar una base ortogonal de W
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2. Determinar una base de W+

Problema 88.

Considere el producto usual en R y
W:{SL’GRG / T, = Ta, 213'3:213'4}
1. Determinar una base ortogonal de W

2. Determinar una base de W+

Problema 89.

Sea C la base canénica R* y f una forma bilineal simétrica tal que

1 1 10
1 2 00
[f]c_lo?)l
001 2

1. Demuestre que f es un producto interno

2. Aplicar Gram Schmidt a {(1,1,0,1)(1,2,1,0),(1,2,1,1}

Problema 90.

Considere el producto usual en R® y
W={zeR | xy=xy+m3, 4=y T3}

Calcular la distancia de (1,1,1,—1,—1) a W

Problema 91.

Considere el producto usual en R® y
W={2zcR® | z,=xo+x3, x4=21xy+213}
Calcular la distancia de (1,1,2,3,1,2) a W

Problema 92.

Determinar condiciones para A € R de modo que la forma bilineal simétrica f) sobre
R*, dada en la base candnica por la matriz

3 =2 0 0
-2 9 10
[fA]C - 0 1 1 M\
0 0 X1
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sea un producto interno.

Problema 93.

Determinar si es verdadero o falso la afirmacion justifique

1. Si f es una forma sesquilineal hermitiana no degenerada C" entonces f es un producto
interno.

2. Sean A, B € My(R) y f(A, B) = traza(AB*) es una forma sesquilineal hermitiana

3.4.2. Operadores Adjuntos

Teorema 82 Sean V' un espacio de dimension finita y f una forma bilineal sesquilineal no
degenerada y T € V* = L(V,K) Entonces existe un tnico vector w € V tal que T'(v) =
f(v,w), para todo v en V.

Demostracién: Supongamos que f es simétrica (hermitiana) y como es no degenerada
existe {vy,...,v,} una base ortogonal de vectores anisétropos de V.

IO
w=2 Flon o) "

veremos que

En general el vector w se obtiene al considerar el siguiente sistema
t
W]p [f]p [w]p = [Tv]g
donde B = {vy,vs,...,v,}, y con ellos el siguiente sistema

Alai] = [bi]
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con [w]p = [ai], A= [f]p,bi = T(v;), luego
] = A7 [bi]
Para la unicidad tenemos:
T(v) = f(v,w) = fv,u)(Vv € V),

luego
flo,w—u)=0 YveV,

de lo cual w —u =0, asi w = u. 0
Ejemplo 55 Sea C3 con la forma sesquilineal candnica.

L: C? — C

(z1,22,23) — 321 — 23 +iz3
Determinar w del teorema anterior

Solucion: Sabemos que w = z1e; + z2e9 + €323 y cumple con

L(v) = f(v,w)
Evaluando en los elementos de la base, tenemos las siguiente igualdades

L(er) = fler,w) =71
L(ez) = f(eq,w) =7
L(e3) = f(es,w) =73

calculando obtenemos que
3:f(61,w), - :f(€27w)7 i:f(e?ivw)

es decir,
w = 3e; — leg — 1e3

Ejemplo 56 Sean L € L(C3,C), tal que L(z1, 29, 23) = 321 — 23 + 123 y la forma sesquilineal
tal que en la base canonica matriz asociada es

1 144 0
fle=|1-i 3 0
0 0 1

Determinar w del teorema anterior
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Solucién: Sea w = xe; + yes + zes, como se cumple

L(v) = f(v,w)

Evaluando en los elementos de la base, tenemos las siguiente igualdades

L(e1) = f(er,w), L(ez) = f(ea,w), L(es) = f(es, w)

calculando obtenemos que
1Z+(1+49)y = 3
(1—-i)z+3y = —1

zZ = 1

es decir, resolvemos el sistema de ecuaciones

zr = 10—
y = —4—3
z = —

con lo cual obtenemos:
w = (10 — i)el — (4 + 3i)€2 — i€3

Teorema 83 Sean V' un espacio de dimension finita, f una forma bilineal (sesquilineal) no
degenerada, entonces existe un isomorfismo dado por

¢: V. = L(V,K)
x o~ xr=f:V = K
v~ f(vw)
Teorema 84 Sean V un espacio de dimension finita, f una forma bilineal (sesquilineal) no
degenerada y T : 'V — V wuna transformacion lineal, entonces existe un unico operador

lineal T™ sobre V' tal que
f(Tv,w) = fv, T"w).

Demostracion: Sea T : V — V una transformacion lineal y w € V'

L:'V — K
v — L) = f(Tv,w)

es una transformacion lineal.
Para ello, sean u,v € V,a € K
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Entonces existe un tnico wy tal que f(Tv,w) = f(v,wy), definimos a
= T"(w)
luego para cada v, w € V se cumple que

f(Tv,w) = f(v, T w).
Usando este propiedad obtenemos la linealidad

f(o, T (w+ aw")) = f(Tv,w + aw')

= f(Tv,w) +af(Tv,w'")

= f(v,T"w) +af(v,T"w’)

= f(v,T"w) + f(v,aT"w')
= f(v, T*w + aT*w')

por unicidad tenemos que
T (w + aw') = T*(w) + aT™*(w'")
O

Definicién 37 Sea f : V x V — K un forma bilineal o sesquilineal no degenerada y T un
endomorfismo de V.
Se dice que T tiene un operador adjunto sobre V si existe un operador lineal T™ sobre
V' tal que
f(Tv,w) = f(v,T*w), NMv,weV).

Observacién: El operador adjunto depende de T y de la forma bilineal o sesquilineal.

Ejemplo 57 Sea C? con la forma sesquilineal usual.
T C? — C3
(21,22,23) — (21— 22,23 — 121, 22)

Determinar T™.

Solucién: Sabemos que se cumple

f(Tv,w) = f(v, T*w)
En la base canonica, se tiene
f(Teiv ej) = f(eivT*€j>
Evaluando en e; = e; tenemos las siguiente igualdades
.f(T617 61) = .f(ela T*el)
f(Tez,e1) = f(e2, T 1)
f(Tes,e1) = f(es, T e1)
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calculando obtenemos que
1= f(e1, T 1), —1 = f(eg,T"e1), 0= f(e3, T e1).

es decir,
T*61 = €1 — €9

Ahora evaluando en e, tenemos las siguiente igualdades
.f(T61> 62) = .f(ela T*62)

f(Teg, 62) = f(eg, T*62>
f(Tez, e2) = fles, T e)

calculando obtenemos que
—i = f(e;,T"es), 0= f(es,T"e3), 1= f(es, T es).

Asi
T*62 = z'el + €3

Finalmente evaluando en es y tenemos las siguiente igualdades
f(Tei,e3) = f(er, T es3)

f(Teg, 63) = f(eg, T*63>
f(Tes, e3) = fles, T es)

calculando obtenemos que
0= .f(ela T*e3)a 1= f(627T*63)a 0= f(€3,T*€3)

es decir,
T*63 = €9

Con lo cual la transformacién esta definida por
T - c? — C3
(Zh 292, Z3) — (Zl -+ iZ27 23 7 X1, ZZ) )

Observacién: En el ejercicio anterior, también lo podemos desarrollar matricialmente.
Para ello sabemos que

luego tenemos que

f(Tv,w) = [Tole - 1d - Twle = Pla[T)s - 1d-
f(0,Tw) = e - Id - [T7wle = o - 1d - T

de lo cual obtenemos que
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En el ejercicio tenemos que

1 -1 0
Tle=1 -t 0 1
0O 1 0

por lo tanto
1 ¢ 0
T le=1] -1 01
0 1 0

es decir
T C3 — C?

(21,20,23) — (21 +i29,23 — 21,20)

En general tenemos el siguiente resultado.

Propiedad 85 Sea V' un espacio de dimension finita, f :V xV — K un forma bilineal o
sesquilineal no degenerada y T un endomorfismo de V', entonces para toda C base de V,

[T = [flc" - [T - [f]e

Demostracion: Sea C una base de V' luego

f(Tv,w) = [Tv]e - [fle - [wle = Ple[Te - [fle - [wle

f,T"w) = [le - [fle - [T*wle = e - [fle - [T"]elwle

Al evaluar en v;,v; € C, obtenemos la siguiente igualdad matricial

[T)6 - [fle = [fle - [T"e
[l [T [fle = [T"]e
[T = [flc" - [T - [fe

Ejemplo 58 Sea T(x1,x2) = (21 + 2x2, 11 + 22).
Determinar T™ respecto al producto interno canonico
Determinar T* respecto al producto interno f(x,y) = x1y1 + T1Y2 + Tay1 + 222Ys.

Solucidén: En el primer caso tenemos en la base canénica que

[T*]:[d[T]tfd:“ ﬂt: H H

luego
T*<SL’1,LL’2) = (LL’l + Zo, 25(31 + SL’Q).

Para el otro producto interno tenemos
t
o tetpmtes |02 =171 2771 1
== ][]
1
2

SRR ERTR by
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luego
T*(Slfl, LUQ) = T(Il, ZL’Q)

Propiedad 86 Sea V' un espacio de dimension finita, f:V xV — K un forma bilineal o
sesquilineal no degenerada y T, L endomorfismo de V' entonces

1. (cI)*=¢erl*
2. (T+ L) =T*+L*
3. (ToL)y=L*oT"

Demostracion: Para las demostracion tenemos que tener presente la unicidad del operador
adjunto, notemos que

f(Tv,w) = fv, T"w) Yv,weV
f(Lo, (cT)*(w) = f(v, L'w) Yv,w eV

1. Dado v,w € V
f(cTv,w) =cf(Tv,w) = cf (v, T*w) = f(v, T w)
f (o, () (w)) = f(v, T w)

luego
(cT)" =cT™

2. Sumando las igualdades tenemos

f(Tv,w)+ f(Lv,w) = f(v, L'w) + f(v, T"w)
f(Tv+ Lv,w) = f(v, L'w + T"w)
fU(T+ L)v,w) = f(v, (L*+T")w)

por definicion de operador adjunto tenemos
fo,(T+ L) w) = f(v,(L" +T")w)

luego
(T+ L) = (L"+T%)



CAPITULO 3. FORMAS 7-LINEAL 131

por definicion de operador adjunto tenemos
fo,(ToL) w)= f(v,(L" o T") w)

es decir
(ToL)"=L*oT*

U

Propiedad 87 Sea V' un espacio de dimension finita, f : V x V. — K un forma bilineal
simétrica (sesquilineal hermitiana) no degenerada y T un endomorfismo de V

(T*) =T
Demostracion: Dadas las condiciones del teorema
f(T* v, w) = f(v, (T w)

ademas

f('Ua Tw) = f(Twa'U) = f(waT*U) = f(T*'U’ w)
luego
fo,Tw) = f(T"v,w) = f(v, (T7)" w)
por lo tanto
(T =T

Propiedad 88 Sea V' un espacio de dimension finita, f:V xV — K un forma bilineal o
sesquilineal no degenerada y T' un endomorfismo de V' entonces

1. T es epiyectiva implica que T™ es inyectiva

2. T es inyectiva implica que T es epiyectiva
Demostracién: Supongamos que T es epiyectiva, y u € ker T
f(Tv,u) = f(o,T"u) =0 YveV

Pero T' es epiyectiva luego
flw,u)=0 YweV

es decir, u es ortogonal a todo el espacio, por lo tanto v = 0.
2. Supongamos que 7' es inyectiva, y u € (Im T*)L

f(Tu,w) = f(u, T*w) =0 YweV

es decir, T'u es ortogonal a todo el espacio, por lo tanto Tu = 0, pero T' es inyectiva luego

u = 0, Por lo tanto
(Im 7™ )™~ = {0}

de lo cual obtenemos
ImT*=V.
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Definicién 38 Sea f :V x V — K una forma bilineal simétrica (sesquilineal hermitiana)
no degenerada y T : V' — V un transformacion lineal entonces

Se dice que T es una Operador Normal siy solo st T oT* =T*oT.
Se dice que T' es una Operador Unitaria siy sélo si T* =T~!

Se dice que T' es una Operador Simétrico (Hermitico) si y solo si T* =T.
Propiedad 89 Si T es una operador unitaria entonces T es una operador normal

Demostracién: Si T es unitario luego T* = T'~1
Por lo tanto
ToT*=ToT '=Id=T"'oT =TT

es decir, T" es una operador normal O

Propiedad 90 Si T es una operador simétrico (hermitica) entonces T es una operador
normal

Demostracién: Si T' es simétrico luego T* =T
Por lo tanto
ToT*"=ToT =TT

es decir, T" es una operador normal 0

Propiedad 91 Sea f: V xV — K una forma bilineal simétrica (sesquilineal hermitiana)
no degenerada y T : V — V un transformacion lineal normal entonces

1. Si v es un valor propio de T' entonces T*(V,) C V,
2. St « es un valor propio de T* entonces T'(V,) C V,
Demostracién: Sea v un vector propio de T" asociado al valor propio « luego T'(v) = aw
T(T*v) =T"(Tv) = T"(aw) = oT*(v)

luego T™*(v) es un vector propio asociado al valor propio «, por lo tanto T%*(v) € V.
Sea v un vector propio de 7™ asociado al valor propio a luego T*(v) = awv

T*(Tv) =T(T"v) = T(aw) = T (v)

luego T'(v) es un vector propio asociado al valor propio «, por lo tanto T'(v) € V.
[l

Propiedad 92 Sea f un producto interno sobre V' de dimension finita, T una transforma-
cton normal, entonces

1. kerT = ker T*
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2. Si a es un valor propio de T', con vector propio v entonces @ es un valor propio de T,
con vector propio v.

3 kerT 1L ImT.
4. ker T® = ker T' para todo i € N,i > 1
Demostracién:
1. Notemos que
f(Tu, Tu)=0«< f(u,T"Tu) =0< f(u,TTu) =0 < f(T"u,T"u) =0
Luego u € ker T si y sélo si u € ker T™.
2. Si T'(v) = aw, luego
f(T"v —awv, T"v — av) =
= f(T"v, T*v) + f(aw,aw) — f(T™v,av) — f(aw, T"v)
= f(v, T"Tv) + aaf(v,v) — af(v,Tv) —af(Tv,v)
= f(Tv,av) + aaf(v,v) — af(v,av) —af(av,v)
= f(

av, ) + aaf(v,v) — aaf(v,v) — aaf(v,v) =0
De este modo T™v —awv = 0.

3. Sea u € ker T',v € Im T, por (2) tenemos que T*u = 0, ademés
flu,v) = f(u, Tw) = f(T"u,w) = 0.

Por lo tanto, (ker 7)™ = Im T
4. ker T? = ker T, claramente ker T' C ker T2
Sea u € ker T?, como T'(Tu) = 0 luego Tu € ker T' = ker”
f(Tu,Tu) = f(u, T*(Tu)) = f(u,0) =0
Es decir Tu = 0, de lo cual u € ker T’
0

Teorema 93 Sea T un operador normal sobre un espacio con producto interno complejo de
dimension finita entonces T es diagonalizable

Demostracién: Sea T' un operador normal, y Pr(z) el polinomio caracteristico, y & un valor
propio.
Ya que T" es normal y como (1" — ald)* = T* — ald entonces

(T* — ald) o (T — ald) = (T — ald) o (T* — ald)

luego T' — ald es normal.

Por la propiedad anterior se tiene que ker(T' — ald) = ker(T + ald)?, luego todo los
valores propios tiene multiplicidad uno en el polinomio minimal.

De este modo se tiene que T es diagonalizable. U
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Corolario 94 Una transformacion lineal simétrica sobre un espacio de dimension finita
entonces T' es diagonalizable.

Demostracion: Sea T' un operador simétrico, luego tenemos
av=Tv=T"=av

Como v es no nulo, todo los valores propios son reales y ademas T es normal luego es
diagonalizable O

Definicion 39 Sean V un espacio con producto interno, yT : V — V una transformacion
lineal.
Se dice que T preserva el producto interno si y solo si

(Tv, Tw) = (v,w) con v,w € V.

Propiedad 95 Sean V' un espacio con producto interno, con C una base de V1T :V — V
una transformacion lineal.
T preserva los producto interno si y solo si

(Tv;, Tvj) = (v, v5) con v;,v; €C.

Demostraciéon: Supongamos que preserva en la base, si v,w € V entonces
v = Z a;v;, w = Z bjv;
i J
al evaluar tenemos
(Tv, Twy = (T z:cm)Z Z bjv;))
- S ST
- ST He
S0

= (v, w)
luego T' preserva el producto interno, en el otro sentido es inmediata. O

Ejemplo 59 Hallar T € End(R?), tal que preserva el producto interno candnico.

Solucidén: Sea T € End(R?), tal que
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Yy “T1 0 r yl| |10
z w 0 1 zw| |01
Multiplicando obtenemos que

422 zy+zw | [1 0
xy+z2w yr4+w? | |0 1

Luego se tiene que

luego tenemos que
=1, wy+aw=0, y+uw=L

Ya que x e z no pueden ser ambos nulo, se despeja en la segunda ecuacion y reemplazamos
en la tercer para obtener:

mee {5 _2][0 ]iesr-1)

Propiedad 96 Sean V' un espacio de dimension finita con producto interno,
G={T e EndlV) | (Ve,yeV)(<Tz,Ty>=<uz,y>)}
es un grupo con la composicion.

Solucidén: Ya que V un espacio de dimension finita con producto interno, luego existe una
base ortonormal C de V.
Sea T € (G, luego se tiene que

[Te - [<>le-[Tle = [<>]e
[Te-1d-[Tle = Id
[T)e-[Te = Id

es decir, T € Aut(QG).
Dados T, L € G, u,v € V, se tiene que

< L(Tu), L(Tv) >=<Tu,Tv >=< u,v >

Por lo tanto Lo T € G.
Finalmente T € G, existe T~! € Aut(V), dado u,v € V, se tiene que

<T7Hw), T ') >=< T(T' (), T(T"*(v)) >=< u,v >

De lo cual tenemos que G < Aut(V'), es un grupo. O

Grupo Ortogonal

Sea f :V x V — K, una forma bilineal simétrica no degenerada.
El conjunto de los automorfismo que preservan la forma f es un grupo y se llama grupo
ortogonal

O(f) ={T € Aut(V) | (Vo,y € V) (f(Tz,Ty) = f(z,y))}
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Grupo Unitario

Sea f :V x V — C, una forma sesquilineal hermitiana no degenerada.
El conjunto de los automorfismo que preservan la forma f es un grupo y se llama grupo
unitario.

U(f) =AT € Aut(V) | (Vz,y € V)(f(Tz,Ty) = f(x,y))}

Ejemplo 60 Demostrar que el grupo que preserva el producto interno candénico de C? es

a —bu _ T -
{[b ELU]GM2(C) | aa+bb—1/\uu—1}

3.4.3. Ejercicios

1. Sea f un producto interno sobre V', y T : W — V una transformacion lineal inyectiva.

Demostrar que fr(z,y) = f(T'(z),T(y)) es un producto interno en W.
2. Sea f un producto interno sobre V y S C V, demostrar que
a) {0}t =V
b) S+ <V
) V==5ta (s

3. Demostrar la desigualdad

a1+ as+ ...+ ay 2< a?+ai+..+a?
n - n ’

(Vn € N) (Va; € R) (

4. Sea V = R3, un R-espacio vectorial, y f el producto interno canénico
Op(V)={T € Aut(V) | [f(Tz,Ty)= f(z,y)}
Determinar A = {g € Op(V) | g(e2) = e2}.
5. Sea V = C3, un C-espacio vectorial, y f el producto interno canénico
Up(V) =A{T € Aut(V) | f(Tz,Ty)= f(z,y)}
Determinar A ={g € Uf(V) | g(e2) = e2}.
6. Sea T : C* — C?, tal que
T(z1, 9, x3) = (x1 + T2, 371 + 23, T2 + ix3).

Hallar T™(x), respecto a la forma sesquilineal hermitiana no degenerada canénica (o
usual) de C3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea f: C3 x C* — C tal que f(z,w) = 21 + 22W3 + 23wW3. una forma sesquilineal no
degenerada y h, : C* — C3 tal que hy(2) = az. Hallar h}
Sea T : C3 — C3? tal que T'(2) = (iz1 + (2 + 3i)22, 321 + (3 —4)23, (2 — 51)23).

Hallar 7™ respecto a la forma sesquilineal no degenerada hermitiana usual.

Sea f un producto interno en V' y T' € End(V) un operador normal tal que 7% = 0.
Demostrar que 7" = 0.

Sea f un producto interno en V' y 7' € End(V') un operador normal en V'

Demostrar que,
(Vr € N*)(ker(T") = ker(T"))

Sea f un producto interno en V' y T' € End(V) un operador normal tal que 7% = 0
Demostrar que T' = 0.

Demostrar que dada una forma sesquilineal hermitiana no degenerada, siempre existe
un vector no isoétropo.

Sea V un espacio con f un producto interno complejo de dimension finita y 7" un
operador lineal sobre V.
Demostrar que T' es simétrico o autoadjunto si y sélo si f(Tz,x) es real para todo

rzeV

Sea F' un forma hermitica tal que F' no tiene vectores isétropos no trivial entonces, F'
es positiva definida o bien negativa definida.

Sea F(A,B) = ntr(AB) — tr(A)tr(B), donde A, B € M(n,C). Demostrar que F es
una forma hermitica.
. Tiene vectores isétropos no nulo?

Sea F' una forma sesquilineal no degenerada y simétrica sobre V y T : V — V una
transformacion lineal. Demostrar que 7'+ T™ es autoadjunto.

Sea A € M, (R) simétrica (A = A'). Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) « es una raiz de P4(z) entonces « es real .
b) A es simétrica (nilpotente) entonces A% es simétrica (nilpotente).

¢) A simétrica y nilpotente entonces A = 0.
Sean ajq, ag, ...c,. todas sus raices P4(z) en R. Consideremos
g(z) = (r —a)(x —ag) (z—ap).

d) Si A es simétrica entonces g(A) es simétrica y nilpotente.

e) Si A es simétrica entonces A es diagonalizable.
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3.4.4. Ejercicios Propuestos

Problema 94.
Sea B = {1 + 2,2 — x,z + 2%} una base de Ry[z] y f un producto interno tal que la

matriz asociada en esta base es

— DN
N Ot DO
DN DN =

Si
T(a+br+cz®)=a+b+ (a+b+c)x+ (2a — b+ c)a?

Determinar T*, adjunto de T, respecto a f.

Problema 95.

Sea C = {1,z,2% 2} la base canénica de R3[z] y f una forma bilineal no degenerada tal
que

[f]c:

O O = =
_ O N =
—= NN OO
N~ = O

Si
T(a+br+cx* +de®)=(a+b—c)+(a—b+c)x+(a—c+d) 2’ + (a+c—d) 2>
1. Hallar T*(a + bz + cx?® + dx3), respecto a f

2. Determinar si 7™ es biyectiva

Problema 96.

Sea B = {1,1+2* 1+ 2° 1+ 2} una base de R3[x] y f una forma bilineal no degenerada
tal que

O RN
N — O =
— N

Si
T(a+bx+cx®+da*) = (2a+b)+ (b+c)x+ (a—c)2* + (a — d) 2°.

una transformacién lineal, entonces
1. Hallar T*(a + bz + cx® + dz?), respecto a f

2. Determinar si 7™ es biyectiva
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Problema 97.

Sea F' una forma hermitiana sobre C? tal que la matriz asociada a F' en la base canénica
es

0 2—1 0
2+ 0 3—21
0 3+2 1

Si
T(z,y,2) = 3z +iz,y + (1 +1i)z, (1 — i)z + (3+ 24)y)

una transformacién lineal, entonces
Determine T* (operador adjunto), respecto a F.

Problema 98.

Sea B = {1,1+4z,1+ x + 2*} una base de Ry[z] y f un producto interno real tal que la
1 21
matriz asociada en esta base es | 2 5 2 | y T : Ry[z] — Ry[x] tal que
1 2 2

T(a+br+cx®)=a+b+ (a+b+c)r+ (2a — b+ c)z?
Determinar 7™ adjunto de T, respecto a f.
Problema 99.

Sean a + br + ca? + dx® + ez, d' + Va + da? + d'a® + €2t € Ry[z]
Considere el producto

f(p,q) = ad + bV +cc +2dd + de’ + ed' + ee’

T(a+br +cx® +dx’* +ex?) =a+b+ (c+2d)x + (a +e)x* + (b — 2b)x*

una transformacién lineal, entonces
Determinar 7% adjunto de T', respecto a f

Problema 100.
Sea f: C3 x C* — C tal que f(z,w) = 21y + 299 + 23w3 producto interno complejo
usual

1. Sea h, : C* — C? tal que hq(z) = az. Hallar b}

2. Sea T : C* — C?® tal que T'(u,v,w) = (iu+(243i)v,3u+(3—14)v, (1 —2i)v+ (1 —5i)w).
Hallar 7™ .
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Problema 101.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C? tal que

1 1443 0
fle=|1-i 3 1—i
0 1+i 3

y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (a+1ib,ib+ c,ia — c).

una transformacién lineal, entonces

1. Determine una base ortogonal para f
2. Hallar T*(a, b, ¢), respecto a f

3. Determinar si 1" es normal

Problema 102.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C3 tal que

0 2—1 0
flo=1|2+i 0 3-2
0 342 1
y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (ia + 2b,b0+ (1 —i)c,a — c).

Determinar 7% adjunto de T respecto a f

Problema 103.
Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C3 tal que

1 2—1 0
fle=|2+i 6 3-2
0 342 15
y T :C?* — C?, tal que
T(a,b,c) = (2a +ib,b+ (1 +1i)c,a —¢).
a) Hallar T*(a, b, ¢), respecto a f

b) Determinar si T™* es biyectiva
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Problema 104.

141

Sea B = {e3,e5 + 3,61 + 3 + e3} una base de R® y f un producto interno tal que la

1 -1 1
matriz asociada en esta basees | —1 2 1 | y T :R3 — R3 tal que
1 1 6

T(a,b,c)=(c—a,a—b+c¢,2a—b+c)

Determinar [T%|g y T™(e3)

Problema 105.

Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C? tal que

1 — 0
fle=17 2 1-i
0 14+ 3

y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (a+1ib,ib+ c,ia — c).

1. Determine una base ortogonal para f
2. Hallar T*(a, b, ¢), respecto a f

3. Determinar si 1" es normal

Problema 106.

Sea f una forma sesquilineal no degenerada sobre C? tal que

0 1—2 0
flo=|1+20 0o 3-2
0 3+ 2i 1
y T :C3 — C3?, tal que
T(a,b,c) = (ia + 20,0+ (1 —i)c,a — c).

Determinar 7% adjunto de T respecto a f

Problema 107.

Sea f una producto interno real usual sobre R" y T,, € L(R",R™), para todo u € R"

definido por
Tu(z) =2 —2f(u,x)u.
Para todo u € R"”
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1. Determine el adjunto de T,
2. T, es un operador normal, simétrico.

3. Demuestre que si f(u,u) = 1 entonces T), preserva el producto interno f.

Problema 108.

Sea f un producto interno sobre un espacio complejo de dimensién finita V 'y T' € L(V, V)
tal que (Yo € V) (f(T(v),v) =0), entonces

T =0.

Problema 109.

Sea f un producto interno sobre V' un espacio real de dimension finita y 7" un transfor-
macion lineal que preserva f. Demostrar que det ([T]¢) = £1.

Problema 110.

Sea C? con el producto interno usual y T' € End(C?) tal que T'(a,b) = (ia — ib, —ia + ib)
Determinar si 7' es normal, hermitiana, o unitaria.

Problema 111.

Sea f un producto interno sobre un espacio real de dimensién finita V' y T € L(V, V) tal
que T'=1T7%.

Demostrar que si «, 8 son dos valores propios distintos de 7" entonces V,, C (Vﬁ)l .

Problema 112.

Sea f un producto interno sobre un espacio complejo de dimensién finita V 'y T € L(V, V)
operador unitario
Si W <V invariante por T, es decir T(W) C W, entonces W+ invariante por 7.

Problema 113.

Sea V' un espacio vectorial y {vy, vy ..., v,} una base ortonormal de V' 'y 7" € L(V,V) un
operador unitario entonces
Demostrar que {Tvy, T'vs,..., T, } una base ortonormal de V'

Problema 114.

Sea W < V| f un producto interno sobre un espacio de dimensién finita V 'y T' € End(V)
normal entonces

Demostrar que W es T- invariante si y sélo si W+ es T*- invariante

es decir

TW)CW «— T (W) c wt



Capitulo 4

Producto Tensorial

4.1. Introduccion

Construyamos un modelo al cual pronto llamaremos producto tensorial, para ello sean
U,V dos espacios vectoriales de dimensién finita sobre K y L(U, V'), el espacio de las trans-
formaciones lineales de U en V,

Dada un producto interno en U, se tiene que

¢: U — L(UK)
U~ u* U — K
v~ < v,u >
es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Ademas tenemos la siguiente funcién natural

. UxV — LUV)
(x,y) ~ 7w(z,y): U — Vv
u o~ (u)y
es una forma bilineal, tal que I'm(w) genera L(U, V).
Para comprobar esto, sean f € L(U, V), y {uy, ug, ..., Up, Up11, Urs2, ..., Uy } una base or-
tonormal tal que

ker(f) =< Uy, Ug, ooy Up >3 Im(f) =< f(ur-i-l)a f(ur+2)a sety f(un) >

con lo cual tenemos
n

f(z) = Z i f (us)

i=r+1

n
= Z < aug, u; > f(u;)

i=r+1

= z": < x,u;p > fug)

i=r+1
n

= > wi@)fw)

i=r+1

143
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es decir,
n

fla) = m(w, f(w)) ().
i=r+1
Ademas satisface la siguiente propiedad universal dada por:
Sean B : U xV — W un operador bilineal y 7 la funcién definida anteriormente entonces
existe un dnica ¥ : L(U, V) — W un operador lineal tal que ) om = B, es decir, el diagrama
conmuta

UxV - L(U,V)

\ gzl!dz
B v

w

Para definir la transformacion lineal, basta definir en la base ¥/(E; ;) = ¥(uf, v;) = B(u;, v;),
y la unicidad se obtiene ya que esta definida en la base.

Un espacio que cumpla estas propiedades es llamado producto tensorial y denotado por
UxV.

De esta manera se tiene que:

Si dimg U = n y dimg V' = m entonces

UV ~LUV) >~ M,un (K) ~ K"

Ejemplo 61 De lo anterior tenemos que

1. R®R = Endg(R) =R

2. C®C = FEndc(C)=C

3. C®C = Endg(C) = R".

4.2. Producto Tensorial

Teorema 97 Sean U,V dos espacios vectoriales sobre K entonces existe un tnico (salvo
isomorfismo) T espacio vectorial sobre K y un operador bilineal m : U x V. — T tal que

T1 Im(7) genera U@V o < Im(m) >=T
T2 Si para todo B : U x V. — W un operador bilineal, entonces existe un unica transfor-

macion lineal f:T — W tal que
for=BRB

En este caso (T, m) es llamado el producto tensorial de los espacios U y V
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Demostracién: Sean U,V dos espacios vectoriales sobre K
Unicidad: Supongamos que existen espacios que cumple con las dos propiedades anteriores,
luego sea (T",7) otro espacio con las mismas propiedades, de ello tenemos

T’ T
/ §3!g1 / §5|!92

v N v

UxV il T UxV il T
= §3!g1

T v i v

T’ T

Como las compuestas son unicas, luego g; o go = Id. Analogamente la otra igualdad
g2 0 g1 = Id. Por lo tanto los espacios son isomorfos.
Existencia: Sea C(U x V), el espacio vectorial libre generado por el conjunto U x V| es
decir,
CUxV)={f:UxV =K | f esfuncién con soporte finito}

Una funcién tiene soporte finito si y sélo si el conjunto f~(K*) es finito, queda como
ejercicio demostrar que este conjunto es un espacio vectorial sobre K.

Una base de C'(U x V') del espacio vectorial sobre K, es {d(., | (z,y) € U x V }, donde
(z,y) son funciones que en (z,y) es 1y el resto es cero, llamada delta de Kronecker.

Sea N(U x V) el subespacio de C'(U x V') generado por los vectores

f(au + Bulv U) = 5(au+ﬁu’,v) - O‘(S(u,v) - B(s(u’,v)
g(u> av + ﬁvl) = 5(u,av+ﬁv’) - O‘(S(u,v) - ﬁé(u,v’)
es decir,

NU xV)={f(au+ Bu',v), glu,av+Bv") | «a,BeKuu €U v eV})

Sea el espacio cociente,
T=CUxV)/NUxYV).

donde dos elementos son iguales cuando

F=gef-geNUxXV)

y las operaciones usuales

|
~
+
@

o

|
I
Q

<

ademas la funcién compuesta dada por

7: UxV — CUxV) = CUxV)/NUXxV)
(T,y) ~ e O(u)
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es decir,

7(u, v) = d(uw)

y es claramente bilineal. B
Ahora veremos que < Im7 >= T, para ello sea f € T, luego existe f € C(U x V), de
modo que si J = f~1(K — {0}) es un conjunto finito, ademés se tiene que

f: Z f(uvv)(s(u,v)

(u,w)ed

?: Z f(u,v)m

(u,v)ed

y por lo tanto

F=>" F,0)0um) €< 8un | (u,0) €U xV >=<m(u,v) | (u,0) €U x V >
(

u,v)EJ

Asi tenemos que T esta generado por Im 7.
Y ahora veremos la Propiedad Universal.
Sea B : U x V — W un operador bilineal, por demostrar que existe f : T — W lineal.

N gggf
B v
%4

Para ello sea g : C(U x V) — W, definido por

9 (0ww) = Blu,v)

g Z )\u,v(s(u,v) - Z )\uﬂ)B(U,U).

(u,w)eJ (u,v)eJ

UxV

Ya que g esta definida en la base y extendida linealmente, luego g es una transformacion
lineal.

Ademds tenemos que B es bilineal, luego N(U x V') C ker g.

Por lo tanto, existe una tnica transformacion lineal de f : T" — W, que permite que el
diagrama conmute U
Notacion: Con ello este espacio vectorial T' salvo isomorfismo lo denotamos por U ® V' y
los elementos 7 (u,v) = u ® v.

Definicién 40 El producto tensorial es un par (U @ V,x), donde U @ V' es un espacio vec-
torial m: U xV — U ®V es un operador bilineal y cumple con:

T1 Im(7) genera U@V o <Im(m) >=U®V
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T2 Si para todo B : U x V. — W un operador bilineal, entonces existe un unica transfor-
macion lineal f: U @V — W tal que
for=BRB

™

UxV

UV

B v

W
Propiedad 98 Sean {uy,us, ..., u,} base de U y {vy,vs,...,v,} base de V' entonces
{u; ® vj | 1,7} es un conjunto generador de U @ V

Ejemplo 62 Sea K un cuerpo, considere la siguiente operador bilineal

I: K*x K™ — My (K)
(@,y)  ~ [(@iy)ig)
Demostrar que (M, (K),T'), es producto tensorial de K™ con K™

4.2.1. Propiedades del Producto Tensorial.
Propiedad 99 Sean u,ui,us € Ujv,v1,v0 € Vo, B € K luego
1. (auy + Pus) @ v = (u; ® v) + 5 (uy @ v)
2. u® (avy + fug) = a(u®@vy) + 6 (u® vy)
3. a(u®v)=(au)®v=1u® (av)
Demostraciéon: es inmediata ya que 7 es bilineal. U

Ejemplo 63 Con las notaciones anteriores del diagrama

™

UxV

UV

N E”f
v '

W

Demostrar que:
f es epiyectiva si y solo si Y es epiyectiva

Propiedad 100 Sea {e;};c; una base de U, entonces todo vector de z € U @ V' se puede
escribir de la forma
z= Z e; X w;

ieJ
con J C 1 finito.
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Demostracién: Ya que Im 7 genera el espacio U®V, luego z = 7, - A j (w; ® v;) una suma
finita.

Por hipétesis tenemos que {e; }icr es una base de U, luego para cada u; = ), ay;€;, donde
aq; € K, reemplazando obtenemos que

>\l7j (Ul ® UJ >\l,] ( (Z 0%} zez> & Uj)

= E ay; €i®)\l7]’1}j)
7

y finalmente
Z—Z)\m (w ®v;) = ZZQM (€; ® Aijvy) —ZZQH (€: ® Aijvy)
lj i RN
reescribiendo
z = Z Z Qaq; <€i ® Z )\l,jvj> = Z (6i ® Z Qay; Z >\l,jvj> = Z (e; @ w;)
i1 j i ! j i

donde

:E E i V;
T

un suma finita. O

Propiedad 101 Para todo vector no nulo z € U ® V', existe un unico r € N tal que

T
Z = E U; Q v;
1=1

tal que {uy,us, ..., u.} es linealmente independiente en U y {v1, vy, ...,v,.} es linealmente in-
dependiente en V.

Demostracién: Por la propiedad anterior tenemos que todo vector se puede escribir de la

T
forma z = > x; ® y;, donde {xy, z, ...,z } es linealmente independiente.
i=1
Supongamos que

r = min {n eN | BuelU)FyieV)(z= le ® y; A {x;} l.i.)}
i=1
Sir=1,z=2®y #0, luego x #0 Ay #0.
Sea r > 1
= > x; ®y; tal que {1, x9,...,x,} es linealmente independiente, {y1,ya,...,yr} €s
i=1
linealmente dependiente, luego reordenando podemos admitir que

hn = Z QY
i=2
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reemplazando tenemos

Z=x1®y1+2xi®yi

=2

=21 ® (Z Oéﬂﬁ) Z l'z ® yz)
_ Zai(:cl ®yi)+Z(xi®yi)

=2
T

_ Z (i @) + Y (2 @ ;)

1=2
T

= (a1 + ;) @ y;)
1=2

por lo tanto, es una contradicciéon con el la forma de escoger el r. Luego {z1,xo, ...

{y1, Y2, .., yr} son linealmente independiente.
Definicién 41 Sea z € U ® V', no nulo

r:min{neN | (Elxi6U)(ElyiGV)(z:in@)yi/\{xi},{yi} lz)}

i=1

se llama la longitud de z
Ejemplo 64 En R? @ R? tenemos la siguiente igualdad
S= (L2 (1L0)+ (1) ®0,1) = (3,3)® (2 —1) + (5.4 ® (~1,1)

149

,Tr ),

O

Note que {(1,2)(2,1)},{(1,0)(0,1)},{(3,3)(5,4)},{(2,—1)(—1, 1)} son conjunto linealmente
independiente y el vector z tiene longitud 2, es decir, los vectores linealmente independiente

no son unico.
Solucién: Debemos igual para poder comprobar

z = (3,3)®(2,-1)+ (5,4) ® (—1,1)
3)® (261 —e3) + (5,4) ® (—e1 + e3)
3)®2e; + (3,3) @ (—e2) + (5,4) @ (—e1) + (5,4) @ eq
6)®€1+( 5,—4)®€1+(—3,—3)®62+(5,4)®62
6) + (=5, —4)) @e1 + ((=3,-3) + (5,4)) @ €3
,2)®61+(2 1) ® ey

=
= (3,
= (6,
= ((6,

(1

Propiedad 102 Sean {uy,us,...,u.} es linealmente independiente en U, y {vq,vs, ...

subconjunto de V' tal que
Z U; &® V; = 0
i=1

entonces para todo i tenemos que v; = 0

.U}
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Demostracién: Como {uy, us, ..., u,} es linealmente independiente, luego existen
uy, uy, ..., ur € L(U,K),
y g; € L(V,K) definimos
h=hgy UxV =K, hluv) Zu

por propiedad universal, existe una transformacion lineal

UV =K, l(u®v) = Zu

Como tenemos que
0= Z U; &® V;
i=1
aplicando la lineal tenemos:

s T

:l(Zui(X)vi):Z u; @ v;) ZZuj u;)g;i(v;) ZQJ ;)
i=1 i=1

i=1 j5=1

Asi tenemos que
Y gi) =0, Vg eV =LV.K)

luego v; = 0.

Corolario 103 Sean x € U, y € V, tal que x # 0 # y entonces x @ y # 0.

Corolario 104 Sean {ui,us,...,u.} es linealmente independiente en U, y {vi, vy, ...

{v], v, ..., v.} dos subconjunto de V tales que

T T
/
g Ui@%’:E U; @ v;
i=1 i=1

entonces para todo i tenemos que v; = vL.

Demostraciéon: Como se tiene que

T T
/
E U Qv = E U; @ v;
i=1 =1
T T
E : 2 : /
Ui Q V; — u,-®vl- =0
i=1 =1
T

Z(UZ®UZ—UZ®U;) =0

i=1
Zui@) (v; =) = 0
i=1

Luego se tiene que v; — v, = 0, es decir v; = v, para todo i.

150
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Ejemplo 65 Sean U y V' dos espacios vectoriales sobre K
StueUnv eV tal que u ® v # 0, entonces

u@v=u® siysdlosi (3t eK") (W =tunv =t""v)
Propiedad 105 Sean U,V y W espacios vectoriales sobre K entonces
LUV, W)= Bil(U xV,W)

Demostracion: Basta tener presente la propiedad universal del producto tensorial, es decir,

UxV T
N 53!1

¥ v

W

Luego definimos
v LUV,W) — Bil(UxV,W),
l ~  YP(l)y=lomw

O
Corolario 106 Sean U, V dos espacios vectoriales de dimension n y m sobre K entonces
dim(U ® V) = nm
Demostracién:
dim(U ® V) =dim L(U ® V,K) = dim Bil(U x V,K) = nm
O

Corolario 107 Sean {uy,us, ..., u,} base de U y {vy, v, ..., vy} base de V entonces {u; ®
vj | 1,5} es una base de U @ V

Ejemplo 66 En R?®R?, determine si el siguiente conjunto es linealmente independiente o
dependiente

{(1,2) ® (1,0),(2,1) ® (0,1),(3,3) ® (2,-1) }

Solucion:

0 = a(1,2)®(1,0)+5(2,1)® (0,1) +¢(3,3) ® (2, 1)
= a(l,2)®e; +b(2,1) ®es +¢(3,3) ® (2e1 — e3)
= a(1,2)®e; +b0(2,1) ® ea + ¢(3,3) ® 2e; — ¢(3,3) ® €9
= a(l,2)®e; +¢(3,3) ®2e1 +b(2,1) @ ex — ¢(3,3) @ eq

((a,2a) + (6¢,6¢)) @ ey + ((2b,b) + (=3¢, —3¢)) ® €5
= (a+6¢,2a+6¢)®@e;+ (20— 3¢, b — 3c) ® ey
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De lo cual tenemos que (a + 6¢,2a + 6¢) = (0,0) = (2b — 3¢, b — 3¢) es decir

a+6c =
2a + 6¢c =
2b — 3¢

b—3c =

o O OO

Por lo tanto tenemos a = b = ¢ = 0, es la solucién del sistema y el conjunto es linealmente
independiente.

Ejemplo 67 Dado la formar bilineal

B: RZxRZ — R
(x,y) ~ x1y1 + 22192 + 2221,

Determine la tinica funcion lineal f : R? @ R?2 — R, de la propiedad 105
Solucidén: Por la conmutacion del diagrama tenemos
fle: @ ej) = Blei, €5)
por lo tanto, extendiendo linealmente la funcién obtenemos

f(z Q; ;€4 & €j) =ay + 2@1,2 + 2@2,1

2
Ejemplo 68 Dado el operador bilineal

B: R*xR? — R3
(x,y) ~ (x1y1 + 221y2 + 229y1, ToYs, T1Y1 + 3T2Y1)

Determine la tinica funcion lineal f : R? @ R? — R3, de la propiedad 105
Solucion: Por la conmutacién del diagrama tenemos
flei @ e;) = Blei, e5)
por lo tanto, extendiendo linealmente la funcién obtenemos
f(z a;jei®@e;) = aj1B(er,er) +aiaB(er,es) + as1B(ea, 1) + azsaB(es, €3)
2%

= 0,171(1, 0, 1) + &172(2, O, 0) + a271(2, 0, 3) + &272(0, 1, O)

= (@11 +2a12+ 2a21, 022,011 + 3az1)
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Subespacios Vectoriales de un Producto Tensorial

Sean U,V dos espacios vectoriales sobre K y el operador bilineal

m7: UxV —= UV
(r,y) ~ 2@y

SiU; < U, Vi <V, entonces

Uy xV; - le‘/i — U®V
(,y) ~ QY

es un operador bilineal.

Propiedad 108 Sean U,V dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y Uy < U, Vi3 <V en-
tonces (< m(Uy x V1) >, 7|y, xvy ) cumple las dos propiedades que define el producto tensorial,

es decir,
<t xWV)>=U,V <URV.

Demostracién: Sean U; < U, V; <V, luego
Uy x V) ={u®v|ueclU,veVi} CURV

Denotemos
T =< 7T(U1 X ‘/1) >

De este modo tenemos que (7', 7|y, v, ) cumple la primera propiedad.
Para la segunda propiedad, sean b : Uy x V; — W, un operador bilineal y Uy < U, Vo, <V

tales que

es decir, dado u € U tenemos u = u; + us con uy € Uy, ugy € Uy, andlogamente para v € V.
V:UXxV =W, V(u,v) =0buy,v)
es un operador bilineal, luego existe
VvV —=w, '(uev)=0bu,v)
sea | = l'|7, y calculemos
Lom(uy,v1) =1U(u; @) =1'(ug @ vy) = b'(ug,v1) = bug, v1).

de este modo tenemos la existencia, la unicidad se obtiene debido a que estos vectores
generan. 0

Ejercicio 69 Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita sobre K, Vi, V5 subespacio
de V' entonces demostrar que

VieWnWheW=WVNnlk W
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Ejercicio 70 Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita sobre K, Wi, Wy subespacio
de W entonces demostrar que

VeoWinVeW,=V (W, NW,)

Ejercicio 71 Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita sobre K, Vi subespacio de
V' y Wy subespacio de W entonces demostrar que

VeoW)nNn(WMeW)=VeW;

Ejercicio 72 Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita sobre K, Vi, V5 subespacio
de V. y Wy, Wy subespacio de W entonces demostrar que

Vi@W)n(Ve@ W) = (Vinh) @ (Wi NnW,)
Teorema 109 Sean U,V dos espacios vectoriales sobre K y Uy < U, Vi <V entonces
U/ U)oV, V)~ (UeV)/ (heV+UeW))

Demostracién: Por la propiedad anterior tenemos que U; @ V +U ®@ V; < U ® V, luego
tenemos la siguiente funcion

v UxV — (UV)/(U;V+U®W))
(w,v)  ~ Y(u,v) =u®v

que es bilineal.
Ademads notemos lo siguiente, si (u,v), (u/,v") en U,/ U; x V /V; son iguales entonces
u=u',v="1"es decir u =1 + uy, v =0+ vy, por lo tanto

El valor es tnico independiente del representante, por ello se define la siguiente funcién en

el cociente
UV: U/UxV,/ Vi - (UV)/(ULeV+UW))

(u,0) ~o Y(u,v) =u®v

la cual es bilineal.
Veamos ahora la primera propiedad, seaz € (U® V) /(U ® V 4+ U ® V1)) por lo cual
tenemos que

T=Y wQu=Y 5,00=> VY% e<In¥ >

Para la segunda parte sea

B:(U/U) % (V/Vi) =W
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una operador bilineal, luego definimos
By :UxV —=W, Bj(u,v)= B(u,?)
es un operador bilineal, por lo tanto existe una lineal
UV =W

Ademas cumple con U; @ V + U ® V; C ker f.
Por lo tanto
f(UeV)/(LheV+UeW) =W

Y la unicidad se obtiene que genera la imagen,es decir, cumple la propiedad universal, por
ello

U/h)e(V, VM) =(UaV),/ (UieV+UcW))

Ejemplo 73 Dado los espacios vectoriales
U={(z,y,z,w) eR* |z +y=z2+w} V={(xy,2) eR®|2x -3y =2}
Determinar la dimension del subespacio vectorial U @ R? +R*®@ V de R* @ R?

Propiedad 110 Sean U,V dos subespacios vectoriales de W entonces
W, U)o W,/ V) ~(UxV),/(UNV)eV+UxUNV)))

Propiedad 111 Sean {U;}icr, {V;}jes dos familia de espacios vectoriales entonces

icl jeJ (i,5)eIxJ

Propiedad 112 Sea F un subcuerpo de K y U un F-espacio vectorial entonces sabemos que
K® U es F- espacio vectorial.
Se define
T Kx (KeU) — (KeU)
(a, 2B ®u)) — X (af)®u.

Demostrar que (K® U) es un K-espacio vectorial.

Demostraciéon: Ya que K y U son F-espacio vectorial, luego KQU es un F espacio vectorial,
luego (K ® U, +) es un grupo abeliano.
Para demostrar que el producto esta bien definido, sean o, 8 € K,u € U.
T.: C(KxU) — KU
5(5#) — (Oéﬁ) X u.

es una funcién lineal tal que N(K x U) C ker T,.

T,: KU — KU
fRu — (af) @ u.
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luego el producto esta bien definido

Kx (KeU) — KU
(a,f@u) — T,(u)=(af)®u

para las otras propiedades, sean «, 3;,v; € K, u;,v; € U. 1. Distributividad

Q(Z(ﬁi ® u;) + Z(%’ ®v;)) = (Z(aﬁi ® u;) + Z(Oé%' ® v;))
= (« Z(ﬁi ®u;) + Z(%‘ ® v;))

? J

2. Distributividad

(a+7)2(5i®ui) = Z((ajtv)ﬁi@ui)

= Z((Ofﬁi +76i) ® u;)

= Z(aﬁi ® u; + 76 ® u;)

(2

= D(afi@w)+) (1@ w)

K3 K3

= «a Z(ﬁi ® ug) + Z(ﬁi ® u;)

(2

3. Asociatividad

(@7)-SBow = Y a8 ouw)

= Z(Oé'(%ﬁi)@)ui)

= a'(Z(V'ﬁz’ ®u;))

(2

= a-(y (Z(ﬁz ® u;)))

)

4. Neutro

1Y Biow) = > (18w

7 7

= Z(ﬂz ® u;)

7

Luego (K® U, +,-) es un K-espacio vectorial.

Ejemplo 74 R es un subcuerpo de C, R? es un espacio vectorial de R,
Determinar la dimensidn del C espacio vectorial C @ R2.
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Solucion: Notemos que
a® (a,b) =aa(l®e;)+ ab(l® ey)
Ya que
<{a®(a,b) | acC, (r,y) € R*} >=CxR?
luego
<{1®e,1®e} >=C®R?

Es linealmente independiente

= a(l®ey)+ (1 ®es)

a®er)+ (B ®ey)

a+bi®er)+ (c+di®es)

1®aer)+ (1 @ber) + (1 ® cez) + (i ® deg)
1® (a,c)+i® (b,d)

oo o o o
|

(
(
(
(

Ya que {1,i} es linealmente independiente como R espacio vectorial se tiene que
(a,c¢) =(0,0) (b,d) = (0,0)

De este modo @ = 0 = f3, es decir son linealmente independiente
Por {1®e;,1® ey} es una base de C @ R?

Propiedad 113 Sea U un R espacio vectorial de dimension n entonces C @ U es un C
espacio vectorial de dimension n.

Propiedad 114 Si M, ,,(R) es el R espacio vectorial de las matrices n x m entonces C ®
M, sm(R) es isomorfo a Myxm(C) como C espacio vectorial.

Ejercicio 75 Sean U,V,W espacios vectoriales sobre K

1. Demostrar que la correspondencia es isomorfismo

KeW ~ W
(a®@w) <— aw

2. Demostrar que la correspondencia es isomorfismo

WeV =~ VoW
(wW®v) +— vRw

3. Demostrar que la correspondencia es isomorfismo

UeV)eW =~ Ux(VeW)
(uRV)Quw +— u® (v w)
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4. Demostrar que la correspondencia es isomorfismo

Ve @U) =~ alVael)
v (Dou) —— D vRuy

Ejercicio 76 Sean U,V dos espacios vectoriales sobre R, con producto interno Fy, Iy res-
pectivamente

Demostrar que
F: UVxU®V — R
(u@uv,u/ @) — Fi(u,v)F;(v,v")

definido en los elementos basales es un producto interno real.

4.2.2. Producto Tensorial de Funciones Lineales

En el capitulo de formas bilineales, demostramos que si f € L(V,K) y g € L(U,K)
entonces

fxg: UxV — K
(u,v) = flu)g(v)

es una forma bilineal, ahora mas en general tenemos que

Propiedad 115 Sean f:U; — Us, g : Vi — Vs transformaciones lineales entonces

fxg: Uy xVy — Us ® Vs
(w,v) = flu)@g(v)

Es un operador bilineal.

Demostracién: Sean f € L(Uy,U,), g € L(V;,V3). Claramente es una funcién, ya que dado
u € Uy, v € Vi, entonces f(u) € Uy y g(v) € Vs, por ende tenemos f(u) ® g(v) € Uy ® Vs.
Dados u,u" € Uy, v,v" € V1 vy a € K se tiene que

(f x g)(u+toaw',v) = (f(u+tau)®g(v)
(f(u) + af(u)) @ g(v)

= fu) ®@g() +a(f(v) ©g(v))
= (f xg)(u,v) + a(f x g)(v,v)

(f xg)(u,v+a) = (f(u)®g(v+ar)
f(w) @ (g(v) + ag(v))
flu ) g(v) + a(f(u) ® g(v"))

= (f xg)(u,v) +a(f x g)(u,v)

luego tenemos que f X g es un operador bilineal U
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Observaciéon: La anterior bilineal, al considerar el siguiente diagrama

Uy xV; a UreV

O i3y
\4

Us @ Vs

fxg

permite definir una tnica lineal, tal que en los elementos basales cumple con

fog: LoV — Ul
uv = flu)®gv)

Ejemplo 77 Sean Id, : U — U, Idy : V — V' funcion identidad entonces

Idi®@Idy: UQV — UV
u@v = Idi(u)®@Idy(v) =u®wv

Luego
Idy ® Idy = Id

Propiedad 116 Sean Uy, U,, Vi, Vs espacios vectoriales sobre K entonces

F: LU, Uy) @ L(V1, Vo) — LU @ U, Vi ® V)
f®yg — f@yg

es un monomorfismo

Demostracién: Sea z € ker(F') no nulo, luego existe vectores linealmente tales que

ZZZ@@M
i=1

tal que F(z) =0 = Y_"_, ¢ X p;, ya que ¢, es no nula existe x € U tal que ¢1(z) # 0.
En {¢i(x) | i} escogemos un conjunto maximal, linealmente independiente. Reordenemos de
modo que los primero s elementos son linealmente independiente

z:Z@@pi:ZZZ%@Qi
i=1 i=1

por lo anterior tenemos que

pj(z) = Z Ajipi(T)
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reemplazando tenemos que, para todo y € V)

0 = Z% ® 0i(y

_ Z(pz( 2)®oi(y)+ > pi(r) @ 0(y)

j=s+1
= Z% ® 0i(y Z ZAM% ® 0;(y)
j=s+1 i=1
= Z%( ) © oi(y ZZ% ) @ A5i03(y)
i=1 j=s+1 i=1
— Z% ) ® 0i(y +Zg0, (Z Aji0i(y))
- j=s+1
= Z‘PZ( Z )\J’Q]
j=s+1

Ya que los vectores son linealmente independiente, se tiene que para todo @

(0: + Z)\NQ] =0, WeWh

Jj=s+1
Luego se tiene que
T
- Z Ajii0j; Vie{1,2,..,s}
j=s+1
lo cual es una contradicciéon, por ello z = 0. O

Ejercicio 78 Sean U,V dos espacios vectoriales de dimension finita sobre K, entonces de-
mostrar que

F: EndlU)® End(V) — End(U®V)
f®g > f@g
es un isomorfismo.
Propiedad 117 Sean f, f' € L(Uy,Us), 9,9 € L(V1,V2) y a € K entonces
L (ftaf)yog=(f®g) +a(f ®g)

2. folg+ad)=(f®g) +alf®d)

Demostracién: Basta verificar en los elementos basales, ya que los otros se obtiene por
linealidad, luego sean u € Uy y v € V;

(f+af)@g)uev) = ((f+af)(u) @gv)
(f () + af'(u) © g(v)

= fw)@gv)+af(u)e

(f®g)(u®v)+a(f
(f®g)+alf ©@g)(u

g9(v)
® g)(u®v)
®v)
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Ya que los elementos fueron arbitrario y basales se obtiene

(ftaffog=(fog) +tal(f ®@g)

Para la otra igual se tiene

f(w) ® (g +ag')(v)
= flu)® (g9(v) +ag'(v))
flw) @ g(v) +af(u) ®g'(v)
(feguev)+a(fed)(uewv)
= (f®g +a(fed))(uev)

(f@(g+ag)(uev) = f(u

b2y
®

Ya que los elementos fueron arbitrario y basales se obtiene

f@lg+tag)=(f@g) +alf®y)
O
Propiedad 118 Sean f' € L(Uy,Us),f € L(Us,Us) ¢ € L(V1,Va) y g € L(V3, V3) entonces
(fego(f®@g)=(fof)®(god)

donde los dominios estan dados por

eV X4 e I Us @ Vs
2 = (fed)z) = (feglf®d)(z)

Demostracion: Basta verificar en los elementos basales, ya que los otros se obtiene por
linealidad, luego sean u € Uy y v € V;

(fego(ff@d) )uev) = (fog

Ya que los elementos fueron arbitrario y basales se obtiene

(fego(f®d)=(fof)@(gog)
0

Corolario 119 Si f € L(U,U) y g € L(V,V) son isomorfismo entonces f ® g es un iso-
morfismo y se cumple

(fogt=f"og"

Propiedad 120 Sean f € L(Uy,Us) g € L(Vy,Va) entonces
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1. ker(f ® g) = ker(f) @ Vi + Uy ® ker(g).
2. Im(f ® g) = Im(f) ® Im(g).

Ejercicio 79 Sean f € L(Uy,Us) g € L(Vi,Va) entonces
1. f® g esinyectiva si y solo si f, g son inyectivas

2. f, g epiyectivas si y solo si f ® g es epiyectiva.

Matriz Asociada a una Transformacién Lineal

Sean U, V,U’, V' espacios vectoriales de dimensién finita sobre K, B = {uq,ug, -+, u,},
B = {u},uy, - u}, D= {v,v9, - ,un}, D' ={v],vh, - ,v;} bases ordenadas de U y V/
respectivamente, f € L(U,V) y g € L(U', V"), luego tenemos que

flu;) = Z v g(up) = Z ﬁjﬂ’;‘

luego tenemos
Lf(ui)lp = [(ari)r1] € Mimx1(K)
denotamos la matriz asociada a la transformacién lineal
15 = [(ars)rs] € Mipxn(K)
Anélogamente tenemos la matriz asociada a la transformacién lineal
915 = [(Brs)rs] € My (K)
Consideremos las bases ordenadas con el orden lexicogréfico
B®B/ = {u1®u/17u1 ®u/27 ,U1®U;€,U/2®u/1,"' 7un®u;€_17un®u;€}

/ / / / / / /
DD ={vi®v,v1 @y, , 01 @V, V2 @V}, "+, Uy @ Vy_y, Uy @ U}

Observacién: antes de proceder con el calculo, necesitamos hacer una correspondencia entre

el orden lexicograficoy 1,2,--- ,nk
Al observar los indices tenemos

Jn x T 1 2 e k 1 2 ek

1 (1,1) (1,2) --- (1,k) 1 0k +1 0k +2 <o 1k

2 (2,1) (2,2) (2, k) 2 k+1 k42 w2k

3 (3,1) (3,2) (3,k) 3 2k+1 2k +2 - 3k

n (n,1) (n,2) --- (n,k) nin—1Dk+1 (n—1k+2 --- nk

Naturalmente obtenemos la correspondencia biunivoca

JnXJk <~ Jnk
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establecido el orden tenemos

(fog(ueu)) = flu)g(u))

= Zahﬂ/h Zﬁl;vl
= Zzahzﬁlj Uh®Ul)

luego tenemos

[(f X 9)(% X U;)]'D@m’ = [(Oéh,iﬁl,j)(h—l)kﬂ,l] € Mmtxl(K)

y de este modo la matriz asociada a la transformacion lineal

[f ®g]g§gl = [(Oéh zﬁl])(h Dk+1,(i— l)t—i-]] € Mmkxnt(K)
= [(a [ ]B’)h 2] € Mingoxnt (K)
= [f]g ® [9]8’ € Mingxnt (K)

Observacién: Al reescribir las propiedades anteriores, con la matriz asociada obtenemos
que

Propiedad 121 Sean A, B € M,,»,(K), C, D € My(K) y a € K entonces
1. (A4aB)@C=(A®C)+a(Ba(C)
2. AR (C+aD)=(AC)+a(B® D)

Propiedad 122 Sean A € M,,x,(K), B € M, (K), C € M,«(K) y D € M,(K) enton-
ces
(AC)- (B®D)=(A-B)® (C-D)

Corolario 123 Sean A € M,,(K), B € M, (K) invertibles entonces
(A@B)' = (A& (B7)

Propiedad 124 Sean A € M,(K), B € M,,(K), diagonalizables entonces (A® B) es diago-
nalizable

Propiedad 125 Sean A € M,,(K), B € M,(K) entonces
tr(A® B) = tr(A) - tr(B)
Demostracién: Sean A € M,,(K), B € M, (K), luego tenemos
A ® B = [(an,ibij) (h—1)n+1,6i-1)n+5] € Minnsmn(K)

Note que por algoritmo de la division se tiene (h—1)n+[ = (i—1)n+jsiysolosih =1, | = j.
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tI'(A ® B) = Z(ah,ibl,j)t,t = Z CL}%hbj,j = Z CL}%hbj,j
¢ hj
= D > anpbiy =Y ann Y biy =0 ann)(Yby)
h J h J h

J

= tr(A) - tr(B)

Propiedad 126 Sean A € M,,(K), B € M,(K) y

una matriz por blogue entonces
det(C) = det(A) - det(B)

Demostracién: Recordemos que det(C) = >, (—1)"¢; 1 det(Ci 1)
Por induccion en n el orden de A.
Para n = 1 tenemos

det(C) = > (=1)""e;y det(Ciy)
01171 det(C’Ll)
= adet(B) = det(A) det(B)

Supongamos que es valido para n, por demostrar para n + 1

n+m+1
det(C) = > (=1)"¢;1det(Ciy)
n+1Z
= Z(—l)ﬂ_lci’l det(Cm)
n—ll—l

= Z(—l)i—i_lCLiJ det(Cm)

Notemos que
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luego por hipétesis de induccion det(C; 1) = det(A; 1) det(B).

n+m+1
det(C) = > (=1)""¢;1det(Ciy)
n—i—i

= Z(—l)”lai,l det(Cm)

i
n+1

= Z(_l)“—lai,l det(A;1) det(B)

i

= (nzﬂ(—l)mam det(Ai,1)> det(B)

7

= det(A)det(B)
Por teorema de induccién tenemos el resultado esperado. O
Propiedad 127 Sean A € M,,(K), B € M, (K) entonces
det(A® B) = det(A)" - det(B)™
Demostracion: Notemos que
A®B=A®Id, - 1d, ® B,

por lo tanto
det(A® B) = det(A® Id,,) - det(Id,, @ B).

Luego basta demostrar que det(Id,, ® B) = det(B)™.
Para ello notemos que 1 ® B = B, luego det(1 ® B) = det B = det(B)*

Supongamos que
VB € M,(K))(det([id],, ® B) = det(B)™

Sea B € M, (K)
[idlmr @ B = [(0n,ib1;) b=+, (i-1ynti] € Mimstynx (m+1yn (K)
Los coeficientes que pueden ser no nulo son:
(b1.4) (h—1yntt,(h—1)nti

luego es una matriz por bloque dada por

[id]mi1 ® B = [ l(? [fd]n?@’B ] |

Por lo tanto tenemos
det([id] sy @ B) = det(B) - det([id],, ® B) = det(B) - det(B)™ = det(B)™"
por teorema de induccién se obtiene el resultado

det(A® B) = det(A)" - det(B)™
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Ejemplo 80 Sean A, B y C' matrices complejas de tamanos n X n, m X my n X m respec-
tivamente. tal que que para cada valor propio o de A y cada valor propio B de B se cumple
que o+ 8 # 0. Demostrar entonces que la ecuacion matricial AX + X B = C tiene solucion
unica.

Solucién: Sea M,,x,,(C) el C-espacio de matrices rectangulares, construimos la funcién lineal

T: Myxm(C) —  M,xn(C)
X — AX + XB

Notemos que resolver el problema es equivalente a demostrar que 7' es biyectiva, es decir
la matriz asociada debe ser invertible.
La base canénica de M, ., (C) es

B == {El,la ceey El,mu ceey En,h ceey En,m}
Calculemos en cada elemento la imagen,
T(Er,s) - AET’,S + Er,sB - Z a'i,rEi,s + Z bs,jEr,j
i=1 j=1
Reescribiendo tenemos que
[T]B - [(ai,r(sj,s)(i—l)m-i—j,(r—l)m-i—s] + [(bs,j(sr,i)(i—l)m-i—j,(r—l)m-i—s]
De este modo se tiene que

apld, - apld, Bt ... 0
anild,, - appld, 0o ... Bt

donde Id,, es la matriz idéntica de orden m y B! es la transpuesta de B. Pero,

apld,, --- ayld,
: : =A®Idy,
apild,, - appldy,
Bt - ay,Id,,
S : =1Id,® B
o --. Bt

De esta forma
Tp=A®Id, +1d, ® B

Puesto que C es algebraicamente cerrado existen matrices invertibles F' y G de tamanos
n X n 'y m X m, respectivamente, tales que F~'AF = S, y G 'B'G = S, son matrices
triangulares superiores. Notemos que en la diagonal de S; y S; estéan localizados los valores
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propios a de Ay 8 de B!, respectivamente (notemos que los valores propios de B! son los
mismos de B). Ahora notemos que
Tenemos entonces que [T]p = A ® Id,, + Id, ® B, de donde se tiene que

(Fo Q) Ts(F®G) = (S @ Id,) + (Id, ® Ss)

Notemos que la matriz (S; ® Id,,) + (Id,, ® S3) es triangular superior y en su diagonal estan
las sumas de la forma « + (, las cuales por hipdtesis son no nulas, es decir, esta matriz es
invertible, o sea que, [T]p es también invertible.

Ejercicio 81 Sean A € M,(K), B € M,,(K), o un valor propio de A con vector columna
propio u y 8 un valor propio de B con vector columna propio v. Entonces, u®v es un vector
propio de A ® B con valor propio af.

Ejercicio 82 Sean A € M, (K), B € M,,(K) matrices diagonalizables, entonces A ® B es
diagonalizable.

4.2.3. Producto Tensorial de n-Espacios Vectoriales

Sean U, espacios vectoriales sobre K y F': x,U; — W una funcién se dice que es
n-lineal si y sélo si

F(ul’... ’ui_‘_au;’... ’un):F(ulj... ’ui’... ’un)+aF(u1’... ’ué’... ’un)
para todo i, u; € U;, o € K.

Ejemplo 83 La funcion F: K" — K esn- lineal

r ~ [l

Propiedad 128 Sean U; espacios vectoriales sobre K.

El conjunto de las funciones n lineales de Uy x --- x U, en W es un espacio vectorial
sobre K.
Teorema 129 Sean U; espacios vectoriales sobre K entonces existe un iunico U3 ® -+ - ® U,
espacio vectorial sobre K y un operador n-lineal m: Uy X --- x U, = U; ® - -+ QU,, tal que
cumple con

T1 Im(ﬂ) genera U®--- U, 0 < Im(ﬂ) >=U;®---0U,

T2 SiB:U x---xU, — W un operador n-lineal, entonces existe un unica transformacion
lineal de f: U3 ® - ®@ U, — W tal que

for=BRB

En este caso ( 2 Ui, m) es llamado el producto tensorial de los espacios U;
-1

7
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Demostracion: I Parte: Sabemos que

m: Uy xUy — U ®Us
(u,v) ~ uwv

es bilineal

7T§I (Ul X Ug) X U3 7r2_><1>d (Ul ®U2) X U3 i) (Ul ®U2)®U3
((u1,u2), us) ~ 0 ((ur ®ug),uz)  ~ (u @ug) ®ug

Considerando el isomorfismo natural Uy x Uy x Uz =~ (U x Uy) x Us se tiene
3 - U1XU2XU3 — (U1®U2)®U3
(uy, ug, us) ~ (U ®ug) ® ug

la cual es 3-lineal.
En general en forma recursiva tenemos que, dada la funciéon

T XUy = @1, U
n-lineal, se define la funcién
Tnt1 (X2 Us) X Upyr = anjd( @i Ui) X Upsr = (972,Ui) ® Unga

donde 7,11 (U1, -+ s Up), Unt1) = mMo((Ug @ - @ Up), Upr1) = (U1 @ -+ @ Up) ® Upyq la cual
es n + 1-lineal.
IT Parte: Sabemos que

< Immy >=U; ® Us

< Imﬂ'g >= U1 ®U2 ®U3
para ellos sea z € Uy ® Uy ® Us, luego z = >, my(2i, u4,) con z; € Uy @ Uy luego
Zi = Z 71'2(’&,'1, uiz)
1€J;
Reemplazando y usando la bilineal obtenemos

Z = E E 7T2 T u217u22 u23 - E E 3 uzlauzzauzg

el ied; el ied;

con ello la imagen genera.
En general tenemos, si

entonces
< Immp >= (Q,U;) @ Upys.

para ello, sea 2z € (®_,U;) ® Upqr, luego z = ., (%, ui,,,) con z; € @7, U; luego
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Z; = Zﬂ-n(uil ® @ uy,)

1€J;
Reemplazando y usando la bilineal obtenemos
/
z = E E 7Tn(7rn(ui1,--- ,Uzn u2n+1 E E Tn+1 uzp"' auinauin+1)
i€l ied; i€l ied;

con ello la imagen genera.
IIT Parte: Sélo haremos el caso general

n

Sea
B : X;Llei X Un+1 — W

una funcién (n + 1)-lineal, sea x € U, ;1 luego definimos
B, : x Uy — W; B,(u) = B(u,x)
una funcién n-lineal, luego por hipotesis existe
Aot Qi Uy — W

Asi tenemos
A @ U X Upn — W5 Mu,r) = Ap(u)

que es bilineal.

S~

T XI1d

X?lei X Un+1 (®?:1UZ) X Un+1 (®Zn:1UZ) ® Un+1

O A O

luego existe b que es lineal. U

Corolario 130 Sean U; espacios vectoriales de dimension n; sobre K entonces

dimg (®;U;) H n;

Ejemplo 84 Dado el operador trilineal

B: RZ2xR2xR?2 — R3
(2,9, 2) ~ (2121 + 221Y221 + 200y1 22, ToYoZa, T1Y1 22 + 3T2Y121)

Determine la tinica funcién lineal f : R? @ R? ® R? — R3.
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Solucion: Por la conmutacién del diagrama tenemos
flei®e; @ ex) = Blei, €, ex)

por lo tanto, extendiendo linealmente la funcién obtenemos
f(z ai,j7k6,’ X 6]' X €k) =
ik

= a11B(e1,e1,e1) +a112B(er,e1,e2) +ar01B(e1, €2, €1) + a122B8(€1, €2, €2) + ...
.t ag11B(e2,€e1,€1) + az12B(ea, e1,€2) + as21B(e2, e2,€1) + az22B(ez, €2, €2)

= a171,1(1, 0, O) + CLLLQ(O, 0, 1) + CL1,271(2, 0, O) + CL1,272(0, 0, O) + CL2,171(0, O, 3) + ...
.+ a271,2(2, O, 0) + a272,1(0, O, 0) + a272,2(0, 1, O)

= (@111 + 20121 + 20212, 0222, 01,12 + 3a21,1)

Ejercicio 85 Sean z; € Uj,
Demostrar

St 11 ®ra® -+ Qx, =0, entonces existe i tal que x; =0

Ejercicio 86 Sean x;,y; € U;,

Demostrar

SIT1RrR - Qx, = Y1 QY X+ - - Yy, entonces para todo i, existe \; tales que x; = \;y;
Y AMAze A =1

4.3. Producto Exterior

Teorema 131 Sea U un espacio vectorial sobre K entonces existe un unico U A\ U espacio
vectorial sobre K y operador bilineal antisimétrico m : U x U — U AU, tal que cumple con

1. Im(m) genera U AU o <Im(m) >=U AU

2. Si B:UxU — W un operador bilineal antisimétrico, entonces existe un unica trans-
formacion lineal f: U ANU — W tal que

fom=DB

™

UxU UNU

N =)
B '

w

En este caso (U AU, m) es llamado el producto exterior del espacio U
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Demostracion: Sea U un espacio vectorial sobre K
Unicidad

Supongamos que existen espacios que cumple con las dos propiedades anteriores, luego
(U A), 7?) con las mismas propiedades, luego

UAU) UANU

" = g :3go
v \l

UNU UxU

= :
\ 3lgo \ J3lg
Y v

UA(U) UANU

Como las compuestas son unicas, luego g; o go = Id. Andlogamente la otra igualdad
g2 0 g1 = Id. Por lo tanto son isomorfos.
Existencia.

Consideremos el espacio vectorial U ® U y el subespacio.

TU)={u®v+v®u | wvel})
Y el espacio cociente
UNU=UU),/TU).
donde dos elementos son iguales si
f=gef-geT()
ademas
7 UxU — U®U — (UU)/TU)
(u,v) ~ U®U ~ URUV=UuAD
la funcién compuesta la denotamos por 7 y es bilineal antisimétrica, ademas tenemos que
<Imm>=UAU,
Propiedad Universal.

Sea ¢ : U x U — W un operador bilineal antisimétrico, por demostrar que existe f :
UANU — W lineal.

™

UxU

UNU

N 331f
4 '

w
Para ello sea ¢, : U ® U — W, lineal tal que

’ 1"

U U a

N ggl O
¥ v

T

UxU

UNU
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Como 9 es antisimétrica, luego T'(U) C ker ¢
Por lo tanto, existe una tnica transformacion lineal de f: U AU — W. U

Propiedad 132 Sean u,v,w € U,a, 5 € K luego

1. (cu+Bv) Nw=a(uAw)+ p(vAw)

2. uN(aw+ pw) =a(uAv)+ B (uAw)
3. a(uAv) = (au) Av=uA (av)
J.ouhv=—vAu

5 uAu=0

Propiedad 133 Sea {e;}ic; una base de U, entonces todo vector de z € U AU se puede
escribir de la forma
Z = Z e; N\ w;

ied
con J C I finito

Propiedad 134 Sea U un espacio de dimension n sobre K.

n(n —1)

UNU ~ A,(K), y dim(UAU) = 5

donde
A, (K) = { Ae M,(K)| A= —At}

Demostracién: Un modelo del producto tensorial L(U,U), una base esta formada por los

elementos E; ; y del producto simétrico, una base es {E;; — Ej; | i < j } O
Corolario 135 Sea {ui,us,...,u,} base de U entonces {u; ANu; | i < j} es una base de
UNU.

Ejemplo 87 Dado el operador bilineal simétrico

B: RPxR? — R2
(T, y)  ~ (21Y2 — Tay1 + 203y — 2T2Y3, 3T2y1 — 3T1Y2 + T1Y3 — T3Y1)

Determine la tinica funcion lineal f : R3 AR3 — R2.
Solucion: Por la conmutacién del diagrama tenemos
fleiNej) = Blei, ;)

por lo tanto, extendiendo linealmente la funcién obtenemos

f(z a;jei Nej) = a12B(e1,e2) +ai3B(er, e3) + axsB(es, €3)
i<j
ar2(1, =3) + a13(0,1) + az3(—2,0)

= (@12 —2as3, —3a12 + a1 3)
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Propiedad 136 Sean U y V espacios vectoriales sobre K entonces
LUANUW) = Bil,(UxUW)

Propiedad 137 Sea V' un espacio vectorial sobre K y U < V entonces < n(U x U) >
cumple las dos propiedades, luego < (U x U) >=UANU <V AV.

4.3.1. Producto Antisimétrico de Funciones Lineales

Propiedad 138 Sea f: U — V una transformaciones lineales entonces

fxf: UxU — VAV
(u,0) = flu) A f(v)

Es un operador bilineal antisimétrico.

Demostracién: Anteriormente demostramos que

Fxf: UxU — VeV
(u,v) = flu)® f(v)

es un operador bilineal, pasando al cuociente tenemos

fxf: UxU — VAV
(w,v) = flu) A flv)

es un operador bilineal, y es antisimétrico ya que
(f x )w,v) = flu)A f(v)
= —fW)Afu)
= —(f x f)(v,u)

Observacién: Al considerar la anterior bilineal antisimétrica y el siguiente diagrama

s

UxU

UNU

O §3!fAf
\

VAV

Ixf

permite definir una tnica lineal, tal que en los elementos basales cumple con

fNf: UNU — VAV
uANv = fu)A f(v)

Ejemplo 88 Sea Id: U — U la funcion identidad entonces

IdNId: UNU — UNU
uANv = Idu)NIdv) =uAv

Luego
IdNId=1Id
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En general tenemos lo siguiente

Propiedad 139 Sea f,g: U — V una transformaciones lineales entonces

fxg—gxf: UxU — VAV
(w,v) = flu) Ag(v) —glu) A f(v)

Es un operador bilineal antisimétrico.

Demostracién: Anteriormente demostramos que

fxg—gxf: UxU — VeVv
(w,v) = fluw)@g(v) —g(u) @ f(v)

es un operador bilineal, pasando al cuociente tenemos

Fxgogxf: UxU — VAV
(u,v) = flu) Ag(v) —g(u) A f(v)

es un operador bilineal y la antisimétrica se obtiene de
(fxg—gxfluv) = flu)Ag(v)—glu)Af
= —g9W) A flu)+ f(v) Ag(u)
g S

= f(v) Ag(u) —g(v) A
= (fxg—gxf)v,u)

Observacién: Al considerar la anterior bilineal antisimétrica y el siguiente diagrama

UxU UNU
fxm [N
VAV

permite definir una tnica lineal, tal que en los elementos basales cumple con

fsg: UNU — VAV
uhv = flu) Aglv) —g(v) A f(u)

4.3.2. Producto Antisimétrico de n-Espacios Vectoriales

174

Sea U espacio vectorial sobre Ky F': x!' ;U — W una funcién se dice que es n-lineal

antisimétrica si y s6lo si es n-lineal y
F(U1,"‘ y Ugy = w0y Ugy s >un):_F(u1>”' g Ujgy s sy Ugy s aun)

para todo 4, j y u; € U.
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Ejemplo 89 La funcion F: M,(K) — K es n- lineal antisimétrica, con la iden-
A ~  det(A)
tificacion M, (K) = (Mpx1(K))™.

Notacién: Denotamos A?(U) = U AU

Propiedad 140 Sea U espacio vectorial sobre K.
El conjunto de las funciones n lineales antisimétricas U x --- x U en W es un espacio
vectorial sobre K.

Teorema 141 Sea U un espacio vectorial sobre K entonces existe un tnico N"(U) espacio
vectorial sobre K y un operador n-lineal antisimétrica © : x!_,U — N (U), tal que cumple
con

1. Im(7) genera N*(U) o < Im(mw) >= A"(U)

2. 8i B x},U—= W un operador n-lineal simétrico, entonces existe un unica transfor-
macion lineal de f: N"(U) — W tal que

for=DB

En este caso (N"U, ) es llamado la potencia exterior n-esima del espacio U

Propiedad 142 Sea U un espacios vectoriales de dimension n sobre K y r < n entonces

dim(A™(U)) = <”)

r

En caso contrario, se tiene que r > n

dim(A"(U)) = 0

Demostracién: Sea {uy,us, - ,u,} una base del espacios vectoriales U.
Claramente se tiene que
) n(n—1 n
dim(A*(U)) = g =
2 2
supongamos que es valido para r — 1 y definimos U’ =< uq, ug, - -+ ,u,_1 >, luego tenemos

U=U® <u,>
luego tenemos que
/\T(U) ~ /\T(U,) D /\r—l(U/)

donde
F /\T‘l(U’) — A'(U)

A ~ o 2N\ U,

(o)) =0)

lo cual concluye la demostracién. U

ademads tenemos que
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4.4. Producto Simétrico

Teorema 143 Sea U un espacio vectorial sobre K entonces existe un unico S(U) espacio
vectorial sobre K y un operador bilineal simétrico m : U x U — S(U) tal que cumple con

1. Im(7) genera S(U) o < Im(mw) >= S(U)

2. 89 B:U xU — W un operador bilineal simétrico, entonces existe un unica transfor-
macion lineal f: S(U) — W tal que

for=BRB

En este caso (S(U), ) es llamado el producto simétrico del espacio U

Demostraciéon: Sea U un espacio vectorial sobre K

Unicidad
Supongamos que existen espacios que cumple con las dos propiedades anteriores, luego

(S (U), %) con las mismas propiedades, luego

S(U) SU)
UxU i S('U) UxU . §(vU)
§('U) S(vU )

Como las compuestas son unicas, luego g; o go = Id. Andlogamente la otra igualdad
g2 0 g1 = Id. Por lo tanto son isomorfos.
Existencia.

Consideremos el espacio vectorial U ® U y el subespacio.

KU)={u@v—v®u | wvelU})

Y el espacio cociente

SU)=UwU)/K(U,).
donde dos elementos son iguales si

f=9&f-9geKU)
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ademas

T UxU = UU — (UaU)/K(U)

(u,v) ~ Uuu -~ u®v

la funcién compuesta la denotamos por 7 donde 7(u,v) = u® v = usv y es bilineal simétri-

ca, ademas se tiene que
<Im7m >=S8(U).

Propiedad Universal.
Sea ¢ : U x U — W un operador bilineal simétrico, por demostrar que existe una tunica
f:S8(U) — W lineal.

Para ello sea g, : U @ U — W, lineal tal que

! "

UxU al UeU il S(U)
N 591 O
W VoA

Como 1 es simétrica, luego K(U) C ker gy
Por lo tanto, existe una tunica transformacion lineal de f : S(U) — W tal que el diagrama
conmuta. 0

Propiedad 144 Sean u,v,w € U, a, 5 € K luego
1. (au+pv)sw=a(usw)+ p(vsw)
2. us (o + pw) =a(usv) + f(usw)
3. a(usv) = (au) sv=us (av)
4. usvV=v85U

Propiedad 145 Sea {e;}ic; una base de U, entonces todo vector de z € S(U) se puede
escribir de la forma
z = Z €; 5 W;

ieJ

donde J C I finito.
Propiedad 146 Sean U y W espacios vectoriales sobre K entonces

L(S(U), W) ~ Bil,(U x U, W)
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Demostracion: Basta tener presente la propiedad universal del producto tensorial, es decir,

Luego definimos
v LSWU),W) — Bil,(UxUW),

[ ~  YPp(l)y=low

O

Corolario 147 Sean U un espacio vectorial de dimension n sobre K entonces

dim(S(U) = @
Demostracién:
dim(S(U)) = dim L(S(U),K) = dim Bil,(U x U,K) = w

O

Corolario 148 Sea {uy,us,...,u,} base de U entonces {u;su; | i < j} es una base de

S(U).

Demostracién: Recordemos que una base de U@ U es {u; ®u; | 1,7}, luego dado z € S(U)
tenemos que,

n
z = E Q; jU; S Uj
ij=1

Pero u; s u; = u; s u;, reordenando tenemos

n n

z = E ai,iuisui + E (ai,j + aj,i)uisuj
i=1 i<j
Es decir, es un conjunto generador minimal, luego es una base. U

Ejemplo 90 Dado el operador bilineal simétrico

B: RZxR2 — R3
(,y)  ~ (T1y1 + 22192 + 222y, TaYo, T1Y1 + 3T2y1 + 3T1Y2)

Determine la tinica funcion lineal f : S(R?) — R3.
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Solucion: Por la conmutacién del diagrama tenemos
fleise;) = Blei, e;)

por lo tanto, extendiendo linealmente la funcién obtenemos

f(z a;je;5e;) = ay1B(er,er) + aiaB(er, e2) + az2B(eg, €3)
1<J
aLl(l, 0, 1) + CL1,2(2, 0, 3) + CLQ,Q(O, 1, 0)

= (@11 +2a12,a29,a11 + 3a12)

Propiedad 149 Sea U un espacio de dimension n sobre K.

1
S(U) ~ S, (K), y dimS(U) = @
donde
Sn(K) = { Ae M,(K) | A= At}
Demostracién:

dim(S(U) = dim L(S(U), K) = dim Bily(U x U,K) = dim S, (K)

Una base de B(U x U, K), esta formada por los elementos E; ; y de Bs(U x U, K) una base

Propiedad 150 Sea V' un espacio vectorial sobre K y U < V entonces < w(U x U) >
cumple las dos propiedades, luego < m (U x U) >=S(U) < S(V).

Demostracién: en forma similar a la propiedad 108 y considerar los diagrama

Tluxu

UxU S(U) VxV il S(V)

4.4.1. Producto Simétrico de Funciones Lineales

En el capitulo de formas bilineales, se demostré que, dada f € L(U,K) entonces

fxf: UxU — K
(u,0) = f(u)f(v)

es una forma bilineal simétrica, més en general tenemos que
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Propiedad 151 Sea f: U — V una transformaciones lineales entonces

Fxf: UxU —  SV)
(u,v) = f(u)s f(v)

Es un operador bilineal simétrico.

Demostracién: Anteriormente demostramos que

Fxf: UxU — VeV
(u,0) = f(u)® f(v)

es un operador bilineal, pasando al cuociente tenemos

Fxf: UxU —  SV)
(u,v) = f(u)s f(v)

es un operador bilineal, y es simétrico ya que

(f x ), 0) = flu)s f(v)

= f(v)s f(u)

= (f x)v,u)

permite definir una unica lineal, tal que en los elementos basales cumple con

fsf: SU) — S(V)
usv —  f(u)s f(v)

Ejemplo 91 Sea Id: U — U funcion identidad entonces

Idsld: S{U) — S(V)
usv — Id(u)sld(v) =usv

Luego
Idsld=1Id

En general tenemos lo siguiente

Propiedad 152 Sea f,g: U — V una transformaciones lineales entonces

fxg+gxf: UxU — S(V)
(w,v) = flu)sg(v)+g(u)s f(v)

Es un operador bilineal simétrico.

180
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Demostracién: Anteriormente demostramos que

fxg+gxf: UxU — Vev
(u,0) = f(u)@g(v)+g(u)® f(v)

es un operador bilineal, pasando al cuociente tenemos

fxXg+gxf: UxU — S(V)
(w,v) = flu)sg(v)+g(u)s f(v)

es un operador bilineal y la simétrica se obtiene de

(fxg+gxfluv) = flu)sg(v)+g(u)s f(v)

= g(v)s f(u) + f(v)sg(u)

fw)sg(u) +g(v)s f(u)

(f xg+gxf)v,u)
O
Observacién: Al considerar la anterior bilineal simétrica y el siguiente diagrama
UxU ~ SU)
fm éa!f *

S(V)

permite definir una unica lineal, tal que en los elementos basales cumple con
fsg: SU) — S(V)
usv  —  f(u)sg(v)+g(v)s f(u)

4.4.2. Producto Simétrico de n-Espacios Vectoriales

Sea U espacio vectorial sobre Ky F': x? ;U — W una funcién, se dice que es n-lineal
simétrica si y sélo si es n-lineal y

F(ulj‘.‘ jui).‘.jujj‘.‘)un):F(ulj'.‘)uj).‘.)ui‘.‘un)
para todo 4, j y u; € U.

Ejemplo 92 La funcion F: K" — K  esn- lineal simétrica
r o~ [l

Propiedad 153 Sea U espacio vectorial sobre K.
El conjunto de las funciones n lineales simétricas de x?_ U en W es un espacio vectorial

sobre K.

Notacién: Denotemos por S*(U) = S(U).
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Teorema 154 Sea U un espacio vectorial sobre K entonces eziste un unico S™(U) espacio
vectorial sobre K y un operador n-lineal simétrica m: xI U — S™(U), tal que cumple con

1. Im(7) genera S™(U) o < Im(mw) >= S8"(U)

2. 81 B x} U —= W un operador n-lineal simétrico, entonces existe un unica transfor-
macion lineal de f: S"(U) — W tal que

fom=DB

En este caso (S8™(U), ) es llamado la potencia simétrica n-esima del espacio U

Propiedad 155 Sea U un espacios vectoriales de dimension n sobre K entonces

dim(S" (1)) = <n+r— 1)

T

Demostracién: Sea {uy,us, - - ,u,} una base del espacios vectoriales U.
Claramente se tiene que

dim(s*(w)) = "2 (")

supongamos que es valido para r — 1 y definimos U’ =< uq, ug, - -+ ,u,_1 >, luego tenemos
U=U® < u, >

luego tenemos que

S (U) =8 (U') @ S (U")

donde
F: ST‘I(U’) — S"(U)

z ~ 25Uy

ademas tenemos que

<n—1+r—1—1) <n—1+r—1) <n—|—r—1)
_|_ fry
r—1 T T

lo cual concluye la demostracién. U

4.5. Problemas Propuestos

Problema 115.
Dado los vectores z, w € R? ® R?

= (1,2)®(2,3)+(1,-1)®(3,-2)+ (3, 1) ®(1,1)
w o= (1,1)®(—4,14) + (2,1) ® (6, —5)
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Determinar si los vectores z, w son iguales

Problema 116.
Sea B : R?xR?* — R?, tal que B((z1,22), (y1,92)) = (3T191 — T2y2, T1Y2, 2x2y1 ). Explicita
transformacién lineal b asociada B definida por la propiedad universal, es decir, b : R?QR? —

]R3

Problema 117.
Sea F' el producto interno candnico sobre R", luego existe una tnica lineal

l € L(R" @ R",R)
tal que [ o m = F' el diagrama conmuta

1. Para n = 2, determinar

[((a,0) ® (¢, d))

2. En general, Sean a;,b; € R"™, entonces determinar

=1

Problema 118.
Sean U,V dos K- espacios vectoriales de dimensién finita entonces demostrar que

End(U) ® End(V) ~ End(U ® V)

Problema 119.
Sea F': U x V — W un operador bilineal, f € L(U ® V, W) la tnica lineal

keri(F)={x €U |Vy € V)(F(z,y) =0)}, kero(F)={y €V |Vz € U)(F(z,y) =0)}

entonces, demostrar que

ker(f) =ker1(F) @ V + U ® kery(F)
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Normal, 132
Simétrico, 132
Unitario, 132

Polinomio

Minimal, 9
Polinomio caracteristico

Matriz, 11

Transformacion, 12
Preserva el producto interno, 134
Producto interno complejo, 107
Producto interno real, 89
Proyeccion Ortogonal, 117

Transformacion
Nilpotente, 35

Triangularizable
Matriz, 23
Transformacion, 23

Valor propio, 9

Vector
Anisétropo, 65
isotopro, 65
Propio, 9
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