Capitulo 3

Numeros Enteros Modulo m

3.1. Congruencias

Definicién 22 Sean a,b € Z ym € Z,m > 0.
Se dice que a es congruente a b modulo m, lo que escribiremos

a = b(mod m) si y solo si m|(a —b).
En caso contrario, se dice incongruentes o no congruentes, lo que anotaremos
a # b(mod m).
Ejemplo 44
1. 8 = —5(mod 13) ya que 13|(8 — (=5))
2. 22 = 1(mod 7) ya que 7|(22 — 1)
3. 11 = 1(mod 2) ya que 2|(11 — 1)

Observacioén:
a = b(mod m) < (3t € Z)(a = b+ tm).

Teorema 86 Sea m € Z, m > 0.

1. Para todo a € Z,
a = a(mod m).

2. Para todo a,b € Z,
a = b(mod m) < b = a(mod m).

3. Sean a,b,c € Z cualesquiera, si a = b(mod m) y b = c¢(mod m), entonces
a = c¢(mod m).
Demostracion:
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1. Para todo a € Z, se tiene que a = a(mod m), pues m|(a — a).

2. Sean a,b € Z, tales que
a = b(mod m)
& (FteZ)a=b+mt)
& (GkeZ)(b=a+mk), dondek = —t
< b= a(mod m).
3. Si a =b(mod m) y b= c(mod m), entonces existen t, k € Z, tales que
a = b+mt (3.1)
b = c+mk, (3.2)
luego reemplazando (3.1) en (3.2), se tiene que
a = c+mt+mk

c+m(t + k)
a = c¢(mod m).

= a
=

O

Corolario 87 La relacion de congruencia modulo m, es una relacion de equivalencia en Z.

Definiciéon 23 Sean a € Z, m € Z" entonces se define la clase de equivalencia de a mddulo

m como el conjunto de todos los numeros enteros congruente a “a” mddulo m, y la denota-
remos por a. El nimero a se llama representante de la clase a.
a={x €Z|x=a(mod m)}.

Ejemplo 45 Sea m = 13

—|

= {re€Z|x=1(mod 13)}

= {re€Z|x=1+13t, teZ}

= {...,-25,—12,1,14,27.. .},

Definicién 24 FEl conjunto formado por todas las clases modulo m definidas sobre 7 es
llamado el conjunto de los numeros enteros modulo m y se anota

Zpn = {@|a €L}

Teorema 88 Scam € Z", la relacion de equivalencia mddulo m particiona a Z en m clases
de equivalencia, en forma mds precisa tenemos que

Zpw = {0.1,2,--- ;m =T}

Demostracion: Sea x € Z, luego por el algoritmo de la divisién tenemos que existen ¢, r € Z
tal que 0 < r < my x = gm+r que es equivalente a z = r(mod m), de este modo x pertenece
a una de las clases anteriores.

Sean r, s enteros no negativos menores que m, tales que r = s(mod m), por lo tanto
r — s = mt, de donde se obtiene que

0<r=s+mt<m, 0<s<m

De esta manera se obtiene que ¢ = 0, luego la clase es unica. U
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3.2. Suma en 7Z,,

Teorema 89 Sea m € Z,m > 0. Si {a1,...,a,},{b1,...,b,} v {k1,...,kn,} son conjuntos
de enteros cualesquiera, tales que a; = b;(mod m), 1 < i < n, entonces

z": kia; = z": k;b;(mod m).
i=1 i=1

Demostracién: Si a; = b;(mod m), para 1 < i < n, entonces existen enteros d;, 1 < i <n,
tales que
a; = bi+dim, 1<i<n, (3.3)
luego multiplicando (3.3) por k;, para 1 < i < n se tiene que
kia; = kib; + (kidi)m, 1<i<mn,

asi

=1 =1 i=1

& il kia; = il k;b;(mod m).

Observacién: El teorema anterior nos permite definir la suma en Z,, como sigue:

Definicién 25 Sean @ y b € Z,,, se definen la suma por:

aG+0b:=a+0b.
Teorema 90 (Z,,,+) es un grupo abeliano.
Ejemplo 46 Construir la tabla del grupo (Zs,+):

Solucion: La tabla esta dada por

+1 0 1 + 0|1
0[0+0|0+1 |al operar obtenemos| 0 |0 | 1
1|14+0|1+1 1(11]0

Ejemplo 47 Construir la tabla del grupo (Zg,+):

Solucién: Al simplificar obtenemos

o | ol vol| | @l +
| ]| ol ol | o
S| o || ol Do I
[ =] A SN ST O] B\
ol = Ol ot x| woll el
| ol = I Ol ] e
ol pof| —I| of o ol
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Definicién 26 Seaa € Z,,, y n € N, entonces se define por recurrencia la potencia aditiva
n -esima de @

0-a =0
(n+1)-a = n-a+a;
Ademas (—n)-a = n-—a

Ejemplo 48 FEn Zg, calcular

Definicién 27 Sea @ € Z,, el subgrupo ciclico, generado por @ es
<a>={k-a€Zn,|kel}
Ejemplo 49 Determinar los subgrupos ciclicos de (Zg,+)

Solucién: La tabla del grupo (Zg, +), esta dada en el ejemplo 47. Luego tenemos que:

<0 >= {0} <1>={1,2,3,4,5,0}
<2>={24,0} <3>={3,0}

<4>={4,20} <5>=1{54,3,2,1,0}
De lo anterior tenemos que existen 4 subgrupos ciclicos distintos y son:
<0>; <2>=<4>; <3>:<1>=<b5>=174
Teorema 92 FEl grupo Z, es ciclico.
Demostracién: Existe 1 € Z,, y dado @ € Z,, se tiene que
a=a-1
O

Definicién 28 Sea @ € Z,,, se dice que k € N* es el orden aditivo de @ si y solo si k es el
menor entero positivo que k-a = 0. el nimero k se denota por |al

En el ejemplo anterior Zg, tenemos que:

0

Il
—_
|
I
=
Il
QOJ
=
Il
}\D
=
I
=]
I
u@
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Teorema 93 Sea a € Z,,
a genera Z, siy solo si (a,n) =1

Demostracién: Supongamos que a genera Z,. Luego
FkeZ)(k-a=1)

es decir,
(FkeZ)(ak—ng=1)

por lo tanto a,n son primos relativos, (a,n) = 1.
En la otra direccién tenemos que (a,n) = 1, luego existe =,y € Z

ar +ny =1
Ahora sea b € Z,,, por lo tanto tenemos que
arb + nyb = 1b
es decir (xb)a = b(mod,n), con lo cual b €< @ >.

Teorema 94 Sea a € Z,,, entonces
n

(a,n)

Demostracion: Sea a € 7Z,,, luego tenemos que

lal =

e @n @m0

Ahora veremos que es el menor.

lajla=0 < |ala=nt, It €N

luego tenemos que

[a = —t,
(a,n)  (a,n)
de este modo tenemos que
— | [al —
(a,n) " (a,n)
pero (ﬁ , ﬁ) =1, de lo cual obtenemos que
n _
rold
por lo tanto
n

(a,n)

ambos son positivos y |a| es el mas pequeno con la propiedad, luego
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Ejemplo 50
a) Determinar el orden de 8 € Zay
_ 20 20
18 = (8,20) 4 =5
b) Determinar el orden de 10 € Zis
— 15 15
(15,10) 5
Corolario 95 Sea @ € Z,, entonces
[al | »

Teorema 96 Todo los subgrupos de (Z,,+), son ciclicos.

Demostracién: Sea H un subgrupo de (Z,,+), no trivial.
Luego existe k el menor entero positivo, tal que k € H. Demostraremos que H =< k >
Sea | € H, aplicando algoritmo de la divisién obtenemos | = kq + r donde 0 < r < k,
despejando obtenemos
T=l—-kqg=1—qgkec H

pero k era el menor entero positivo, luego r = 0, con lo cual tenemos
l=qgke<k>
La otra contencién es inmediata. U

Propiedad 97 Sid|n entonces existe un unico subgrupos de (Z,,+), de orden d y todos los
elementos de orden d pertenece al subgrupo ciclicos.

Demostracién: Sea d|n, el orden de g en Z, es d, ya que

n
vl = =d.

luego el subgrupo

tiene orden d.
Sea i € Z,, de orden d, por lo tanto

dy =0,

de otro modo dy = nt, es decir, y = %, note que el elemento tiene orden d si (d,t) =1
7 e n
O

Observacién: Construir un reticulado de un grupo, es hacer un diagrama donde los vértices
son lo subgrupos y la flecha indica contencién, recuerde que la contencién es una relacion de
orden parcial sobre los subconjunto.
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Ejemplo 51 Construir el reticulado de los subgrupos de (Zso, +)

Solucidén: Construimos los subgrupos de Zso. Pare ello tenemos los primos relativos con 30,
ellos nos entregan los generadores de Zs, el orden de |2| = 15, luego todos los elementos del
generado por 2 de orden 15 generan el mismo grupo. resumiendo tenemos los siguiente

Zypy = <1>=<T>=<11>=<13>=<17>=<19>=<23>=<29 >
<0> = {0}

<2> = {0,2,1,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28}

De acuerdo a la propiedad 97, el exponente aditivo ¢, que ser primo relativo con el orden,
luego (t,15) = 1 para obtener otro generador debo amplificar por 1,2,4,7,8,11,13, 14.

<2> = <4>=<8>=<14>=<16>=<22 >=< 26 >=< 28 >

<3> = {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27}

El elemento tiene orden 10, luego los otros generadores, se obtiene determinando los t tales
que (t,10) =1, es decir, 1,3,7,9.

<3> = <9>=<21 >=<27 >
<5> = {0,5,10,15,20,25}
<5h> = <25>

<6> = {0,6,12,18,24}
<6> = <12>=<18>=<24 >
<10> = {0,10,20}

<10> = <20>

<15> = {0,15}

Ahora construimos el reticulado:

Definicién 29 Sea n € N*. Se define la funcion de Fuler, y esta dada por
¢(n) =#{aeN" [a<n A (a,n) =1}
Ejemplo 52

Lo)=#{aeN |a<1 A (a,1) =1} =#{1} =1
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2. ¢(T)=#{a €N |a<T A (a,7) =1} =#{1,2,3,4,5,6} =6
3. ¢p(8) =#{a €N |a<8 A (a,8) =1} =#{1,3,5,7} =4
4. $(10) = #{a e N* [ a <10 A (a,10) =1} = #{1,3,7,9} = 4

Propiedad 98 Sea G un grupo ciclico con n elemento entonces el niumero de generadores

de G es ¢(n).
Propiedad 99 Sea p € N un nimero primo entonces ¢(p) =p — 1

Demostracién: Sea a € N*, tal que a < py (a,p) = d, pero d # p, luego d = 1. O
Propiedad 100 Sean p,n € N, tal que p un nimero primo entonces ¢(p") = p"(p — 1)

Demostracién: Sea a € N, tal que (a,p") = 1, luego a no es multiplo de p, es decir la
cantidad de primos relativos a p™ es igual a la cantidad de niimeros menores p”, que no son
multiplo de p, por lo tanto

(b(pn) — pn - pn—l — pn—l(p o 1)

Ejemplo 53
$(8) = ¢(2%) =2%(2-1) =4
(16) = p(24) =2%(2 - 1) =8

Propiedad 101 Sean a,b € N, tales que (a,b) = 1 entonces ¢(ab) = ¢(a)d(b)

Demostracién: Consideremos
f . Zab — Za X Zb
z — (7,7)
Es una funcién ya que, dado T =7 € Zg, luego ab|(x — y), es decir a|(x — y) Ab|(x —y), por

lo tanto
(T,7) = (1,7) € Za x Iy

Ademés es biyectiva, ya que, si f(T) = f(7) entonces x = y(mod ),z = y(mod b), de lo
cual
at =x —y =10l

De lo cual, I = at’. es decir © — y = abt’. Por lo tanto x = y(mod ab).
La epiyectiva, sean g, yo € Z tales que azg+byg = 1. Sea (u, V) € Z, X Zy, luego definimos
r=u—axo(u —v) =v+ byy(u — v), de lo cual se obtiene que

r = u(mod a) A x = v(mod b)

De este modo la funcién es biyectiva.
Ademés f(Z +7) = f(T) + f(y), con lo cual envia generador en generador.
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Al considerar un generador de Z, X Zy, sus coordenadas deben generar a cada componente.
Por otro lado, dado generadores x,% de Z,, Zy, se tiene,

k(fu y) = (67 6) € Za X Zb

De lo cual se tiene que, kx = O(mod a) y ky = O(mod b) como (x,a) = 1 = (y,b), luego
k = at = bl, es decir, ab|k, luego (T,7) generan.

De este modo, todo generador de Z, X Zj, le corresponde un generador de Z,,, y se
construye con generadores de Z,, Z; respectivamente. 0

Ejemplo 54 Calcular ¢(100)
H(100) = 6(2%5%) = H(2)4(5) = 2.5(5— 1) = 10

Teorema 102 Sea n € N, entonces

> dd)=n

dln d>0

Demostracién: En 7Z, se define la siguiente relacion

Es Refleja:  [a|=1]a] & a~a_ _ _
Es Simétrica: a~b & [a|=[b] & |b|=[a] & b~a
Es Transitiva: a@~0b A b~ ¢, luego |a] = |[b] A |b] =|¢|, de lo cual |a] = [¢|.

Por lo tanto

De este modo ~ es una relacion de equivalencia, denotemos la clase de equivalencia para
dln
Co={acZz,||al=d}

De este modo se obtiene Z,, = LOJd|n a>0Cy, es decir n = Zd‘n 4>0 |Cal. Por la propiedad 97
tenemos que existe un unico subgrupo de orden un divisor y todos los elementos de ese
orden estan en el subgrupo. Luego, debemos tener presente que el grupo ciclico < g > de
orden d, tiene ¢(d) generadores, luego en Z, existe ¢(d) elementos de orden d, asi tenemos
¢(d) = |Cyl|, reemplazando obtenemos

n= Y lCd= Y ¢

din d>0 dln d>0
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3.3. Producto en 7,

Teorema 103 Sean a,b,c,d € Z,m > 0. cualesquiera, si a = b(mod m) y ¢ = d(mod m),
entonces
ac = bd(mod m).

Demostracién: Si a = b(mod m) y ¢ = d(mod m), entonces existen enteros r, k tales que
a=b+km y c=d+rm,
luego
ac = (b+km)(d+rm)=bd+ (br + kd + kr)m.
Ahora bien, definiendo t = br + kd + kr € 7Z, tenemos que

ac=bd+tm < ac=bd(mod m).

Observacién: El teorema anterior nos permite definir el producto en Z,, como sigue:
Definicién 30 Sean @ y b € Z,,, se definen producto por
a-b=ab.
Teorema 104 (Z,,,+,-) es un anillo conmutativo
Ejemplo 55 Construir la tabla de (Zsg, ).

Solucién: Con las misma notacién empleada en la suma, construimos la siguiente tabla:

~10[1]12[3[4]5
0/0[0]0]0[0]0
1/0(1]2]3[4(5
210(214]0]2|4
3/0(3]0(3[0(3
410412042
510(5[413[2](1

Definicion 31 Sea @ € Zy,, se dice que @ es invertible si y sdlo si existe b € Z,, tal que
a-b=1

En el ejemplo anterior tenemos que los elemento invertible son 1,5

Teorema 105 Sea a € 7Z,,

a es invertible si y solo si (a,n) =1
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Corolario 106 Si p € Z es un niumero primo entonces todo elemento no nulo de Z, es
invertible. De otro modo (Z,,+,-) es un cuerpo.

Corolario 107 Si p namero primo, entonces el anillo (Z,,+,-) no tiene divisores de cero,
es decir, ~ ~ ~
ab=0= (a=0Vvb=0), paratodoa,beZ

Propiedad 108 Sin no primo entonces (Z,,+, ) tiene divisores de cero

Demostraciéon: Si n es un ntimero compuesto, entonces n = ab, con 0 < a <n, 0 < b < n,
luego @ # 0,b # 0 en Z,. Y se cumple que

ab=m=0

Notacion: El conjunto de elementos invertibles en Z, se denota por

U(Z,) ={a € Z, | a es invertible }

El inverso multiplicativo de @ se denota por a*

Observacién: La cantidad de elementos invertible en Z,, es ¢(n) = |U(Z,,)]

Teorema 109 (U(Z,,),-) es un grupo abeliano, y es llamado el grupo de las unidades de Z,

Ejemplo 56 Construir la tabla de (U(Z7),-) y (U(Zs), )

Solucion:
U(Zr) U(Zs)
1112314516 - 11(3]|5|7
1112|3456 111(3|5|7
21214161315 3/3[1]7|5
3(3(6(2|5|1]4 55713
41411512613 71715131
5531|642
6(6|5[43|2]|1

El grupo (U(Z7), -) es ciclico
El grupo (U(Zsg), -) no es ciclico

Definicién 32 Sea @ € Z,, — {0}, y m € N, entonces se define por recurrencia la potencia
multiplicativa m -esima de @

Q|
=

I

—

am—i—l — am_

Ademds a € U(Z,,), entonces
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Definicién 33 Sea a € U(Z,), se dice que k € N* es el orden multiplicativo de @ si y solo
si k es el menor entero positivo que a* = 1.

Notacién: k = |a|, cuidado con la notacién, ya que es la misma, lo que varia es el grupo, es
decir, el conjunto con la operacién binaria.

Observacién: En el ejemplo 56, tenemos la tabla del grupo U(Z;) y podemos obtener los
ordenes multiplicativos de cada elemento

11=1, 2=3, |3]=6, |4 =3, |5]=2.

Teorema 110 El grupo U(Z,) es ciclico si y solo si existe p nimero primo impar y m € N*
tal que
n=p", Vn=2p", Vn=2 Vn=4

Ejemplo 57
1. U(Zg) es ciclico, ya que 18 = 2 - 3?
S U(

Zo) mo es ciclico, ya que 20 = 2% .5

NG

2 )
3. U(Zsy) no es ciclico, ya que 30 =2-3-5
4. U(Zsy) es ciclico, ya que 50 = 2 - 52

Definicién 34 Sean a € Z*, b € Z, n € N*. Una ecuacion con congruencia de grado 1 es
de la forma
ax = b(mod n)

donde a,b son los coeficiente y x la incognita
Ejemplo 58 Resolver en Z, la ecuacion
2x = 3(mod 13)
Solucion: Resolver la ecuacién es equivalente a resolver
2x =3+ 13t o bien 2x —13t=3

Como sabemos que
2(7)—13(1) =1

luego son primos relativos, y una solucién particular es
xo=21 N tg =3
Por lo tanto, la soluciéon general es
r=214+13s N t=3+2s, seZ
Con lo cual, la solucién de la ecuacién 2z = 3(mod 13) es
S={21+13s| s € Z}

Observacién: La ecuacion en Zi3 tiene tnica solucion y es 8



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M 81

Teorema 111 La congruencia ax = b(mod n) tiene solucion en Z si y solo si (a,n)|b

Demostracién: Supongamos que congruencia ax = b(mod n) tiene solucién en Z, luego
existe ¢ € Z tal que

ac = b(mod n)

ac—nt = b

Por lo tanto la ecuacién diofantica ax + ny = b tiene solucion, luego (a, n)b.
En el otro sentido, suponemos que (a,n)|b, luego la ecuacién dioféntica ax +ny = b tiene
solucién, sea xg, 9 una solucion, por lo tanto

arg+nyy = b
b(mod n)

axo

Observacién: recuerde que las soluciones esta dada por

n
ZL’Zl’o+—t

(a,n)

es decir, en general la soluciéon no es tnica en Z,
Ejemplo 59 Resolver en Z, la ecuacion
2z = 6(mod 8)
Solucion: Resolver la ecuacién es equivalente a resolver
2r =648t obien x —4t =3

Como sabemos que
1(3) —4(0) =3

luego una solucién particular es
o = 3 A t() =0

Por lo tanto, la solucion general esta dada por
r=3+4s Nt=0+s, seZ
Con lo cual, la solucién de la ecuacién 2z = 6(mod 8) es
S={3+4s|seZ}
Observacién: La ecuacién en Zg tiene dos solucién y son 3,7

Propiedad 112 Sean aq, as, by, by, crc0 € Z y el sistema de ecuaciones lineales



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M

a1r + by
asx + boy

c¢1(mod m)
c2(mod m)

si (a1by — asby,m) = 1 entonces tiene solucion el sistema.

Demostracién: Dado el sistema

a1x+by = ¢ (mod m)
asx +byy = co(mod m)
Amplificando las ecuaciones
arx + by ci(mod m) /- as

aox + boy ca(mod m) /- —ay

Sumando obtenemos
(a261 — Clle)y = A92C1 — alcg(mod m)

Por el teorema anterior se obtiene el resto de la demostracion

Ejemplo 60 Resolver:

2z +y = 3(mod 13)
3z +5y = 1(mod 13)
Solucién:
2r+y = 3(mod 13) /-5
3z +5y = 1(mod 13)
—10x — 5y = —15(mod 13)
3z +5y = 1(mod 13)
Sumando obtenemos
—7r = —14(mod 13) /- —77!
v = —14(=7)""(mod 13)

r = 2(mod 13)
Reemplazando obtenemos
= 3 —2x(mod 13)
= 3—2-2(mod 13)

= —I(mod 13) —1413=12
y = 12(mod 13)

< e

Luego, el conjunto solucién del sistema es

S ={(z,y) € Z* | x = 2(mod 13) A y = 12(mod 13)}

82
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Ejemplo 61 Dada el par de congruencia
z = 1(mod 4) A z = 2(mod 3)
Construir una sola congruencia equivalente a las anteriores
Solucion: La solucién de las congruencia es:
S={x€Z| 3k €Z)(x=4ki+1)}N{x € Z | (Fke € Z)(x = 3ks + 2)}
Luego tenemos que dado x € S se tiene que

ZL’Z4]€1+1 AN $:3k2+2
k1 +1 = 3ko+2
dky —3ky = 1

Una solucién particular de la ecuacion diofantica es ky = 1, ko = 1 La solucion general es
ky =143t ky=1+4t
reemplazando obtenemos

ZL’Z4]€1+1 AN [L’Z3k‘2+2
r=41+3t)+1 AN z=3(1+4t)+2
r=5+12t N x=5+12t

Por lo tanto
x = 5(mod 12)

Teorema 113 (Chino del Resto) Si (m;,m;) = 1, para i # j, entonces el sistema de
CONGruencias

r = aj(mod my)
r = ag(mod my)
r = ag(mod my)

tiene solucion. Y dos soluciones del sistema son congruentes (mod my - mg - - - my).

Demostracién: Sea m = my - my - ms - - - my,, luego tenemos que (-, m;) = 1. Por lo tanto,
mj

(3b; € Z)( Lb; = 1(mod m;) )
m;
Notemos que
m _ m _ .
Ejbjaj = aj(mod m]) N Eb]a] = O(mod m,) con 1 7& ]

Definimos
k
Ty — E —biCLZ’

i=1
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Luego se tiene que xy es solucion particular del sistema de congruencias.
Ademas sean w1 y x5 dos soluciones del sistema de congruencias, luego se tiene que

x1 = a;(mod my;) xo = a;(mod my;)

es decir
1 — 22 = 0(mod m;))

Con lo cual obtenemos
T1 — Ty = myty = Moty = -+ - = myty

Asi se obtiene mgy|mqt; y como (mq,ms) = 1 entonces ms|ty,
Tl — X9 = mlmgtll = mgtg == mktk

Repitiendo el proceso tenemos que mg|mymeot] y como (mg,mi) = (mg,ms) = 1 entonces
mg|t}, continuando de la misma manera se obtiene en forma recursiva que

T — Ty = mymamg - - - myty, = 0(mod mymams - - - my,)

O
Ejemplo 62 Resolver:
r = 2(mod 3)
r = 3(mod 5)
r = 2(mod 7)

Solucién: Notemos que (3,5) =1, (5,7) =1, (3,7) =1y m=my-my-mz =105

by = 1(mod my) by = 1(mod my) by = 1(mod my)
35-b; = 1(mod 3) 21-b; = 1(mod 5) 15-b3 = 1(mod 7)
by = 2(mod 3) by = 1(mod 5) by = 1(mod 7)
Luego la solucién particular es:
o = al-b1~ﬂ+a2-b2~ﬂ+a3-b3~ﬁ
mq mo ms
xgo = 2-2-35+3-1-214+2-1-15

x9g = 233
La solucion general esta dada por

= xo(mod m)
= 233(mod 105)
23(mod 105)
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Otra forma de resolver es: En la primera obtenemos que x = 2 4 3t con t € Z, reempla-
zando en la segunda se tiene que

r = 3(mod b)
2+3t = 3(mod 5)
3t = 1(mod )

t = 2(mod 5)

de lo cual obtenemos que ¢ = 2 + 5r, reemplazando obtenemos
r=2+43t=2+3(2+5r) =8+ 157

Ahora reemplazamos en la tercera congruencia

r = 2(mod 7)
8+ 15r = 2(mod 7)

r = —6(mod 7)

r = 1(mod 7)

De este modo tenemos que » = 1 + 7] reemplazando tenemos
x =8+ 15r =8+ 15(1 + 71) = 23 + 105l

luego
xr = 23(mod 105)

De este modo se tiene que el conjunto solucion es

S ={23+105¢ | t € Z}

3.4. Teorema Euler y Fermat

Definicién 35 Sean n € Z* y S = {ri,12,...7¢m)} C Z, se dice que S es un sistema
reducido mddulo n siy solo siU(Zy,) = {T1,T2,...Tom)}

Observacién: Tenga presente que (n,r;) = 1 para todo i € {1,2,...,¢(n)}.

Teorema 114 Seann € Z*, a € Z tal que (a,n) =1 y {ri,ra, .. .74} un sistema reducido
mddulo n, entonces {ary,ary, ...argm} otro sistema reducido modulo n

Demostracién: Como (a,n) = 1y (r;,n) = 1, entonces para todo i se tiene que (ar;, n) = 1.
Ahora veremos que las clases son distintas, para ello notemos que

ar; = ar;j(mod n) < r; = r;(mod n)

Luego si i # j = r; # rj(mod n) O
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Teorema 115 Sean p € Z*, primo y {ry,ra, ..

ces

Demostracién: Supongamos que p # 2, luego 1 # —1(mod p), ahora reordenemos el pro-

ducto

T2 To(p)

Observacion: La demostracién anterior se puede extender para el caso que U(Z,) es ciclico.

rire, - -

= (1)(=D)ry(r)~ - r)(r) ™t = —1(mod p)

“To(p) = —1(mod p)

Corolario 116 (Teorema de Wilson) Sean p € Z™, primo

Teorema 117 (Euler) Sean n € Z*, a € Z tal que (a,n) = 1 entonces

Demostracién: Sea {rq,rs, ..

(p—1)! = —1(mod p)

a®™ = 1(mod n)

.Tg(n)} un sistema reducido médulo n, como (a,n) = 1 enton-

ces {ary,ary, ..., argm)} un sistema reducido médulo n. luego tenemos

7’17“2,""/“¢(n) =
T2, - Ten) =
1 =

(ary)(arg) - - - (g ) (mod n)
(a)®™ryry - - *T¢(n)(mod 1)
(a)*™ (mod n)

Ejemplo 63 Determinar el resto al dividir 7% por 48

Solucién: Como (7,48) = 1 = 748 = 1(mod 48)

$(48) = $(2'3) = ¢(21)4(3)

Luego tenemos que 7'6 = 1(mod 48).

Aplicamos el algoritmo de la division, obtenemos que 1000 = 16 - 62 + 8

71000
71000
71000
71000
71000

71000

Por lo tanto el resto al dividir

2'-2h).3-1)=2°2-1)2=2"

7106248 (0 48)
(719)%2 . 7%(mod 48)
192(7%)*(mod 48)
1-(49)*(mod 48), ya que 49 = 1(mod 48)
1*(mod 48)
1(mod 48)

71000

por 48 es 1

Tep)} un sistema reducido modulo p, enton-
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Teorema 118 (Fermat) Sean p € Z un nimero primo, a € Z tal que (a,n) = 1 entonces
a?~' = 1(mod p)

Ejemplo 64 Resolver la ecuacion

3t 4™ 4 32" + 20 + 2 4+ 22° + 40" 4+ 2% 4+ 32 + 2% + 42® + 20 = 0(mod 5)
Solucion: Al factorizar la expresion, tenemos

z(3z" 4+ 42" + 3™ + 2210 + 2% + 227 + 42° + 2° + 32° + 2 + 47 + 2) = O(mod 5)
note que 5 es un numero primo, luego no tiene divisores de cero, de esta manera se tiene
=0 Vv 3 42+ 320 + 220 + 2 + 227 + 42° + 2° + 32° + 2% + 42+ 2 = O(mod 5)

Para las rafces no nulas, aplicamos el teorema Fermat, es decir ! = 1(mod 5), con = #
0(mod 5), luego tenemos z*7*" = 2" (mod 5)

13=1;12=0; 11=3; 10=2; 8=0; 7=3; 6=2; 5=1; 8 =0; (mod 4)

31 + 42 + 32 + 220 + 2% + 22" + 428 + 27 +32° + 2 + 42 +2 = O(mod 5
3rt + 42’ + 328 + 20 + 20 + 22 + 4 + 2t + 32 + 2t + 4t 42
(B+24+3)2° +2+4+1D)2* +B+1+4)r+(4+1+2)

32% +22% + 3z + 2

3z(z® 4+ 1) 4+ 2(z® + 1)

(32 4+2)(2* +1) = O(mod 5

1 | |

o O O 0
—_~ o~~~ O

8 B B B

O O O O

[STREN O TN N o F

(G2 NG SN N |
= I I I

Luego tenemos que
37 4+2=0(mod 5) V (z°+ 1) = 0(mod 5)
La primera ecuacion obtenemos que
(3x +2) =0(mod 5) & 3z = —2(mod 5) & = —4 = 1(mod 5)
La segunda ecuacién
2% 4+ 1= 0(mod 5) & 2% — 4 = 0(mod 5) < (z — 2)(z + 2) = 0(mod 5)

de lo cual obtenemos
r=2(mod 5) V z=—-2=3(mod 5)

Por lo tanto el conjunto solucion es
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3.5. Congruencia de grado 2

Solamente resolveremos ecuaciones de segundo grado en Z,, con p primo impar, ya que
en este caso (Z,,+,-) es un cuerpo.
Sean a, b, c € Z*, tal que (a,p) = 1, entonces debemos estudiar el conjunto solucién de la
ecuacion
az® + bz + ¢ = 0(mod p)

La solucion en general podemos obtenerla de

ar® +br+c = 0(mod p) /4a

4a*z”® + dabz + 4ac

(2ax)* + 2(2az)b + 4ac

(2ax)* + 2(2ax)b + +b* + 4ac b?(mod p) / — dac
(2ax +b)* = b? — 4ac(mod p)

I
S o
8 B
o O
[STRENOF
SRS
= =
~
_'_
S

[N}

Definicién 36 Sea A = b — 4ac, se llama el discriminate de la ecuacion
az® + bz + ¢ = 0(mod p)

Observacion: Realizando un cambio de variable z = 2ax + b la ecuacién cuadratica se
traduce en

2? = A(mod p)

Definicién 37 Sea a € Z* tal que (a,p) = 1.

Se dice que a es un residuo cuadrdtico o un cuadrado médulo p si y sélo si 2> = a(mod p)
tiene solucidn, de otro modo si existe b € Z tal que b* = a(mod p).

En caso contrario, se dice que a no es un residuo cuadrdtico o que no es un cuadrado
modulo p.

Notacién: Se denota el conjunto de los cuadrado médulo p
O, =% | TeU,)).
Ejemplo 65 Determinar el conjunto Os = {7? | T€U(Zs)} y 5 =U(Zs) — Us
Solucién: Calculemos el cuadrado de cada elemento
"=1 (mod 5) 2’ =4 (mod 5) 3 =4 (mod 5) =1 (mod 5)

Luego tenemos

|:|5 == {1,4} /Zg) - {g, 3}
Ejemplo 66 Resolver las ecuaciones

2% = 2(mod 7) 2? = 3(mod 7)



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M 89

Solucién: Al calcular el cuadrado de cada elemento obtenemos que

|:|7 == {fz ‘ EEU(Z7)}
2,3, 7 5, 6}

Luego la ecuacién z?> = 2(mod 7), tiene dos soluciones en Z; y son 3, 4. El conjunto
solucién de la otra ecuaciéon x? = 3(mod 7), es vacio.

Teorema 119 La congruencia ax® 4 bx 4 ¢ = 0(mod p) tiene solucion no vacia si y sélo si
A eO,U{0}

Teorema 120 EIl conjunto O, es un subgrupo de U(Zy).
Demostracién: i) Clausura: Sean T2, 3* € [J,, entonces tenemos
>y =a 9%,

ii) Neutro:
=T

e,
iii) Inverso:
@) =@ ") en,
Por lo tanto se tiene que 0, es un subgrupo de U(Z,). O

Teorema 121 Sea p € Z, un numero primo impar entonces

p—1
O, = ——
| p‘ 2

Demostracién: Sean @, b,¢ € U(Z,) se define la siguiente relacién
a~b & @ =b

Veremos que ~ es una relacion de equivalencia

Es Refleja: @ =a*> & a~a

Es Simétrica:a~b & @ =b < b =a < b~a

Es Transitiva: Si@ ~ b A b ~ ¢, entonces @’ = OAD = @2, de lo cual se obtiene
=22, es decir, @ ~ C.

Luego ~ es una relacién de equivalencia, ahora nos interesa determinar la cardinalidad
de cada clase

62

a~bo@=boa—b=0&a—b)a+b)=0cb=a Vv b=—a)

Luego la clase de @, denotada por

[a] = {@, —a},
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contiene dos elemento siempre, ya que p es un primo impar.
Ahora bien, sea r el numero de clases de equivalencia, por lo tanto 2r = p — 1, es decir,

=21
2
De lo cual obtenemos que
frUZy),/~ — 0,
Id — @
es una funcién biyectiva, luego |0, = p—gl O

Teorema 122 Sea p un nimero primo impar y a € Z tal que (a,p) = 1 entonces
= 1(mod p) V a7 = —1(mod p)

Demostracion: Por Teorema de Fermat, tenemos que

= 1(mod p

Il
e}
=
o
[oN)
<

~—
(e}
Il
—_
—~~ o~/
8
(@)
Q.
=
— ~— ~— ~—

Por lo tanto
a7 =1(mod p) V a7 = —1(mod p)

Teorema 123 Sea p un numero primo impar y a € Z entonces
aceld, & a7 = 1(mod p)

.. _ . _ 72
Demostracién: Sea @ € [, entonces existe b € Z, tal que @ = b de lo cual obtenemos

p—1

az = (bz)%(mod D)
V¥~ = 1(mod p)

En la otra direccién, sabemos Z, es cuerpo y U(Z,), es ciclico, luego todo los elemento
p—1 , . . p—1 . . . ,

de [, son == y son raices del polinomio a2 = 1(mod p) y este polinomio tiene a lo mas
’%1, luego son las tnicas las que pertenecen a [, O

Propiedad 124 Sean p un nidmero primo impar y a € Z tal que a ¢ U(Z,) — O, entonces

p—1

az = —1(mod p)
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Definicién 38 (Simbolo de Legendre) Sea p un nimero primo impar y a € Z tal que

(a,p) = 1.
Se define
ay _ 1 s ael,
P ]l -1 st oa¢g 0,
Ejemplo 67 En en el ejemplo 66 tenemos que
O, ={1, 2, 4} ;=1{3, 5, 6}

De lo anterior tenemos que

- 6)+ (- Q- ()~ ()

Propiedad 125 Sean p un nimero primo impar y a,b € Z tales que (a,p) = (b,p) = 1.

4. Sia=b(mod p) entonces (%) = (%)

Demostracién: La demostracién de (1), se obtiene por el teorema 122, (2) es inmediata, la
demostracién de (3) por caso:

= Sia"s =1(modp)y b = 1(mod p) luego tenemos

p—1_p—1

l=a2b2 = (ab)%(mod p)

C®-00

s Sia'z = 1(mod p) y b= = —1(mod p) luego tenemos

Luego se cumple

p—1

—l=ad"TbT = (ab)%(mod P)

()-G)C)

Luego se cumple
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= Sia"z = —1(mod p) y bz = —1(mod p) luego tenemos

1=a"7 0" = (ab)"T (mod p)
(3)-(G)0)
()
13

Solucién: Usando el algoritmo de la division tenemos 1785 = 13 - 137 4 4, luego

(5)-(3)- ()

Propiedad 126 Sea p un nimero primo impar entonces

Luego se cumple

Ejemplo 68 Calcular

I.p=1(mod 4) & -1 €0,
2. p=3mod 4) & —1€ A,

Demostracién: Sea p = 1(mod 4), luego tenemos p%l € Z.
p—1

Por la propiedad 124 tenemos —1 = ((a) = ) = ((a)%)z, luego —1 € 0J,,.
En el otro sentido tenemos —1 € 0,, por lo tanto (—1)pr1 = 1, luego p—gl debe ser un
ntimero par, de lo cual 4|(p — 1) es decir, p = 1(mod 4).

Ejemplo 69 Resolver
r* = —1(mod 31)

Solucién: Como 31 = 3(mod 4), luego —1 € I3y, es decir, el conjunto solucién es vacio.

Teorema 127 Sea p un numero primo impar entonces

S ) e
p p

2* = 2(mod 11)

Ejemplo 70 Resolver

1121

Solucién: Como (&) = (=1) s = (=1) = —1, luego —1 € I, es decir, el conjunto

solucién es vacid.

Teorema 128 (Reciprocidad Cuadratica) Sean p,q dos nimeros primos impares dis-

tintos (Ié) (%) = (-2 (2)
(2) = e (1)

o bien
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Eil
1009
Solucion: Usando reciprocidad cuadratica tenemos
DL o cpCeeee) (1292
1009) a1
i — (_1)(15)(504) w
1009 a1

31 17 17
_((—pypoayts (20 (20
(1009) ((=1)") (31) (31)
Aplicando nuevamente

(;_D — () (%)
5) - (4

(51) - (%) -(%)- &) (7)

Ejemplo 71 Calcular

Pero

Pero tenemos

de esta manera obtenemos
31 (1T (14N [ 2 T\ (2 3 _ 1
1000) \31) \1r) \17)\17) \17)\7)

3.6. Ejercicios Desarrollados

Ejemplo 72 Resolver en Zos:

T+ 41 =17
Solucion:
T+41 = 17
T = 17—41
T = —24; —-24+25=1
T = 1
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Ejemplo 73 Resolver:

2r+3y+2 = 8(mod 17)
x+4y+52z = 5(mod 17)
3r+8y—2 = 0(mod 17)

Solucion: Despejando z en la primera congruencia tenemos
2z =8 — 2z — 3y(mod 17)
reemplazando en la segunda congruencia tenemos

r+4y+5-(8—2x—3y) = 5H(mod 17)
r+4y +40 — 10z — 15y = 5(mod 17)
—9z = —35+ 1ly(mod 17)

8¢ = 16+ 1ly(mod 17) /-—2
—16z = —32 — 22y(mod 17)
x = 24 12y(mod 17)

Ahora reemplazando x en z = 8 — 2z — 3y(mod 17)

= 8—2-(2+12y) — 3y(mod 17)
= 8—4— 24y — 3y(mod 17)

4 — 27y(mod 17)

= 4+ Ty(mod 17)

W W W

Ahora reemplazamos x = 2+ 12y(mod 17) y 2 = 4+ Ty(mod 17) en la tercera congruencia,
y obtenemos

3z +8y—2 = 0(mod 17)
3-(2+122)+8y—(4+7y) = O(mod 17)

6+36y+8y—4—7y = 0O(mod 17)
37y = —2(mod 17)
3y = 15(mod 17)

y = 5(mod 17)

x = 24 12y(mod 17) z = 4+ Ty(mod 17)
r = 2412-5(mod 17) 2z = 44 7-5(mod 17)
xr = 62(mod 17) z = 39(mod 17)

x = 11(mod 17) z = 5(mod 17)

De esta manera se tiene que

x = 11(mod 17) y = 5(mod 17) z = 5(mod 17)
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Ejemplo 74 Hacer la tabla de los grupos:

a) (Zz,+)

Solucion:

[N}

o

<t

&l

| —

| —

b) (Zi3,+)

Solucion:

i
—

]
—

c) U(Zz),")

Solucion:

Ejemplo 75 Calcular el reticulado de los subgrupos de (Z2,+)



Solucién: H < G = (Zys,

<1>= {0,1,234567891011}
<3 >= 86 }

<11>{11 1098765432,1,0}

CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M 96

1) e [H|/IG] = 121ueg0|?{|€ (1,2,3,4,6,12)

<2>=1{2,1,6,8,10,0}
<4>=1{4,8,0}

< 6> {6,0}

< 8>={8,4,0}

<10 >={10,8,6,4,2,0}

orden subgrupo
1 < 0>
2 <6 >
3 <4> <8>
4 <3>,<9>
6 <2>,<10 >
12 | <1>,<5>,<7> <11 >
<0> C <6> C <3> C <1>
<0> C <4> C <2> C <1>
<0> C <6> C <2> C 1
Reticulado:
<1>
/N
<2> <3>
N
<4> <6>
S
<0>

Ejemplo 76 Calcular el reticulado de los subgrupos de (Zio,+)

Solucién: H < G = (Z,

1) & [H1/G] = 10, lnego [H] € {1,2,5,10},

<8> @6420}

}
C0-—{38756513210)

orden subgrupo

1 <0>

2 <5>

5 <2>,<4><6>,<8>
10 | <1>,<3>,<7>,<9>
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<0>C<5H>C<2>C<1>
Reticulado:

<0>—7<5>—><2>—><1>
Ejemplo 77 Determinar subgrupos de (U(Zi3), )
Solucién: H < G = (Z’{g, ) & |’H\/|Q\ =12 luego |H| € {1,2,3,4,6,12},

<1>= {1} <2>=12,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1}
<3>=1{3,,9,1} <4>=1{4,3,12,9,10,1}
<5>={512,8,1} <6 >=16,10,8,9,212,7,3,5,4,11,1}
<7>={710,5,9,11,12,6,3,8,4,2,1} <8>=1{8,12,5,1}
<9>=1{9,3,1} < 10 >={10,9,12,3,4,1}
<11 >={11,4,5,3,7,12,2,9,8,10,6,1} <12 >= {12,1}

orden subgrupo

1 <1>

2 <12 >

3 <3>,<9>

4 <5>,<8>

6 <4>.<10 >

12 1 <2>,<6>,<7>,<11 >

Ejemplo 78 Hacer la tabla de:
a) Ois ={7* | T eU(Zys)} Como
UZy) = {1,3,4,7,3 11,13, 14}

|:|15 - {T,Z}
S 1(4
1(1(4
4141

b) |:|13 - {f2 | T € U(Zlg)}
UZy;) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

O = {1,4,9,3,12,10}

113 ]4|9]10]12
1113 |4]9]10|12
31319 (|12]11]4 /|10
414121 3]10{1]9
9191|103 |12 4
10104 |1 ]12]9 3
121210 9|43 |1
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Ejemplo 79 Calcular los elementos, generadores y hacer la tabla de:
a) |:|16 = {52 | T € U(Zl6)}

U(zy) = {1,3,5,7,9,11,13,15}
O, = {1,9}
<1>={1} <9>=1{9,1}
El generador del grupo (g es 9.

O =
—| ©f

Nel ol I

b) |:|26 - {EZ | T € U(Z26)}

<1> = {1} <9> = {9,3,1}
<25> = {251}; <23> = {23,9,25,3,17,1}
<3> = {3,9,1}; <17> = {17,3,25,9,23,1}

Generadores del grupo de los Clyg son 17, 23.

11319 |17]23]25
111 13|9/[17]23|25
313191 [25]17|23
919 |1 |3[23]25|17
1717 125(23| 3|19
2312311725 1|9 |3
2512512317193 |1

Ejemplo 80 Hacer la tabla y determinar raices primitivas de U(Zqsg)
Solucién: 18 = 2-32, por lo tanto cumple el teorema 110, es decir U(Zg) es un grupo ciclico.

UZig) = {acZis | (@18)=1}, [U(Zis)| = ¢(18)

U(ZIS) = {17 57 77 ]-17 1371_7}

115 |7 |11]13]17
1 (1|5 |7 |11]13|17
5105 |7 171 ]11|13
71T 1713|5111
{1115 |13]|17| 7
W13 11| 1|17 7|5
1717 13|11 7|5 |1
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Como U(Zyg) es ciclico, las raices primitivas es lo mismo que los generadores.

6(6(18) = 6(6) 6=2.
6(6(18)) = 2-3.(1_
1

P(¢(18)) = 2-3-

Por lo tanto U(Zg) tiene dos raices primitivas. Ahora buscamos el primer generador de
Z/{(Zlg) .

<1> = {1}

<5> = {5,7,17,13,11,1}

Luego, buscamos los primos relativos con ¢(18) que son: 1,5
Por lo tanto las raices primitivas de U(Z;s) son:

5'=5 5 =11

1
Ejemplo 81 Sea G grupo ciclico. Demostrar que G es abeliano.

Solucion: G es ciclico existe g € G tal que G =< g >
Sean a,b € G luego existe 7, j tales que a = ¢*, b= ¢’

a.b:gi.gj:gi+j:gj+i:gj~gi:b'a

Por lo tanto G es un grupo abeliano.

Ejemplo 82 Determinar todos los T € Zs tal que T +2T2 +2 =10

ZS = {07 17 2a 3a 4}

T 0 : 0°42-0°+2 240
T =1 : T°+2.7°42 = 5=0
T = 2 : 2242.2242 = I8=3#0
T = 3 : 342342 = TT=2+#0
T 1. 17+2.7+42 9B8=3+£0

Por lo tanto la tnica solucién de en Zs tal que T2 + 272 +2 =0es T =1

Ejemplo 83 Calcular el orden de:

(n,z)

a) 2 € (Z14,+), recordemos que |Z| =

_ 14
2| = =7
12 (14,2

~—

va que (14,2) = 2. Por lo tanto el orden de 2 es 7.
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b) 12 € (Zss,+) recordemos que |Z| = 2~ Calculemos (12, 58)

(n,)
58 = 12-4410
12 = 10-1+2
10 = 2-5

Luego (12,58) = 2, de lo cual

58 58
12 =

Por lo tanto el orden de 12 es 29.

Ejemplo 84 Coalcular el orden de:

a) 12 € (U(Z13),")

Por lo tanto el orden de 12 es 2

b) 3 € (Z3,")

Note que —1 €< 3 >, luego en las préximas potencia estaran los inversos de todos los
anteriores. Por lo tanto el orden de 3 es 30

Ejemplo 85 Calcular los generadores de: (Z1s,+)

Solucién: Como 18 = 2 - 32

D ST T I NP O C
¢(18)_23<1 2) (1 3>_23 5 3=6

Por lo tanto (Zs, +) tiene 6 generadores, que van a hacer los primos relativos con 18.

Luego, los generadores de (Zyg, +) son:  1,5,7,11,13,17
Ejemplo 86 Calcular el numero de generadores de: (Zsoo, +)

Solucién: Como 500 = 22 . 53

1 1 1 4
- 23' 3 1__ . 1—— :23. 3._._—2
#(500) ) ( 2) ( 5) gy =AW

Por lo tanto (Zsa, +) tiene 200 generadores.

Ejemplo 87 Determinar los generadores de:
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a) (U(Z),")
Como el 19 es primo y el teorema 110 entonces (U(Zyy),-) es un grupo ciclico y el
nimero de generadores esta determinado por la funcién de Euler aplicada al cardinal
del grupo:
$(19) = 18 = 2. 32

6(6(19)) = 6(18) = 2'32'(1—%)~(1—%):2~32é-§:6

Por lo tanto (Z3g, ) tiene 6 generadores. Buscamos el primer generador:

<1> = {1}

<2> = {2,4,8,16,13,7,14,9,18,17,15,11,3,6,12,5,10, T}

Ahora necesitamos los primos relativos con 18 que son: 1,5,7,11,13,17.

Por lo tanto los generadores de (U(Zy9), -) son:

=5 == &7 g

2'=3, =16, 2°=7, 2" =17, 2 =11, 2

EES 17 _ 1—
b) (U(Zs4), ")

Como 24 no cumple el teorema 110, luego no es ciclico, es decir no tiene generadores.

En forma directa podemos verificar que todos los elementos U(Zs4) tiene orden 2 o 1.
Ejemplo 88 Determinar las raices primitivas modulo 31

Solucién: 31 es primo luego U(Zs;) es ciclico.

6(6(31)) = 6(30); 30=2-3-5

H(6(31) = 2.3.5.<1_§).<1_§).<l_%)

p(p(31)) = 2-3-5---—- Z=8
Por lo tanto Zs; tiene 8 raices primitivas. Buscamos el primer generador de U(Zs;).

<I> = {1}
<2> = {2,4,8,16,1}

<3> = {3,9,27,19,26,16,17,20,29, 25, 13,8, 24,10, 30, 28,

Luego, buscamos los primos relativos con ¢(31) que son: 1,7,11,13,17,19,23,29. Por lo
tanto las raices primitivas médulo 31 son:
7 _77 3'_13 3%_31 37_-33 3¥_73 3¥_17 3¥_737

3'=3 3 =17, 3'=13, 3°=24, 3 2, 3¥=13, 3 1,
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Ejemplo 89 Determinar el resto al dividir (100%° + 8)™ por 19

Solucién: 100 = 5(mod 19) y (5,19) = 1 por lo tanto 5?09 = 5% = 1(mod 19), ademads
40=18-2+4

50 18 =512 L 8 = (51)2. 57 1 8 =5 + 8 = (25)? + 8 = 36 + 8 = 6(mod 19)
Ademés (6,19) = 1, luego tenemos 6! = 6'® = 1(mod 19)
6 = 6"811° = (6'%)*.6° = 6° = (36)° = (17)® = 11(mod 19)
Luego hemos demostrado que
(100% 4-8)™ = 6™ = 11(mod 19)
Por lo tanto el resto al dividir (100%° + 8)™ por 19 es 11
Ejemplo 90 Determinar el resto al dividir 32°' + 2501 + 561 por 7
Solucidén: Sabemos que (2,7) = (3,7) = (5,7) = 1, ademds ¢(7) = 6, luego tenemos
3% = 3045 = 35 = 5(mod 7)
9501 = 9683+3 — 93 — (poq 7)
50 = 55101 = 51 = 5(mod 7)
Ahora tenemos
321 42500 1 561 = 5414 5=11=4(mod 7)
Por lo tanto el resto al dividir 32°! 4 259! 4 51 por 7 es 4
Ejemplo 91 Probar que sin y 7 son primos relativos entonces T|n% — 1
Solucién: Como (n,7) = 1, luego tenemos que n®? = 1(mod 7)
n® = 1(mod 7)
n® = 14+7-q q€Z
n—-1 = 7-¢q

Por lo tanto se tiene que 7|n® — 1

Ejemplo 92 Si (a,p) = 1. Calcular 1+ a+a?+---+aP~! en Z,

Solucién: Sia=1 1+a+a?+---+a1=1+1+---+1=p-1=0
Si a # 1 podemos amplificar por (}:—Z) la expresién

1 —
1+a+a2+---+ap‘1:1/-<1 a)
—a

de lo cual obtenemos
1—a?

1—a
Pero (a,p) = 1 luego se tiene que a? = a(mod p), por lo tanto

=1

1—a
1—a

l+a+a?+---+arl= =1
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Ejemplo 93 Resolver:

a) ¥ + 2 + 27+ 2 = 0(mod 7)
Solucion: Como 7 es un nimero primo tenemos que
22 + 2% 42" + 2 =0(mod 7) & x(z" + 2% + 2% + 1) = 0(mod 7)

Luego
29+ 2?4+ 2°4+1=0mod 7) V 1z =0(mod 7)

Sea x tal que (x,7) = 1 entonces tenemos que % = 1(mod 7), de lo cual tenemos

29" = 2" (mod 7),
Reemplazando se tiene

2P+ 22 +2°+1 = 0(mod 7)
r+1+1+1 0(mod 7)
r = 4(mod 7)

Por lo tanto las soluciones de z?° + 2'® + 27 + 2 = O(mod 7) son
z=0(mod 7), x=4(mod7)
b) M +2® + 5 = 0(mod 7)
Solucion: cero no es solucion, luego

g+ 2 +5 = 0(mod 7)

2>+ 2°+5 = 0(mod 7)

Evaluando tenemos
r = 0 0°+024+5 = 5% 0(mod 7)
r = 1 1°+12+5 = 7=0(mod 7)
r = 2 2542245 = 41=06% 0(mod 7)
r = 3 3 +324+5 = 257=05% 0(mod 7)
r = 4 45442 +5 = 1045 =2 % O(mod 7)
r = 5 5 +5%2+5 = 3155=5 % O(mod 7)
r = 6 6°+6>+5 = 7817=5% O(mod 7)

Por lo tanto la solucién de ' + 2% + 5 = O(mod 7) es

x = 1(mod 7)
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Ejemplo 94 Resolver:

Sz = 2(mod 7)
8¢ = 4(mod 9)
2z = 3(mod 11)

Solucidén: Son primos relativos, ya que (9,11) =1, (9,7)=1, (11,7)=1

5t = 2(mod7) /-3 8r = 4(mod 9) 2¢ = 3(mod 11) /-6
152 = 6(mod 7) -z = 4(mod 9) /- —1 12z = 18(mod 11)
r = 6(mod 7) r = 5(mod 9) r = T(mod 11)
Por lo tanto hay que resolver
x = 6(mod 7)
x = 5(mod 9)
x = T(mod 11)

Para ello aplicamos el teorema chino de los resto

a1:6,a2:5,a3:7,m1:7,m2:9,m3:11,m:m1~m2-m3:693
79”_5'21 f 1(moj77nl) o wby = 1(mod my) by = 1(mod my)
‘bl i IEEZd 73 77-by = 1(mod 9) 63-b3 = 1(mod 11)
b= 5-by = 1(mod 9) /-2 8y = 1(mod 11) /-7
by = 2(mod 9) by = T7(mod 11)
m m m
Ty = a,l'bl'ﬁ—‘—afg'bg'm—“—afg'bg'm—
1 2 3
g = 6-1-99+15-2-774+7-7-63
= xo(mod m)

4451 (mod 252)
= 293(mod 252)

Ejemplo 95 Sea p primo impar, @ € Z,. Si el orden multiplicativo de @ es 3.
Demostrar a®> + a+1 = 0(mod p) y a + 1 tiene orden multiplicativo 6.

Solucién: Como se tiene que [a| = 3, luego @ = 1.

a® = 1(mod p)
a®—1 = 0(mod p)
(a—1)-(a*+a+1) = 0(mod p)

Pero a # 1(mod p), ya que |a| = 3. Luego

a®> +a -+ 1= 0(mod p)
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Calculemos el orden de a + 1.

(a+1)* = a*+2a+1=a(mod p)
((a+1)%)? = a@*(mod p)
(a+1)° = 1(mod p)

Nos falta verificar que no es otro divisor de 6. Para ello vemos que (a + 1) = a(mod p), por
lo tanto (a + 1)? # 1(mod p), ademds si multiplicamos por a + 1 obtenemos que (a + 1)3 =
a’> +a = —1(mod p), es decir, (a + 1)* # 1(mod p)

Por lo tanto |a + 1| = 6.

Ejemplo 96 Determine el numero de soluciones de:

a) x? = 2(mod 31)

Necesitamos saber si 2 es un cuadrado o no

Por lo tanto 2 € (3 luego 22 = 2(mod 31) tiene dos soluciones.

(;_1)(?;)_1) — (—D¥F, 31 = 1(nod 3)
G-

Como (%) = 1 implica que (3—31) =—1

Por lo tanto 3 & (s, es decir 22 = 3(mod 31) tiene solucién vacia.

b) 22 = 3(mod 31)

c) 2% = 429(mod 563)

429 se descompone como producto de primo en 3-11-13

(5s2) = (s) - (s) (5)

Veremos cada una por separado

3 563 - -
(%)(?) = (1) = "= ; 563 =2(mod 3)

() (5) -
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321

Pero (2) = (—1)"s = —1, de donde se tiene que (:35) =1

11 o

(ﬁ) ' (%) - (_l)w'%l; 563 = 2(mod 11)
wy 2y
563 11

Pero (%) = (_1)#;1 = —1, luego tenemos (A) -1

1 — _

(%) ' (%) — (-1)"7 77 ; 563 = 4(mod 13)
1Y (1) _
563 13)

Como (%) = 1 entonces (%) =1

Reemplazando tenemos

42
29N (3N (A (8 oy oy
563 563) \563) "\ 563

Por lo tanto 429 € Usgs, luego 2% = 429(mod 563) tiene dos soluciones.

d) 222 + 4z + 3 = 0(mod 17)
El Discriminante de la ecuacién az? + bz +c¢ = 0(mod p) es A =b*—4-a-c

Luego tenemos que

A=4—-4.3.2=16-24=-8=(-1) -2

Notemos que 2 € ;7 si y sélo si 2 € (7

3)-() @)

de lo cual tenemos que —8 € [y y por lo tanto 2z* + 4x + 3 = O(mod 17) tiene dos
soluciones.

Por lo tanto

Ejemplo 97 Resolver las siguientes ecuaciones

Solucion: Sea x € Z, tales que
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a)

2? = 2(mod 311)

Veamos si 2 es un cuadrado o no.

2 31121
(?E) =y =l

Luego 2 € sy, por lo tanto 22 = 2(mod 311) tiene dos soluciones.
Veremos ahora cuales son, para ello notemos que 2 = 4356 = 66*(mod 311)
7> = 2(mod 311)
7 66%(mod 311)
2% — 66 O(mod 311)
(x —66) - (x+66) = O0(mod 311)

Como 311 es un nimero primo, entonces tenemos

x — 66 = 0(mod 311) V =z + 66 = 0(mod 311)
x = 66(mod 311) VvV x = —66(mod 311)
x = 66(mod 311) V = 245(mod 311)

Por lo tanto las soluciones de 22 = 2(mod 311) son:

r = 66(mod 311), x = 245(mod 311)

2?2 = 5(mod 19)

Veamos si 5 es un cuadrado o no

pero 19 = 4 = 2%(mod 5), de lo cual obtenemos

-(5)-9-() -6

Luego 5 € Oy, por lo tanto 2? = 5(mod 19) tiene dos soluciones.

Veremos ahora cuales son, para ello notemos que 5 = 81 = 9%(mod 19)
> = 5(mod 19)
> = 9%(mod 19)
7* — 9% = 0(mod 19)
(x=9) - (x+9) = O0(mod 19)
Como 19 es un numero primo, entonces tenemos
r—9=0(mod 19) V z+9 = 0(mod 19)
z =9(mod 19) V 2 = —9(mod 19)
Por lo tanto las soluciones de 22 = 5(mod 19) son:

z =9(mod 19), = 10(mod 19)

107
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c)

322 + 4z + 5 = 0(mod 31)

Calculemos el discriminante

A=4*—-4.3.5=16— 60 = —44 = 18(mod 31)

Veremos si es un cuadrado.

() - () ()-corea-

Luego 18 = —44 € O3, por lo tanto 322 + 4z + 5 = 0(mod 31) tiene dos soluciones.

Como p es impar, sabemos que,
az® + bz + ¢ = 0(mod p) < (2az + b)* = A(mod p)
Reemplazando obtenemos

37 +4r+5 = 0O(mod 31)

(62 +4)> = A(mod 31)
2> = —44(mod 31) — 44 = 49(mod 31)
2> = 49(mod 31)
22 —49 = 0(mod 31)
22 —7 = 0(mod 31)

(z=7)-(2+7) = 0(mod 31)
Como 31 es un nuimero primo entonces tenemos

z=T(mod 31) V z= —T7(mod 31)
6x +4 =T7(mod 31) V 6x+ 4= —7(mod 31)
62 = 3(mod 31) /26 VvV 6x = —11(mod 31) /26
r =78(mod 31) V x = —286(mod 31)
x = 16(mod 31) V x = 24(mod 31)

Por lo tanto las soluciones de 3z* + 4z 4+ 5 = O(mod 31) son:

x = 16(mod 31), 2z = 24(mod 31)

% + 4x 4+ 2 = O(mod 31)

Notemos que 0 no es solucién, luego las soluciones deben cumplir con z3° = 1(mod 31),
por lo tanto

2% 4 4r +2 = 2° + 42 + 2(mod 31)
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Veamos el discriminante

A=4>-4.1-2=16—-8=8=23

Notemos que 23 € s si y sélo si 2 € Oy

()= (3)-co -

Luego tenemos 2 € (3, por lo tanto 22 + 4z + 2 = O(mod 31) tiene dos soluciones.

Sabemos que
az® + br + ¢ = 0(mod p) & (2az + b)* = A(mod p)

2 +4x+2 = 0O(mod 31)
(22 + 4)* 8(mod 31)
2 8(mod 31) 8 = 225 = 15*(mod 31)
22 = 15%*(mod 31)
22 — 15 = 0(mod 31)
(z—=15)- (2 +15) = 0(mod 31)

Como 31 es un ntimero primo entonces tenemos

z=15(mod 31) V 2z = —15(mod 31)
2r +4 =15(mod 31) V 2x+4 = —15(mod 31)
2z = 11(mod 31) /16 V 2z = —19(mod 31) /16
x =176(mod 31) V 2 = —304(mod 31)
r =21(mod 31) V x = 6(mod 31)

Por lo tanto las soluciones de 2% + 4x + 2 = 0(mod 31) son:

x = 21(mod 31), x = 6(mod 31)
e) o' = 1(mod 23)

)
2* — 1 = 0(mod 23)

— 1* = 0(mod 23)
(:L'2—12) (2% +1?)
(x—1)-(z+1)- (2* +1)

= 0(mod 23)
= 0O(mod 23)

Ya que 23 es un ntimero primo entonces se tiene que

r—1 = 0Omod23) x+1 = 0(mod 23) 22 +1 = 0(mod 23)
x = 1(mod 23) x = —1(mod 23) 72 = —1(mod 23)
x = 22(mod 23)
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Determinemos si —1 es un cuadrado o no

Luego —1 ¢ [y, por lo tanto 22 + 1 = 0(mod 23) no tiene solucién.
De este modo tenemos que las soluciones de z* = 1(mod 23) son:
x = 1(mod 23), x = 22(mod 23)

f) Resolver z* + 22 + 1 = 0(mod 11)

Consideremos el cambio de variable u = 2% luego la tenemos
7' + 2 +1=0(mod 11) < u? + u+ 1 = 0(mod 11)

El discriminante
A=1*—4=-3=8(mod 11)

Notemos que 23 € [y; si y sélo si 2 € Oy

8 2 1121
(11) (11) (=
Por lo tanto z* + 22 + 1 = 0(mod 11) no tiene solucién.

Ejemplo 98 Determinar todos los niumeros primos impares p tal que p < 30 y (%) =-1

Solucidén: Por reciprocidad cuadratica tenemos

Luego

i) p = 1(mod 3)

- ()-(3) -

Luego 7%1 es par, es decir, p—;l =2-t te€Z,porende tenemos que p=4-t—1.

Pero p = 1(mod 3), luego reemplazando obtenemos 4t — 1 = 1(mod 3), al simplificar se
tiene ¢ = 2(mod 3), de este modo p=4(3s+2) —1=12s+7

Por lo tanto p € {7,19}
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ii) p = 2(mod 3)

=)= (3)- v

Luego’%lesimpar, es decir, ’%1:2-t+1 teZ,asip=4-t+1.

Pero p = 2(mod 3), luego 4t+1 = 2(mod 3), es decir, t = 1(mod 3), de lo cual obtenemos
p=43s+1)+1=125s+5

Por lo tanto p € {5, 17,29}
Por lo tanto todos los p primos tal que (%) =—1yp<30son {5,7,17,19,29}

Ejemplo 99 Determinar todos los o € Zyy tal que

rT—y = «
x-y = 1

el sistema en Zy, no tenga solucion.

Solucidén: Despejando de la primera ecuacion tenemos y = x — a y reemplazar tenemos

z-(r—a) = 1
?—ax = 1
?—a-r—-1 =0

El discriminante es A = o + 4, para que el sistema no tenga solucién, es decir,

A :g |:|11 = {1a4a 9>5>3}

a = 0 02“—4 = 4€|:|11

« 1 12—|—4 = 5€|:|11

« 2 22+4 = 8¢|:|11

(0% 3 32—|—4 == 13:2€DH
o) 4 42+4 = 20=9€0y
a =5 5244 = 29=7¢0,
a = 6 62“—4 = 40:7€|:|11
a = T 72“—4 = 53:9€|:|11
a = 8 82—|—4 == 68:2€DH
a = 9 = 9244 = 8 =8¢0
a = 10 : 102°+4 = 104=5€ey

Por lo tanto « € {2,3,5,6,8,9}
Ejemplo 100 Determinar condiciones sobre el primo p tal que x* = 16(mod p)

a) Tenga dos soluciones.
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b) Tenga cuatro soluciones.

Solucidén: Busquemos los Factores de la expresién

r* = 16(mod p)
v —16 = 0(mod p)
2t —4* = 0(mod p

(2 —4) - (o +4)
(—2) - (x+2)-(z*+4) = O(mod p

Il

]
A~ T~

=]

o

Q.

3
— N

Como p es primo tenemos
r=2(mod p) V = —2(mod p) V 2* = —4(mod p)

a) Tenga dos soluciones.

El primo debe ser impar y —4 ¢ [J, de lo cual (‘74) =-1

(2)-)-() -t -

Luego p%l es impar, es decir, p%l =2-t+1 te€Z,delo cual tenemos p=4-t+ 3.

La ecuacion tiene dos soluciones si y sélo si p = 3(mod 4)

b) Tenga cuatro soluciones.

El primo debe ser impar y —4 € [J,, es decir, (‘74) =(-1)7= =1

-1 . 1
Luego %= es par, es decir, 5= =2t t € Z, de lo cual tenemos p =4 -t + 1.

La ecuacion tiene dos soluciones si y s6lo si p = 1(mod 4)

Ejemplo 101 Determine nimero de solucion de

x2+y2

1(mod 43)
r—y

2(mod 43)

Solucién: Despejando de la segunda ecuacién z = 2 + y(mod 43) y reemplazando en la
primera obtenemos

(24+y)? +3? = 1(mod 43)
4+4y+9y°+y*—1 = 0(mod 43)
2y +4y+3 = 0(mod 43)

El discriminante

A=4>-4.2.3=16—-24=-8=—1-2°
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(%) - (5) (5)-co=(3) -0 0 o1

Por lo tanto

r? + y? 1(mod 43)
r—y 2(mod 43)

tiene dos soluciones.
Ejemplo 102 Sea p un primo impar. Demostrar que si 6 € }, entonces
M, = o0,

Demostracién: Recuerde que ambos conjunto tiene igual cardinal, luego basta demostrar
una contencién
Supongamos que T2 - § es un cuadrado, luego

5.7 =@ |-17°
§ = a-z7?
6 = (@-z )

De lo cual tenemos que § € U, lo que es una contradiccion
Por lo tanto

A, ={z*-6 | TEL}
Ejemplo 103 Determine nimero de solucién de x® + x* — 2 = 0(mod 37)
Solucién: Realizando el cambio de variable u = 23, obtenemos que
2%+ 2% — 2 = 0(mod 37) & u® + u — 2 = 0(mod 37)
Pero u? +u —2 = (u—1) - (u+ 2). Luego
2°+2° -2 = 0(mod 37)

(* —1)-(2* +2) = 0(mod 37)
(x—1)-(2*+2+1)-(2*-2) = 0(mod 37)

Como 37 es primo veamos primero la ecuacién de segundo grado x? + x + 1 = 0(mod 37),
paraello A=1—-4=-3=-1-3

(57)-(3) (&) -7 ()=~ ()

Aplicando reciprocidad cuadratica tenemos

(%) = - () -coc== (F) = coen(3) -

Por lo tanto —3 € [37 luego la ecuacién tiene soluciones distinta de 1.
Ya que 2 no es un cubo, por lo cual 3 — 2 = 0(mod 37) no tiene solucién.
De este modo obtenemos que el niimero de soluciones de 2% + 23 — 2 = 0(mod 37) es 3.
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Ejemplo 104 Determinar todos los o € Zys, para los cuales la ecuacién 22 +2x+a—1=0

no tiene solucion en Zi3

Solucién: Calculando el discriminante A = 4 — 4(a — 1) = 4 — 4da + 4 = 8 — 4q, luego la

Evaluando todo los a posible obtenemos:

a = 0 8—4-0 = 8€|:|13

a = 1 8—4-1 = 4ells

a = 2 8—4-2 = 0€D13

a = 3 8—4-3 = —4=9¢cl;
a = 4 8—4-4 = —8:5¢|:|13
o ) 8—4-5 = —-12=1¢€l;
a = 6 8—4-6 = -—-16=10¢€ U3
a = 7 8—4-7 = -20=6¢U;
a = 8 8—4.-8 = —24=2¢0;,
a = 9 8—4.-9 = —28=11¢ 0O,
a = 10 8—4-10 = -32=7¢0U;
a = 11 8§—4-11 = —-36=3¢€ll;
a = 12 8§—4-12 = —-40=12¢€ 3

Ejemplo 105 Determinar generadores y subgrupos de: Cig

Cio={7> | TEeU(Z)}

Co = {1,8,7,11,18,12}
<1> = {1}
<8> = {87,18,11,12,1}
<7> = {7,11,1}
<11> = {11,7,1}
<18> = {181}
<12> = {12,11,18,7,8,1}
Por lo tanto los generadores de Cjg son 8,12
orden subgrupo
1 <1>
<18 >

<T7T>,<11>

2
3
6

<8>,<12>




