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Introduccion

La primera version del presente apunte, corresponde a un trabajo de recopilacién realizado
por los alumnos Victor Bravo, Ada Ramos y Ambar Toledo de la Carrera de Matemaéticas
de nuestra Universidad, durante el ano 2008. Toda esta seleccién de material, se obtuvo de
diferentes anos en que dicté la asignatura de Aritmética el profesor Jorge Ledn, quien nos
permitio usar los apuntes de sus alumnos para dar forma a este proyecto, del mismo modo,
los apuntes de la ayudante de la asignatura senorita Ada Ramos.



Capitulo 1

Numeros Naturales

1.1. Nociones de Estructura Algebraica

1.1.1. Grupos

Definicién 1 Se dice que (G,*) es un grupo, si y sélo si, G es un conjunto no vacio,
provisto de una funcion
x . GxG — G
(a,b) +—— axb,
también llamada operacion binaria x y que cumple con
Asociatividad
Para todo a,b,c en G, se cumple

ax(bxc)=(axb)=*c.

Existencia del elemento neutro
Existe e elemento neutro de G, tal que para todo a en G, se cumple

a*xe—=aq=exda.

Existencia del elemento inverso
Para todo a en G, existe b en G, tal que

axb=e=bxa,

en tal caso el elemento b se denota por a™t, llamado el inverso de a. Es fdcil demostrar que
el inverso es unico, cuando existe.

Diremos que (G, %) es un grupo, para indicar que G bajo la operacién * es un grupo.
Algunos grupos cumplen una propiedad adicional dada por:
Conmutatividad
Para todo a,b € G se cumple
axb=>bxa

En tal caso, se dice que G es un grupo abeliano o conmutativo
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Definicién 2 Sea H un subconjunto no vacio de un grupo G.
Se dice que H es un subgrupo de G, si y solo si H es un grupo con la misma operacion
de G. En tal caso se denota por H < G.

Propiedad 1 Sea H un subconjunto no vacio de un grupo (G, *).
H es un subgrupo de G, si y solo si cumple:

1. Para todo x,y € H, se tiene que x xy € H.

2. Para todo x € H, se tiene que x~' € H.
Ejemplo 1 Algunos ejemplo de grupos

1. G ={e} es el grupo trivial, ex e = e

2. G ={e,a}, es un grupo con la operacion

*le a
ele a
ala e

4. G ={e,a,b,c}, es un grupo, llamado grupo de Klein con la operacion

e a b c
ele a b c
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
clec b a e

5. G ={e,a,b,c}, es un grupo, con la operacion

*

e a b c
ele a b c
ala b ¢ e
b|b ¢ e a
clec e a b

Ejemplo 2 Algunos ejemplos de grupos no conmutativo, se obtiene al considerar los movi-
mientos rigidos de los n-agonos requlares, con la operacion de realizar consecutivamente la
respectiva simetrias respectivamente de otra manera la composicion.
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1. Los movimiento rigido del tridngulo equildtero son seis, las rotaciones en 120,240 y
360 grados, y las reflexiones o simetria respecto a las bisectriz del tridangulo

Sim(T) = {ro, 7120, 7240, 51, S2, S3}
Construir la tabla del grupo Sim(T)

2. Los movimiento rigido del cuadrado son ocho, las rotaciones en 90,180,270,360 y las
reflexiones o simetria respecto a las diagonales y a la recta que une los puntos medio
de los lados paralelos.

1.1.2. Anillo y Cuerpo

Definicién 3 Se dice que (A,+,-) es un anillo, si y sélo si, A es un conjunto no vacio,
provisto de dos operaciones + y -, tales que:

1. (A,+) es un grupo abeliano.
2. Asociatividad
Para todo x,y,z € A se tiene que

(- y)-z=2-(y-2).

3. Neutro
Eziste 1 € A — {0}, tal que para todo x € A se cumple

4. Distributiva

Para todo x,y,z € A se tiene que
r-(y+2)=z-y+z-z (x4y)-z=z-24+y- 2

Ademas se dice que A es una anillo conmutativo si la operaciéon “-” lo es.

Notacién: Habitualmente el neutro con la primera operacion se denota con el simbolo 0 y

el neutro de la segunda operacion con el simbolo 1. Ademas el inverso aditivo por —a y el

multiplicativo cuando existe por a™*.

Ejemplo 3 FEl conjunto de las matrices

MQ(R):K‘C‘ g) |a,b,c,d€R}

es un anillo no conmutativo, con las siguientes operaciones
Suma:
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aq b1 + as bg _ ay + as bl + bg
co do ]\ cg4+cy dy+ds
Producto:
aq bl ) as bg _ a1as + b102 CL1b2 + b1d2
dg c1a9 + d102 Clbg + d1d2
Ademas note que
a b (10 _ (10 fab)_(a6bd
c d 01/ \01 cd) \cd
Observacién: no todas la matrices tiene inverso multiplicativo o con el producto
Sea A € M(R), se dice que A es invertible si y sélo si existe B € My(R) tal que

10
AB-BA-(O 1)-]

Ejercicio 4 En (My(R),+,")

1. Demostrar que ( ) es invertible si y solo si ad — bc # 0

2. 8i B= ( ) Determine B™!

3. 81 A= ( ) ( ) Determine X € My(R), tal que

A-X-B=1

Definicién 4 Sea (A, +,-) un anillo.
Se define el conjunto de los elementos invertibles

{z € A | euiste el inverso multiplicativo de x }

UA) =
Ejercicio 5 Sea (A, +,") un anillo.
Demuestre que
1. Va€e A)(a-0=0)
2. (-1)(-1) =1
3. (Va,be A)( (—a)b= —(ab) )
Definicién 5 Se dice que un anillo (K,+,-) es un cuerpo si y sdlo si (K*,-) es un grupo

abeliano, donde K* = K — {0}.
Es decir (K,+,-) es un cuerpo si y solo si, (K,4+,-) es un anillo conmutativo, tal que

UA) = K*
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1.2. Numeros Naturales N

*‘%5 1

¥
il

La mas conocida presentacién de los niimeros naturales, es la que presenté el matematico
italiano Giuseppe Peano (1858-1932) por primera vez en 1889 en un pequeno libro publica-
do en Turin, titulado “Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita” Traducido al inglés:
Van Heijenoort. The Principles of Arithmetic, presented by a new method. Este texto in-
cluye sus famosos axiomas, pero mas que un texto de aritmética, este documento contiene
una introduccion a la légica en la cual se presentan por primera vez los simbolos actua-
les para representar la pertenencia, la existencia, la unién y la interseccion, algunas otras
presentaciones son:

On the Logic of Number, de Charles S. Pierce, fue publicado en 1881 en las paginas 85
a 95 del volumen 4 de la revista The American Journal of Mathematics.

An Elementary Theory of the Category of Sets.Lawvere, F. William. Proc. Nat. Acad.
Sci. 52 (1964): 1506-1511.

Ahora veremos la construccion de los nimeros naturales a través de los llamados axiomas
de Peano. Estos son:

Axioma 1 Existe un conjunto denotado por N, cuyos elementos se llaman nimeros na-
turales y existe numero natural llamado “cero” e indicado por el simbolo 0.

0eN.

Axioma 2 FEziste una relacion simbolizada por “suc”, tal que se escriba suc(z) debe leerse
sucesor de x.
(Vx € N)(3ly € N)(y = suc(x)).

Axioma 3
(Vz € N)(suc(x) # 0).

Axioma 4
(Vz,y € N)(suc(x) = suc(y) = = =y).



CAPITULO 1. NUMEROS NATURALES 10

Axioma 5 Si I C N y se verifican:
1. 0el.
2. (Vx € I)(suc(x) € I).
Entonces I = N.

Teorema 2 Ningin niumero natural es sucesor de si mismo, es decir,
(Vz € N)(suc(x) # x).

Demostracién: Definamos el conjunto M = {x € N | suc(x) # x}, y demostraremos que
M =N.

Para lo anterior usaremos el Axioma (5), lo que significa que demos verificar cada una
las hipdtesis:

En primer lugar es claro que M C N.

La segunda condicién se obtiene del Axiomas (1), ya que 0 € N y cumple con suc(0) # 0,
luego 0 € M.

Por 1ltimo, consideremos x € M, luego se tiene que

z € Ny suc(z) # .

Por el Axioma (4), se obtiene tenemos que suc(suc(zx)) # suc(zx), luego suc(zx) € M.
Por lo tanto M cumples las todas las hipdtesis del Axioma (5), de lo cual se obtiene
M =N. O

Teorema 3 Todo nimero natural no nulo es sucesor de uno y solo un niumero natural, es
decir,
(Vx e N—{0})(Jy € N)(z = suc(y)).

Demostracion: Definamos el conjunto
M={zeN-{0} | (dlyeN)(z=suc(y))}U{0}

y demostremos que M = N usando el Axioma (5).
Notemos primero que: M C Ny 0 € M por definicién del conjunto M.
Para la segunda parte, sea x € M, luego se tiene que

x € Ny existe y € N tal que suc(y) = x.

por el Axioma (2) se tiene que suc(x) € Ny por el Axioma (3) se tiene que suc(z) # 0,
como se tiene que x = suc(y), luego suc(z) = suc(suc(y)).

Para la unicidad, el Axioma 4, no puede haber dos antecesores, luego suc(y) = x, es el
unico elemento en los naturales tal que

suc(x) = suc(suc(y)).

es decir, dado x € M, existe un tnico z € N tal que suc(z) = suc(z)
Por lo tanto, M = N, concluyendo asi la demostracion. O
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1.2.1. Suma en N

En el conjunto de los nimeros Naturales se puede definir una operacién binaria, dada
por el teorema .

Propiedad 4 Sea x € N fijo, se define la siguiente relacion por recurrencia
r+0 = =z
Si x4y esta definido, entonces
x+ sucly) = suc(x+vy).
entonces la anterior relacion define la funcion

+ : N — N
Yy — T+y,

Demostracién: Sea x € N fijo, definimos el conjunto
J={yeN | z+y esta bien definido }

Claramente 0 € N, no tiene un antecesor y ademas se tiene x + 0 = x. Luego 0 € J.

Supongamos que y € J, luego z + y € N y esta bien definido, por lo tanto, tenemos que
suc(x + y) € N es unico, es decir x + suc(y) esta bien definido, por ende suc(y) € J, luego
por Axioma (5), tenemos que J = N.

De este modo, + es una funcién con x esta fijo. O
Observacién: Notemos que el lema anterior nos permite definir, para cualquier par de
numeros naturales la suma de ellos

Teorema 5 En el conjunto de los nimeros naturales, existe una operacion suma (+) que
cumple:

1. VxeN)(z+0=ux).
2. (Vx e N)(Vy € N)(x + suc(y) = suc(x +vy) ).
Notacién: Denotemos suc(0) = 1 y reemplazando y = 0 en Teorema 5.2, obtenemos
suc(z) = x4+ 1. (1.1)

Ahora bien, a partir de (1.1) tomando = = 1, obtenemos suc(1) = 141, lo que anotaremos
como suc(1l) = 2 siguiendo del mismo modo

suc(0) = 1
suc(l) = 2
suc(2) = 3

suc(n) = n+1.

La siguiente propiedad completa la demostracién del neutro
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Propiedad 6

(Vy e N)(0O+y =y). (1.2)
Demostracion: Se define el conjunto

J={yeN|0+y=y}

y demostremos que J = N.

Para la primera parte, tenemos que 0 € N y por la propiedad 4 tenemos que 0 4+ 0 = 0,
de este modo concluimos que 0 € J.

Supongamos y € J, es decir, y € Ny 0+ y = y, ahora bien como y € N por Axioma (2),
se tiene que suc(y) € N, por la Propiedad 4, se tiene que

0 + suc(y) = suc(0 +y) = suc(y),

es decir suc(y) € J.
Luego en virtud del Axioma (5) tenemos que J = N. O

Teorema 7 (Conmutatividad) La suma en N es conmutativa, esto es
(Vz,ye N)(z+y=y+2x).

Demostraciéon: Sea
M={zxeN|MVyeN)(z+y=y+2)}
y demostremos que M = N.
Por definicién de suma y la Propiedad (6), tenemos se cumple

(VyeN)(0O+y=y=y+0),

asi 0 € M.
Ahora veremos la segunda parte del axioma 5, es decir,

(Vx € M)(suc(x) € M)

Supongamos x € M, es decir, x € N y para todo y € N se tiene x +y =y + x.
Como x € N por Axioma (2)tenemos que suc(x) € N, para ello debemos demostrar que
suc(x) € M, es decir
(Vy € N)(suc(x) +y =y + suc(z)).

Para demostrar lo anterior definimos el conjunto
I ={y e N| suc(zx) +y =y + suc(z)}

y demostremos que I = N, para ello recurrimos al axioma 5.
Sabemos que suc(z) + 0 = 0 + suc(z), luego se tiene que 0 € I, primera hipdtesis del
axioma.
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Supongamos y € I, es decir, y € Ny
suc(z) +y =y + suc(z).

Como y € N, se tiene que suc(y) € N, ahora bien

suc(x) + suc(y) = suc(suc(z) +y

Por lo tanto suc(y) € I, Asi tenemos en virtud del Axioma (5) que I = N, con lo cual, se
concluye que M también cumple las hipdtesis del axioma 5, por lo tanto M = N. O

Corolario 8 Sean z,y € N
suc(x) +y = suc(z + y) = suc(y) + .
Teorema 9 (Asociatividad) La suma (+) en N es asociativa, en simbolos
(Vo,y,zeN)(z+y) +z=2+ (y + 2)).
Demostracién: Sea
M={zxeN|My,zeN)((z+y)+z=x+ (y+2))}

y demostremos que M = N.
Por propiedad 6 tenemos que

My, zeN)(0+y)+2=0+(y+2) < Vy,zeN)(y+z=y+ 2)

es decir, 0 € M.
Para la segunda parte, suponemos que x € M, esto es

(Vy,ze N)((z +y) +z=a+(y+2)),
y queremos demostrar que suc(z) € M, es decir

(Vy, z € N)((suc(z) + y) + z = suc(z) + (y + 2)),
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Para lo cual usaremos hipotesis y corolario anterior,

(suc(z) +y)+2z = suc

lo cual es verdadero, por lo tanto M = N, es decir,

Vr,y,zeN)((x+y)+z=2+ (y+ 2)).

Teorema 10 (Cancelacién) En N existe la ley de cancelacion, es decir
(Vz,y,zeN)((z+y=a+2) & (y = 2)).
Demostracién: Considere el conjunto
M={zeN| Vy,zeN)((z+y=z+2) < (y=2)) }

y demostremos que M = N.
Para la primera parte, debemos verificar

VMy,ze N)(0+y=0+2)) & y=2)
es decir, propiedad 6, del neutro
(Vy,z€N)(y=2ey=2)

esto es, 0 € M.
Para la segunda parte, suponemos que x € M, esto es

(Vy,zeN)((z+y=2+2) & (y = 2)),
y queremos demostrar que suc(x) € M, es decir
(Vy, z € N)((suc(x) +y = suc(z) + 2) & (y = 2)).
Para lo cual usaremos hipotesis y corolario anterior,

suc(x) +y = suc(x) + 2
& suc(x +y) = suc(z + 2)
< rty=r+=2
&S y==z

lo cual es verdadero, por lo tanto M = N, es decir,

Vr,y,zeN)((z+y=2x+2) & (y =2)).

14
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1.2.2. Producto en N

Propiedad 11 Sea x € N fijo, se define la siguiente relacion por recurrencia

Si x -y esta definido, entonces
x-sucly) = x-y+ux.

entendiendo que primeros multiplicamos y luego sumamos, entonces la anterior relacion de-
fine la funcion

N — N

y > x-y,

Demostracién: Sea x € N fijo, definimos el conjunto
J={yeN |z -y esta bien definido }

Claramente 0 € N, ya que x - 0 = 0 y ademas 0 no tiene un antecesor.

Ahora supongamos que y € J, luego = - y € N esta bien definido, por lo tanto, tenemos
que = -y + z € N es tnico, es decir x - suc(y) esta bien definido, por ende suc(y) € J, luego
por axioma 5, tenemos que J = N, con lo cual, - es una operaciéon binaria con x fijo. O
Observacién: La anterior propiedad nos define de el producto de dos ntiimeros naturales

(13 7

Teorema 12 En el conjunto de los nimeros naturales, existe una operacion producto
que cumple:

1. Yz eN)(z-0=0).
2. Ve N)Vy e N)(z-suc(y) =az-y+x).
Observaciéon: Con las notaciones anteriores tenemos que
r-l=x-sucl0)=z-0+zx=x

y también
x-2=x-suc(l)=z-1+x=x+z

La siguiente propiedad completa la demostracién del neutro
Propiedad 13
(Vy e N)(1-y =y). (1.3)
Demostracion: Se define el conjunto
J={yeN|[1l-y=y}

y demostremos que J = N.
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Para la primera parte, tenemos que 0 € N y por la propiedad 4 tenemos que 1-0 = 0, de
este modo concluimos que 0 € J.

Supongamos y € J, es decir, y € Ny 1-y = y, ahora bien como y € N, se tiene que
suc(y) € N, por la Propiedad 4, se tiene que

1-suc(y) =1-y+1=y+1=suc(y),

es decir suc(y) € J.
Luego en virtud del Axioma (5) tenemos que J = N. O

Propiedad 14
(Vz € N)(0-2 =0).

Demostracién: Dado el conjunto
J={xeN|0-z=0},

por demostrar que J = N.

Por definicién de “ -7, se tiene 0 - 0 = 0 por lo tanto 0 € J.

Supongamos z € J, es decir, x € Ny 0 -z = 0, ahora bien como = € N por Axioma (2)
suc(z) € N, ademds como

0-suc(z) =0-24+0=0+0=0

Luego se tiene que suc(x) € J. Por lo tanto y en virtud del Axioma (5) tenemos que J = N.
L]

wo»

Teorema 15 FEl producto en N es conmutativo, es decir

(Ve,y e N)(z-y=y-x).

Demostracion: Sea
M={zeN|(WeN)(z-y=y-2)}

y demostremos que M = N.
Sabemos que 0 € N y también que 0 -y = y - 0 es verdadero, luego se tiene que 0 € M.
Supongamos ¢ € M, es decir x € Ny x -y = y -z para todo y € N. Como x € N se
tiene que suc(z) € N, ahora debemos demostrar que suc(z) € M para esto consideremos el
conjunto
I ={yeN|suc(z) y=y-suc(x)}

y demostremos que I = N.
Ya que 0 € N por Axioma (1) y que suc(x)-0 = 0-suc(z) tenemos que 0 € . Supongamos
y €1, esdecir y € Ny suc(x) -y =1y - suc(z).
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Como y € N por Axioma (2) se tiene que suc(y) € N, ahora bien

suc(z) - suc(y) = suc(x) -y + suc(x)
= y-suc(z) + suc(x)
= (y-z+vy)+ suc(x)
= (z-y+y)+ suc(z)
= suc((z-y+vy)+2)
= suc((z-y+=z)+y)
= z-y+x+ suc(y)
= x-suc(y) + suc(y)
= suc(y) -z + suc(y)
= suc(y) - suc(x).

Asi tenemos en virtud del Axioma (5) que I = N, con lo cual M = N. O
Teorema 16 En N se cumple la propiedad distributiva, esto es
Ve,y,zeN)((z+y)-z2=2-2+y-2).
Demostracién: Sea
M={zeN|Vz,yeN)((z+y)-z2=2-2+y-2)}

y demostremos que M = N.
Veamos que 0 € M
(x+y)-0=2-0+y-0

es verdadero, luego se tiene que 0 € M.
Supongamos z € M, es decir, (Vz,y e N)((x +y) -z =2 -2+y- 2).
Por demostrar que suc(x) € M, debemos justificar que,

(Ve,y € N)((x + y) - suc(z) = z - suc(z) + y - suc(z)),
para ello

(r+y)-suc(z) = (x+y)-z+(x+vy) definicién del producto
= (x-z+y-2)+(x+vy) Hipotesis
= (x-z+2)+Wy-2+vy) Asociatividad y Conmutatividad

= x-suc(z) +y - suc(z)
Asi tenemos que suc(z) € M, y en virtud del Axioma (5) se tiene M = N. O
Corolario 17 En N es valida también la siguiente ley distributiva

(Ve,y,zeN)(z-(y+2)=z-y+x-2)
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Demostracion: Sean z,y, 2z € N cualesquiera, entonces

r-(y+z2) = (y+2)-x Teorema (15)
= y- x4z Teorema (16)
= x-y+x-z Teorema (15)

Teorema 18 FEn N se cumple la propiedad asociativa, esto es
(Vz,y,z e N)((z-y) -z =2 (y-2))
Demostracion: Sea
M={zeN|(vy,zeN)((z-y)-z=z-(y-2))}

y demostremos que M = N.
Por propiedad 14 tenemos que

My,ze N)((0-y)-2=0-(y-2)) < (Vy,z€ N)(0-2=0)

asi 0 € M.
Supongamos ahora x € M, esto es

(Vy,ze N)(z-y) - z=2-(y-2)),

queremos demostrar que suc(z) € M, esto es,

(Vy, z € N)((suc(x) - y) - 2 = suc(z) - (y - 2)),

lo cual se obtiene de

(suc(z) -y) - 2

por lo tanto M = N, es decir,

(Va,y,z € N)((z-y) -z =2 (y-2)).

18

O

Observacion: (N, +, ), no es un anillo, ya que no cumple la propiedad de inverso aditivo.
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1.2.3. Orden en N

En esta seccién definiremos un orden total en N, para ello veremos la siguiente propiedad
de los niimeros naturales.
Notacién: N* =N — {0}.

Teorema 19 Dados x, y € N se presenta uno y soélo uno de los siguientes casos:
1. x=y.
2. Fxiste u € Nyu # 0 tal que v +u =vy.
3. FExiste v € N,v # 0 tal que y +v = x.

Demostracion: Notemos que las tres proposiciones no pueden ser verdadera al mismo tiem-
po, va que por el teorema 10 de cancelacién v = v = 0 lo cual es una contradiccién, luego
definimos el conjunto

M={zeN|(MyeN)(z=y)YFueN,z+u=y)¥Y(3veN,y+v=u0)|}

y demostremos que M = N.
Para demostrar que 0 € M, debemos justificar la siguiente proposicion

Vy eN)[(0=y)Y(FueN,u=y)Y (ve N, y+v=0)

Veamos que la tercera condicién es falsa, para ello y +v = 0 con v # 0, es decir, existe
z € N, tal que v = suc(z), luego

0=y+v=y+suc(z) = suc(y + z),

lo cual contradice el Axioma (3).
Por lo tanto, 0 € M es equivale a

(Vy e N)[(y=0) Y (y #0) ¥ F]

lo cual es verdadero.
Ahora demostraremos (Vz € M)(suc(z) € M), esto es:
Suponemos que

VyeN)|(z=y)Y(FueN z24+u=y)Y(Fe N, y+v=ua)
Queremos demostrar que
(Vy € N)[(suc(z) =y) ¥ (Ju € N*, suc(z) + u=1y) ¥ (Fv € N*,y + v = suc(x))],
Sea x € M, tal que cumpla una de las siguientes proposiciones
I y=ux.

II. x4+ u =y para algin u # 0.
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II. x =y + v para algin v # 0.
Prime Caso: Si x = y entonces se aplicando el sucesor obtenemos
suc(x) =y +1

a. y = suc(x).

b. suc(x) 4+ u = y para algin u # 0.

c. suc(x) =y + v para algin v # 0.

Claramente Cumple (c), y al reemplazar en las otras dos obtenemos
y=y+1 y+l+u=y

ambas son imposibles.
Segundo Caso: Si existe u € N* tal que z+u = y, luego existe w € N tal que suc(w) = u
entonces se tiene

suc(x) +u = suc(y),
suc(y)

suc(y)
suc(z) +w = y

suc(z) + suc(w)

suc(suc(z) + w)

Claramente se cumple una de las siguientes proposiciones
suc(x) = y) Y (3u € N*, suc(z) +u =y)
Ademas reemplazando en la otra, la proposicion
suc(x) = suc(z) +w + v

es falsa.
Tercer Caso: Si existe v € N* tal que z = y + v, aplicando el sucesor se tiene suc(x) =
y + suc(v), luego se cumple (c)

suc(r) = y + w para algin w # 0.
Las otras proposicién son falsas (a), (b), ya que al reemplazar obtenemos
=y + suc(v) y+ suc(v) +u =y para algin u # 0.

Cancelando
0 = suc(v) suc(v)+u =0 para algin u # 0.

De este modo se tiene que suc(x) € M, de lo cual obtenemos M = N. O

Definicién 6 Sean z,y € N. Se dice que
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1. = es menor o igual ay (o y es mayor o igual que ) si y sélo si existe u € N de
modo que x + u =y, este hecho lo anotaremos indistintamente por

r<y V y=ux.

Es decir,
r<ye (JueN)(z+u=y).

2. x es menor que y (o y es mayor que x) si y solo si eriste u € N* de modo que
x4+ u =1y, este hecho lo anotaremos indistintamente por

r<y V y>auzx.

Es decir,
r<ys (ueN) (z+u=y).

Propiedad 20 Sean x,y € N, entonces se tiene

z<ye (z<y) Az #y)

o bien
ly>z & (y=>2)A(y #2)

Notacion: En adelante usaremos las siguientes notaciones:
1. x Z y, quiere decir que = no es mayor o igual a .
2. x £y, quiere decir que x no es menor o igual a y.
3. © £ y, quiere decir que x no es mayor que .

4. x % y, quiere decir que x no es menor que .

Propiedad 21 Notemos que
xRy <y.

Teorema 22 La relacion < es una relacion de orden en N, es decir la relacion es refieja,
antisimétrica y transitiva.

Demostracion:
Refleja: Por la definicion de suma se tiene que x + 0 = x, definicién de < se tiene que

z<zx VreNlN.
Antisimétrica: Supongamos que x <y A y < x. Luego existen u,v € N tales que
r+u=y AN yt+uv==x

Si u, v uno de ellos es nulo, esta listo.
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Supongamos que u, v son no nulo, luego
y=r+u=(y+v)tu=y+(v+u)

tenemos entonces que
y+0=y+ (v+u)

cancelando tenemos que
u+v=0.

Ahora bien, como u # 0 entonces u = suc(z) para algin z € N pero
0=v+4+u=uv+suc(z) = suc(v+ z)
lo cual es una contradiccién con el Axioma (2).Luego u = 0V v = 0 entonces se cumple
T =y.
Transitiva: Supongamos = < y Ay < z. Luego existen u,v € N tales que
r+u=y AN ytv==z

de esto es claro que
THu+v=z

es decir
r+ (u+v) ==z

por lo tanto
z < z.

O
Observacién: La transitividad se mantiene al cambiar < por <, es decir, dados z,y,z € N

(z<y)N(y<2z2)]=(xr<2).

Teorema 23 (Totalidad) Dados z e y € N se cumple una y sdlo una de las siguientes
Proposicion

1. x=y.
2. x <.

3.y <uw.

Demostracién: Inmediata a partir del Teorema (19) y la definicién del simbolo <.

Teorema 24 La suma en N es mondtona, es decir

Ve,y,zeN)(z <y= (z+2<y+2)).
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Demostracién: Supongamos x < y, luego existe u € N tal que = + v = y de donde
(r+u)+z = y+2z VzeN
& v+ (u+z) = y+z
& 4+ (24+u) = y+=z
& (r+2)+u = y+z

de esto es claro que
r+z<y+z

Corolario 25 Sea xz € N, entonces
xr < suc(x).
Teorema 26 Para todo v € N se tiene que x > 0.

Demostracién: Por Propiedad (6) tenemos que 0 + z = x, Vo € N, es decir existe u = z
tal que 0 + u = z, y por definicion de mayor o igual se tiene que z > 0 O

Corolario 27 Si x € N* entonces v > 1.

Demostracién: Supongamos x # 0.
Entonces x = suc(y) para algin y € N, luego como suc(y) = y + 1 se tiene que

r=y+1l=1+y,

de donde
z > 1.

Corolario 28 Sean z,y € N, tal que x < y entonces,
suc(z) <y

Demostracién: Supongamos y > z. Luego existe u € N,u # 0 tal que x + u = y, ahora
bien como u # 0 entonces u = suc(v) para algin v € N, luego

y =z + suc(v) = suc(z + v) = suc(v + ) = v + suc(x),

de donde obtenemos que
y > suc(x) Vx,y € N,

Teorema 29 Sean z,y € N.

Sixz >0 ey >0 entonces xy > 0.
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Demostracién: Como y > 0 es decir y # 0 tenemos que existe u € N tal que y = suc(u),
ahora
xy = wsuc(u)

luego existe xu tal que
TY = TU + T

es decir
Ty > T

ademas x > 0, asi tenemos que
xy > x> 0.

A partir de esto, tenemos los siguientes casos:

1. zy > x, es decir zy > = > 0, luego por transitividad obtenemos que

xy > 0.
2. xy = x, es decir xy =z > 0 de donde
xy > 0.
O
Teorema 30 FEl producto en N es mondtono.
Sean x,y,z € N
(x<y)A(z>0)= (rz < yz).
Demostracién: Supongamos (x < y) A (z > 0). Luego como
r<ys (JueNu#0)(r+u=y)
tenemos que
(x+u)z=yz
de esto
rz4uzr = yz. (1.4)

Ahora bien como u € N Au # 0 se tiene que u > 0, y z > 0 (por hipétesis), tenemos que
uz > 0 teorema anterior, por lo tanto, de la relacién (1.4) se obtiene que zz < yz pero como
uz > 0, tenemos que uz # 0 entonces podemos concluir que

Tz < Y=z.

Teorema 31 Sixz # 0 ey # 0 entonces xy # 0 para todo z,y € N.
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Demostracién: Supongamos x # 0 e y # 0. ademéds como todo ntiimero natural es mayor o
igual a cero tenemos en particular que = > 0, luego se obtiene que x > 0. Del mismo modo
podemos se concluye que y > 0.

Asi tenemos que x > 0 Ay > 0 con lo cual xy > 0, por la definicion de mayor que se tiene
que

xy #0
O
Teorema 32 Sean x,y,z € N tales que z # 0 entonces se cumple.
[(z #y) = (zz # 2y)]
Demostracién: Sean z,y,z € N tales que 2 A0 z # y
Por el teorema 23 consideremos entonces los siguientes casos:
1. Supongamos x > y, luego existe u € N, u # 0 de modo que y + u = z de esto
zr = z(y+u)=zy+ zu. (1.5)

Ahora bien como z # 0 y u # 0 tenemos que zu # 0, este hecho y la igualdad en (1.5)
implican que zx > zy con lo cual

2x # 2y.

2. Analogo al caso anterior suponiendo = < y.

Teorema 33 (Principio del Buen Orden)
Todo subconjunto no vacio de N tiene un menor elemento, en simbolos

VACN A#0D)(Tae A) (Ve € A)(a < x).
Demostracién: Sea () # A C N y consideremos el conjunto
B={reN|(WeA)(z<y)}
En primer lugar notemos que el conjunto B verifica las siguientes propiedades:
1. 0 € B pues como x > 0 para todo x € N en particular

(Vy e A)(y=0)

2. Como A # (), luego existe z € A y ademds z < suc(x), luego suc(x) ¢ B, luego B # N,
por lo tanto B no puede cumplir la condicién

(Vx € B)(suc(x) € B)

Por ello, existe u € B, tal que u+1¢ B,
Ahora bien para probar el teorema basta probar que u € A.

Supongamos lo contrario, esto es u € BAu ¢ A. Luego (Vy € A)(u < y), por corolario
28 tenemos que (Vy € A)(u+ 1 < y) lo cual implica que u+ 1 € B y esto es una
contradiccion.

Por lo tanto u € A, es decir, (Ju € A)(Vy € A)(u<y). O
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Teorema 34 (Principio de Induccién)

Sea n € N y p(n) una proposicion en la variable n. Si se cumple

1. p(0) es verdadera.

2. (Yn € N)(p(n) = p(suc(n)) es verdadera.

Entonces la proposicion p(n) es vdlida para todo n € N.

Demostracién: Sea
M = {n € N | p(n) es verdadera}

y demostremos que M = N.

Por hipétesis tenemos que p(0) es verdadera, luego 0 € M.

Supongamos n € M, es decir, p(n) es verdadera, pero por hipdtesis si p(n) es verdadera
entonces p(suc(n)) es verdadera, luego se tiene que suc(n) € M, ahora bien en virtud del
Axioma (5)tenemos que M = N lo cual concluye la demostracion.

O
Observacién: Sabemos que suc(n) = n + 1, luego el teorema precedente se puede escribir
como sigue:

Corolario 35 (Teorema de Induccién)
Sea p(n) una funcion proposicional en la variable n € N. Si

1. p(0) y
2. (Yn € N)(p(n) = p(n+1))

Entonces la proposicion p(n) es vdlida para todo n € N.

Corolario 36 (Segundo Teorema de Induccién)
Sea p(n) una funcion proposicional en la variable n € N. Si

1. (3ko € N)(p(ko)) y
2. (Yn eN)((n>koAp(n)) = pn+1))

Entonces la proposicion n > kg = p(n) es vdlida para todo n € N.

Corolario 37 (Tercer Teorema de Induccién)
Sea p(n) una funcion proposicional en la variable n € N. Si

1. p(0) y
2. (Yn € N)((p(0) Ap(1) A---Ap(n)) = p(n + 1))

Entonces la proposicion p(n) es vdlida para todo n € N.
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1.3. [Ejercicios Desarrollados

Ejemplo 6 Sea A un subconjunto de nimeros reales que cumple las siguientes propiedades:
Az1. 4€ A N T& A

Azai. (Vx € A)(3z+1 € A).

Azait. (Vr,y € A)(x+y € A).
Demuestre las siguientes propiedades

a. 3e€A=14¢c A.
b. 9€A= (21 Av3lgA).
c. (Vx,yeA)(—3z—-2y¢A).
Demostracién:
a. Si3 € A, implica que 3-3+1=10 € A.
Pero 4 € AN10 € A, por lo tanto 10 +4 = 14 € A.

De esta manera se tiene que, si 3 € A entonces 14 € A.

b. Supongamos que 9 € A,4 € A, por propiedad Ax.III se tiene que 9 +4 = 13 € A.
Anélogamente 13 € A,4 € A, por propiedad Ax.III se tiene que 13 +4 =17 € A.
Finalmente 17 € A,4 € A, por propiedad Ax.III se tiene que 17+ 4 =21 € A.
Como 21 € A, luego la proposicién 21 € AV 31 € A es verdadera.

De esta manera se obtiene que, 9 € A = (21 € AV 31 & A).

c. Por absurdo, supongamos (Vz,y € A)(—3x — 2y &€ A) es falso, es decir,
(Fz,y € A)(—3x — 2y € A) es verdadero.
Sean x,y € A tal que —3z — 2y € A, luego

r€A = 3r+1€A Prop Ax.11
—Br—2ye AN3r+1€ A = —2y+1€A Prop Ax.III

—2y+1eANyeA = —y+1€A

—y+1leANyeA = 1A
leANdeA = beA
le ANbeA = 6€A
leANde A = TeA

Lo cual es una contradiccién, por lo tanto

(Vo,y € A)(=3xz —2y ¢ A), es Verdadero
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Ejemplo 7 Demostrar por induccion
(Vn € N—{0})(Va € Z)[a(2a + 1) | ((a + 1)** — a®" — 2a — 1)]
Demostracion: Sea
p(n): (Va € Z)[a(2a + 1) | ((a + 1)*" — a®" — 2a — 1)]
Veamos

p(1) : (Va€D)aa+1)]((a+1)? —a* — 2 — 1)
(Va € Z)[a(2a +1)|0] = V

Supongamos p(n) y demostremos p(n + 1)

p(n) : (Va € Z)[a(2a+1)|((a+1)*" —a® —2a — 1)]
p(n+1) : (Va€Z)[a(2a+1)]((a+1)*"" —a**? —2a — 1)]
(

Dado a € Z, existe k € Z tal que ((a + 1)*" —a®" —2a — 1) = a(2a + 1)k o bien
(a+ 1) =a*"+2a+1+a(2a+ 1)k

(a+ 1)1 —g**2 —2q — 1
= (a+1)*"a+1)*—-a*"? - 2a -1
= [@®™+2a+1+a(2a+Dk](a+1)> —a®t? —2a -1
= a™(a+1)*+ (2a+1D(a+1)*+a(2a + Vk(a+1)* —a®*? —2a — 1
= 2"(a +1)? —a®? + 2a+1)(a+1)2— (2a+1) + a(2a + Dk(a + 1)
= a®((a+1)?*—=a*)+2a+1D((a+1)*—1)+a(2a + 1)k(a+ 1)
= a®™(2a+1)+ (2a+1)(a* + 2a) + a(2a + 1)k(a + 1)
= a(2a+1Da* ' +a(2a +1)(a+2) +a(2a + Dk(a + 1)?
a2a+ 1)[a® ' + (a +2) + k(a+1)*] = a(2a + 1)K’

Luego
(Vn € N%))(p(n) = p(n + 1))

es verdadera. Por teorema de induccién se concluye.

Ejemplo 8 Demostrar
(Vn,meN)(n+m=0= (n=0Am=0)).
Demostracion: Notemos que la proposicion es equivalente a
(Vn,m e N)((n#0Vm #0) =n+m#0).

Luego supongamos que n # 0V m # 0
Primer Caso: Sin # 0 existe n' € N tal que suc(n’) =n
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n+m = suc(n') + m = suc(n’ +m) € N*

Por lo tanto n +m # 0
Segundo Caso: Si m # 0 existe m’ € N tal que suc(m’) =m

n+m=n+ suc(m’) = suc(n +m') € N*

Por lo tanto n +m # 0.
De Primer y Segundo Caso, se tiene que

(Vn,m e N)((n#0Vm#0)=n+m#0).
Ejercicio 9 Sea A un subconjunto de nimeros reales que cumple las siguientes propiedades
(azxiomas):
Az1. 5€ A N T&A.
Azal. (Vx € A) Bz +2 € A).

Az, (Vz,y € A)(x +y € A).
Demuestre los siguientes propiedades

a. 3€ A=16¢€ A.
b. 4€ A= 23€ A
c. 11e A= (28€ Av3lgA).
d.2d¢ A= (4¢AV12€ A).

3r+2y+17€ A).
Tx +3y+16 € A).

By+z+T7T)gA=(ygAVEEA).
Byg€AN(z+10) € A) = (y&d AV 2z A)).

/T\ — ~~
(U]
|
[GV]
IS
|
Negd
R
=

Ejercicio 10 Dado el conjunto
1 *
A:{O}U{n+a |neN,meN }

Determine que Axiomas de Peano satisface el conjunto A.

Ejercicio 11 Demostrar directamente

a. (Yn € N)(suc(n) =n + suc(0)).
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S

Vn € N)(suc(n) +m = suc(m +n)).
Vn € N)(suc(suc(n)) # 1).

o

Vn,m € N)(m + suc(n) # m).

Vn,meN)(n+m=0= (n=0Am=0)).

®

f

g.

(
(
(
(
(Vn,meN)(n-m=0= (n=0Vm=0)).
(Vr e N)(Vn,m e N)(r-n=r-m = (n=m)).
Ejercicio 12 Demostrar usando las propiedades

a. (Yn,m € N)(suc(m - suc(n)) = m - n + suc(m)).

b. (Vn,m € N)(suc(m) + suc(n) = suc(n +m) + 1 = suc(suc(n +m))).
Ejercicio 13 Sea {a,} una sucesion definida por recurrencia, tal que

f(0)=0; f(1)=1; a, = ap—1 + a2, conn <> 1.

Demostrar que

1. (Yn e N)(f(n) < (9)").

2. (VA <neN)((3)" < f(n)).

3. (Vn € N)(Vm € N*)(f(n +m) = f(m —1)f(n) + f(m)f(n+1)).

4.

1

(Vn € N) <f (n) =

S

(=) (7))

30



Capitulo 2

Numeros Enteros

Notemos que las ecuaciones del tipo a + x = b, con a,b € N, pueden tener solucion
vacia en el conjunto de los numeros naturales. Para que este tipo de ecuacién siempre tenga
solucién no vacia, es necesario construir un conjunto Z llamado de los ntimeros enteros.

Definicién 7 Sean z,y,z € N.
Se dice que la diferencia o resta entre x ey es z si y solo si x es igual a y + z, es decir,
r—y=2s81ysolosix=y+z
Observacién: El simbolo “z — y”se lee x menos y.
Propiedad 38 Sean z,y,z € N.
1. Six—y=p, p€N entonces se tiene

(x—y)z =2z —yz.

2. Six—1y=p, pe€N entonces se tiene
(x—y)+z=(v+2)—v.

Demostracién:
1. Sea x —y =p, p € N, luego tenemos que x = y + p de este modo
xz=(y+p)z=yz+pz
y por lo tanto
rz—yz=pz=(xr—y)z.
2. Seanz—y=p, peN

Luego tenemos que
rT=y+p
de donde
r+z=y+p+=z

Por lo tanto
(x+2)—y=pt+tz=(r—y)+=z

31
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U

Definicién 8 En el conjunto N x N se define la siqguiente relacion':
Sean a,b,c,d € N, entonces diremos que los pares ordenados (a,b) y (c,d) estan relacio-
nados, lo que denotaremos por

(a,b) ~ (¢,d) siysdlosia+d=0b+c.
Teorema 39 La relacion ~ es una relacion de equivalencia en N x N,

Demostracion: Sean a,b,c,d, e, f € N

Refleja: Como a + b = b+ a se tiene que (a,b) ~ (b, a)
Simétrica: Supongamos (a,b) ~ (c,d), luego tenemos que

a+d = b+ec
= b+c = a+d
= c¢c+b = d+a
= (¢,d) ~ (a,b)

Transitiva: Supongamos (a,b) ~ (¢,d) A (¢,d) ~ (e, f), d lo cual se obtiene que

(a+d=b+c) AN (c+f=d+e)
= a+d+f=b+c+f N c+f=d+e Reemplazando
= a+ f+d = b+d+e Cancelado
= a+ f = b+e
= (a,b) ~ (e, f)

t

Definicién 9 Sean (a,b) € N x N.

Se define la clase de equivalencia de (a,b) como el conjunto de todos los pares ordenados
de N x N que estdan relacionados con el par ordenado (a,b), y la denotaremos por (a,b). El
par (a,b) se llama representante de la clase de equivalencia de (a,b).

(a,0) = {(2,y) e NN | (z,y) ~ (a,)}.

Ejemplo 14

(1,0) = {(z,y) e NN (z,y) ~ (1,0)}
{(z,y) e NxN|z4+0=y+ 1}

{(1,0),(2,1),(3,2),...}.

Definicién 10 El conjunto formado por todas las clases de equivalencia definidas sobre el
conjunto N X N, es llamado conjunto de los nimeros enteros y a cada clase de equivalencia
numero entero.

El conjunto de los nimeros enteros se anota

Z ={(a,b) | a,b € N}.

'Para més detalles ver el capitulo de Relaciones del curso de Mateméticas Generales.
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Sistema de Representante

Por teorema (23) tenemos que, dado a,b € N se tiene que a > b Y a < b.

33

Luego (a,b) € (a —b,0), cuando @ > by en el otro caso tenemos que (a,b) € (0,b — a).

Es decir,
(a—0,0) si a>b
(a,b) =
(0,b—a) si a<b
Ademas se tiene que
(n,0) = (m,0) = n=m
(0,n) =(0,m) = n=m
(n,0)=(0,m) = n=m=0

Asi tenemos que cada elemento (a,b) € Z admite una tnico elemento de las siguientes

formas

(n,0) Vv (0,m)

donde n € N, m € N*.
De este modo tenemos que

{(n,0),(0,m) | n € N,m € N*}

es un sistema de representante

2.1. Suma y Producto en Z

Teorema 40 Sean (a,b), (¢,d), (e, f), (g, h) € NxN tales que (a,b) ~ (¢,d) y (e, f) ~ (g, h)

entonces tenemos

(ate, b+ f) ~ (ct+g, d+h)
(a-e+b-f,a-f+b-e) ~ (c-g+d-h,c-h+d-g)

Demostracion:

1. Suma

Supongamos (a,b) ~ (¢,d) y (e, f) ~ (g, h) entonces

a+d=b+c AN e+h=f+g
(a+d)+(e+h) = (b+c)+(f+9)
(a+e)+(d+h) = (b+f)+(c+yg)
(a+eb+f) ~ (c+g,d+h)
(a+eb+f) = (c+g,d+h).

4l
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2. Producto
Supongamos (a,b) ~ (c¢,d) v (e, f) ~ (g, h) entonces
(1) a+d=b+c N (2) e+h=f+g

La primera ecuacién amplificamos por e, f, y la segunda ecuacion por ¢, d

ae+de = be—+ce
bf +cf = af+df
ce+ch = cf+cg

df +dg = de+dh
Sumando las ecuaciones resultantes obtenemos
ae +de+bf +cf +ce+ch+df +dg =be+ce +af +df +cf +cg+de+dh
Cancelando se tiene

(ae +bf) + (ch+dg) = (be + af) + (cg + dh)

de lo cual tenemos
(aetb-f,a-f+b-e)~(c-g+td-h,c-h+d-g)

O
Observacién: El teorema anterior nos permite definir la suma y el producto en Z del
siguiente modo:

Definicién 11 Sean (a,b) y (¢, d) € Z, se definen

1. Suma

(a,0) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).
2. Producto

(a,b) - (c,d) = (ac+ bd,ad + be).

Teorema 41 El conjunto de los nimeros enteros con la suma y el producto definido tiene

la estructura de un anillo conmutativo. De otro modo (Z,+,-) es un anillo conmutativo, es
decir

1. Propiedades de la suma en 7
i) Asociatividad
(Ve,y,z€ Z)((x+y)+z=x+ (y + 2)).

it) Existencia de elemento neutro
FecZ)(VreZ)(x+e=e+z=2x).

i11) Existencia de elemento inverso
VeeZ)(FyeZ)(z+y=y+xz=e).

iv) Conmutatividad
(Vao,y € Z)(z +y =y + ).
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2. Propiedades del producto en Z

i) Asociatividad
(Vo,y,z€Z)(z-y)-z=x-(y-2))

it) Existencia de elemento neutro

(FlecZ)(Vx € Z)(z-e=e-x=1x).

iii) Conmutatividad
(Vo,y e Z)(z -y =y- ).

3. El producto en Z es distributivo respecto a la suma

r-(y+z)=z-y+x-z Vr,y,z€Z
Demostracion:

1. Propiedades de la suma en Z
i) Sean x = (a,b),y = (¢,d), z = (e, f) € Z.

Entonces

(z+y)+z = [(a,0) +(c;d)] + (e, f)
a+c,b+d)+ (e f)

(a+c)+e (b+d)+ f)
a+ (c+e), b+ (d+ f))
= (a,b)+ (c+e,d+ f)

= (a,b) +[(c,d) + (e, f)]
= x+(y+2).

[
(
=
(

ii) Sean = = (a,b) cualquiera y determinemos e = (u,v) de modo que

(a,b) + (u,v) = (a,b)
& (a+u,b+v) = (a,b)
& (a+u,b+v) ~ (a,b)
& (a4+u)+b = (b+v)+
=4 at+u = v+a
= u = .

Por lo tanto existe e = (u,u), el cual por comodidad lo denotaremos por (0, 0).

35
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i11) Sea x = (a,b), queremos encontrar un elemento y = (¢, d) de modo que se verifique
la siguiente relacién

r+y = e
& (a,b) +(c,d) = (0,0)
= a+c b+d) = (0,0)
& (a+c,b+d) ~ (0,0
& a+c = b+d
& c+a = d+b
& (c,d) ~ (ba)
& (c,d) = (ba).

Por lo tanto tenemos que y = (b, a).

Notacién: De acuerdo a lo anterior cada elemento en Z tiene un inverso. En adelante
anotaremos como —x el inverso de z € Z. Seguin esto —(a,b) = (b,a) y siempre
tendremos que = + (—z) = e, ademés naturalmente —(—z) = z,Vz € Z.

iv) La conmutatividad queda como ejercicio

2. Propiedades del producto en Z
i) Sean z = (a,b),y = (c,d), z = (e, f) € Z. Entonces
(-y)-z = [(a,b)-(c.d)]- (e, f)
ac+ bd,ad + bc) - (e, f)
(ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)
(ac)e + (bd)e + (ad) f + (be) f, (ac) f + (bd) f + (ad)e 4 (bc)e)

[
(
(

=
(a(ce) + b(de) + a(df) + b(cf),alcf) + b(df) + a(de) + b(ce))
(a(ce) + a(df) + b(cf) + b(de), alcf) + a(de) + b(ce) + b(df))

= a(ce +df)+ blcf + de),a(cf + de) + b(ce + df)

(a,b) - (ce + df,cf + de)

(a,0) - [(c,d) - (e, f)]

i) Sean = = (a, b),

(a,b) - (1,0)=(a-14+b-0,a-04+b-1) = (a,b).

b
b

S— | ~~—

a,

Ademés

(1,0) - (a,b) =(1-a+0-b,0-a+1-b) = (a,b).
iii) Sea x = (a,b),y = (¢, d)
Luego

a,b) - (c,d)

ac—l— bd, ad + bc)

I
/-\/-\/-\
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3. Distributividad
Sean x = (a,b),y = (¢,d), z = (e, f)

Entonces

(a,b) - ((c,d) + (e, f))

(a,b) - (c+e,d+ f)

= (a(c+e)+bd+ f),a(d+ f)+blc+e))
(ac + ae +bd + bf,ad + af + be + be)

((ac + bd) + (ae + bf), (ad + bc) + (af + be))
= (ac+ bd,ad + bc) + (ae + bf,af + be)
= (a,b)-(¢,d) + (a,b) - (e, f)
r-y+x-z.

Teorema 42 Ley de cancelacion para la suma en Z, es decir

Ve,y,z€Z)((z+y=a+2) =y ==2).

Demostracién: Sean x = (a,b),y = (¢, d), z = (e, f) € Z.
Luego

(a,b) + (c;d) = (a,b)+ (e, [)
= (a+c,b+d) = (a+eb+f)
= a+c+b+f = b+d++a+e
=
=

c+f = d+e (Ley de cancelacién en N)
(c,d) = (e, f).

Teorema 43 Ley de cancelacion para el producto en 7, es decir

o bien
Vr,y,z € Z)((z-y=x-2ANz #0) =y =2).

Demostracién: Sean = = (a,b),y = (¢,d),z = (e, f) € Z.

Luego
(a7b>'(cvd) = (CL?b)'(evf)
= (ac+bd,ad+bc) = (ae+bf,af + be)
= ac+bd+af+be = ad+bc+ ae+bf
= alc+f)+bld+e) = a(d+e)+blc+ f)
= alc+f)—=blc+f) = a(ld+e)—bld+e) (a>0b,esdecir,a—beN)
= (a=b)(c+f) = (a—b)(d+e)
= c+f = d+e
= (c.d) = (e f)
= y = =z
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Observacién: ;En que casos (a, b) admite un inverso multiplicativo?
Consideremos (a,b) y sea (c,d) tal que

(av b) : (C> d) = (1a O)
& (ac+bd,ad+bc) = (1,0)
& ac+bd = ad+bc+1
& ac+bd—ad—bc = 1
< alc—d)—=blc—d)=1 V bld—c)—a(ld—c)=1
& (a—=b)(c—d)=1 Vv (b—a)(d—c)=1.

Ahora bien, tenemos tres casos:
1. a > b, entendiendo a — b € N luego
(a—=b)(c—d) = 1
= a—b=1 V c—d=1
= a=b+1 V c=d+1.

Por lo tanto (a,b) = (b+ 1,b) = (1,0) admite inverso multiplicativo y este es

(c,d) = (d+1,d) = (1,0).

2. a < b entonces b —a € N luego (b —a)(d —c¢) =1y en este caso

3. a = b entonces 0 = 1 y por lo tanto (a,a) con a € N no tiene inverso multiplicativo.

Resumiendo tenemos que (a,b) admite inverso multiplicativo si

(@0) =(1,0) V (a0 =0,1).

La unidades de Z es

Identificacion con el Sistema de Representante

Con el sistema de representante, se tiene que

(n,0) + (m,0) = (n+m,0)
(n,0)- (m,0) = (n-m,0)
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Y para los otros tenemos

(0,n)+ (0,m) = (0,n+m)
(0,n)-(0,m) = (n-m,0)

Usando lo anterior podemos identificar

(n,0) =mn; (0,m) =—m

Con esta identificacién se tiene que compatible con la suma y el producto de los nimeros
naturales.
A partir de esto, podemos considerar la siguiente correspondencia o contencion

N Cc Z
n = (n,0)

Notacién: Zt =N*; —N={-n|neN}; Z =-7Z% .

Con las notaciones anteriores tenemos

Z=NU-N=Z U{0}uZ",
ademéas NN —N = {0}.

Propiedad 44 Sean x € Z entonces se tiene

rz-0=0.
Demostracion: Sea x € Z, entonces
-0 = 2-(040)
z-0 = 2-04+2-0
0 = -0 (sumando inverso aditivo de x - 0).

Teorema 45 Para todo x,y, z € Z se verifica:
1oz (~y)=—(z-y)
2. (—x) - y=—(z-y)
3. (—x)-(-y) ==y

Demostracion: Sean x,y,z € Z

1. Consideremos
royt+r-(~y)=2-(y+(~y)=2-0=0,

asi tenemos que x - (—y) es el inverso aditivo de x -y, lo cual es equivalente a demostrar

(1).
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2. Anadlogo al caso (1).

3. De acuerdo a (1) y (2) tenemos (3) como sigue

(=2)-(=y) = —(@-(=y) = —(=(@-y) =2y
por (2) por (1)

para la ultima igualdad, tenga presente que el inverso aditivo de a es —a, de otro modo
el inverso de —a es a y también —(—a), luego son iguales

Notacidén: Para a,b € Z anotaremos a + (—b) como a — b, cuya notacién es compatible con
la dada anteriormente para el conjunto N.

Teorema 46 La ecuacion a +x = b con a,b € Z tiene unica solucion. La cual esta dada
porx =0b—a.

Demostracién: Sea

at+xz = b
& (a+x)+(—a) = b+ (—a) (sumando el inverso aditivo de a)
& (a+(—a))+z = b—a
& O+ = b—a
& r = b—a.

Definicién 12 Sea A un anillo, x € A, x # 0.
Se dice que x es un divisor de cero derecho si y solo si existe y € A, y # 0 tal que yr =0
Se dice que x es un divisor de cero izquierdo si y solo si existe y € A, y # 0 tal que
zy =0

Teorema 47 El anillo 7Z no tiene divisores de cero, es decir,
Vr,y € Z)(zy=0=(x=0VvVy=0))

Demostracion: Si z,y € N, por teorema 31, la propiedad se cumple.
Supongamos ahora x € N,y € —N, luego tenemos —y = z € N.

vz =a(-y)=—(vy) =-0=0

Por la primera parte tenemos que x =0V z = 0, como —y = z = 0 entonces y = 0. Por
lo tanto

r=0Vy=0

Los otros caso son similares. ]
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2.2. Orden en 7

Definicién 13 Sean z,y € Z
Se dice que x es menor o igual que y si y solo si existe n € N tales que x +n = y, es
decir,
(z<y)e (@neN)(z+n=y)

de modo equivalente
(x <y)e (y—z €N).

Teorema 48 La relacion “<” es una relacion de orden en 7.

Demostracion: Sean x,y,z € Z
Refleja:
r<xpueszx—zxz=0¢€N.

Antisimétrica: Supongamos r <y ey <z, esdeciry —x € Ny z —y € N, puesto que
(r—y)+y—z)=z+(-y)+y)+(-2) =0

tenemos que
r—y=—(y—x)

de esto
y—rxeN A y—xe-—-N
es decir,
y—z e (NN-N),

pero

NN —-N= {0},
de otro modo

y—x € {0}7

esto es
y—r=0&x=y.

Transitiva: Supongamos x < y e y < z, es decir, y —x € Ny z —y € N, ahora bien como
(y—z)+(z—y) €N
pero

(y—2)+(z-y) =z—2

tenemos entonces que
z—zxzeN

con lo cual
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Teorema 49 La relacion “<” es compatible con la suma (4) y el producto (-) en Z, esto
es:

1. Ve,yeZ)Vze€Z)(z<y=ax+z<y+2z).
2. Ve,yeZ) VzeN)(z <y =z-2<y-z).
3. (Ve,yeZ)Y Vze -N)(z<y=x-2>y-2).
Demostracion: Sea x,y,z € Z

1. Supongamos x < y, ahora bien

Ty

y—zeN
(y—x)+(z—2) €N
(y+2)—(z+2)eN
z+z<y+ 2.

P4l

2. Supongamos x <y e z €N

r<y AN zeN
y—rxeN AN zeN
(y—=x)-z€N
y-z—x-z€N
T-z2<y- 2.

4l

3. Supongamos r <y e z € —N

r<y N z€-—-N
y—xz €N A (—2)eN
(y—a)-(—2) €N
—y-z+x-2€N
r-z—y-z€N
T-z22Y-2.

2 R

2.3. Divisibilidad

Dada dos rueda dentada, una con 54 diente y la otra con 28 diente, inicia su giro después
de jcuantas vueltas como minimo debe girar de modo que vuelva a la posicién origina o de
partida?

En esta seccién debemos tener presente en forma especial el Principio de Induccion Teo-
rema 34 y Principio del Buen Orden Teorema 33
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Definicién 14 Sean a,b € Z, a # 0.
Diremos que “a” divide a “b”, si existe q € 7Z tal que

b= aq.
Notacidn: a divide a b, se denota por a|b, y cuando a no divide a b, se denota por a 1 b.
Teorema 50 Sean a,b,c € Z

1. Si alb entonces (Ve € Z)(albc).

2. 8i (alb A blc) entonces alc.
3. Si (alb A alc) entonces (Ym,n € Z)(a|(mb + nc)).
4. Si (alb A bla) entonces (a =bV a = —b).
5. Si(albAa>0Ab>0) entonces a < b.
Notacidén: La expresién a = +b significa (a = bV a = —b).

Demostracién: Demostraremos sélo (3) y (5), quedando las demds como ejercicio.

(3) Si alby alc entonces existen ¢, q" € Z tal que
b=aq N c=aq. (2.1)
Sean n,m € Z y notemos que por (2.1)

mb+nc = m(aq) +n(aq)
= a(mq+ng),

ahora bien, definiendo s = mq + ng’ € Z, tenemos que mb + nc = as, es decir,
al(mb + nc).

(5) Si a|b entonces existe g € Z tal que
b= aq.
Ahora como a > 0 y b > 0, se tiene que ¢ es positivo, mas aun ¢ > 1, luego
b—a=aqg—a=a(qg—1) >0,

es decir,
b—a>0&0b>a.

Ejemplo 15 Demostrar que
(Vn € N)(6|(n® —n))
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Solucidén: La demostracion la realizaremos usando el principio de induccion.

Definamos la funcién proposicional p(n) = 6|(n® — n)

Primer paso: p(0) = 6|0, verdadero.

Segundo paso: Supongamos p(n) = 6|(n® — n) es verdadero, es decir, existe k € Z, tal
que n® — n = 6k.

Por demostrar que p(n + 1) es verdadero. Lo cual significa que 6|((n + 1)* — (n + 1)), lo
cual es equivalente a demostrar (n+1)*> — (n+1)=6-¢; con q € Z.

Para ello veamos lo siguiente:

n+1)?-(m+1) = n*+3-n*+3-n+1-n-1
= n*—n+3-n*+3-n
6-k+3-n-(n+1)
Pero de la suma de los primeros n naturales obtenemos que (Vn € N)(2|n - (n+ 1)) que
):

se puede reescribir del siguiente modo (Vn € Z)(3Ir € Z)(n - (n + 1 2 - r), queda como
ejercicio su demostracion, reemplazando este resultado, tenemos

n+1P*-(Mm+1) = 6-k+3-2-r
= 6-k4+6-7r
= 6-(k+7r)
Luego
6/(n+1)°—(n+1))

y por teorema de induccién, obtenemos
(Yn € N)(6|(n® — n)).

Ejercicio 16 Demostrar
(VneZ)(2n-(n+1))

Teorema 51 (Algoritmo de la Divisién) Sean a,b € Z,a > 0. Entonces existen inicos
enteros q y r tales que:

b=gqa+r,
donde 0 < r < a.

Ademds si a1b entonces 0 <1 < a.

Demostracién: Consideremos el conjunto
A={b—qa|qeZ}nN.

Como a,b € Z se tiene tres caso y verificando cada uno de ello se comprueba que el
conjunto es no vacio.

Luego por el Teorema Buen Orden (33) existe un elemento minimo de A, el cual llama-
remos r. Por definiciéon de A, se tiene que r > 0.
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Supongamos que r > a, entonces
r=b—gqa> a,

de donde b — (¢ + 1)a > 0, es decir, b — (¢ + 1)a € A.
Ahora bien como
b—(g+1a<b—qa=r,

se tiene que r no es el menor elemento de A, lo cual es una contradicciéon, por lo tanto r < a
y en consecuencia que
0<r<a.

Para mostrar la unicidad de ¢ y r, supongamos que existe otro par de elementos ¢’ y 7’
que satisfacen las hipétesis del teorema. Tenemos entonces que aq +r — aq’ — r’ = 0, luego
a(q—¢q') =1"—r, es decir, a|(r’ — r). Ahora bien si r’ # r, por el teorema (50) parte (5), se
tiene que (' —r) > a > 0, lo cual es una contradiccién pues —a < r’ —r < a, por lo tanto
r’ = r. Pero entonces a(¢ —¢') =0y a#0, asi ¢ =¢'.

Corolario 52 Sean a,x enteros positivos, con a > 1. Entonces x tiene una unica represen-
tacion de la forma
x="by+bra+---bya",

conn>0,0<b,<ay0<b <a, para0<i<n-—1.

Demostracion: Usaremos induccién sobre la existencia de la representacion de x.

Six =1, tomamos by =1y n =0 y el resultado es vélido.

Supongamos que cualquier entero m < x, puede ser representado de manera tnica en la
forma

k
ro+ra+ - +rpa’,

donde 0 <7; < a,0<1<kyr,>0.

Por el algoritmo de la division x = qa + 17 con 0 < r < a.

Si ¢ > x, amplificando por a obtenemos aq > ax pero axr > x, luego tenemos que aq > x
sumando r obtenemos aq + r > x 4+ r > x lo cual es imposible. Por lo tanto, ¢ < x

Veamos ahora, si ¢ = 0, tenemos que

z=r+0-a,

luego obtenemos la representacion que buscada, es decir, p(z) es verdadero .
Finalmente, falta el caso que 0 < gq < x.
Por hipétesis de induccion tenemos que, existen £, 0 < r; < a y 0 < r; tales que

k
q=1otnra+---ra".
Entonces, reemplazando se tiene

r=aq+r=rt +

ST+ T
haciendo un cambio de indices apropiado, obtenemos que

x="by+ba+---ba".
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Luego existe la representacion
Ahora para demostrar la unicidad de esta representacion, supongamos que existe otra
representacion, es decir

x="by+ba+ - +ba" =cy+cra+--+ca,

tenemos entonces que
0:h0+h1a+-~-—|—hsas,

donde |h;| < a, para 0 <i<s, hy#0,s>0.
Ahora bien como |h;| < a, entonces |h;| < a— 1y asi

a® < |hsa’|

= |ho+hia+--+hs1a°"|
\hol + [hala + -+ - + [hs—1]a®"
(a—1)+(a—Da+-+(a—1)a*"
(a—1D)(1+a+--+a

a®—1

IA A

lo cual es una contradiccion y en consecuencia se tiene al unicidad. U
2.3.1. Representaciones de Numeros Enteros

122 = 3-40+2
40 = 3-13+1

13 = 3-4+1
4 = 3-1+1
1 = 3-0+1

122 = 3-40+2

3-(3-13+1)+2
32-134+1-3+2
32(3-441)+1-3+42

= 34+1-32+1-3+2

= BB 1+1)+1-32+1-3+42

Luego
122 = 1-3*+1-33+1-32+1-3+2
122 = (11112)3 (base 3)
122 = 1-102+2-10+2=(122)19 (base 10)
Veamos ahora el 7 en base 3
7=2-3"41.3"
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(11112);
Al sumar + (2 1)3 Verificando con las potencias tenemos
11210);

(1-3*+1-3+1-32+1-3+2)+(2-3+1)
1-3*4+1-334+1-32+(1+2)3-3
1-34+1-334+1-32+(3+1)3+0
1-3+1-341-3241-324+1-3+0
1-3+1-3+(1+1)32+1-3+0
1-3"+1-334+2-3241-340

Ahora revisemos la multiplicacion

(11112)3x((21)3=(1011122),

11112x21

11112
100001
(1011122);

Con la aritmética habitual.

(1-3*4+1-33+1-32+1-3+2) x (2:3+1)
1-3*+1-3341-32+1-3+2
2.334+2.3"42.334+2.324+4.3
2.3 4+3-3*+3-33+3-32+5-3+2
1-340-3°4+1-3*4+1-334+1-324+2-34+2

2.4. Regla de Divisibilidad

Debemos tener presente que todo natural se puede escribir en base 10 en forma tnica,
corolario 52

N = Alum—1Gm—2 - - - Q100 = A 10™ + @110 + a4,y 9102 4+ -+ ;10 + ag

donde los a; son digitos.
Ademés recordemos el corolario aln Aaly = al(n—1y), que en nuestro caso lo aplicaremos
paran =z +y, es decir n|z

2.4.1. Divisibilidad por 2

Dado n = @, 10™ + @y—110™ ! + @, _210™72 4 - -« + 4110 + ag, con los a; digitos.
Ademss se tiene que 2|10°, para todo i > 0.
Luego se tiene que

2/(am10™ + @y 110" + @ 210™ 72 4 - -+ 4 a110).

de lo cual se tiene
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Propiedad 53 Sea n = a,,10™ + ap—110™ 7 + @210 2 4+ - + 0110+ ag € N
2|n < 2lag < ag es par

Ejemplo 17 El numero n = 8334216 es divisible por 2, ya que ag = 6 numero par.

2.4.2. Divisibilidad por 3

Dado n = @, 10™ + @y—110™ ! + @, —210™72 4 - -« + 4110 + ag, con los a; digitos.
Es facil demostrar por induccién que 3|(10° — 1), para todo i > 0.
Luego se tiene que

3|(am(10™ = 1) + ap1(10™ = 1) + @y 2(10™2 = 1) + -+ + a1 (10 — 1))
ademas
n = (am + QGn_1+ -+ a; +ag) + (@n(10™ — 1) + ap_1 (10" = 1) + -+ 4+ a;(10 — 1))
de lo cual se tiene
Propiedad 54 Sea n = a,,10™ + @, 110™ ! + @y, 210™ 2 + .- + 01104+ a9 € N
3In < 3|(am + @m—1 + Qo+ -+ -+ a1 + ag)
Ejemplo 18 El niumero n = 134718 es divisible por 3, ya que 1 +3+4+7+1+8 =24 es

divisible por 3.

2.4.3. Divisibilidad por 4

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Es facil demostrar que 4|10, con i > 1 y ademds se tiene que 10 = 4 - 2 4+ 2. De lo cual
se obtiene
4(am10™ 4 @ 110™ 7 + Gy 210™72 4 -+ a1 8)

ademas
n = (2a; + ag) + (A 10™ 4 ap_110™" + Gy _210™72 4 - - + a18)

de lo cual se tiene
Propiedad 55 Sea n = a,,10™ + @y —110™ 7 + @210 2 4+ - + 0110 +ag € N
4ln < 4|(2a1 + ag)

Ejemplo 19 El nimero n = 231528 es divisible por 4, ya que 2 -2+ 8 = 12 es divisible por
4.
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2.4.4. Divisibilidad por 5

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Es fécil demostrar que 5/10°, con i > 0.
De lo cual se obtiene

51(am10™ 4 @y 110™ 7 + @y _210™72 4 -+ + a110)

ademas
n = (ag) + (am10™ + apm_110™" + a,_210™ 2 4+ -+ - 4 0, 10)

de lo cual se tiene
Propiedad 56 Sea n = a,,10™ + ap—110™ 7 + @210 2 4+ - + 0110 +ag € N
5|n < 5lag

Ejemplo 20 El nimero n = 5689425 es divisible por 5, ya que 5 es divisible por 5.

2.4.5. Divisibilidad por 6
Propiedad 57 Sea n € N*, luego

6ln < 2|nA3|n

2.4.6. Divisibilidad por 8

Sea 1 = Ay 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.

Es facil demostrar que: 8|10%, con i > 2 y ademés 10> =8-12+4, 10 =8-1+2. De lo
cual se obtiene

8](am10™ 4 @y 110™ 7 + G2 10™ 7% -+ + 4396 + a;8)
ademas
n = (4ay + 2a; + ag) + (Am10™ + Q1 10™ ! 4+ @py_210™ 72 + - - 4 4396 + a;18)
de lo cual se tiene
Propiedad 58 Sea n = a,,10™ + @110 + a,,_210m 2 4+ .- + 010 + a9 €N
8|n < 8|(4az + 2a; + agp)

Ejemplo 21 El numeron = 231528 es divisible por 8, ya que 4-5+2-2+8 = 32 es divisible
por 8.
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2.4.7. Divisibilidad por 9

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Es fécil demostrar que 9|(10° — 1), con ¢ > 0.
De lo cual se obtiene

(A (10™ = 1) + Gt (10™F = 1) + G2 (10™2 = 1) + - - - + @19)
ademas
n = (am + Qo1 + -+ a1+ ag) + (A (10™ = 1) + a1 (10™ 1 = 1) 4+ -+ - + 19)
de lo cual se tiene
Propiedad 59 Sea n = a,,10™ + ap—110™ " + @, 2102 4 - + 0110+ ap € N
9n < 9(an + @m—1 + am—o+ -+ a1 + ap)

Ejemplo 22 El nimero n = 245718 es divisible por 3, ya que 2+4+5+ 7+ 1+ 8 =27 es
divisible por 9.

2.4.8. Divisibilidad por 11

Sea 1 = A 10™ + Ay 110™ 7 4 @py—210™72 4 - - - + ;10 + ag, con los a; digitos.
Se sabe que 11](10° — (—1)*), para todo 7 > 0. De lo cual se obtiene

9|(@m (10™ — (=1)™) + A1 (10™ L — (=)™ 1) + .- +a,(10 + 1))
ademas
1= (an (=) + o+ a1 (1) ag) (i (107 = (<1)") 4+ (10 + 1))
de lo cual se tiene
Propiedad 60 Sea n = a,,10™ + ap—110™ 7 + @, 2102 4+ - + 0110+ ap € N
110 < 11 (am(=1)" + am_1(=1)" " + an_o(=1)" 2 + -+ + ay(—=1)% + a1 (—=1)" + ay)
Ejemplo 23 El nimero n = 245718 es divisible por 11, ya que —2+4—-54+7—-1+8 =11
es divisible por 11.
2.5. Maximo Comun Divisor

Definicién 15 (Divisor Comun) Sean a,b,c € Z.

Se dice que a es un divisor comun de b y ¢ si y sdlo si alb y alc.

En general dados x1, s, ..., x, € Z, se dice que a es divisor comun de Ty, Xa, ..., Ty St Y
solo si alxy AN alxg A -+ A alx,.
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Definicién 16 (Maximo Comitn Divisor) Sean a,b dos enteros no nulos. El mdzimo
comun divisor entre a y b es el mayor divisor comun positivo de a y b, el cual denotaremos

por (a,b).
En general dados xv,xs,...,x, € Z*, el mdrimo comun divisor de xi,%s,...,x, €s el
mayor divisor comiun de T1,xs, -+ , Ty, €l cual denotamos por (x1,xs, ..., T,)

Teorema 61 (Bézout) Sean a,b dos enteros no nulos.
Si g = (a,b), entonces existen xo,yo € Z tales que

g = axg + byp.
Demostracién: Consideremos el conjunto
A={ax+by|z,yeZ} NN

La considerar x = a, e y = b, el conjunto es no vacio, luego por el Teorema del Buen Orden
(33). El conjunto A posee un primer elemento, el que denotaremos por d.

Ahora bien como d € A, se tiene que existen enteros g, 9o tales que d = axq + byg, luego
por el algoritmo de la division a = gd + r, con 0 < r < d. Entonces,

r=a—qd=a—q(axy+ byy) = a(l — qzo) + b(—qyo).

Sir > 0 entonces r € A, pero r < d, lo cual contradice la minimalidad de d, por lo tanto
d|a. Andlogamente se demuestra que d|b y asi se obtiene que d es un divisor comin de a y b.
Para verificar que d es el mayor divisor comun positivo de a y b, sea t > 1 otro divisor
comun. Por el teorema (50) parte (3), t|(ax + by), para cualquier x,y € Z, en particular ¢|d,
luego 0 < t < d. OJ

Corolario 62 Sean a,b € Z* entonces
1. (a,b) = min{azx + by | z,y € Z} N N*.
2. (a,b) = (lal, |0]).
Teorema 63 Sean a,b,c € Z*, tales que alb y alc, entonces a|(b, c)

Demostracidn: Si a|by a|c, entonces por el teorema (50) parte (3) tenemos que a|(mb+nc),

para cualquier par de enteros n,m y luego por el teorema (61), se tiene que al(b, c) O
Corolario 64 Sean a1, as, -+ ,a, € Z* entonces
1. (a1, a9, ,a,) = (a1, (ag, -+, ay)).
2. Existen x1,x9,--- ,x, € Z tales que
(a1,as, -+ ,a,) = a1T1 + oy + - - - + ATy,

Teorema 65 Para todo a,b € Z*, m € Z™, se tiene que

(ma, mb) = m(a,b)
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Demostracién: Del corolario (62) tenemos que:

(ma,mb) = min{(ma)x + (mb)y >0 | z,y € Z}
= min{m(ax +by) >0 | z,y € Z}
= m-min{az+by >0 | 2,y € Z}

m(a,b).
O
Ejercicio 24 Sean a € 7", b € Z* entonces
(a,ab) = a(1,b) = a
Corolario 66 Sid|a y d|b, d > 0, entonces
a b 1
—, = | ==(a,b).
- : a b _
En particular se tiene que ((a, D) Ta, b)) =1.
Demostracién: El resultado es consecuencia directa del teorema (65) tomando
a b
m=d,a=-y y
O
Corolario 67 Siclab y (b,c) = 1, entonces c|a.
Demostracién: Por el teorema (65), tenemos que
(ab,ac) = a(b,c) = a. (2.2)

Ahora bien como c|ab y c|ac, por el teorema (63) tenemos que c|(ab, ac), pero de (2.2) se
tiene que c|a. 0

Definicién 17 Sean a,b dos enteros no ambos nulos. Se dice que a y b son primos relativos
si y solo si (a,b) = 1.

Teorema 68 Sean a,b, c enteros no ambos nulos. Si (a,c) =1y (b,c) =1, entonces (ab, c) =
1.

Demostracién: Si (a,c) = 1y (b,¢) = 1, por el teorema (61) obtenemos que existen enteros
To, L1, Yo, Y1 tales que

arg+cyy = 1
b$1+0y1 = 1,
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de donde se obtiene que

(ab)(zox1) + c(y1 + yo — cyoyr) = 1. (2.3)

Por otro lado, sabemos que (ab, ¢)|ab y (ab, c)|c. Luego por el teorema (50) parte (3) se tiene
que (ab, ¢)|(abx + cy), para todo z,y € Z, en particular para © = zoz1 € Yy = Y1 + Yo — MYolY1-
Ast

(ab, c)|((ab)(zox1) + c(y1 + yo — myoyn)),

pero por (2.3) obtenemos que (ab, ¢)|1 y en consecuencia que (ab, c) = 1. O
Teorema 69 Para todo a,b € 7%, k € Z, se tiene que
(a,b) = (a,b+ ak).

Demostracién: En primer lugar notemos que (a,b)|a y (a,b)|b, ahora bien, por el teorema
(50) parte (1), se tiene que (a,b)|ak, para todo k € Z, tenemos asi que (a,b)|ak y (a,b)|b,
luego por el teorema (50) parte (3) obtenemos que (a,b)|(b + ak). De lo anterior tenemos
que (a,b)|a y (a,b)|b+ ak y por lo tanto

(a,0)|(a, b+ ak). (2.4)

Por otro lado (a,b + ak)|a y (a,b + ak)|b + ak, por el teorema (50) parte (1), se tiene
que (a,b + ak)|ak, para todo k € Z. En virtud del teorema (50) parte (3), obtenemos que
(a,b+ ak)|(b+ ak — ak). Luego se tiene que (a,b+ ak)|by (a,b+ ak)|a, con lo cual

(a,b+ ak)|(a,b). (2.5)
Ahora de (2.4) y (2.5) se tiene que (a,b) = (a,b+ ak). O
Ejemplo 25 Calcular (45,18) y (72, 15)
Solucidén: En el primer caso
(45,18) = (45 — 18- 2,18) = (9,18) = (9,9 - 2) = 9(1,2) = 0.

Ene segundo
(72,15) = (72 — 60, 15) = (12,15) = (12,3) = 3.

Q©

Teorema 70 (Algoritmo de Euclides) Sean a y b enteros, con a > 0. Aplicando repeti-
damente el teorema (51), obtenemos la siguiente secuencia de ecuaciones:

agu +71, O0<ri<a

a = Tigs +Ta, O<’l“2<’l“1

rji_o = Tj_1q4; + 715, 0<7’j<7’j_1

ri-1 = Tiqj+1.
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Entonces (a,b) = r;, resto inmediatamente anterior al resto que se anula. Ademds los valores
de xo e yo tales que
(a,b) = axy + by

pueden ser obtenidos de rj_i,...,r9,71 en esta secuencia de ecuaciones.
Demostracion: es inmediata de teorema 69, ya que
(b,a) = (b—aq,a) = (r1,a) = (r,r2) = -~ = (r5,75,) = 75(1, ¢j11)

La segunda parte se obtiene, al despejar los restos y reemplazando recursivamente se obtiene
el resultado deseado O
Observacién: Veamos el despeje en un ejemplo pequeno. El cdlculo anterior se realiza
despejando y reemplazando, para ello lo haremos en el siguiente ejemplo

= aq1+1r, 0<r<a

a = Tiga+719, 0 <1y <1
rn = 7’2(]3—|—’f’3, O<’l“3<’f’2
ro = 13qs+0

r3 = 711 — rog3 reemplazo ry

= 11— (a-1—rige)gsreordenado

= a-(—g3)+ri(1+ gaq3) reemplazo

= a-(—q3)+ (b—aq)(1 + g2q3)reordenado
= a(—q3 — ¢ — @192q3) + b(1 + q2g3)

de otro modo

b 1 O 1 1 —(q1 T 1 —(q1
a 0 1 Foi(—q1) a 0 1 Fa(-2) \ T2 —@ 1+ qq

~

F1(—q3) 0 *

Te L+ q1g2
Ejemplo 26 Encontrar el mdzimo comin divisor (MCD) en cada caso

a) (5,19) Apliquemos el algoritmo de la divisién
19=5-3+4 obien 4=19-5-3
5=4-1+1 obien 1=5-4-1
4=1-440
Por lo tanto (5,19) = 1. Ademés

1=5(1)—4(1) =5(1) — (19 = 5-3)(1) = 19(=1) + 5(1 + 3) = 19(—1) + 5(4)

*

rs 1+ qaqs —q1 — ¢35 — q1q2q3 - r3 1+qgaq3 —q1 — ¢35 — 19243
Fi2(—qa)

)
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b) (2,5,19) Para ello (2,5,19) = (2, (5,19)) = (2,1) = 1 Por lo tanto (2,5,19) =1
¢) (5748, —7207)

Para determinar el MCD no se considera los signos corolario 62.

7207 = 5748 - 1+ 1459 o bien 1459 = 7207 — 5748 - 1
5748 = 1459 -3+ 1371 o bien 1371 = 5748 — 1459 -3
1459 = 1371-1+4+88 o bien 88 =1459 —1371-1
1371 =88-15+51 obien 51 =1371—-88-15
88 =51-14+37 obien 37=88-51-1
51=37-14+14 obien 14=51-37-1
37=14-249 obien 9=37—-14-2
14=9-14+5 obien 5=14-9-1
9=5-144 obien 4=9-5-1
5=4-14+1 obien 1=5-4-1

4=1-4

Por lo tanto (5748, —7207) = 1

Observaciéon: La aritmética anterior se puede reescribir del siguiente modo
<720710) N (14591-1) N <1459 1 —1>
5748 0 1 ) my(—1) \ 5748 0 1 ) mu(-3) \ 1371 —3 4

<88 4 —5) N <88 4 —5)
1371 =3 4 ) pu—15) \ 51 —63 79
N (37 67 —84) N (37 67 —84)
Pu(-1) \ 51 —63 79 ) p,1) \ 14 —130 163
N (9 327 —410) N (9 327 —410)
Fai(—2) 14 —130 163 ) mo(-1) \ 5 —457 573
(4 784 —983) N (4 784 —983)
5 —457 573 ) pa(-1) \ 1 —1241 1556
(0
1

* *
—1241 1556

~Y

Fo1(—1)

~J

Fr1(—1)

~Y

Fr1(—1)

Note que
(—1241) - (7207) + (1556) - (5748) = 1 o bien (1241) - (=7207) + (1556) - (5748) =1

2.6. Numeros Primos

Definicién 18 Sea p € Z, tal que p ¢ {—1,0,1}
Se dice que p es numero primo, si y solo si los unicos divisores dde él son +1 y +p.
En caso contrario se dice que p es un nimero compuesto.
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Ejemplo 27 Algunos primos positivos son
2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,---
No se conoce la formula general de esta sucesion, pero son infinitos.
Propiedad 71 Sean a,b,p € Z*, tal que p es primo
Si plab entonces pla o p|b

Demostracion: Si p divide a a listo. Por ello suponemos que p no divide a a, entonces p
y a son primos relativos y por la Teorema 61 existen x e y enteros tales que px + ay = 1.
Multiplicando por b se obtiene pbxr + aby = b, y puesto que los dos sumandos del lado
izquierdo son divisibles por p, el término de la derecha también es divisible por p. O

Teorema 72 (Fundamental de la Aritmética) Todo numero entero positivo mayor que
uno, puede ser escrito como producto de numeros primos positivos. Mds aun, dicha factori-
zacion es unica salvo el orden de los factores.

Demostracion:

Existencia de la descomposiciéon: Suponemos que existe algiin entero positivo que
no puede representarse como producto de primos. Entonces debe haber un minimo nimero
n con esa propiedad (principio del Buen Orden). Este ntiimero n no puede ser 1, por la
convencion anterior. Tampoco puede ser un primo, porque todo primo es el producto de un
unico numero primo: él mismo. Asi pues, n = ab, donde a y b son enteros positivos menores
que n. Como n es el minimo entero positivo para el que falla el teorema, tanto a como b
pueden escribirse como producto de primos. Pero entonces n = ab también puede escribirse
como producto de primos, lo que es contradictorio.

Unicidad de la descomposicion: Dados dos productos de primos que tengan igual
resultado, témese un primo p del primer producto. Divide al primer producto, y por lo
tanto también al segundo. Por la propiedad anterior, p debe dividir al menos a un factor
del segundo producto; pero los factores son todos primos, asi que p debe ser igual a uno
de los factores del segundo producto. Se puede entonces cancelar a p de ambos productos.
Siguiendo de esta forma se cancelaran todos los factores de ambos productos, con lo cual
éstos deben coincidir exactamente 0

Teorema 73 Existen infinitos numeros primos.

Demostracién: Supongamos que existe s6lo una cantidad finita de niimeros primos, digamos
P1;,P2;---3Pn-
Consideremos el ntimero
P=pi-pa-pn+1
Es claro que P > p;, para 1 < j <n, luego P no es primo. Por otra parte P no es divisible

por ninguno de los p;, para 1 < j < n, pero por el teorema (72), P debe ser divisible por
algin primo, lo cual es claramente una contradiccion.
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Propiedad 74 Sea a un entero positivo tal que para todo primo p < \/a no se cumple p|a,
entonces a €s primo

Demostracién: Supongamos que a es un nimero compuesto, es decir, tal que no es divisible
por algin primo p, con p</aya=b-cconl <b<a, 1 <c<a.
Podemos suponer sin perdida de generalidad que b < ¢. multiplicando por b obtenemos

V¥ <b-c=a.

Luego b < \/a. Pero esto es una contradicciéon porque:
Si b es primo llegamos a una contradiccién por suponer que a no es divisible por algin

primo p < +/a.

Si b es compuesto llegamos a una contradiccion, pues b compuesto podria expresarse como
producto de primos, y siendo p uno de ellos: b|a, p|b por lo tanto p|a, siendo p < b < \/a.
Luego a es primo. U

Ejemplo 28 /19 =4,35 - -+, inspeccione con 2 y 3 como ninguno lo divide, entonces 19 es
PTIMOo

Propiedad 75 Sean a,b € Z™ tales que

Qn,

a=ppst e pin, b=p"p -l
con p; primos distintos «;, B; € Ny, entonces

(CL, b) _ pllml'n{ahﬁl}p;nfn{azﬁﬂ . ‘p;nin{an,ﬁn}

Demostracién: Sabemos que a = (a,b)k;, b = (a,b)ks, luego en (a,b), los unicos primos
que pueden aparecer en la descomposicién son los primos p;. Por lo tanto

A, A "
(a,0) = p'py” -1y
De la primera ecuacién tenemos que
a; =N+, Bi= N+,

es decir,
a >N, Bi > N,

de lo cual, se tiene
min{ay, B} > i,

Como (a,b) es el maximo con es condicién, se obtiene que

(CL, b) _ pllml'n{ahﬁl}p;nfn{azﬁﬂ . ‘pglfn{an,ﬁn}

Ejemplo 29 Sea p un nimero primo. Demostrar que si pla A pl(a® + b*) entonces plb
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Solucién: Sabemos que pla luego tenemos que pla?, asi p|a® A p|(a®+b*) de lo cual obtenemos
que
p|(a® +b?) — @

Por ende tenemos que p|b?, de este modo en la descomposicién en primo de b tiene que estar
el primo p, por lo tanto p|b
Observacién: Note que si a® 4 b* = 2, el ejemplo anterior, nos dice que:

Si pla A plc entonces p|b.

Ademss si se define a = 22 — y?, b = 22%y?, ¢ = 2% + y? entonces son ternas pitagéricas

2.7. Minimo Comun Miltiplo

Definicién 19 (Multiplo Comtn) Sean a,b,c € Z.

Se dice que ¢ es un maltiplo comin de a y b si a|c y b|c.

En general dados x1,x, ..., x, € Z, se dice que a es un multiplo comun de x1,xs, ..., 2T,
sty solo si xi|la A xs|la N -+ A xya.

Definicién 20 (Minimo Comin Miltiplo) Sean a,b € Z*.

El minimo comun maultiplo entre a y b, es el menor multiplo comin positivo de a y b, el
cual denotaremos por [a, b].

En general dados xy,xs,...,x, € Z*, el minimo comun multiplo de xy,xs,..., T, es el
menor maltiplo comin de xq,xs,- -, T,, el cual denotamos por [x1,xs, . .., Ty

Propiedad 76 Sean a,b € Z* entonces
[a, b] = [|al, [b]].
Propiedad 77 Sean a,b € Z* tales que
a=pipst - pn, b=pi'py o p
con p; primos distintos «;, [; € Ny, entonces

méx{a1,51} méx{az,ﬁg}_ . ymax{an,Bn}

[a7 b] :pl p2 : pn

Demostracién: Sabemos que [a,b] = aky, [a,b] = bksy, luego en [a,b], a lo menos aparecer
en la descomposicion los primos p;. Por lo tanto

(a,b) = p'py? - ppre

con ¢, tal que (¢, p;) = 1.
De la primera ecuacién tenemos que

N = +7i, =B+,

es decir,
Ai 2 aiy N > B
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de lo cual, se tiene
>\i Z max{aivﬁi}a
Como [a, b] es el minimo con es condicién, se obtiene que ¢ =1y

méx{ar,B1} méx{az,ﬁg}_ . ymax{an,Bn}

[a7 b] :pl p2 : pn

Propiedad 78 Si m es multiplo comin de a y b, entonces |a, b]|m.
Propiedad 79 Sean aq,as,--- ,a, € Z* entonces
[ala Ao, -+ 7an] = [alv [CLQ’ e 7an]]

Teorema 80 Si a,b son enteros no nulos,

|ad]
(a,b)

Corolario 81 Sea m € Z*, entonces [ma, mb] = m[a, b].

[a, 6] =

Demostracién: Del teorema (80), tenemos que

(ma, mb] = |mamb| 2 |ab|
’ ~ (ma,mb)  (ma,mb)’

luego por el teorema (65) se tiene que (ma, mb) = m(a,b), asi obtenemos que

2] =mla
(a,b) 2, 8]

[ma, mb] =m

Ejemplo 30 Encontrar el minimo comun multiplo MCM de:

a) [10,18]
Calculemos el maximo comun divisor
18 1 0 8 1 -1 8 1 -1
10 0 1 Fai (1) 10 0 1 Fia(-1) \ 2 -1 2 Fa1(—4)
Luego
(10,18) =2y 18(—1) + 10(2) =2
Como
|10 - 18] 180
10, 18] = =— =90
[10,18] (10,18) 2

Por lo tanto [10, 18] = 90

0
2

Xk
-1 2

99
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b) [-2,3,18].
Veamos primero
[—2,3,18] = [-2,[3,18]] = [-2,18] = 18
Ya que
18 = 3:64+0
3-18
3,18] = | | =18
3
Ademas
18 = 2-9+0
| —2-18|
—2,18 — =18
[—2, 18] R

2.8. Ecuaciones Diofanticas Lineales

El nombre de ecuaciones diofanticas proviene de Diofanto (Matematico de la antigua
Grecia), y su origen estd ligado a la siguiente pregunta: ; Cuantos nimeros naturales son
necesarios para expresar un ntimero natural cualquiera como suma de cuadrados n = 2% +
y? 4227

Note que

3=2+y* T=2"+y'+ 2

no tiene soluciones en los enteros
La respuesta que los antiguos griegos dieron a esta pregunta fue:

"siempre es posible, si el nimero de términos es cuatro””’
Definiciéon 21 Una ecuacion diofantica lineal, es una ecuacion de la forma
ar + by = c,
donde x,y son incognitas y a,b € Z*, ¢ € Z. El conjunto solucion es

S={(@y)€eZxZL]ar+by=c}

En general, sean ay,as,as,...a, € Z* y b € Z, con x1,xs, T3, ...T, incognitas entonces la
ecuacion
a1T1 + asxe + asxs + -+ -+ a,r, = b

es llamada ecuacion diofantica lineal. El conjunto solucion es

S={xe€Z" | ayx1 + agrs +azxs+---+a,x, =b}
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Teorema 82 ay,as,as,...a, € Z* yb € Z. La ecuacion

a1 71 + oo + asxs + - -+ apr, = b, (2.6)
tiene solucion en Z si y sélo si (ay,asz,as, - ,ay)b.
Demostracién: Supongamos que (aj,as,as,---,a,) | b, entonces existe k tal que b =
(a1,a9,as3, -+ ,a,)k, ademéas existe yi,ya, - - - , Y, enteros tales que

aryi + agys + asys + -+ anyn = (a1, a2, a3, -, a,)
Amplificando, obtenemos
al(ylk) + CLQ(ygl{?) + a3(y3]{3) + -+ an(ynk) = (al, ag, Az, - - ,CLn)]{? =b

luego la ecuacion tiene solucion.

Supongamos que tiene solucién enteras de (2.6), luego existe 21, 29, - - - , 2, enteros tales
que
a121 + asze +aszz3 + -+ apz, = b
Pero por teorema (50), tenemos que (ay, as, as, -« , an)|(a121 +asze +aszz+- - -+ anz,), luego
(alaa'Qaa'?n”' 7an)|b' |:|

Teorema 83 Sean a,b € Z*,c € Z. La ecuacion
ar +by = ¢ (2.7)
Si (2.7) es soluble y xo,yo € Z es una solucion, entonces todas las soluciones estin dadas
por

U RN DY

donde t recorre todos los enteros.
De otro modo ;
t ta
S = - €7’ |teZ
{( (a )" <a,b>) | }
Demostracién:

Sea m = (a,b) y que x,y es otra solucién, ademas de xg, yo. Entonces

axy + byy = ¢ = ax + by,

asi
aleo— ) = by — ) & (w0 —2) = —(y - ) (28)
To—T) = — —(xg — ) = —(y — yo). .
0 Y—Yo PO m Y—Yo
Luego por el corolario (66) tenemos que (%, %) = 1, ahora bien por el corolario (67),

obtenemos que

1ty — o). (2.9)

b
Zlw-2) ¥ =



CAPITULO 2. NUMEROS ENTEROS 62

Asi, de (2.8) y (2.9) se tiene que existe un entero ¢ tal que

ta
To-r=— A y—yp=_,
m m

es decir

tb ta
v =20~ — A y:y0+a. (2.10)

Claramente para cualquier ¢ € Z, (2.10) define una solucién de (2.7). Para ver esto basta
reemplazar los valores de z e y en (2.7) con lo cual se obtiene una tautologia. O

Ejemplo 31 Determinar la solucion general de la ecuacion diofdntica lineal
10-2—-32-y=2.
Solucion: Determinemos el maximo comun divisor

32 = 10-3+42
10 = 2.5

Por lo tanto (10,32) = 2, de lo cual tenemos

2 = 32-10-3
= 10-(=3)—32-(-1)

es decir, xg = —3, yo = —1 es una solucién particular
La solucion general es:

32 10
r=-3-T tAy=-l-—-t Vel

El conjunto solucién de la ecuacion diofantica es
S={(-3-16-t, —1—-5-t) |t € Z}

Propiedad 84 Sean ay,as,as,...a, € Z* yb € Z, tal que (a1,a2) =1 = a121 + az2s.
La ecuacion diofdntica

a1x1 + asxy + azrs + - - -+ a,r, = b,
es soluble y las soluciones son

r = Zl(b — A3Xx3 — ATy — anxn) + CLQt
To = 29(b— azx3 —aqry- - — apTy,) — agt

con t,x3, x4, s, ...T, € 7.
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Ejemplo 32 Determinar la solucion general de la ecuacion diofantica lineal

10x + 7y + 52z = 2.

Solucion: Note que la ecuacién es igual a
Ty +5z=2—10x.
El maximo comun divisor, entre 5y 7 es 1, para ello

7T = 5-1+2
5 = 2-2+1

Por lo tanto
53)+7(=2) =1

Amplificando por 2 — 10z, tenemos una solucién particular
5(6 — 30z) + 7(—4 + 20x) = 2 — 10z
La solucién general es:
y=6—-30x—Tt N z=—4+20x — 5t VteZ

El conjunto solucién de la ecuacion diofantica es
S={(x,6—-30x —T7t, —4+20x —5t) | z,t € Z}
Propiedad 85 Sean aj,as,as,...a, € Z* y b € Z, tal que (a1,a2) = d = a1z1 + ag29 Y
(a17a27 o 7an> = 1
La ecuacion diofdntica
1T + asxry + asxs + - - -+ a,xr, = b,
se resuelve usando la variable auziliar xqy y

T = 219+ %t

T2 = 2wy — %

d
drg+ asxs +---+apx, = b
con t,x3, Ty, Ts,...T, € 2.

Ejemplo 33 Determinar la solucion general de la ecuacion diofdntica lineal

10z 4 6y + 152 = 13.
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Solucidén: Note que la ecuacién es igual a
10x + 6y = 13 — 152

Como el méximo comun divisor, entre 10 y 6 es 2, luego existe r entero (variable auxiliar)
tal que
10z + 6y = 2r = 13 — 152

es decir
10z +6y = 2r

13 —152 = 2r

Para la primera ecuacion, una solucion particular al maximo comun divisor es
10(—=1)+6(2) =2

amplificando obtenemos
10(—r) 4+ 6(2r) = 2r

Y la solucion es

r = —r+3t
y = 2r—>ot

cont € Z.

La otra ecuacién es

2r + 152 =13

Una solucién particular es r = —1, z = 1. Luego la general esta dada por:
r = —1415u
z = 1—2u

con u € Z.
Reemplazando la variable auxiliar obtenemos

r = 1—15u+ 3t
—2+ 30u — 5t
z = 1—2u

<
I

con t,u € Z.
S={(1-15u+3t, =2+ 30u—>5¢t, 1 —2u) | u,t € Z}
Ejemplo 34 Determinar la solucion general de la ecuacion diofdntica lineal

10z + 6y + 152 + 70w = 13.
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Solucién: Notemos que (10,6) =2, (15,70) = 5. Consideremos las variables auxiliares u,

10z +6y = 2u
1524+ 70w = 5l

Reemplazando obtenemos 2u + 51 = 13.
Para resolver las ecuaciones notemos que

10(—=1)+6(2) =2 15(5)+70(—1) =5
amplificando obtenemos
10(—u) + 6(2u) = 2u 15(51) + 70(—1) = 5l

Y la solucién es

r = —u+3t

y = 2u-—>5t

z = BHl+ 14r

w = —l—=3r
Ademas las soluciones de 2u + 51 = 13, son

u = —1+5¢q

I = 3—2

Reemplazando las variables auxiliares obtenemos,

r = 1—-5¢g+ 3t

y = —2+10q— 5t
z = 15—10q + 14r
w = —3+2¢—3r

cont,q,r € Z.
S={(1-5q+3t, =2+ 10q —5¢t, 15— 10q + 14r, =3 +2q —3r) | t,q,r € Z}

2.9. Ejercicios Desarrollados

Ejemplo 35 Demostrar que el cuadrado de cualquier entero de la forma b -k + 1 es de la
misma forma.

Solucién:
5-k+1)?% = 25-K>+10-k+1

5-(5-k*+2-k)+1
= 5-r+1; r=5-k>+2-k
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Ejemplo 36 Demostrar que el cuadrado de un entero impar es de la forma 8 - k + 1.

Solucidén: Sea n un nimero impar entoncesn =2-k+1; ke Z
Por demostrar que n? = 8-k’ +1

n?* = (2-k+1)>
= 4-K+4-k+1
= 4 k-(k+1)+1

66

Recuerde que ( 2|n - (n+ 1)) o bien (Vn € Z)(Ir € Z)n - (n+ 1) = 2 - r), reemplazando

obtenemos

n? = 4-2-r+1
= 8-r+1

Ejemplo 37 Sial|b y b|c entonces alc.

Solucién: alb< (g€ Z)(b=a-q) yblc= (Fk € Z)(c=1b-k).
Por demostrar que a|c < (Ir € Z)(c=a- 7).

c = b-k
= a-q-k

Por lo tanto alc
Ejemplo 38 Si (b-¢)|a entonces bla y c|a.

Solucién: (b-c)la=a=b-c-q; q€Z

Por demostrar que (bla << a=b-1r;, r€Z)y (claca=c-s; s€Z)

a = b-c-q

= b-r; r=c-q

Por lo tanto b|a
De igual manera

Por lo tanto c|a.

Ejemplo 39 Si(a,b-c) =1 entonces (a,b) =1 y (a,c) = 1.
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Solucién: (a,b-c) =1< existen r,y € Ztalque l =a-z+b-c-y
Por demostrar que ((a,b) =1 < Jrg,yo € Ztalque l =a-x9+b-y) vy ((a,¢) =1 &
dry, 1 €Z tal que 1 =a -z +¢-yy)

1 = a-z+b-c-y
a-x+b-yo; Yo=c-y
Por lo tanto (a,b) =1
1l = a-xz+b-c-y

= a-z+c-b-y
= a-x+c-yo; Yo=b-y

Por lo tanto (a,c) =1
Ejemplo 40 Si alc, b|c y (a,b) =1 entonces (a - b)|c.

Solucién: Por hipétesis tenemos que (a,b) = 1 < existen xg, yo € Z tal que 1 = a-xg+b-yo,
alcesc=a-r; r€Zbcesc=b-s; s€Z
Por demostrar que a-blc & c=a-b-k; ke€Z
1 =

C et

cx+b-y /-c
ca-x+c by
cb-s-x+b-a-r-y
be(s-x+r1-y)

bk k=s-z+r-y

I
2 2 2 o 2

Por lo tanto a - b|c
Ejemplo 41 Determinar todos los x,y € Z que cumplan con: x +y = 100 y (z,y) = 3

Solucién: (z,y) =3 < 3|z y 3y
lrsr=3-q¢; q€Z;3lysy=3-k kel

r+y = 3-¢q+3-k
100 = 3-(q+k)

Luego 3|100, lo que es contradictorio, por lo tanto no existen x € Z tal que x + y = 100
y (z,y) =3

Ejercicio 42 Sean a,b,c € Z*, tales que (a,b) = (a,c) = (b,c) =1 y a®> + V* = 2.
Demostrar que

1. sia es par entonces (¢ —b,c+b) =2

2. si a es impar entonces (¢ — a,c+ a) = 2
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3. Sia=2x, c+b=2y, c—b=2z,(y,z) =1 entonces existe u,v tales que y = u>Az = v*

4. Sia=2x, c+b=2u% c—b=20v? entonces c =u®+v* b=u*—v

Ejercicio 43 Resolver la siguientes ecuaciones diofdnticas

1.

~
S

e »® RS & e

3r+5y="7

135z + 142y =7

442x + 663y = 13

1527x — 3452y = 21

3r + 5y + 7z =123

132 + 15y + 72z = 12

135z + 142y + 7262 = 41
442x + 663y — 221z = 629
10z + 6y + 152 = 213

273z + 195y + 105z = 57

2

. a = 2u*?



Capitulo 3

Numeros Enteros Modulo m

3.1. Congruencias

Definicién 22 Sean a,b € Z ym € Z,m > 0.
Se dice que a es congruente a b modulo m, lo que escribiremos

a = b(mod m) si y solo si m|(a —b).
En caso contrario, se dice incongruentes o no congruentes, lo que anotaremos
a # b(mod m).
Ejemplo 44
1. 8 = —5(mod 13) ya que 13|(8 — (=5))
2. 22 = 1(mod 7) ya que 7|(22 — 1)
3. 11 = 1(mod 2) ya que 2|(11 — 1)

Observacioén:
a = b(mod m) < (3t € Z)(a = b+ tm).

Teorema 86 Sea m € Z, m > 0.

1. Para todo a € Z,
a = a(mod m).

2. Para todo a,b € Z,
a = b(mod m) < b = a(mod m).

3. Sean a,b,c € Z cualesquiera, si a = b(mod m) y b = c¢(mod m), entonces
a = c¢(mod m).
Demostracion:

69
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1. Para todo a € Z, se tiene que a = a(mod m), pues m|(a — a).

2. Sean a,b € Z, tales que
a = b(mod m)
& (FteZ)a=b+mt)
& (GkeZ)(b=a+mk), dondek = —t
< b= a(mod m).
3. Si a =b(mod m) y b= c(mod m), entonces existen t, k € Z, tales que
a = b+mt (3.1)
b = c+mk, (3.2)
luego reemplazando (3.1) en (3.2), se tiene que
a = c+mt+mk

c+m(t + k)
a = c¢(mod m).

= a
=

O

Corolario 87 La relacion de congruencia modulo m, es una relacion de equivalencia en Z.

Definiciéon 23 Sean a € Z, m € Z" entonces se define la clase de equivalencia de a mddulo

m como el conjunto de todos los numeros enteros congruente a “a” mddulo m, y la denota-
remos por a. El nimero a se llama representante de la clase a.
a={x €Z|x=a(mod m)}.

Ejemplo 45 Sea m = 13

—|

= {re€Z|x=1(mod 13)}

= {re€Z|x=1+13t, teZ}

= {...,-25,—12,1,14,27.. .},

Definicién 24 FEl conjunto formado por todas las clases modulo m definidas sobre 7 es
llamado el conjunto de los numeros enteros modulo m y se anota

Zpn = {@|a €L}

Teorema 88 Scam € Z", la relacion de equivalencia mddulo m particiona a Z en m clases
de equivalencia, en forma mds precisa tenemos que

Zpw = {0.1,2,--- ;m =T}

Demostracion: Sea x € Z, luego por el algoritmo de la divisién tenemos que existen ¢, r € Z
tal que 0 < r < my x = gm+r que es equivalente a z = r(mod m), de este modo x pertenece
a una de las clases anteriores.

Sean r, s enteros no negativos menores que m, tales que r = s(mod m), por lo tanto
r — s = mt, de donde se obtiene que

0<r=s+mt<m, 0<s<m

De esta manera se obtiene que ¢ = 0, luego la clase es unica. U
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3.2. Suma en 7Z,,

Teorema 89 Sea m € Z,m > 0. Si {a1,...,a,},{b1,...,b,} v {k1,...,kn,} son conjuntos
de enteros cualesquiera, tales que a; = b;(mod m), 1 < i < n, entonces

z": kia; = z": k;b;(mod m).
i=1 i=1

Demostracién: Si a; = b;(mod m), para 1 < i < n, entonces existen enteros d;, 1 < i <n,
tales que
a; = bi+dim, 1<i<n, (3.3)
luego multiplicando (3.3) por k;, para 1 < i < n se tiene que
kia; = kib; + (kidi)m, 1<i<mn,

asi

=1 =1 i=1

& il kia; = il k;b;(mod m).

Observacién: El teorema anterior nos permite definir la suma en Z,, como sigue:

Definicién 25 Sean @ y b € Z,,, se definen la suma por:

aG+0b:=a+0b.
Teorema 90 (Z,,,+) es un grupo abeliano.
Ejemplo 46 Construir la tabla del grupo (Zs,+):

Solucion: La tabla esta dada por

+1 0 1 + 0|1
0[0+0|0+1 |al operar obtenemos| 0 |0 | 1
1|14+0|1+1 1(11]0

Ejemplo 47 Construir la tabla del grupo (Zg,+):

Solucién: Al simplificar obtenemos

o | ol vol| | @l +
| ]| ol ol | o
S| o || ol Do I
[ =] A SN ST O] B\
ol = Ol ot x| woll el
| ol = I Ol ] e
ol pof| —I| of o ol
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Definicién 26 Seaa € Z,,, y n € N, entonces se define por recurrencia la potencia aditiva
n -esima de @

0-a =0
(n+1)-a = n-a+a;
Ademas (—n)-a = n-—a

Ejemplo 48 FEn Zg, calcular

Definicién 27 Sea @ € Z,, el subgrupo ciclico, generado por @ es
<a>={k-a€Zn,|kel}
Ejemplo 49 Determinar los subgrupos ciclicos de (Zg,+)

Solucién: La tabla del grupo (Zg, +), esta dada en el ejemplo 47. Luego tenemos que:

<0 >= {0} <1>={1,2,3,4,5,0}
<2>={24,0} <3>={3,0}

<4>={4,20} <5>=1{54,3,2,1,0}
De lo anterior tenemos que existen 4 subgrupos ciclicos distintos y son:
<0>; <2>=<4>; <3>:<1>=<b5>=174
Teorema 92 FEl grupo Z, es ciclico.
Demostracién: Existe 1 € Z,, y dado @ € Z,, se tiene que
a=a-1
O

Definicién 28 Sea @ € Z,,, se dice que k € N* es el orden aditivo de @ si y solo si k es el
menor entero positivo que k-a = 0. el nimero k se denota por |al

En el ejemplo anterior Zg, tenemos que:

0

Il
—_
|
I
=
Il
QOJ
=
Il
}\D
=
I
=]
I
u@
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Teorema 93 Sea a € Z,,
a genera Z, siy solo si (a,n) =1

Demostracién: Supongamos que a genera Z,. Luego
FkeZ)(k-a=1)

es decir,
(FkeZ)(ak—ng=1)

por lo tanto a,n son primos relativos, (a,n) = 1.
En la otra direccién tenemos que (a,n) = 1, luego existe =,y € Z

ar +ny =1
Ahora sea b € Z,,, por lo tanto tenemos que
arb + nyb = 1b
es decir (xb)a = b(mod,n), con lo cual b €< @ >.

Teorema 94 Sea a € Z,,, entonces
n

(a,n)

Demostracion: Sea a € 7Z,,, luego tenemos que

lal =

e @n @m0

Ahora veremos que es el menor.

lajla=0 < |ala=nt, It €N

luego tenemos que

[a = —t,
(a,n)  (a,n)
de este modo tenemos que
— | [al —
(a,n) " (a,n)
pero (ﬁ , ﬁ) =1, de lo cual obtenemos que
n _
rold
por lo tanto
n

(a,n)

ambos son positivos y |a| es el mas pequeno con la propiedad, luego

73
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Ejemplo 50
a) Determinar el orden de 8 € Zay
_ 20 20
18 = (8,20) 4 =5
b) Determinar el orden de 10 € Zis
— 15 15
(15,10) 5
Corolario 95 Sea @ € Z,, entonces
[al | »

Teorema 96 Todo los subgrupos de (Z,,+), son ciclicos.

Demostracién: Sea H un subgrupo de (Z,,+), no trivial.
Luego existe k el menor entero positivo, tal que k € H. Demostraremos que H =< k >
Sea | € H, aplicando algoritmo de la divisién obtenemos | = kq + r donde 0 < r < k,
despejando obtenemos
T=l—-kqg=1—qgkec H

pero k era el menor entero positivo, luego r = 0, con lo cual tenemos
l=qgke<k>
La otra contencién es inmediata. U

Propiedad 97 Sid|n entonces existe un unico subgrupos de (Z,,+), de orden d y todos los
elementos de orden d pertenece al subgrupo ciclicos.

Demostracién: Sea d|n, el orden de g en Z, es d, ya que

n
vl = =d.

luego el subgrupo

tiene orden d.
Sea i € Z,, de orden d, por lo tanto

dy =0,

de otro modo dy = nt, es decir, y = %, note que el elemento tiene orden d si (d,t) =1
7 e n
O

Observacién: Construir un reticulado de un grupo, es hacer un diagrama donde los vértices
son lo subgrupos y la flecha indica contencién, recuerde que la contencién es una relacion de
orden parcial sobre los subconjunto.
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Ejemplo 51 Construir el reticulado de los subgrupos de (Zso, +)

Solucidén: Construimos los subgrupos de Zso. Pare ello tenemos los primos relativos con 30,
ellos nos entregan los generadores de Zs, el orden de |2| = 15, luego todos los elementos del
generado por 2 de orden 15 generan el mismo grupo. resumiendo tenemos los siguiente

Zypy = <1>=<T>=<11>=<13>=<17>=<19>=<23>=<29 >
<0> = {0}

<2> = {0,2,1,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28}

De acuerdo a la propiedad 97, el exponente aditivo ¢, que ser primo relativo con el orden,
luego (t,15) = 1 para obtener otro generador debo amplificar por 1,2,4,7,8,11,13, 14.

<2> = <4>=<8>=<14>=<16>=<22 >=< 26 >=< 28 >

<3> = {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27}

El elemento tiene orden 10, luego los otros generadores, se obtiene determinando los t tales
que (t,10) =1, es decir, 1,3,7,9.

<3> = <9>=<21 >=<27 >
<5> = {0,5,10,15,20,25}
<5h> = <25>

<6> = {0,6,12,18,24}
<6> = <12>=<18>=<24 >
<10> = {0,10,20}

<10> = <20>

<15> = {0,15}

Ahora construimos el reticulado:

Definicién 29 Sea n € N*. Se define la funcion de Fuler, y esta dada por
¢(n) =#{aeN" [a<n A (a,n) =1}
Ejemplo 52

Lo)=#{aeN |a<1 A (a,1) =1} =#{1} =1
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2. ¢(T)=#{a €N |a<T A (a,7) =1} =#{1,2,3,4,5,6} =6
3. ¢p(8) =#{a €N |a<8 A (a,8) =1} =#{1,3,5,7} =4
4. $(10) = #{a e N* [ a <10 A (a,10) =1} = #{1,3,7,9} = 4

Propiedad 98 Sea G un grupo ciclico con n elemento entonces el niumero de generadores

de G es ¢(n).
Propiedad 99 Sea p € N un nimero primo entonces ¢(p) =p — 1

Demostracién: Sea a € N*, tal que a < py (a,p) = d, pero d # p, luego d = 1. O
Propiedad 100 Sean p,n € N, tal que p un nimero primo entonces ¢(p") = p"(p — 1)

Demostracién: Sea a € N, tal que (a,p") = 1, luego a no es multiplo de p, es decir la
cantidad de primos relativos a p™ es igual a la cantidad de niimeros menores p”, que no son
multiplo de p, por lo tanto

(b(pn) — pn - pn—l — pn—l(p o 1)

Ejemplo 53
$(8) = ¢(2%) =2%(2-1) =4
(16) = p(24) =2%(2 - 1) =8

Propiedad 101 Sean a,b € N, tales que (a,b) = 1 entonces ¢(ab) = ¢(a)d(b)

Demostracién: Consideremos
f . Zab — Za X Zb
z — (7,7)
Es una funcién ya que, dado T =7 € Zg, luego ab|(x — y), es decir a|(x — y) Ab|(x —y), por

lo tanto
(T,7) = (1,7) € Za x Iy

Ademés es biyectiva, ya que, si f(T) = f(7) entonces x = y(mod ),z = y(mod b), de lo
cual
at =x —y =10l

De lo cual, I = at’. es decir © — y = abt’. Por lo tanto x = y(mod ab).
La epiyectiva, sean g, yo € Z tales que azg+byg = 1. Sea (u, V) € Z, X Zy, luego definimos
r=u—axo(u —v) =v+ byy(u — v), de lo cual se obtiene que

r = u(mod a) A x = v(mod b)

De este modo la funcién es biyectiva.
Ademés f(Z +7) = f(T) + f(y), con lo cual envia generador en generador.
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Al considerar un generador de Z, X Zy, sus coordenadas deben generar a cada componente.
Por otro lado, dado generadores x,% de Z,, Zy, se tiene,

k(fu y) = (67 6) € Za X Zb

De lo cual se tiene que, kx = O(mod a) y ky = O(mod b) como (x,a) = 1 = (y,b), luego
k = at = bl, es decir, ab|k, luego (T,7) generan.

De este modo, todo generador de Z, X Zj, le corresponde un generador de Z,,, y se
construye con generadores de Z,, Z; respectivamente. 0

Ejemplo 54 Calcular ¢(100)
H(100) = 6(2%5%) = H(2)4(5) = 2.5(5— 1) = 10

Teorema 102 Sea n € N, entonces

> dd)=n

dln d>0

Demostracién: En 7Z, se define la siguiente relacion

Es Refleja:  [a|=1]a] & a~a_ _ _
Es Simétrica: a~b & [a|=[b] & |b|=[a] & b~a
Es Transitiva: a@~0b A b~ ¢, luego |a] = |[b] A |b] =|¢|, de lo cual |a] = [¢|.

Por lo tanto

De este modo ~ es una relacion de equivalencia, denotemos la clase de equivalencia para
dln
Co={acZz,||al=d}

De este modo se obtiene Z,, = LOJd|n a>0Cy, es decir n = Zd‘n 4>0 |Cal. Por la propiedad 97
tenemos que existe un unico subgrupo de orden un divisor y todos los elementos de ese
orden estan en el subgrupo. Luego, debemos tener presente que el grupo ciclico < g > de
orden d, tiene ¢(d) generadores, luego en Z, existe ¢(d) elementos de orden d, asi tenemos
¢(d) = |Cyl|, reemplazando obtenemos

n= Y lCd= Y ¢

din d>0 dln d>0
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3.3. Producto en 7,

Teorema 103 Sean a,b,c,d € Z,m > 0. cualesquiera, si a = b(mod m) y ¢ = d(mod m),
entonces
ac = bd(mod m).

Demostracién: Si a = b(mod m) y ¢ = d(mod m), entonces existen enteros r, k tales que
a=b+km y c=d+rm,
luego
ac = (b+km)(d+rm)=bd+ (br + kd + kr)m.
Ahora bien, definiendo t = br + kd + kr € 7Z, tenemos que

ac=bd+tm < ac=bd(mod m).

Observacién: El teorema anterior nos permite definir el producto en Z,, como sigue:
Definicién 30 Sean @ y b € Z,,, se definen producto por
a-b=ab.
Teorema 104 (Z,,,+,-) es un anillo conmutativo
Ejemplo 55 Construir la tabla de (Zsg, ).

Solucién: Con las misma notacién empleada en la suma, construimos la siguiente tabla:

~10[1]12[3[4]5
0/0[0]0]0[0]0
1/0(1]2]3[4(5
210(214]0]2|4
3/0(3]0(3[0(3
410412042
510(5[413[2](1

Definicion 31 Sea @ € Zy,, se dice que @ es invertible si y sdlo si existe b € Z,, tal que
a-b=1

En el ejemplo anterior tenemos que los elemento invertible son 1,5

Teorema 105 Sea a € 7Z,,

a es invertible si y solo si (a,n) =1
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Corolario 106 Si p € Z es un niumero primo entonces todo elemento no nulo de Z, es
invertible. De otro modo (Z,,+,-) es un cuerpo.

Corolario 107 Si p namero primo, entonces el anillo (Z,,+,-) no tiene divisores de cero,
es decir, ~ ~ ~
ab=0= (a=0Vvb=0), paratodoa,beZ

Propiedad 108 Sin no primo entonces (Z,,+, ) tiene divisores de cero

Demostraciéon: Si n es un ntimero compuesto, entonces n = ab, con 0 < a <n, 0 < b < n,
luego @ # 0,b # 0 en Z,. Y se cumple que

ab=m=0

Notacion: El conjunto de elementos invertibles en Z, se denota por

U(Z,) ={a € Z, | a es invertible }

El inverso multiplicativo de @ se denota por a*

Observacién: La cantidad de elementos invertible en Z,, es ¢(n) = |U(Z,,)]

Teorema 109 (U(Z,,),-) es un grupo abeliano, y es llamado el grupo de las unidades de Z,

Ejemplo 56 Construir la tabla de (U(Z7),-) y (U(Zs), )

Solucion:
U(Zr) U(Zs)
1112314516 - 11(3]|5|7
1112|3456 111(3|5|7
21214161315 3/3[1]7|5
3(3(6(2|5|1]4 55713
41411512613 71715131
5531|642
6(6|5[43|2]|1

El grupo (U(Z7), -) es ciclico
El grupo (U(Zsg), -) no es ciclico

Definicién 32 Sea @ € Z,, — {0}, y m € N, entonces se define por recurrencia la potencia
multiplicativa m -esima de @

Q|
=

I

—

am—i—l — am_

Ademds a € U(Z,,), entonces
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Definicién 33 Sea a € U(Z,), se dice que k € N* es el orden multiplicativo de @ si y solo
si k es el menor entero positivo que a* = 1.

Notacién: k = |a|, cuidado con la notacién, ya que es la misma, lo que varia es el grupo, es
decir, el conjunto con la operacién binaria.

Observacién: En el ejemplo 56, tenemos la tabla del grupo U(Z;) y podemos obtener los
ordenes multiplicativos de cada elemento

11=1, 2=3, |3]=6, |4 =3, |5]=2.

Teorema 110 El grupo U(Z,) es ciclico si y solo si existe p nimero primo impar y m € N*
tal que
n=p", Vn=2p", Vn=2 Vn=4

Ejemplo 57
1. U(Zg) es ciclico, ya que 18 = 2 - 3?
S U(

Zo) mo es ciclico, ya que 20 = 2% .5

NG

2 )
3. U(Zsy) no es ciclico, ya que 30 =2-3-5
4. U(Zsy) es ciclico, ya que 50 = 2 - 52

Definicién 34 Sean a € Z*, b € Z, n € N*. Una ecuacion con congruencia de grado 1 es
de la forma
ax = b(mod n)

donde a,b son los coeficiente y x la incognita
Ejemplo 58 Resolver en Z, la ecuacion
2x = 3(mod 13)
Solucion: Resolver la ecuacién es equivalente a resolver
2x =3+ 13t o bien 2x —13t=3

Como sabemos que
2(7)—13(1) =1

luego son primos relativos, y una solucién particular es
xo=21 N tg =3
Por lo tanto, la soluciéon general es
r=214+13s N t=3+2s, seZ
Con lo cual, la solucién de la ecuacién 2z = 3(mod 13) es
S={21+13s| s € Z}

Observacién: La ecuacion en Zi3 tiene tnica solucion y es 8
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Teorema 111 La congruencia ax = b(mod n) tiene solucion en Z si y solo si (a,n)|b

Demostracién: Supongamos que congruencia ax = b(mod n) tiene solucién en Z, luego
existe ¢ € Z tal que

ac = b(mod n)

ac—nt = b

Por lo tanto la ecuacién diofantica ax + ny = b tiene solucion, luego (a, n)b.
En el otro sentido, suponemos que (a,n)|b, luego la ecuacién dioféntica ax +ny = b tiene
solucién, sea xg, 9 una solucion, por lo tanto

arg+nyy = b
b(mod n)

axo

Observacién: recuerde que las soluciones esta dada por

n
ZL’Zl’o+—t

(a,n)

es decir, en general la soluciéon no es tnica en Z,
Ejemplo 59 Resolver en Z, la ecuacion
2z = 6(mod 8)
Solucion: Resolver la ecuacién es equivalente a resolver
2r =648t obien x —4t =3

Como sabemos que
1(3) —4(0) =3

luego una solucién particular es
o = 3 A t() =0

Por lo tanto, la solucion general esta dada por
r=3+4s Nt=0+s, seZ
Con lo cual, la solucién de la ecuacién 2z = 6(mod 8) es
S={3+4s|seZ}
Observacién: La ecuacién en Zg tiene dos solucién y son 3,7

Propiedad 112 Sean aq, as, by, by, crc0 € Z y el sistema de ecuaciones lineales
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a1r + by
asx + boy

c¢1(mod m)
c2(mod m)

si (a1by — asby,m) = 1 entonces tiene solucion el sistema.

Demostracién: Dado el sistema

a1x+by = ¢ (mod m)
asx +byy = co(mod m)
Amplificando las ecuaciones
arx + by ci(mod m) /- as

aox + boy ca(mod m) /- —ay

Sumando obtenemos
(a261 — Clle)y = A92C1 — alcg(mod m)

Por el teorema anterior se obtiene el resto de la demostracion

Ejemplo 60 Resolver:

2z +y = 3(mod 13)
3z +5y = 1(mod 13)
Solucién:
2r+y = 3(mod 13) /-5
3z +5y = 1(mod 13)
—10x — 5y = —15(mod 13)
3z +5y = 1(mod 13)
Sumando obtenemos
—7r = —14(mod 13) /- —77!
v = —14(=7)""(mod 13)

r = 2(mod 13)
Reemplazando obtenemos
= 3 —2x(mod 13)
= 3—2-2(mod 13)

= —I(mod 13) —1413=12
y = 12(mod 13)

< e

Luego, el conjunto solucién del sistema es

S ={(z,y) € Z* | x = 2(mod 13) A y = 12(mod 13)}

82
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Ejemplo 61 Dada el par de congruencia
z = 1(mod 4) A z = 2(mod 3)
Construir una sola congruencia equivalente a las anteriores
Solucion: La solucién de las congruencia es:
S={x€Z| 3k €Z)(x=4ki+1)}N{x € Z | (Fke € Z)(x = 3ks + 2)}
Luego tenemos que dado x € S se tiene que

ZL’Z4]€1+1 AN $:3k2+2
k1 +1 = 3ko+2
dky —3ky = 1

Una solucién particular de la ecuacion diofantica es ky = 1, ko = 1 La solucion general es
ky =143t ky=1+4t
reemplazando obtenemos

ZL’Z4]€1+1 AN [L’Z3k‘2+2
r=41+3t)+1 AN z=3(1+4t)+2
r=5+12t N x=5+12t

Por lo tanto
x = 5(mod 12)

Teorema 113 (Chino del Resto) Si (m;,m;) = 1, para i # j, entonces el sistema de
CONGruencias

r = aj(mod my)
r = ag(mod my)
r = ag(mod my)

tiene solucion. Y dos soluciones del sistema son congruentes (mod my - mg - - - my).

Demostracién: Sea m = my - my - ms - - - my,, luego tenemos que (-, m;) = 1. Por lo tanto,
mj

(3b; € Z)( Lb; = 1(mod m;) )
m;
Notemos que
m _ m _ .
Ejbjaj = aj(mod m]) N Eb]a] = O(mod m,) con 1 7& ]

Definimos
k
Ty — E —biCLZ’

i=1
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Luego se tiene que xy es solucion particular del sistema de congruencias.
Ademas sean w1 y x5 dos soluciones del sistema de congruencias, luego se tiene que

x1 = a;(mod my;) xo = a;(mod my;)

es decir
1 — 22 = 0(mod m;))

Con lo cual obtenemos
T1 — Ty = myty = Moty = -+ - = myty

Asi se obtiene mgy|mqt; y como (mq,ms) = 1 entonces ms|ty,
Tl — X9 = mlmgtll = mgtg == mktk

Repitiendo el proceso tenemos que mg|mymeot] y como (mg,mi) = (mg,ms) = 1 entonces
mg|t}, continuando de la misma manera se obtiene en forma recursiva que

T — Ty = mymamg - - - myty, = 0(mod mymams - - - my,)

O
Ejemplo 62 Resolver:
r = 2(mod 3)
r = 3(mod 5)
r = 2(mod 7)

Solucién: Notemos que (3,5) =1, (5,7) =1, (3,7) =1y m=my-my-mz =105

by = 1(mod my) by = 1(mod my) by = 1(mod my)
35-b; = 1(mod 3) 21-b; = 1(mod 5) 15-b3 = 1(mod 7)
by = 2(mod 3) by = 1(mod 5) by = 1(mod 7)
Luego la solucién particular es:
o = al-b1~ﬂ+a2-b2~ﬂ+a3-b3~ﬁ
mq mo ms
xgo = 2-2-35+3-1-214+2-1-15

x9g = 233
La solucion general esta dada por

= xo(mod m)
= 233(mod 105)
23(mod 105)



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M 85

Otra forma de resolver es: En la primera obtenemos que x = 2 4 3t con t € Z, reempla-
zando en la segunda se tiene que

r = 3(mod b)
2+3t = 3(mod 5)
3t = 1(mod )

t = 2(mod 5)

de lo cual obtenemos que ¢ = 2 + 5r, reemplazando obtenemos
r=2+43t=2+3(2+5r) =8+ 157

Ahora reemplazamos en la tercera congruencia

r = 2(mod 7)
8+ 15r = 2(mod 7)

r = —6(mod 7)

r = 1(mod 7)

De este modo tenemos que » = 1 + 7] reemplazando tenemos
x =8+ 15r =8+ 15(1 + 71) = 23 + 105l

luego
xr = 23(mod 105)

De este modo se tiene que el conjunto solucion es

S ={23+105¢ | t € Z}

3.4. Teorema Euler y Fermat

Definicién 35 Sean n € Z* y S = {ri,12,...7¢m)} C Z, se dice que S es un sistema
reducido mddulo n siy solo siU(Zy,) = {T1,T2,...Tom)}

Observacién: Tenga presente que (n,r;) = 1 para todo i € {1,2,...,¢(n)}.

Teorema 114 Seann € Z*, a € Z tal que (a,n) =1 y {ri,ra, .. .74} un sistema reducido
mddulo n, entonces {ary,ary, ...argm} otro sistema reducido modulo n

Demostracién: Como (a,n) = 1y (r;,n) = 1, entonces para todo i se tiene que (ar;, n) = 1.
Ahora veremos que las clases son distintas, para ello notemos que

ar; = ar;j(mod n) < r; = r;(mod n)

Luego si i # j = r; # rj(mod n) O
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Teorema 115 Sean p € Z*, primo y {ry,ra, ..

ces

Demostracién: Supongamos que p # 2, luego 1 # —1(mod p), ahora reordenemos el pro-

ducto

T2 To(p)

Observacion: La demostracién anterior se puede extender para el caso que U(Z,) es ciclico.

rire, - -

= (1)(=D)ry(r)~ - r)(r) ™t = —1(mod p)

“To(p) = —1(mod p)

Corolario 116 (Teorema de Wilson) Sean p € Z™, primo

Teorema 117 (Euler) Sean n € Z*, a € Z tal que (a,n) = 1 entonces

Demostracién: Sea {rq,rs, ..

(p—1)! = —1(mod p)

a®™ = 1(mod n)

.Tg(n)} un sistema reducido médulo n, como (a,n) = 1 enton-

ces {ary,ary, ..., argm)} un sistema reducido médulo n. luego tenemos

7’17“2,""/“¢(n) =
T2, - Ten) =
1 =

(ary)(arg) - - - (g ) (mod n)
(a)®™ryry - - *T¢(n)(mod 1)
(a)*™ (mod n)

Ejemplo 63 Determinar el resto al dividir 7% por 48

Solucién: Como (7,48) = 1 = 748 = 1(mod 48)

$(48) = $(2'3) = ¢(21)4(3)

Luego tenemos que 7'6 = 1(mod 48).

Aplicamos el algoritmo de la division, obtenemos que 1000 = 16 - 62 + 8

71000
71000
71000
71000
71000

71000

Por lo tanto el resto al dividir

2'-2h).3-1)=2°2-1)2=2"

7106248 (0 48)
(719)%2 . 7%(mod 48)
192(7%)*(mod 48)
1-(49)*(mod 48), ya que 49 = 1(mod 48)
1*(mod 48)
1(mod 48)

71000

por 48 es 1

Tep)} un sistema reducido modulo p, enton-
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Teorema 118 (Fermat) Sean p € Z un nimero primo, a € Z tal que (a,n) = 1 entonces
a?~' = 1(mod p)

Ejemplo 64 Resolver la ecuacion

3t 4™ 4 32" + 20 + 2 4+ 22° + 40" 4+ 2% 4+ 32 + 2% + 42® + 20 = 0(mod 5)
Solucion: Al factorizar la expresion, tenemos

z(3z" 4+ 42" + 3™ + 2210 + 2% + 227 + 42° + 2° + 32° + 2 + 47 + 2) = O(mod 5)
note que 5 es un numero primo, luego no tiene divisores de cero, de esta manera se tiene
=0 Vv 3 42+ 320 + 220 + 2 + 227 + 42° + 2° + 32° + 2% + 42+ 2 = O(mod 5)

Para las rafces no nulas, aplicamos el teorema Fermat, es decir ! = 1(mod 5), con = #
0(mod 5), luego tenemos z*7*" = 2" (mod 5)

13=1;12=0; 11=3; 10=2; 8=0; 7=3; 6=2; 5=1; 8 =0; (mod 4)

31 + 42 + 32 + 220 + 2% + 22" + 428 + 27 +32° + 2 + 42 +2 = O(mod 5
3rt + 42’ + 328 + 20 + 20 + 22 + 4 + 2t + 32 + 2t + 4t 42
(B+24+3)2° +2+4+1D)2* +B+1+4)r+(4+1+2)

32% +22% + 3z + 2

3z(z® 4+ 1) 4+ 2(z® + 1)

(32 4+2)(2* +1) = O(mod 5

1 | |

o O O 0
—_~ o~~~ O

8 B B B

O O O O

[STREN O TN N o F

(G2 NG SN N |
= I I I

Luego tenemos que
37 4+2=0(mod 5) V (z°+ 1) = 0(mod 5)
La primera ecuacion obtenemos que
(3x +2) =0(mod 5) & 3z = —2(mod 5) & = —4 = 1(mod 5)
La segunda ecuacién
2% 4+ 1= 0(mod 5) & 2% — 4 = 0(mod 5) < (z — 2)(z + 2) = 0(mod 5)

de lo cual obtenemos
r=2(mod 5) V z=—-2=3(mod 5)

Por lo tanto el conjunto solucion es
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3.5. Congruencia de grado 2

Solamente resolveremos ecuaciones de segundo grado en Z,, con p primo impar, ya que
en este caso (Z,,+,-) es un cuerpo.
Sean a, b, c € Z*, tal que (a,p) = 1, entonces debemos estudiar el conjunto solucién de la
ecuacion
az® + bz + ¢ = 0(mod p)

La solucion en general podemos obtenerla de

ar® +br+c = 0(mod p) /4a

4a*z”® + dabz + 4ac

(2ax)* + 2(2az)b + 4ac

(2ax)* + 2(2ax)b + +b* + 4ac b?(mod p) / — dac
(2ax +b)* = b? — 4ac(mod p)

I
S o
8 B
o O
[STRENOF
SRS
= =
~
_'_
S

[N}

Definicién 36 Sea A = b — 4ac, se llama el discriminate de la ecuacion
az® + bz + ¢ = 0(mod p)

Observacion: Realizando un cambio de variable z = 2ax + b la ecuacién cuadratica se
traduce en

2? = A(mod p)

Definicién 37 Sea a € Z* tal que (a,p) = 1.

Se dice que a es un residuo cuadrdtico o un cuadrado médulo p si y sélo si 2> = a(mod p)
tiene solucidn, de otro modo si existe b € Z tal que b* = a(mod p).

En caso contrario, se dice que a no es un residuo cuadrdtico o que no es un cuadrado
modulo p.

Notacién: Se denota el conjunto de los cuadrado médulo p
O, =% | TeU,)).
Ejemplo 65 Determinar el conjunto Os = {7? | T€U(Zs)} y 5 =U(Zs) — Us
Solucién: Calculemos el cuadrado de cada elemento
"=1 (mod 5) 2’ =4 (mod 5) 3 =4 (mod 5) =1 (mod 5)

Luego tenemos

|:|5 == {1,4} /Zg) - {g, 3}
Ejemplo 66 Resolver las ecuaciones

2% = 2(mod 7) 2? = 3(mod 7)
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Solucién: Al calcular el cuadrado de cada elemento obtenemos que

|:|7 == {fz ‘ EEU(Z7)}
2,3, 7 5, 6}

Luego la ecuacién z?> = 2(mod 7), tiene dos soluciones en Z; y son 3, 4. El conjunto
solucién de la otra ecuaciéon x? = 3(mod 7), es vacio.

Teorema 119 La congruencia ax® 4 bx 4 ¢ = 0(mod p) tiene solucion no vacia si y sélo si
A eO,U{0}

Teorema 120 EIl conjunto O, es un subgrupo de U(Zy).
Demostracién: i) Clausura: Sean T2, 3* € [J,, entonces tenemos
>y =a 9%,

ii) Neutro:
=T

e,
iii) Inverso:
@) =@ ") en,
Por lo tanto se tiene que 0, es un subgrupo de U(Z,). O

Teorema 121 Sea p € Z, un numero primo impar entonces

p—1
O, = ——
| p‘ 2

Demostracién: Sean @, b,¢ € U(Z,) se define la siguiente relacién
a~b & @ =b

Veremos que ~ es una relacion de equivalencia

Es Refleja: @ =a*> & a~a

Es Simétrica:a~b & @ =b < b =a < b~a

Es Transitiva: Si@ ~ b A b ~ ¢, entonces @’ = OAD = @2, de lo cual se obtiene
=22, es decir, @ ~ C.

Luego ~ es una relacién de equivalencia, ahora nos interesa determinar la cardinalidad
de cada clase

62

a~bo@=boa—b=0&a—b)a+b)=0cb=a Vv b=—a)

Luego la clase de @, denotada por

[a] = {@, —a},
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contiene dos elemento siempre, ya que p es un primo impar.
Ahora bien, sea r el numero de clases de equivalencia, por lo tanto 2r = p — 1, es decir,

=21
2
De lo cual obtenemos que
frUZy),/~ — 0,
Id — @
es una funcién biyectiva, luego |0, = p—gl O

Teorema 122 Sea p un nimero primo impar y a € Z tal que (a,p) = 1 entonces
= 1(mod p) V a7 = —1(mod p)

Demostracion: Por Teorema de Fermat, tenemos que

= 1(mod p

Il
e}
=
o
[oN)
<

~—
(e}
Il
—_
—~~ o~/
8
(@)
Q.
=
— ~— ~— ~—

Por lo tanto
a7 =1(mod p) V a7 = —1(mod p)

Teorema 123 Sea p un numero primo impar y a € Z entonces
aceld, & a7 = 1(mod p)

.. _ . _ 72
Demostracién: Sea @ € [, entonces existe b € Z, tal que @ = b de lo cual obtenemos

p—1

az = (bz)%(mod D)
V¥~ = 1(mod p)

En la otra direccién, sabemos Z, es cuerpo y U(Z,), es ciclico, luego todo los elemento
p—1 , . . p—1 . . . ,

de [, son == y son raices del polinomio a2 = 1(mod p) y este polinomio tiene a lo mas
’%1, luego son las tnicas las que pertenecen a [, O

Propiedad 124 Sean p un nidmero primo impar y a € Z tal que a ¢ U(Z,) — O, entonces

p—1

az = —1(mod p)
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Definicién 38 (Simbolo de Legendre) Sea p un nimero primo impar y a € Z tal que

(a,p) = 1.
Se define
ay _ 1 s ael,
P ]l -1 st oa¢g 0,
Ejemplo 67 En en el ejemplo 66 tenemos que
O, ={1, 2, 4} ;=1{3, 5, 6}

De lo anterior tenemos que

- 6)+ (- Q- ()~ ()

Propiedad 125 Sean p un nimero primo impar y a,b € Z tales que (a,p) = (b,p) = 1.

4. Sia=b(mod p) entonces (%) = (%)

Demostracién: La demostracién de (1), se obtiene por el teorema 122, (2) es inmediata, la
demostracién de (3) por caso:

= Sia"s =1(modp)y b = 1(mod p) luego tenemos

p—1_p—1

l=a2b2 = (ab)%(mod p)

C®-00

s Sia'z = 1(mod p) y b= = —1(mod p) luego tenemos

Luego se cumple

p—1

—l=ad"TbT = (ab)%(mod P)

()-G)C)

Luego se cumple
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= Sia"z = —1(mod p) y bz = —1(mod p) luego tenemos

1=a"7 0" = (ab)"T (mod p)
(3)-(G)0)
()
13

Solucién: Usando el algoritmo de la division tenemos 1785 = 13 - 137 4 4, luego

(5)-(3)- ()

Propiedad 126 Sea p un nimero primo impar entonces

Luego se cumple

Ejemplo 68 Calcular

I.p=1(mod 4) & -1 €0,
2. p=3mod 4) & —1€ A,

Demostracién: Sea p = 1(mod 4), luego tenemos p%l € Z.
p—1

Por la propiedad 124 tenemos —1 = ((a) = ) = ((a)%)z, luego —1 € 0J,,.
En el otro sentido tenemos —1 € 0,, por lo tanto (—1)pr1 = 1, luego p—gl debe ser un
ntimero par, de lo cual 4|(p — 1) es decir, p = 1(mod 4).

Ejemplo 69 Resolver
r* = —1(mod 31)

Solucién: Como 31 = 3(mod 4), luego —1 € I3y, es decir, el conjunto solucién es vacio.

Teorema 127 Sea p un numero primo impar entonces

S ) e
p p

2* = 2(mod 11)

Ejemplo 70 Resolver

1121

Solucién: Como (&) = (=1) s = (=1) = —1, luego —1 € I, es decir, el conjunto

solucién es vacid.

Teorema 128 (Reciprocidad Cuadratica) Sean p,q dos nimeros primos impares dis-

tintos (Ié) (%) = (-2 (2)
(2) = e (1)

o bien
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Eil
1009
Solucion: Usando reciprocidad cuadratica tenemos
DL o cpCeeee) (1292
1009) a1
i — (_1)(15)(504) w
1009 a1

31 17 17
_((—pypoayts (20 (20
(1009) ((=1)") (31) (31)
Aplicando nuevamente

(;_D — () (%)
5) - (4

(51) - (%) -(%)- &) (7)

Ejemplo 71 Calcular

Pero

Pero tenemos

de esta manera obtenemos
31 (1T (14N [ 2 T\ (2 3 _ 1
1000) \31) \1r) \17)\17) \17)\7)

3.6. Ejercicios Desarrollados

Ejemplo 72 Resolver en Zos:

T+ 41 =17
Solucion:
T+41 = 17
T = 17—41
T = —24; —-24+25=1
T = 1



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M 94

Ejemplo 73 Resolver:

2r+3y+2 = 8(mod 17)
x+4y+52z = 5(mod 17)
3r+8y—2 = 0(mod 17)

Solucion: Despejando z en la primera congruencia tenemos
2z =8 — 2z — 3y(mod 17)
reemplazando en la segunda congruencia tenemos

r+4y+5-(8—2x—3y) = 5H(mod 17)
r+4y +40 — 10z — 15y = 5(mod 17)
—9z = —35+ 1ly(mod 17)

8¢ = 16+ 1ly(mod 17) /-—2
—16z = —32 — 22y(mod 17)
x = 24 12y(mod 17)

Ahora reemplazando x en z = 8 — 2z — 3y(mod 17)

= 8—2-(2+12y) — 3y(mod 17)
= 8—4— 24y — 3y(mod 17)

4 — 27y(mod 17)

= 4+ Ty(mod 17)

W W W

Ahora reemplazamos x = 2+ 12y(mod 17) y 2 = 4+ Ty(mod 17) en la tercera congruencia,
y obtenemos

3z +8y—2 = 0(mod 17)
3-(2+122)+8y—(4+7y) = O(mod 17)

6+36y+8y—4—7y = 0O(mod 17)
37y = —2(mod 17)
3y = 15(mod 17)

y = 5(mod 17)

x = 24 12y(mod 17) z = 4+ Ty(mod 17)
r = 2412-5(mod 17) 2z = 44 7-5(mod 17)
xr = 62(mod 17) z = 39(mod 17)

x = 11(mod 17) z = 5(mod 17)

De esta manera se tiene que

x = 11(mod 17) y = 5(mod 17) z = 5(mod 17)
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Ejemplo 74 Hacer la tabla de los grupos:

a) (Zz,+)

Solucion:

[N}

o

<t

&l

| —

| —

b) (Zi3,+)

Solucion:

i
—

]
—

c) U(Zz),")

Solucion:

Ejemplo 75 Calcular el reticulado de los subgrupos de (Z2,+)



Solucién: H < G = (Zys,

<1>= {0,1,234567891011}
<3 >= 86 }

<11>{11 1098765432,1,0}
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1) e [H|/IG] = 121ueg0|?{|€ (1,2,3,4,6,12)

<2>=1{2,1,6,8,10,0}
<4>=1{4,8,0}

< 6> {6,0}

< 8>={8,4,0}

<10 >={10,8,6,4,2,0}

orden subgrupo
1 < 0>
2 <6 >
3 <4> <8>
4 <3>,<9>
6 <2>,<10 >
12 | <1>,<5>,<7> <11 >
<0> C <6> C <3> C <1>
<0> C <4> C <2> C <1>
<0> C <6> C <2> C 1
Reticulado:
<1>
/N
<2> <3>
N
<4> <6>
S
<0>

Ejemplo 76 Calcular el reticulado de los subgrupos de (Zio,+)

Solucién: H < G = (Z,

1) & [H1/G] = 10, lnego [H] € {1,2,5,10},

<8> @6420}

}
C0-—{38756513210)

orden subgrupo

1 <0>

2 <5>

5 <2>,<4><6>,<8>
10 | <1>,<3>,<7>,<9>
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<0>C<5H>C<2>C<1>
Reticulado:

<0>—7<5>—><2>—><1>
Ejemplo 77 Determinar subgrupos de (U(Zi3), )
Solucién: H < G = (Z’{g, ) & |’H\/|Q\ =12 luego |H| € {1,2,3,4,6,12},

<1>= {1} <2>=12,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1}
<3>=1{3,,9,1} <4>=1{4,3,12,9,10,1}
<5>={512,8,1} <6 >=16,10,8,9,212,7,3,5,4,11,1}
<7>={710,5,9,11,12,6,3,8,4,2,1} <8>=1{8,12,5,1}
<9>=1{9,3,1} < 10 >={10,9,12,3,4,1}
<11 >={11,4,5,3,7,12,2,9,8,10,6,1} <12 >= {12,1}

orden subgrupo

1 <1>

2 <12 >

3 <3>,<9>

4 <5>,<8>

6 <4>.<10 >

12 1 <2>,<6>,<7>,<11 >

Ejemplo 78 Hacer la tabla de:
a) Ois ={7* | T eU(Zys)} Como
UZy) = {1,3,4,7,3 11,13, 14}

|:|15 - {T,Z}
S 1(4
1(1(4
4141

b) |:|13 - {f2 | T € U(Zlg)}
UZy;) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

O = {1,4,9,3,12,10}

113 ]4|9]10]12
1113 |4]9]10|12
31319 (|12]11]4 /|10
414121 3]10{1]9
9191|103 |12 4
10104 |1 ]12]9 3
121210 9|43 |1
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Ejemplo 79 Calcular los elementos, generadores y hacer la tabla de:
a) |:|16 = {52 | T € U(Zl6)}

U(zy) = {1,3,5,7,9,11,13,15}
O, = {1,9}
<1>={1} <9>=1{9,1}
El generador del grupo (g es 9.

O =
—| ©f

Nel ol I

b) |:|26 - {EZ | T € U(Z26)}

<1> = {1} <9> = {9,3,1}
<25> = {251}; <23> = {23,9,25,3,17,1}
<3> = {3,9,1}; <17> = {17,3,25,9,23,1}

Generadores del grupo de los Clyg son 17, 23.

11319 |17]23]25
111 13|9/[17]23|25
313191 [25]17|23
919 |1 |3[23]25|17
1717 125(23| 3|19
2312311725 1|9 |3
2512512317193 |1

Ejemplo 80 Hacer la tabla y determinar raices primitivas de U(Zqsg)
Solucién: 18 = 2-32, por lo tanto cumple el teorema 110, es decir U(Zg) es un grupo ciclico.

UZig) = {acZis | (@18)=1}, [U(Zis)| = ¢(18)

U(ZIS) = {17 57 77 ]-17 1371_7}

115 |7 |11]13]17
1 (1|5 |7 |11]13|17
5105 |7 171 ]11|13
71T 1713|5111
{1115 |13]|17| 7
W13 11| 1|17 7|5
1717 13|11 7|5 |1
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Como U(Zyg) es ciclico, las raices primitivas es lo mismo que los generadores.

6(6(18) = 6(6) 6=2.
6(6(18)) = 2-3.(1_
1

P(¢(18)) = 2-3-

Por lo tanto U(Zg) tiene dos raices primitivas. Ahora buscamos el primer generador de
Z/{(Zlg) .

<1> = {1}

<5> = {5,7,17,13,11,1}

Luego, buscamos los primos relativos con ¢(18) que son: 1,5
Por lo tanto las raices primitivas de U(Z;s) son:

5'=5 5 =11

1
Ejemplo 81 Sea G grupo ciclico. Demostrar que G es abeliano.

Solucion: G es ciclico existe g € G tal que G =< g >
Sean a,b € G luego existe 7, j tales que a = ¢*, b= ¢’

a.b:gi.gj:gi+j:gj+i:gj~gi:b'a

Por lo tanto G es un grupo abeliano.

Ejemplo 82 Determinar todos los T € Zs tal que T +2T2 +2 =10

ZS = {07 17 2a 3a 4}

T 0 : 0°42-0°+2 240
T =1 : T°+2.7°42 = 5=0
T = 2 : 2242.2242 = I8=3#0
T = 3 : 342342 = TT=2+#0
T 1. 17+2.7+42 9B8=3+£0

Por lo tanto la tnica solucién de en Zs tal que T2 + 272 +2 =0es T =1

Ejemplo 83 Calcular el orden de:

(n,z)

a) 2 € (Z14,+), recordemos que |Z| =

_ 14
2| = =7
12 (14,2

~—

va que (14,2) = 2. Por lo tanto el orden de 2 es 7.
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b) 12 € (Zss,+) recordemos que |Z| = 2~ Calculemos (12, 58)

(n,)
58 = 12-4410
12 = 10-1+2
10 = 2-5

Luego (12,58) = 2, de lo cual

58 58
12 =

Por lo tanto el orden de 12 es 29.

Ejemplo 84 Coalcular el orden de:

a) 12 € (U(Z13),")

Por lo tanto el orden de 12 es 2

b) 3 € (Z3,")

Note que —1 €< 3 >, luego en las préximas potencia estaran los inversos de todos los
anteriores. Por lo tanto el orden de 3 es 30

Ejemplo 85 Calcular los generadores de: (Z1s,+)

Solucién: Como 18 = 2 - 32

D ST T I NP O C
¢(18)_23<1 2) (1 3>_23 5 3=6

Por lo tanto (Zs, +) tiene 6 generadores, que van a hacer los primos relativos con 18.

Luego, los generadores de (Zyg, +) son:  1,5,7,11,13,17
Ejemplo 86 Calcular el numero de generadores de: (Zsoo, +)

Solucién: Como 500 = 22 . 53

1 1 1 4
- 23' 3 1__ . 1—— :23. 3._._—2
#(500) ) ( 2) ( 5) gy =AW

Por lo tanto (Zsa, +) tiene 200 generadores.

Ejemplo 87 Determinar los generadores de:
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a) (U(Z),")
Como el 19 es primo y el teorema 110 entonces (U(Zyy),-) es un grupo ciclico y el
nimero de generadores esta determinado por la funcién de Euler aplicada al cardinal
del grupo:
$(19) = 18 = 2. 32

6(6(19)) = 6(18) = 2'32'(1—%)~(1—%):2~32é-§:6

Por lo tanto (Z3g, ) tiene 6 generadores. Buscamos el primer generador:

<1> = {1}

<2> = {2,4,8,16,13,7,14,9,18,17,15,11,3,6,12,5,10, T}

Ahora necesitamos los primos relativos con 18 que son: 1,5,7,11,13,17.

Por lo tanto los generadores de (U(Zy9), -) son:

=5 == &7 g

2'=3, =16, 2°=7, 2" =17, 2 =11, 2

EES 17 _ 1—
b) (U(Zs4), ")

Como 24 no cumple el teorema 110, luego no es ciclico, es decir no tiene generadores.

En forma directa podemos verificar que todos los elementos U(Zs4) tiene orden 2 o 1.
Ejemplo 88 Determinar las raices primitivas modulo 31

Solucién: 31 es primo luego U(Zs;) es ciclico.

6(6(31)) = 6(30); 30=2-3-5

H(6(31) = 2.3.5.<1_§).<1_§).<l_%)

p(p(31)) = 2-3-5---—- Z=8
Por lo tanto Zs; tiene 8 raices primitivas. Buscamos el primer generador de U(Zs;).

<I> = {1}
<2> = {2,4,8,16,1}

<3> = {3,9,27,19,26,16,17,20,29, 25, 13,8, 24,10, 30, 28,

Luego, buscamos los primos relativos con ¢(31) que son: 1,7,11,13,17,19,23,29. Por lo
tanto las raices primitivas médulo 31 son:
7 _77 3'_13 3%_31 37_-33 3¥_73 3¥_17 3¥_737

3'=3 3 =17, 3'=13, 3°=24, 3 2, 3¥=13, 3 1,
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Ejemplo 89 Determinar el resto al dividir (100%° + 8)™ por 19

Solucién: 100 = 5(mod 19) y (5,19) = 1 por lo tanto 5?09 = 5% = 1(mod 19), ademads
40=18-2+4

50 18 =512 L 8 = (51)2. 57 1 8 =5 + 8 = (25)? + 8 = 36 + 8 = 6(mod 19)
Ademés (6,19) = 1, luego tenemos 6! = 6'® = 1(mod 19)
6 = 6"811° = (6'%)*.6° = 6° = (36)° = (17)® = 11(mod 19)
Luego hemos demostrado que
(100% 4-8)™ = 6™ = 11(mod 19)
Por lo tanto el resto al dividir (100%° + 8)™ por 19 es 11
Ejemplo 90 Determinar el resto al dividir 32°' + 2501 + 561 por 7
Solucidén: Sabemos que (2,7) = (3,7) = (5,7) = 1, ademds ¢(7) = 6, luego tenemos
3% = 3045 = 35 = 5(mod 7)
9501 = 9683+3 — 93 — (poq 7)
50 = 55101 = 51 = 5(mod 7)
Ahora tenemos
321 42500 1 561 = 5414 5=11=4(mod 7)
Por lo tanto el resto al dividir 32°! 4 259! 4 51 por 7 es 4
Ejemplo 91 Probar que sin y 7 son primos relativos entonces T|n% — 1
Solucién: Como (n,7) = 1, luego tenemos que n®? = 1(mod 7)
n® = 1(mod 7)
n® = 14+7-q q€Z
n—-1 = 7-¢q

Por lo tanto se tiene que 7|n® — 1

Ejemplo 92 Si (a,p) = 1. Calcular 1+ a+a?+---+aP~! en Z,

Solucién: Sia=1 1+a+a?+---+a1=1+1+---+1=p-1=0
Si a # 1 podemos amplificar por (}:—Z) la expresién

1 —
1+a+a2+---+ap‘1:1/-<1 a)
—a

de lo cual obtenemos
1—a?

1—a
Pero (a,p) = 1 luego se tiene que a? = a(mod p), por lo tanto

=1

1—a
1—a

l+a+a?+---+arl= =1
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Ejemplo 93 Resolver:

a) ¥ + 2 + 27+ 2 = 0(mod 7)
Solucion: Como 7 es un nimero primo tenemos que
22 + 2% 42" + 2 =0(mod 7) & x(z" + 2% + 2% + 1) = 0(mod 7)

Luego
29+ 2?4+ 2°4+1=0mod 7) V 1z =0(mod 7)

Sea x tal que (x,7) = 1 entonces tenemos que % = 1(mod 7), de lo cual tenemos

29" = 2" (mod 7),
Reemplazando se tiene

2P+ 22 +2°+1 = 0(mod 7)
r+1+1+1 0(mod 7)
r = 4(mod 7)

Por lo tanto las soluciones de z?° + 2'® + 27 + 2 = O(mod 7) son
z=0(mod 7), x=4(mod7)
b) M +2® + 5 = 0(mod 7)
Solucion: cero no es solucion, luego

g+ 2 +5 = 0(mod 7)

2>+ 2°+5 = 0(mod 7)

Evaluando tenemos
r = 0 0°+024+5 = 5% 0(mod 7)
r = 1 1°+12+5 = 7=0(mod 7)
r = 2 2542245 = 41=06% 0(mod 7)
r = 3 3 +324+5 = 257=05% 0(mod 7)
r = 4 45442 +5 = 1045 =2 % O(mod 7)
r = 5 5 +5%2+5 = 3155=5 % O(mod 7)
r = 6 6°+6>+5 = 7817=5% O(mod 7)

Por lo tanto la solucién de ' + 2% + 5 = O(mod 7) es

x = 1(mod 7)
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Ejemplo 94 Resolver:

Sz = 2(mod 7)
8¢ = 4(mod 9)
2z = 3(mod 11)

Solucidén: Son primos relativos, ya que (9,11) =1, (9,7)=1, (11,7)=1

5t = 2(mod7) /-3 8r = 4(mod 9) 2¢ = 3(mod 11) /-6
152 = 6(mod 7) -z = 4(mod 9) /- —1 12z = 18(mod 11)
r = 6(mod 7) r = 5(mod 9) r = T(mod 11)
Por lo tanto hay que resolver
x = 6(mod 7)
x = 5(mod 9)
x = T(mod 11)

Para ello aplicamos el teorema chino de los resto

a1:6,a2:5,a3:7,m1:7,m2:9,m3:11,m:m1~m2-m3:693
79”_5'21 f 1(moj77nl) o wby = 1(mod my) by = 1(mod my)
‘bl i IEEZd 73 77-by = 1(mod 9) 63-b3 = 1(mod 11)
b= 5-by = 1(mod 9) /-2 8y = 1(mod 11) /-7
by = 2(mod 9) by = T7(mod 11)
m m m
Ty = a,l'bl'ﬁ—‘—afg'bg'm—“—afg'bg'm—
1 2 3
g = 6-1-99+15-2-774+7-7-63
= xo(mod m)

4451 (mod 252)
= 293(mod 252)

Ejemplo 95 Sea p primo impar, @ € Z,. Si el orden multiplicativo de @ es 3.
Demostrar a®> + a+1 = 0(mod p) y a + 1 tiene orden multiplicativo 6.

Solucién: Como se tiene que [a| = 3, luego @ = 1.

a® = 1(mod p)
a®—1 = 0(mod p)
(a—1)-(a*+a+1) = 0(mod p)

Pero a # 1(mod p), ya que |a| = 3. Luego

a®> +a -+ 1= 0(mod p)
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Calculemos el orden de a + 1.

(a+1)* = a*+2a+1=a(mod p)
((a+1)%)? = a@*(mod p)
(a+1)° = 1(mod p)

Nos falta verificar que no es otro divisor de 6. Para ello vemos que (a + 1) = a(mod p), por
lo tanto (a + 1)? # 1(mod p), ademds si multiplicamos por a + 1 obtenemos que (a + 1)3 =
a’> +a = —1(mod p), es decir, (a + 1)* # 1(mod p)

Por lo tanto |a + 1| = 6.

Ejemplo 96 Determine el numero de soluciones de:

a) x? = 2(mod 31)

Necesitamos saber si 2 es un cuadrado o no

Por lo tanto 2 € (3 luego 22 = 2(mod 31) tiene dos soluciones.

(;_1)(?;)_1) — (—D¥F, 31 = 1(nod 3)
G-

Como (%) = 1 implica que (3—31) =—1

Por lo tanto 3 & (s, es decir 22 = 3(mod 31) tiene solucién vacia.

b) 22 = 3(mod 31)

c) 2% = 429(mod 563)

429 se descompone como producto de primo en 3-11-13

(5s2) = (s) - (s) (5)

Veremos cada una por separado

3 563 - -
(%)(?) = (1) = "= ; 563 =2(mod 3)

() (5) -
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321

Pero (2) = (—1)"s = —1, de donde se tiene que (:35) =1

11 o

(ﬁ) ' (%) - (_l)w'%l; 563 = 2(mod 11)
wy 2y
563 11

Pero (%) = (_1)#;1 = —1, luego tenemos (A) -1

1 — _

(%) ' (%) — (-1)"7 77 ; 563 = 4(mod 13)
1Y (1) _
563 13)

Como (%) = 1 entonces (%) =1

Reemplazando tenemos

42
29N (3N (A (8 oy oy
563 563) \563) "\ 563

Por lo tanto 429 € Usgs, luego 2% = 429(mod 563) tiene dos soluciones.

d) 222 + 4z + 3 = 0(mod 17)
El Discriminante de la ecuacién az? + bz +c¢ = 0(mod p) es A =b*—4-a-c

Luego tenemos que

A=4—-4.3.2=16-24=-8=(-1) -2

Notemos que 2 € ;7 si y sélo si 2 € (7

3)-() @)

de lo cual tenemos que —8 € [y y por lo tanto 2z* + 4x + 3 = O(mod 17) tiene dos
soluciones.

Por lo tanto

Ejemplo 97 Resolver las siguientes ecuaciones

Solucion: Sea x € Z, tales que



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M

a)

2? = 2(mod 311)

Veamos si 2 es un cuadrado o no.

2 31121
(?E) =y =l

Luego 2 € sy, por lo tanto 22 = 2(mod 311) tiene dos soluciones.
Veremos ahora cuales son, para ello notemos que 2 = 4356 = 66*(mod 311)
7> = 2(mod 311)
7 66%(mod 311)
2% — 66 O(mod 311)
(x —66) - (x+66) = O0(mod 311)

Como 311 es un nimero primo, entonces tenemos

x — 66 = 0(mod 311) V =z + 66 = 0(mod 311)
x = 66(mod 311) VvV x = —66(mod 311)
x = 66(mod 311) V = 245(mod 311)

Por lo tanto las soluciones de 22 = 2(mod 311) son:

r = 66(mod 311), x = 245(mod 311)

2?2 = 5(mod 19)

Veamos si 5 es un cuadrado o no

pero 19 = 4 = 2%(mod 5), de lo cual obtenemos

-(5)-9-() -6

Luego 5 € Oy, por lo tanto 2? = 5(mod 19) tiene dos soluciones.

Veremos ahora cuales son, para ello notemos que 5 = 81 = 9%(mod 19)
> = 5(mod 19)
> = 9%(mod 19)
7* — 9% = 0(mod 19)
(x=9) - (x+9) = O0(mod 19)
Como 19 es un numero primo, entonces tenemos
r—9=0(mod 19) V z+9 = 0(mod 19)
z =9(mod 19) V 2 = —9(mod 19)
Por lo tanto las soluciones de 22 = 5(mod 19) son:

z =9(mod 19), = 10(mod 19)
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c)

322 + 4z + 5 = 0(mod 31)

Calculemos el discriminante

A=4*—-4.3.5=16— 60 = —44 = 18(mod 31)

Veremos si es un cuadrado.

() - () ()-corea-

Luego 18 = —44 € O3, por lo tanto 322 + 4z + 5 = 0(mod 31) tiene dos soluciones.

Como p es impar, sabemos que,
az® + bz + ¢ = 0(mod p) < (2az + b)* = A(mod p)
Reemplazando obtenemos

37 +4r+5 = 0O(mod 31)

(62 +4)> = A(mod 31)
2> = —44(mod 31) — 44 = 49(mod 31)
2> = 49(mod 31)
22 —49 = 0(mod 31)
22 —7 = 0(mod 31)

(z=7)-(2+7) = 0(mod 31)
Como 31 es un nuimero primo entonces tenemos

z=T(mod 31) V z= —T7(mod 31)
6x +4 =T7(mod 31) V 6x+ 4= —7(mod 31)
62 = 3(mod 31) /26 VvV 6x = —11(mod 31) /26
r =78(mod 31) V x = —286(mod 31)
x = 16(mod 31) V x = 24(mod 31)

Por lo tanto las soluciones de 3z* + 4z 4+ 5 = O(mod 31) son:

x = 16(mod 31), 2z = 24(mod 31)

% + 4x 4+ 2 = O(mod 31)

Notemos que 0 no es solucién, luego las soluciones deben cumplir con z3° = 1(mod 31),
por lo tanto

2% 4 4r +2 = 2° + 42 + 2(mod 31)



CAPITULO 3. NUMEROS ENTEROS MODULO M 109

Veamos el discriminante

A=4>-4.1-2=16—-8=8=23

Notemos que 23 € s si y sélo si 2 € Oy

()= (3)-co -

Luego tenemos 2 € (3, por lo tanto 22 + 4z + 2 = O(mod 31) tiene dos soluciones.

Sabemos que
az® + br + ¢ = 0(mod p) & (2az + b)* = A(mod p)

2 +4x+2 = 0O(mod 31)
(22 + 4)* 8(mod 31)
2 8(mod 31) 8 = 225 = 15*(mod 31)
22 = 15%*(mod 31)
22 — 15 = 0(mod 31)
(z—=15)- (2 +15) = 0(mod 31)

Como 31 es un ntimero primo entonces tenemos

z=15(mod 31) V 2z = —15(mod 31)
2r +4 =15(mod 31) V 2x+4 = —15(mod 31)
2z = 11(mod 31) /16 V 2z = —19(mod 31) /16
x =176(mod 31) V 2 = —304(mod 31)
r =21(mod 31) V x = 6(mod 31)

Por lo tanto las soluciones de 2% + 4x + 2 = 0(mod 31) son:

x = 21(mod 31), x = 6(mod 31)
e) o' = 1(mod 23)

)
2* — 1 = 0(mod 23)

— 1* = 0(mod 23)
(:L'2—12) (2% +1?)
(x—1)-(z+1)- (2* +1)

= 0(mod 23)
= 0O(mod 23)

Ya que 23 es un ntimero primo entonces se tiene que

r—1 = 0Omod23) x+1 = 0(mod 23) 22 +1 = 0(mod 23)
x = 1(mod 23) x = —1(mod 23) 72 = —1(mod 23)
x = 22(mod 23)
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Determinemos si —1 es un cuadrado o no

Luego —1 ¢ [y, por lo tanto 22 + 1 = 0(mod 23) no tiene solucién.
De este modo tenemos que las soluciones de z* = 1(mod 23) son:
x = 1(mod 23), x = 22(mod 23)

f) Resolver z* + 22 + 1 = 0(mod 11)

Consideremos el cambio de variable u = 2% luego la tenemos
7' + 2 +1=0(mod 11) < u? + u+ 1 = 0(mod 11)

El discriminante
A=1*—4=-3=8(mod 11)

Notemos que 23 € [y; si y sélo si 2 € Oy

8 2 1121
(11) (11) (=
Por lo tanto z* + 22 + 1 = 0(mod 11) no tiene solucién.

Ejemplo 98 Determinar todos los niumeros primos impares p tal que p < 30 y (%) =-1

Solucidén: Por reciprocidad cuadratica tenemos

Luego

i) p = 1(mod 3)

- ()-(3) -

Luego 7%1 es par, es decir, p—;l =2-t te€Z,porende tenemos que p=4-t—1.

Pero p = 1(mod 3), luego reemplazando obtenemos 4t — 1 = 1(mod 3), al simplificar se
tiene ¢ = 2(mod 3), de este modo p=4(3s+2) —1=12s+7

Por lo tanto p € {7,19}
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ii) p = 2(mod 3)

=)= (3)- v

Luego’%lesimpar, es decir, ’%1:2-t+1 teZ,asip=4-t+1.

Pero p = 2(mod 3), luego 4t+1 = 2(mod 3), es decir, t = 1(mod 3), de lo cual obtenemos
p=43s+1)+1=125s+5

Por lo tanto p € {5, 17,29}
Por lo tanto todos los p primos tal que (%) =—1yp<30son {5,7,17,19,29}

Ejemplo 99 Determinar todos los o € Zyy tal que

rT—y = «
x-y = 1

el sistema en Zy, no tenga solucion.

Solucidén: Despejando de la primera ecuacion tenemos y = x — a y reemplazar tenemos

z-(r—a) = 1
?—ax = 1
?—a-r—-1 =0

El discriminante es A = o + 4, para que el sistema no tenga solucién, es decir,

A :g |:|11 = {1a4a 9>5>3}

a = 0 02“—4 = 4€|:|11

« 1 12—|—4 = 5€|:|11

« 2 22+4 = 8¢|:|11

(0% 3 32—|—4 == 13:2€DH
o) 4 42+4 = 20=9€0y
a =5 5244 = 29=7¢0,
a = 6 62“—4 = 40:7€|:|11
a = T 72“—4 = 53:9€|:|11
a = 8 82—|—4 == 68:2€DH
a = 9 = 9244 = 8 =8¢0
a = 10 : 102°+4 = 104=5€ey

Por lo tanto « € {2,3,5,6,8,9}
Ejemplo 100 Determinar condiciones sobre el primo p tal que x* = 16(mod p)

a) Tenga dos soluciones.
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b) Tenga cuatro soluciones.

Solucidén: Busquemos los Factores de la expresién

r* = 16(mod p)
v —16 = 0(mod p)
2t —4* = 0(mod p

(2 —4) - (o +4)
(—2) - (x+2)-(z*+4) = O(mod p

Il

]
A~ T~

=]

o

Q.

3
— N

Como p es primo tenemos
r=2(mod p) V = —2(mod p) V 2* = —4(mod p)

a) Tenga dos soluciones.

El primo debe ser impar y —4 ¢ [J, de lo cual (‘74) =-1

(2)-)-() -t -

Luego p%l es impar, es decir, p%l =2-t+1 te€Z,delo cual tenemos p=4-t+ 3.

La ecuacion tiene dos soluciones si y sélo si p = 3(mod 4)

b) Tenga cuatro soluciones.

El primo debe ser impar y —4 € [J,, es decir, (‘74) =(-1)7= =1

-1 . 1
Luego %= es par, es decir, 5= =2t t € Z, de lo cual tenemos p =4 -t + 1.

La ecuacion tiene dos soluciones si y s6lo si p = 1(mod 4)

Ejemplo 101 Determine nimero de solucion de

x2+y2

1(mod 43)
r—y

2(mod 43)

Solucién: Despejando de la segunda ecuacién z = 2 + y(mod 43) y reemplazando en la
primera obtenemos

(24+y)? +3? = 1(mod 43)
4+4y+9y°+y*—1 = 0(mod 43)
2y +4y+3 = 0(mod 43)

El discriminante

A=4>-4.2.3=16—-24=-8=—1-2°
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(%) - (5) (5)-co=(3) -0 0 o1

Por lo tanto

r? + y? 1(mod 43)
r—y 2(mod 43)

tiene dos soluciones.
Ejemplo 102 Sea p un primo impar. Demostrar que si 6 € }, entonces
M, = o0,

Demostracién: Recuerde que ambos conjunto tiene igual cardinal, luego basta demostrar
una contencién
Supongamos que T2 - § es un cuadrado, luego

5.7 =@ |-17°
§ = a-z7?
6 = (@-z )

De lo cual tenemos que § € U, lo que es una contradiccion
Por lo tanto

A, ={z*-6 | TEL}
Ejemplo 103 Determine nimero de solucién de x® + x* — 2 = 0(mod 37)
Solucién: Realizando el cambio de variable u = 23, obtenemos que
2%+ 2% — 2 = 0(mod 37) & u® + u — 2 = 0(mod 37)
Pero u? +u —2 = (u—1) - (u+ 2). Luego
2°+2° -2 = 0(mod 37)

(* —1)-(2* +2) = 0(mod 37)
(x—1)-(2*+2+1)-(2*-2) = 0(mod 37)

Como 37 es primo veamos primero la ecuacién de segundo grado x? + x + 1 = 0(mod 37),
paraello A=1—-4=-3=-1-3

(57)-(3) (&) -7 ()=~ ()

Aplicando reciprocidad cuadratica tenemos

(%) = - () -coc== (F) = coen(3) -

Por lo tanto —3 € [37 luego la ecuacién tiene soluciones distinta de 1.
Ya que 2 no es un cubo, por lo cual 3 — 2 = 0(mod 37) no tiene solucién.
De este modo obtenemos que el niimero de soluciones de 2% + 23 — 2 = 0(mod 37) es 3.
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Ejemplo 104 Determinar todos los o € Zys, para los cuales la ecuacién 22 +2x+a—1=0

no tiene solucion en Zi3

Solucién: Calculando el discriminante A = 4 — 4(a — 1) = 4 — 4da + 4 = 8 — 4q, luego la

Evaluando todo los a posible obtenemos:

a = 0 8—4-0 = 8€|:|13

a = 1 8—4-1 = 4ells

a = 2 8—4-2 = 0€D13

a = 3 8—4-3 = —4=9¢cl;
a = 4 8—4-4 = —8:5¢|:|13
o ) 8—4-5 = —-12=1¢€l;
a = 6 8—4-6 = -—-16=10¢€ U3
a = 7 8—4-7 = -20=6¢U;
a = 8 8—4.-8 = —24=2¢0;,
a = 9 8—4.-9 = —28=11¢ 0O,
a = 10 8—4-10 = -32=7¢0U;
a = 11 8§—4-11 = —-36=3¢€ll;
a = 12 8§—4-12 = —-40=12¢€ 3

Ejemplo 105 Determinar generadores y subgrupos de: Cig

Cio={7> | TEeU(Z)}

Co = {1,8,7,11,18,12}
<1> = {1}
<8> = {87,18,11,12,1}
<7> = {7,11,1}
<11> = {11,7,1}
<18> = {181}
<12> = {12,11,18,7,8,1}
Por lo tanto los generadores de Cjg son 8,12
orden subgrupo
1 <1>
<18 >

<T7T>,<11>

2
3
6

<8>,<12>




Capitulo 4

Numeros Racionales.

Luego de construir los Numeros Naturales, se presentaron ciertos problemas como ;Cuél
es el resultado de 3 menos 57, para poder encontrar una soluciéon se cre6 a partir de N
el conjunto de los Numeros Enteros que se representan con el simbolo de Z. Pero la vida
cotidiana siguié exigiendo la creacién de nuevos conjuntos a partir de los ya conocidos.
Consideremos el conjunto Z como conjunto base y definamos

7 =17 — {0}
a partir de este nuevo conjunto construimos el producto cartesiano
Zx7"={(a,b)|a€Z N beZ"}

de donde Z x Z* se denominan fracciones
Notacién: Sea (a, b) € Z x Z* una mejor notacién para los elementos de este nuevo conjunto

€S
a

(CL, b) b
Mas aun el elemento a se denominara como numerador y b el denominador.

Definicién 39 Sean % Y 5 € 7 X 7*, definiremos la siguiente relacion dada por

a C
gwgﬁad—bc

Propiedad 129 La relacion definida anteriormente ~, es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

(i) La relacién ~ es refleja:
Sean % €L XL

Como

entonces

luego la relacion es refleja.
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(ii) La relacién ~ es simétrica:

Sean %, % € 7 x 7~ tales que

@ c .
b d
& cb=ad
o £
d b
(iii) La relacién ~ es transitiva:
Sean %, %,% € 7 x 7" tales que
acaCc
b d d f
Si
%Nc_cl A C—jw% < ad=cb N cf =ed

adf = cbf N cfb= edb.

Por lo tanto adf = edb, cancelando obtenemos af = eb, luego

>
—| o

Observaciéon: La relacion de equivalencia definida anteriormente particiona el conjunto
7, x 7* en las clases de equivalencia, que se denotan por

Z x Z* /. := conjunto cuociente

Definicién 40 Dado 7 x Z*, se define el conjunto cuociente

ZXZV@:{EM%EZxZﬂ

=GB Gy

Notacién: Para una mayor comodidad, denotamos

donde

ZxXZ].=Q

y Q se llama el conjunto de los ntimeros racionales.
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4.1. Suma y Producto en Q

: ap Gz & C * @ 4 4 ,C
Propiedad 130 Sean b by do ds € Z x 7, tales que o~ n Vd” d entonces
aldl + Clbl a2d2 + Cgbg a1Cq a9Co
brdy bads Y bdy T bads

Demostracién: Sean Cbl_117 g—;, %, 2—22 € 7 x Z*, tales que

ax ) C1 Co
P
Luego se tiene que
arby = asb y cidy = cady

Ahora formaremos la Suma:

(a1dy + c1b)bady = ardybads + c1bibads
(a1by)dydy + (¢1d2)by by
(agby)dydy + (cady )by by
(agda(bydy) + cobo(dyby)
(agdy + coby)dyby

Por lo tanto
(a1d1 + Clbl)bgdg = (agdz + Cgbg)dlbl

de lo cual obtenemos que

a1d1 + Clbl a2d2 + Cgbg
bid; bady
Ahora veremos la multiplicacion

(arc1)(badz) = (aibs)(c1dy)
= (agb1)(c2dr)

= CLQCgbldl.

De esta manera tenemos que
(alcl)(bgdg) = GQCledl.

es decir, o e
1€1 2C2

bidy  bads

El teorema nos permite definir la suma y el producto
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Definicién 41 Sean [%} Yy [%} €eQ
Adicion en Q: Se define la adicion en Q por

1+ [ =[5

Producto Q: Se define la multiplicacion en Q por:
HREEriE

4.1.1. Suma de Numeros Racionales

Propiedad 131 Los numeros racionales con la suma forman un grupo abeliano

(Q,+) es un grupo abeliano.

Demostracion: Sean [%—ﬂ , [z—;] , [%—ﬂ € Q.

il (Gl D= (G ED - )
el (G = [ ()

ay asbs + asby
_b_l} i { babs }
[a1babs + asbibs + azbibs
| bibabs }
[ (a1bs + agby)bs + &3blb2:|
i b1babs
a1by + asby as
- T] i H

- ([ [
- (] D+

Por lo tanto la operacion suma es asociativa.

Asociativa:

Para ellos

Neutro Aditivo: Sean [%] € Q y cumple con

]+ [ 3]
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Lo cual se comprueba del siguiente modo
ﬂ + 9 _ CL11 + 0b1
bl 1 bll
= |5
luego tenemos que el neutro aditivo existe y es

(B e

Inverso Aditivo: Dado [Cbl—ﬂ existe [_b—cl“] € Q tal que

ay —Qa . 9
ANl
Justifiquemos lo anterior

][5 - [

Lo anterior demuestra que existe el inverso aditivo, de esta manera tenemos que el inverso

aditivo de [z—ll] es [_b_clll}

Conmutatividad: Debemos probar que

il )= 2] 5]

ﬂ i % . a2b1+a1b2
by by | baby

SR

Para ello

Luego la suma es conmutativa.
Notacién: Sean [%} y [5] € Q, entonces

9[-+ [
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4.1.2. Multiplicacién de Nimeros Racionales

Propiedad 132 Los niumeros racionales con las propiedades de la multiplicacion forman un
grupo abeliano.
(Q*,)  es un grupo abeliano,

donde Q* = Q — {0}.

Demostracion: Sean [%—ﬂ , [a_2] , [g—ﬂ cQ

Asociativa:

1
= |2
—_
VRS
| — =
S| &
| I
—
g|E
| I
N———
Il
VRS
5|8

|2l
) D = B (G)

B _ﬂ_ asas
= o] ot
. _a1a2a3}

| D1b203
o [a1a; as
- i) i
. a1a2 as
- ([55) 2]
. ai a2 as
(BB
Luego la multiplicacion es asociativa.
Neutro multiplicativo: Existe [ﬂ € Q que cumple

aq 1 N aq
bi| 1] &
Lo cual se comprueba del siguiente modo
aq 1 . a11
b [1] bl
= |5
luego tenemos que el neutro aditivo existe y es

ERHER

Para ellos
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Inverso multiplicativo: Sean [%—ﬂ € Q* luego existe [ﬁ] € Q" que cumple

o)

aq bl Cllbl
by ay aib
R
!
Lo anterior demuestra que existe el inverso multiplicativo, de esta manera tenemos que el

inverso de [ﬂ} es [ﬁ}

bl ay
Conmutatividad: Debemos probar que

Justifiquemos lo anterior

a| [az2] _ [oz] [a
by by]  [b2] LB
Para ello

al faa] _ [@o]

by by] — |bibo ]
. _a2a1—
L baby
_ e o
b b

Luego el producto es conmutativo O

Notacién: Sean [%} y [5] € Q*, entonces

RERIGRE

bl " Ldl b cl’

Teorema 133 El conjunto de los numeros racionales, con la suma y producto definidos
anteriores (Q, 4+, ), es un cuerpo.

Demostracién: Se ha demostrado anteriormente que (Q,+) y (Q*, -) son grupos abelianos,
luego falta ver la distributividad

Distributividad: Sean [Cbl—ll] , [Z—ﬂ , [z—;] € Q, entonces se cumple

)G BD - (G RD - (6]
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212D - ()
- P

o _alang + alagbg
b1b2bs

- [+ ([p))
- (] [2]) - (] =)

Observaciéon: Luego de haber definido el conjunto de los ntimeros racionales o @Q, el no
contiene todos los ntimeros que necesitamos por ejemplo la ecuacién 2 = 5 no tiene solucién
en Q, es decir, el niimero que en forma habitual se denotado por v/5 ¢ Q.

Veamos

Propiedad 134 Sea p € Z un nimero primo entonces el nimero \/p ¢ Q.

Demostracion: Para este caso la demostracion la realizaremos por el método del absurdo
que consiste en suponer como cierto la negacién de la proposicion como sigue:

Supongamos que la ecuacién x? = []ﬂ tiene solucién en Q, entonces la solucién se puede

representar como una fraccién

2] = () e =
Luego, LN a—j
1 b
pb2 — CL2

Luego p|a?, es decir p|a. Por lo tanto a = pk con k € Z reemplazando

pb2 — p2k2
v o= pk?

Por la justificacién similar a la anterior p|b? es decir p|b, lo cual es una contradiccién ya que
(a,b) = 1. Por lo tanto
VP EQ

Notacién: A cada ntmero racional

G165
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lo denotaremos simplemente &.
Debemos tener claridad en la diferencia entre fraccién y ntimero racional ya que en este
caso nos refiriendo a la clase.
Por ejemplo las fracciones D1 no son iguales, pero como numeros racional si son iguales
157 3 ’

las clases, ya que % ~ %
4.1.3. Expresion decimal en Q.
Dado un nimero racional §, luego aplicamos el algoritmo de la divisién y obtenemos
a=bg+r, con0<r<b

si volvemos aplicar el algoritmo de la division obtenemos

10-r = bgr+7r1, con0<r;<b
10-m = b(h—i-’f’g, con 0 <ry<b
10-r, = bqt+1 + r4y1,  con 0< T4 < b

como los posibles resto r; son finito, luego en algin momento es 0 o se repite, de lo cual
obtenemos que los numeros racionales se representan por numeros decimales finito o los
nimeros decimales infinitos periddicos, es decir,

a obien = =2
- = ien - =-= e Qs
b q1,4243 - - - Gt b b 41,4243 - - -4 4
Ejemplo de ello tenemos
1 1 _
-=0,25 =-=0,3
4 ’ 3 ’

Existe otros ntimeros que no pertenecen a @Q, estos son los llamados ntimeros decimales
infinitos no periddico o irracionales I, ya que no se puede encontrar una representacion en
numeros racionales.

Los Nimeros Reales

Con los conjuntos de los ntimeros racionales e irracionales que denotamos como Q e
I respectivamente, podemos construir un nuevo conjunto que se puede crear a partir de
estos dos. Estos nuevos elementos los llamaremos ntimeros reales y algunos elementos que
pertenecen a este conjunto son

™ V3; 0,1; 5,6

En este conjunto existe un producto y una suma compatible con de Q, que entrega la
siguiente propiedad

Teorema 135 (R, +,:) es un cuerpo.
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4.2. Extensiones Cuadraticas de los Racionales Q[,/p].

Como justificamos anteriormente los ntimeros v/2,v/3, - - - ¢ Q, pero si a Q le agregamos

estos nimeros lo que tenemos como resultado son cuerpos intermedios llamados extensiones
cuadraticas debido a que vienen dados por raices cuadraticas.
Observacién: De los niimeros anterior existe algunos de ellos que pueden ser representados
por el llamado espiral pitagdrica, que se inicia con un triangulo isosceles, con lados de longitud
1, y el siguiente triangulo rectangulo de altura 1 y base la hipotenusa del anterior, como en
la figura.

Definicién 42 Sea p € Z, tal que \/p ¢ Q
Se define Q[\/p] por
QA = {a+byp | a,b € Q)

Observacién: Notemos que dado un nimero x € Q[,/p], existe tinicos elementos a,b € Q,
tal que z = a + b/p.

Si suponemos que existe dos expresiones distintas a + by/p = ¢ + d,/p, obtenemos una
contradiccién con que /p ¢ Q. Esta observacién nos permite definir las siguientes operaciones
binarias.

4.2.1. Suma y Producto en Q[,/p].

Sean a; + bi/p, az + bay/p € Q[/p]. Se define las siguientes operaciones:
Suma:

(a1 + biy/p) + (a2 + bay/p) = (a1 + az) + (b1 + b2)/p

Producto:

(a1 + biy/D) - (ag + bay/D) := (arag + pb1by) + (@102 + ashi)/D
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Propiedades de la Suma en Q[,/p].

Propiedad 136 La extension cuadrdtica con la operacion suma es un grupo abeliano, es
decir,
(Q[v/pl,+)  es un grupo abeliano

Demostracién: Recuerde que (Q, +) es un grupo abeliano.

Sean ay + bi\/p, az + bay/D, as + bs\/p € Q[\/D]

Asociativa:

(CLl + bl\/ﬁ) + [(ag + bg\/]_)) + (ag + bg\/ﬁ)] = [(Cll + bl\/]_ﬂ) + (ag + bg\/]_))] + (CL3 + bg\/]?)

Para ello,

(a1 + biy/D) + [(ag + bay/p) + (ag + bsy/p)] = (a1 + biy/D) + [(as + a3) + (ba + b3)+/D)

= (a1 4+ az+as) + (by + by + b3)\/p
[(a1 + az) + (b1 + b2)/p] + (a3 + b3\/p).
[(a1 + b2)\/p) + (az + b2y/P)] + (a3 + b3\/p).

Por lo tanto, la operacion suma es asociativa
Neutro Aditivo: Existe 0+ 0,/p € Q[,/p]
Que cumple con:

(a1 +biyp) + (0+0yp) = (a1 +0)+ (by +0)/p
= a1+bl\/]3

luego el neutro aditivo existe y es 0 = 0 + 0,/p.
Inverso Aditivo: Sea a; + by\/p, existe (—ay) + (=b1)/p € Q[,/p] que cumple con

(a1 + b1y/p) + ((—ar) + (=b1)y/P) = 0+ 0y/p

Comprobemos lo anterior

(a1 +b1y/p) + ((—a1) + (=b1)y/p) = (a1 + (—a1)) + (b + (=b1))/P
— 0+0p

Lo anterior demuestra que existe el inverso aditivo de a; + byy/p es (—ay) + (—b1)/p-
Conmutatividad: Debemos probar

(a1 + biy/p) + (ag + bay/D) = (az + bay/p) + (a1 + b1y/D)

Para ello

(a1 + bl\/ﬁ) + (CEQ + bg\/ﬁ) = (CL1 -+ CLQ) + (b1 + bg)\/ﬁ
= (a2+a1)+(b2+bl)\/ﬁ
= (a2 +bay/p) + (a1 + b1y/p).
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Propiedad del Producto en Q[,/p].
Propiedad 137 FEI conjunto Q[/p] con la multiplicacion forman un grupo abeliano

(Q*[/P],+)  es un grupo abeliano
donde Q*[,/p] es Q[\/p] — {0}.

Demostracién: Sean a; + bi/p, az + bay/D, a3 + bs3\/p € Q[,/P]
Asociativa:

(a1 + biy/p) - [(a2 + bay/D) - (a3 + bs\/P)] = [(a1 + b1y/D) - (ag + b2y/D)| - (a3 + b3 /D)

Para ello

(a1 4+ b1y/p) - [(a2 + bay/P) - (a3 + b3/D)]
= (a1 + biy/D) - [(a2as + pbabs) + (asby + azbs )/
[ay(azas + pbybs) 4 pbyi(asby + azbs)] + [ay(asby + azbs) + (azas + pbabs)bi]\/p

a1aza3 + arpbabs + azbabip + azbsbip) 4 (ayasby + ayazbs + azasby + pbibybs)\/p
(a1ag + babip)as + (ar1by + azby)bsp] + [(a1az + pb1ba)bs + asz(a1by + azby)]\/p
(a1as + babip) + (a1by + asby)+/pl(as + bs+/p)

(a1 + b1y/p) - (a2 + bay/P)] - (a3 + b3y/P)

Por lo tanto el producto es asociativo.
Neutro Multiplicativo: Existe 1 + 0,/p € Q[,/p], tal que

(a1 +b1y/p) - (1 +0y/p) = ar + biy/p

Lo cual se comprueba del siguiente modo

(
[
[
[

(0,1 + bl\/]_Q) . (1 + 0\/]_)) = (a11 +p0b1) + (al() + 1b1)\/]3
= a+ bl\/]_)

luego tenemos que el neutro multiplicativo existe y es

1=1+0yp.

Inverso Multiplicativo: Sean a+b/p € Q*[,/p|, en primer lugar notemos que a? —b*p # 0,
propiedad 134, luego existe % + az:—gzp\/ﬁ € Q*[/p] que cumple con

(@4 0P (g + /) = 14 0V

La prueba de lo anterior esta dada por
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(@4 0P (o + g VD)

a —b —b a
= b b
(aaz_b2p+p a2—b2p) + (aa2—b2p+a2—b2p )\/ﬁ
a’?—b’p —ba+ba
- a2—b2p+a2—b2p\/ﬁ
= 1+0yp

Por lo tanto el inverso multiplicativo de a + by/p es

p

a —-b
o — pb? + o — pb? VP

Conmutatividad: Debemos probar

(a1 +b1y/p) - (a2 + bay/D) = (a2 + bay/pP) - (a1 + b1y/D)
Para ello
(a1 +b1y/p) - (az + bay/p) = (araz + pbiba) + (a1by + azbi)/p
= (agay + pbaby) + (azby + a1bz)\/p

= (CLQ + b2\/ﬁ) . (a1 + bl\/ﬁ)

Por lo tanto la multiplicacién en Q[,/p] es conmutativa. O
Notacién: a + b,/p € Q[\/p], ¢+ d\/p € Q*[\/p] entonces

(a+byp): (c+dyp) = (a+byp)- (C—i-d\/ﬁ)_l
Teorema 138 (Q[\/ﬁ]’_h.) es un cuerpo.

Demostracién: Se ha demostrado anteriormente que (Q[,/p],+) y (Q*[\/p],-) son grupos
abelianos, luego falta ver la distributividad es decir, debemos demostrar

ay + b1/D, ag + bay/p, az + bsy/p € Q[,/p] tenemos
(a1+b1y/p)-[(az+b2y/p) +(az+bs3y/p)] = [(a1+b1y/p) - (a2 +b21/P) + (a1 +b11/P) - (a3+b3/D)].

Veamos

(a1 +biy/p) - [(ag + bay/p) + (a3 + b3y/p)] = (a1 +biy/p) - [(a2 + az) + (b2 + b3)/P]
lo que es igual a
al(a2 + CL3) +pb1(b2 + bg)) + (al(bQ + bg) + bl(ag + ag)\/ﬁ

(

(a1ag + aras + pbiby + pbibs) + (a1bs + a1bs + asby + asby)\/p
(a1ag + pb1by + ayas + pbibs) + (a1by + azby + a1bs + azbr)/p
(
[

(a1a2 —|—pb1b2) -+ (ale + agbl)\/ﬁ) + ((a1a3 +pb1b3) + (Cleg + agbl)\/];)
(a1 4 bi/p) - (a2 + bay/P)] + [(a1 + b1y/P) - (a3 + bsy/P)].
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Ejemplo 106 Resolver en Q[v/5], la ecuacion
(2+3VB)z=3-5

Solucién: Como sabemos, el inverso se obtiene del siguiente modo

(2+3\/5)_1_4—25-9_4—5 9\[___+ 1V

luego se tiene que

v = (B VE) (o 4 VE) = (32 5 (1) )+ (B — S (~1)V5

Por lo tanto,

o2 1.
T T

21 11
so {2 )

Ejemplo 107 Resolver en Q[\/7], el sistema ecuaciones

Q+Vz+y = 3+ﬁ‘
B-VDr+VTy = 1

Solucion: Amplifiquemos la primera ecuacién

Q+vVDz+y = 3+V7 /=T
B+Vz+VTy = 1

El conjunto solucién es

Obtenemos

(=7 =2V —VTy = —7—3\/7‘
B+VDe+VTy = 1

Sumando obtenemos
(=4 —VTz = —6-3V7
x = (=6-3V7)(-4—V7)""

(- 6—3\/7)(%4+%\ﬁ)
v - 1 _f

Reemplazando en la primera ecuacion obtenemos

y = 3+V7- (2+f)(+\f)
y = 3+V7— (16-1- f)
= gy

Luego, el conjunto solucién del sistema es

{33753

xr =
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4.2.2. Conjugacién de Ql[p].
Definicién 43 Sea a + by/p € Q[\/p].
Se define el conjugacion de a + by/p por a — b\/p y se denota de la siguiente forma:

a+ by/p:=a—by/p.

Observacién: La conjugacién es una funcién dada por

— + Qyr] — QlP]
a+0by/p — a+0by/p=a—>bp.

Cumple las siguientes propiedades

Teorema 139 Sean a + b\/p,c+ d\/p € Q[/D]

(i)
(a+ by/p) + (c+ d\/p) = (a+by/p) + (c + d\/p).
(it)
(a+by/p) - (c+dyp) = (a+byp)-(c+d\p).
(iii)
a+byp=a+by/p siysolosi b=0.

Demostracion:

(i) Sean a+ b\/p,c+d\/p € Q[\/p], luego

(a+by/p) + (c+d\/p) (a+c)+ (b+d)\/p

= (a+c)—(b+d)\/p
(a+c)+ ((=b) + (=d))v/p
(@ —by/p) + (¢ — dvy/p)

= atbyp+ctdyp.
(ii) Sean a + b\/p, c + d\/p € Q[\/p], tenemos
(a+by/p) - (c+dyp) = (ac+ pbd)+ (ad + bc)\/p
((ac + bd) — (ad + be)/p
(ac+ (=b)(=d)) + (a(=d) + (=)e)y/p
(4~ byp) - (¢~ dyp)
= a+by/p-c+d\/p

(iii) Sea a4 b\/p € Q[,/p], luego
a+byp=a—>bp
pero a, b son unicos luego

a=aVb=-b
Por lo tanto, b =0
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4.2.3. La Norma de Ql[,/p|.

Definicién 44 Sea a+b./p € Q[\/p], se define la norma de a+b\/p por a* —b*p y se denota
por

| a+byp ||:=a® — b?p.
Observacién: La norma es una funcién dada por

I Qyval = Q
a+byp — |a+bypl=a®—bp.

Teorema 140 Sean a + b\/p,c+ d\/p € Q[,/D]

i)
| (a+by/p) [=[la+by/p |
i)
| (a+by/p) [|= (a+by/p)(a+by/p)
iii)

I (@ +by/p) - (c+dyp) =l a+byp| - c+dypl

Demostracién: Sean a + b\/p, c + d\/p € Q[,/p|, luego

| (a+by/p) - (c+dy/p) || = | (ac+ pbd) + (ad + bd)\/p ||
= (ac+ pbd)* — (ad + bd)*p
= a®c® + 2acpbd + p*b*d* — (a®d* + 2adch + *b*)p
= a’c® + 2acpbd + p*b*d* — a*d*p — 2adcbp — VPp
— a202 +p2b2d2—a2d2p—02b2p
= (a® = pb®) - (¢ — pd®)
= [la+b/pll -l c+dyp|

4.2.4. Anillo de Enteros de Z[,/p].

Definicién 45 Se define Z[,/p] igual a
Zl\/p| ={a+by/p|a,beZ}
Observacién: Dadas las contenciones anteriores se tiene que

Z[\/p] € Qv

Luego el conjugado y norma estan definidas, mas atin

i zlyp] = Z
a+by/p — | a+bypl:=a*—"bp.

Teorema 141 (Z[,/p,+,-) es un anillo conmutativo.
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Definicién 46 Sea u € Z[,/p], se dice que u es una unidad de Z[./p|, si y sélo si existe un
elemento v € Z[\/p|, tal que uv = 1.
Notacién: Denotaremos el conjunto unidad de Z[/p| por U(Z[,/p))
Ejemplo 108 Determine en cada caso si el elemento es

1. 3422 es un unidad Z[\/2]

2. 3+ 23 es un unidad Z[/3]

Solucién: 1. Supongamos 3 + 2v/2 es un unidad, luego existe = + yv/2 tal que

(B+2vV2)(z +yVv2) = 1+0V2
(3 +4y) + By +22)vV2 = 1+0v2

De lo cual obtenemos, el siguiente sistema

3r+4y = 1/-2
2e+3y = 0/--3

Sumando las ecuaciones obtenemos —y = 2, es decir y = —2. reemplazando obtenemos
T =3,

(3+2v2) 1 =3-2vV2 € zZ[V2

luego tenemos 3 + 2v/2 € U(Z[V/2)).
2. Supongamos ahora que 3 + 2v/3 es un unidad, luego existe x + yv/3 € Z[v/3] tal que

(B+2V3)(z+yVv3) = 1+0V3
(324 6y) + By +22)V3 = 1+0V3
De lo cual obtenemos
3r+6y = 1
20+3y = 0

Pero la primera ecuacién nos entrega que 3|1, lo que es una contradiccién. Por tanto tenemos

34+ 2V3 ¢ U(Z][V3)).
Propiedad 142 a + b\/p € U(Z[\/p]) si y solo si ||a + by/p| € {1. — 1}

Demostracion: Supongamos que a + b,/p es una unidad, luego existe x + y,/p tal que

(a+byp)(x+yvp) = 1+0p /Il
la+byp)(x +yvP) = 1+ 0yl
la+bv/plllz +yvpll = 1

Por lo tanto, ||a + b,/p)|| es unidad en Z, por ende |la + b\/p|| € {1. — 1}.
En el otro sentido, supongamos que ||a + b,/p|| = 1, podemos comprobar que

(a+byp)(a—byp) = (a* — bp?) + (—ab + ab)y/p =1+ 0,/p
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Propiedad 143 (U(Z[\/p]),") es un grupo abeliano.

Observacién: Note que los conjuntos anteriores incluido las operaciones, también es posible
construirlos del siguiente modo, en Z x Z o en Q x Q, se define las siguientes operaciones

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac+ bdp,ad+ be)

y con ellos tenemos la misma estructura, sin incorporar el simbolo /p explicitamente.



Capitulo 5

Niuimeros Complejos.

En este capitulo, definiremos un nuevo conjunto que entrega solucién a la ecuacién z? =
—1 y que contiene a los reales, de igual manera suponemos que ¢ es una solucion de esta
ecuacién, lo cual permite definir las operaciones esenciales para este nuevo conjunto.

Definicién 47 Definimos el conjunto de los niumeros complejos como
C:={a+bi|labeR,i’=-1}

de donde a+ bi representa la forma binomial de un complejo el cual esta constituido por una
parte Real que llamaremos

Re(a+bi) =a

Y una parte imaginaria

Im(a+bi)=0b
Observaciéon: Tenemos que Re(a + bi), Im(a + bi) € R y ademés
a+ bi = Re(a + bi) + Im(a + bi)i
Observacién: Sean a; + byi, a3 + byt € C tenemos que dos nimeros complejos son iguales,
es decir
a1+ b1t =as+ byt siysélosi a; =as y by = by
5.1. Estructura de Cuerpo.
Adicién: Sean z; = a; + bii, 20 = ag + byi € C definiremos la adicién en C como
21+ 29 = (a1 + b1i) + (ag + bei) = (ay + ag) + (by + by)i

Multiplicacion: Sean z; = aj + byt, 29 = as + byt € C definiremos la multiplicacién en C
como
21 Ry = (al + bll) . (a2 + bg’l) = (a1a2 — blbg) + (Cllbz + &le)'é

Propiedad 144 La adicion y multiplicacion en C estdn bien definidos.

133
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5.1.1. Suma en C.

Teorema 145 (C,+) es un grupo abeliano.

Demostracion: Sean z; = aj + b1i, 20 = ag + boi y 23 = az + b3t € C
Asociativa:
214+ (224 23) = (21 + 22) + 23
Para ello 21 = ay + by, 29 = as + bat v 23 = as + bzi entonces
21+ (29 + 23) (a1 + bii) + [(az + bai) + (a3 + bsi)]

= (a1 + b17) + [(a2 + a3) + (by + b3)1]

(a1 + as + az) + (by + by + b3)i

(a1 + az) + (b1 + ba)i + (az + bsi)
(a1 + b17) + (az + byi)] + (az + bsi)
21 + 2] + 23.

[
[
Por lo tanto la adiciéon es asociativa en C.

Neutro Aditivo: Existe 0 = 0+ 0: € C tal que cumple

Lo cual se comprueba del siguiente modo

2140400 = (a1 + i)+ (04 0i) = ag + byd

luego tenemos que el neutro aditivo existe y es 0 = 0 + 0.

Inverso Aditivo: Sea a; + byi € C | luego existe (—ay) + (—b1)i € C tal que cumple

(a1 + bll) —+ (—al) + (—bl)l =0

Justifiquemos lo anterior

(a1 + blz) + (—al) + (—bl)'i = (a1 — al) + (bg — bg)l =0 + 0z

Lo anterior demuestra que existe el inverso aditivo de a; + b17 es —a; — bqi.

Conmutatividad: Debemos probar
21+ 29 =29+ 21
Para ello

21+ 2o (a1 + bii) + (ag + bei)
(a1 + as) + (b1 + by)i
(ag + a1) + (by + by)i
(ag + byi) + (ay + byi)

= 29+ 21.

Por lo tanto la adicion en C es conmutativa.
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5.1.2. Multiplicacion en C.
Teorema 146 (C,-) es un monoide abeliano, (C*,-) es un grupo abeliano, con C* = C—{0}.

Demostracion: Sean z; = ay + byi,20 = as + byt y 23 = as + b3i € C
Asociativa:
1 (22 . Zg) = (Zl . ZQ) © 23

Para ello

21 (29-23) = (

(a1 + b11) - [(agas — babs) + (asbe + agbs)i

= (a1(agas — babs) — bi(asbs + azbs)) + (a1(axbs + asby) — by (azas — babs))i
(ayaza3 — a1babs — byasbs — byasghs) + (a1asbs + ayasby — byasas + bybabs)i
((aray — bibg)ag — (arby + braz)bs) + ((aras + biba)bs + (arby — bras)as)i

(arag — biby) + (ar1by + ashy)i] - (ag + bsi)

(ay + b17) - (ag + bai)] - (a3 + bsi)

21 + 2] + 2.

= |
= |
= |

Por lo tanto la multiplicacion es asociativa.
Neutro Multiplicativo: Existe 1 + 0i € C, tal que

(a1 + bll) . (1 + OZ) =a; + bll

Lo cual se comprueba del siguiente modo

(CL1 + bll) . (1 + OZ) = (a11 — 1910) + (1b1 + alo)i
= a+ bl'i

luego tenemos que el neutro multiplicativo existe y es
1 =1+ 0.

Inverso Multiplicativo: Sea a + bi € C*, existe 57 + az‘—szi, que cumple tenemos

. a -b :
(a4 bi) - <a2+b2+a2+b2l) =1+0¢

Justifiquemos lo anterior

(a + bi) “ . -b
T\ e v e T e v

a —b —b a ,
- (aa2—|—62 _ba2+b2> * <aa2+b2+ba2+b2)Z
a’>+ 0>  —ba+ba.
2+ a2t
= 140z




CAPITULO 5. NUMEROS COMPLEJOS. 136

Por lo tanto el inverso multiplicativo de a + bi es

@ U
1.
2+ a2

Conmutatividad: Debemos probar
21 Ry = 2921
Para ello

(a1 + b17) - (ag + bai)

= (ajas — biby) + (a1by + aszby)i
(
(

VAR
= o1 — bgbl) (agbl + bgal)i
as + bQZ) (a1 + bll)

= Z9°Z1.

Por lo tanto la multiplicacion en C es conmutativa.
Notacion: a + bi € C y ¢ + di € C* entonces

(a+bi): (c+di) = (a+bi)-(c+di)™*
Teorema 147 (C,+,:) es un cuerpo.

Demostracién: Se ha demostrado anteriormente que (C,+) y (C*,-) son grupos abelianos,
luego falta ver la distributividad, es decir debemos demostrar

(a1 + bll) . [(CLQ + bgl) + (ag + bg’&)] = [(a1 + blz) . (CLQ + bgl) + (CLl + blz) . (ag + bgl)]
Veamos
(al + blz) . [(CLQ + bg’&) + (ag + bgl)] = (a1 + bll) . [(CLQ + ag) + (bg + bg)l]
lo que es igual a

(a1 (as + az) — by(ba + b3)) + (a1 (by + b3) + byi(as + a3))i
(aras + ajaz — biby — b1bs) + (a1be + a1bs + asby + asby )i
= (ajas — biby + ajaz — bibs) + (a1by + asby + a1bs + agby)i
[
[

(a1a2 — blbg) (&162 + agbl) ] + [(a1a3 — blbg) + (albg + agbl)’i]
(a1 + bll) (CLQ + bgl)] + [(a1 + bll) . (CLg + bgl)]
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5.2. Conjugado en C.

Definicién 48 Sea z =a + bi € C,
Se define el conjugacion de a + bi por a — bi y se denota de la siguiente forma:

a+bi:=a— bi.
Observacién: La conjugacién es una funcién dada por

— . C — C
a+bi — a+b=a—bi.

Cumple las siguientes propiedades
Propiedad 148 Sean z1, 2z, € C se cumple
1. 21+2=2+%

2. 2120 =21 29

wll
||

3.

Z=2z sty solosib=0

k

5. Re(z) =0 siy sdlo siz=—z

Demostracién:

1. Tomemos z; = ay + b11,20 = ag + byt € C

(a1 4 b17) + (ag + bot)
(a1 + az) + (by + by)i
(a1 + ag) — (by + bo)i
(
(

Zl+22

a] — bll) + (CEQ - bQZ)

ay — bl'l) + (ag — bgl)

= z1t 2.

2. Consideremos z; = aq + b1i, 20 = ao + byi € C

ap + bl’l) (CL2 + bgl)
a1a9 — blbg) (CleQ + agbl)’i
a1a9 — blbg) — (Cleg + a2b1)’i

(
(
(
= (a1a2—(—bl)(—bz)) (a1(=b2) + aa(=b1))i
(
(

2129 =
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3. Tenemos z = a + bi luego

z = (a+bi)
= (a—bi)
= a+W

z.
4. Si Z = z por demostrar que b = 0, luego
Z=a—bi

pero z = z entonces

a—bi = a+b
bl = W
20 = 0.

Como 2 # 0 e i = y/—1 # 0 no queda mas que b = 0. Por otro lado debemos demostrar
que

Si b = 0 por demostrar que Z = z, como b = 0 entonces z = a + 07 = a, calculemos su
conjugado
z=a—0t=a=z.

5. Primero demostremos que

Si Re(z) = 0 por demostrar que Z = —z. Como
Re(z) = Re(a+bi) =0
entonces z = bi, calculemos B
Z=bi=—-bi = —=z.
5.3. Mobdulo de un Numero Complejo.
Definicién 49 Sea a + bi € C, se define el mddulo de a + bi por Va2 + b2 y se denota por
|a + bi| := Va2 + b2

y la norma de del complejo
a4 bi|| := a® + b°.

Observacién: La moédulo es una funciéon dada por

| | : C - R
a+bi — |a+bil=va®+b%
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Teorema 149 Sean a + bi,c+ di € C

i) |(@+ 03| = |a+ bil

i1) |+ bil = /(a+ bi)(a + b)

iii) |(a+bi) - (c+di)| = |a+ bi| - |c + di

w) |a+bi|=0 siysdlosi a=0Ab=0.

v) | (a+bi)+ (c+di) |[<|a+bi|+]|c+dil]
Demostracién:

iii) Tomemos z; = aj + byi, 2o = ag + byi € C tenemos

21'22‘ = ‘ (a1+b1i)-(a2—i—bgi) |
= | (a1a2 — blbg) + (albz + agbl)'é |
= \/(0,10,2 — blb2)2 + (&162 + &2[)1)2

= \/CL%CL% — 2&1&261b2 + b%b% + a%b% + 2&1&2blbg + &%b%

= \Ja2ad + b33 + a0} + a3h3

= @) @+ )

= @ +8)- (@ +1)

= /(ay + b1i)(ay — byi) - /(ag + byi)(ag — byi)
= Ja;+bii|-|as+ byt |

= |z|-|2].

Teorema 150 Sea U :={z € C | |z |=1}, entonces (U,-) es un grupo abeliano

Demostracion: La demostracién quedara como ejercicio para el estudiante.

5.3.1. Ecuacion de Segundo Grado
Sean a,b,c € C con a # 0. La ecuacion de segundo grado
az’ + bz +c=0<+= (2az + b)* = b* — dac

con un cambio de variable se obtiene
w?=A

Observacién: Las ecuacién del tipo w? = r € R, se separan en dos caso, si 7 > 0, entonces
w = ++/r, y sir <0, entonces w = £+/|r|i.
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Veremos ahora el caso en que no A no es real. Consideremos w = = + yi, A = r + ti.
Luego se tiene que x? — y* + 2xyi = r + ti, es decir,
22— y? =
20y =t

Amplificando por 4z la primer ecuacién, y la segunda elevando al cuadrado, al sumar
obtenemos
4ot = 4a%r + t*

es decir,
4o —4x*r —t* =0

luego A; = 1672 + 16¢2,

o, ArE£V16r2+1612 12442
N 8 N 2

Uno de los valores no es admisible, luego

X

r4+Vr2+t2

S
o 2

despejando de la primer a ecuaciéon obtenemos que

i\/—r+\/r2+t2
y:
2

Verificando la segunda ecuacién, obtenemos +|s| = s, luego sélo obtenemos signo posible a

la vez, es decir,
VT B4y VITEE -,
BT LCA T

Propiedad 151 La ecuacion de sequndo grado
82 =A, con Im(A) #0

Propiedad 152 Dada la ecuacion de sequndo grado

tiene dos soluciones

0==+

az? +bz+c=0cona#0

el discriminante de la ecuacion de sequndo grado es A = b*> —4ac = §° y tiene dos soluciones

- b+
2
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Ejemplo 109 Resolver las ecuaciones e sequndo grado
122+ (1+2)z2+3—-4)=0
2. (4+2i)22 —2iz+(8—1)=0

Soluciodn:

1. Dado la ecuacién 22 + (1 + 2i)z + (3 — i) = 0, tenemos

A=(1+2)2-4B—i)=1+4i—4—12+4i=—15+8i ="

Calculemos |A| =17, Re(A) = —15, sg(Im(A)) = 1 luego

17—-15 17+ 15,
1 7

0=+ 57—t 5

= £ [1 + 4i]

De lo cual obtenemos
—(1424) + (1 4 44)

2

z =

o bien
Zo=1 zn=—1—3

2. Dada la ecuacion (4 + 2i)2% — 2iz + (8 — i) = 0, tenemos
A= (-2z’)2 —4(4+2i)(8 — 1) = —4(35 +12i) = §?

Calculemos |A| = 148, Re(A) = —140, sg(Im(A)) = —1, luego
148 — 14 14 14
[ [148 = 140 0, / 8+ 0. £ 10
De lo cual obtenemos
2+ (2-120) i+ (1—6i)
2(4+2i)  4+2
o bien _ _
C1-5 3 11 _oleTi 13,
PTYT% T 10 100 YT ax2 2739

5.4. Representaciéon Cartesiana de C.

El plano euclidiano
R* = {(a,b) | a,b € R},

el conjunto ntimero complejo
C={a+bi|abeR}

y la siguiente correspondencia

f: R — C
(a,b) —  f(a,b) =a+ bi.

de esta manera todo nimero complejo puede ser representado de la siguiente manera

141
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2
| I (a,b) = a+bi
=
=l !
& I
5 |
o) |
s |
|
: Eje Real

Suma.

Adicién: Sean z,w € C, donde z = a + bi y w = ¢ + di. construimos el paralelogramo con
los vectores z y w

Inverso aditivo: La representacion del inverso aditivo de un complejo en el plano es del
siguiente figura

a—+ b

—a—bi

Conjugacién en el plano.

Dada a + bi € C, el conjugado es a — bi



CAPITULO 5. NUMEROS COMPLEJOS. 143

a—+ b

a—bi

Moédulo en el plano.

Dada a + bi € C, el médulo es vVa? + b?

Traslacion en el plano.
Otra funcion que actia de forma geométrica sobre los vectores, es la traslacion, dada por
T, : C —- C
z = Ty(z) =2+ w.
Distancia en el plano.

En el plano esta definida la distancia entre dos pares ordenados, que se puede interpretar
en los nimeros complejos del siguiente modo.
Sean z,w € C, donde z = a+bi y w = ¢+ di, entonces la distancia entre z y w esta dada
por
dist(z,w) =| w — z |

es decir,

|z—w| = \/(a—c)2+(b—d)2.

Definicién 50 Sean z = a + bi,w = c+ di € C tenemos

dist(z,w) = v/(a — ¢)? + (b — d)?
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I\

5.5. Forma Polar de un Nimero Complejo.

Dado un nimero complejo z = a+ bi € C, tiene su representacién geométrica (a, b) en el
plano euclidiano, dada las coordenadas en el plano existe un tinico a y r, tal que

(a,b) = (rcos(a), rsen(a))

donde r es el modulo del complejo y « es angulo con el semi eje positivo real.

r=+va®+ b, arg(z) =«

a—+ b

N

Notacion: Al considerar la forma polar de z € C, la podemos representar como
z = r(cos(a) + isen(a)) = rcis(a)

Igualdad en forma Polar Dada dos complejos en forma polar ricis(«), racis(f) entonces
se cumple que

ricis(a) = rocis(B) siy sélosiry =rey a =+ 2kmw, con k € Z
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5.5.1. Multiplicacion de Complejos.
Teorema 153 Sean z1, zo € C con forma polar
21 =| 2z | cis(a) 2z =| 29| cis(B)
entonces
1. z1-20=| 21| - | 22 | cis(a+ ).

2. (z)"t = |Z11 eis(—a)

z .
3. 21z = || 212|| | cis(a — B).

4. Z1 =| z1 | cis(—a).
Demostracion: Veamos el producto

21020 = (|21 | cis(a)) - (| 22| cis(B))
| 21 |- | 22 | (cos(a) +isen(a)) - (cos(B) +isen(f))

«
= |z || 2| (cos(c

por identidades trigonométrica

sen(a+ 3) = sen(a)cos(B) + sen(B) cos(a)
cos(aw + ) = cos(a)cos(f) — sen(a) sen(S)

obtenemos

145

(
= |z1 || 2| (cos(a) cos(B) + cos(a) sen(3)i + cos(f) sen(a)i — sen(a) sen(3))
( ) cos(B) — sen(a) sen(f)) + (cos(a) sen(f) + cos() sen(a))i

2129 = |21 || 22| (cos(ar) cos(B) — sen(a) sen(3)) + (cos(a) sen(f3) + cos(3) sen(av))i

= |z1]| 2| (cos(a+ B) + sen(a + ()i)
= |z | |z |cs(a+pB).
Veremos el Inverso Multiplicativo en forma Polar.

1

z = (| z]cs(a) = w

. 1 ~cos(a) — sen(a)t
| 2| (cos(a) + sen(«)i) cos(a) — sen(a)1

1 cos(a) —sen(a)i

| 2 | cos?(a) — sen?(a)i?

1 cos(a) —sen(a)i

| 2 | cos?(a) 4 sen?(«)

- % cos(a) — sen(a)i
= ﬁcz’s(—a).
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Ahora la Divisién de Complejos en forma Polar:
sea 2o =| 29 | cis(B) # 0

Lot = (a eis(a))(] 2 | cis(8)

por lo anterior tenemos

1
T2 cis(—p)

(| 22 | cis(B))™ =

reemplazando obtenemos

Finalmente la conjugacion, para ello calculemos el conjugado

Z = |z|cos(a)+ | z|sen(a)i
= |z | cos(a)— | z | sen(a)i

= | z| (cos(a) — sen(a)i).
Recordemos que la funcién coseno es par y la funcién seno es impar luego

zZ = | 2] (cos(a) + sen(—a)i)
= |z | (cos(—a) + sen(—a)i)

= | z|cis(—a).

5.5.2. Teorema de Moivre.

El siguiente teorema es la generalizacion natural del teorema anterior y nos ayuda en
poder calcular las potencias de un niimero complejo.

Teorema 154 Sea z € C,n € N donde z = | z | cis(a) entonces

M=z |" cis(na)
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Demostracién: Tomemos z = | z | cis(a) y calculemos su potencia n-ésima

2= (2] cs(a))"

= |z|" cis"(«).

Veamos el valor de cis"(«)

n—l(

cis"(a) = cis" (a)cis(a)

= (S

((n —1a)cis(a)
= as((
= cis(

n—1)a+ )

cis(na)

La demostracion es por inducciéon y sélo hemos realizado la parte medular O

5.5.3. Raiz n-ésima de un Complejo.

Encontrar o determinar los niimeros complejos que a la n-esima potencia nos dan un
complejo conocido, es decir, dado w € C, cuales son los z € C tales que 2" = w. Tales
numeros complejos son llamados raiz n-ésima de w.

Propiedad 155 Sea w € C,n € N donde w =| w | cis(a) entonces la soluciones de la

ecuacion 2" = w son
o+ 2k
w | cis | ———
n

conk=0,1,---,n—1, llamadas las raiz n-ésima de w

n

2k —

Demostracién: Supongamos que z = |z|cis(f) entonces

n

2" = w
(| 2] cis(8)" = |w| cis(a)
|2 |" cis™(B) = |w]| cis(a)
Por teorema 154 tenemos
|z " cis™(B) = |w| cis(a)
| 2 |" cis(nfB) = |w]| cis(a)
Luego
| z|"=[w]| vy cis(nB) = cis(a)

Por lo tanto

|z ]= V] w]
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y ademas
cis(nf) = cis(a).

Por ser un punto de la circunferencia unitaria luego tenemos

nB = a+2kr keZ

2k
B = @t 2k k=0,1,---,n—1
n

Claramente todas z, = {/| w [cis(*25T) es una solucién de la ecuacion, ya que
n
. . (a+2km
2y = (\/| w |cis <7))
n

- () (o (=)

= |w]|cds(a+2kr) =|w| cis(a) =w

O
Observacién: Un caso particular de la raiz n-esima de un complejo es la raiz n- esima de
la unidad o 1.

Ejemplo 110 Resolver
=1

Solucién: Antes de resolver la ecuaciéon notemos que 1 = cis(0), la ecuacién esta dada por
2" = ¢is(0). Por lo tanto

. <0+2k7r) _ (2/€7T) & (27?)
2z = cis =cis| — | =cis" | —))
n n n

ke0,1,2,...,(n—1)

Observacién: Las raices n-ésimas de la unidad, geométricamente representan los vertices
de un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia unitaria.
Si consideramos el conjunto de las n raices de la unidad

2
R, = {czsk(%) |l{::O,1,-~-,n—1}

Propiedad 156 El conjunto R, es un grupo abeliano.

5.6. Los Enteros Gaussianos.

Definicién 51 Sean Z el conjunto de los nimeros enteros. Se define los enteros Gaussianos
por:

Z[i) ={a+bieC | a,beZ} CC
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Observacién: Note que tenemos las operaciones definida en C, solamente no se cumple
la propiedad del inverso multiplicativo, ademads tiene sentido el conjugado, el moédulo y la
norma.

Teorema 157 (Z[i],+,-) es un anillo conmutativo.

5.6.1. La Norma de Z[i].

Definicién 52 Sea a + bi € Z[i], definiremos la norma de a + bi como
a4 bi|| := a® + b*.
Observacién: La norma la podemos considerar como una funcién de la siguiente forma

2l = 2
a+bi — |la+bi]| =a*+0b%

Propiedad 158 Tenemos que la norma cumple con la siguiente propiedad
||(a1 + bll) . (ag + bQZ)H = ||a1 + bl’LH . ||CL2 + bQZH
Demostracién: Sean a; + byi, as + byi € Z[i], luego
H(a1 + bll) . (CLQ + bQ’L)H = ||(CL16L2 — blbg) + (a1b2 + a2b1)iH
= (&1@2 — blb2)2 + (albz + &261)2
= CL%G% — 2@1&2()1()2 + b%bg + a%bg + 2@162@2()1 + a%b?
= alas + b3b3 + albs + a3b?
= aja; + ajbs + asbi + bibs
(ai +07) - (a3 + b3)
||CL1 + bllH . ||Cl2 + bQZH

Como la funcién norma tiene como resultante un nimero en Z, tenemos que las propie-
dades de Z se pueden heredar a la funcién norma.
Observaciéon: Repasaremos los conceptos anteriormente definidos para extensiones cuadra-
ticas de los niimeros racionales

5.6.2. Unidades de Z][i].

Definicién 53 Sea u € Z[i], se dice que u es una unidad de Z[i| si y sdlo existe v € Zl[i] tal
que multiplicados por u, se obtiene el resultado 1, es decir,

we€ U(Z[i]) siy sdlo si, existe v € Z[i] tal que u-v =1
Teorema 159 Sea z € Z[i] diremos

z € U(Z[i]) siysdlosi |z|| =1
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Demostracién: Si z € U(Z[i]) por demostrar que ||z|| =1
Como z € U(Z][i]) entonces 3 v € Z][i] tal que

zooo = 1 /|
[z ol = [IL]
[ - ol =1

Como ||z]], ||v|| € Z y tienen inversos multiplicativos entonces
Mzl =1 Aol =1) v (lzll = =1 A ol = =1)
pero ||z|| v ||v]| son suma de niimeros positivos entonces
ol =1 A ol =1

En el otro sentido, si ||v|| = 1 por demostrar z € U(Z[i]) quedard como ejercicio para el
lector. O

Definicién 54 Sean z € Z[i] — {0}, w € Zli], se dice que z divide a w si y solo si existe
u € Z[i], tal que w = zu, es decir

zlw <= (Fu e Zi])(w==z-u).
Ejemplo 111

1. Determine 3|6i € Z[i].
2. Determine 3i|6 € Z]i].
3. Determine (2 —1)|(1 + 27) € Z[i].
4. Determine (3 —1)|(2 + 5i) € Z[i].
Solucién:
1. Determine 3|6: € Z[i]. Como 6i = 3(2i), con u = 2i € Z[i] Por lo tanto 3|6:.
2. Determine 3i|6 € Z[i]. Ya que 6 = 3i(—2i), con u = —2i € Z]i] Por lo tanto 3i|6.

3. Determine (2—1)|(1+42i) € Z[i]. Supongamos que (2—1i)|(1427), luego existen a,b € Z
tal que:

14+2i = (2—1)-(a+bi)
1+2i = 2a+2bi —ai+b
142 = 2a+b+ (—a+20b)i
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Luego tenemos el sistema
1 = 2a+b
2 = —a+2b

Amplificando por 2 la segunda ecuacién y sumando obtenemos
5=>5b
de lo cual b = 1, reemplazando obtenemos a = 0, luego tenemos

142i = (2—4)(i)

Por lo tanto 2 — ¢ divide a 1 + 2i en Z][i].

4. Determine (3—1)|(2+57) € Z][i]. Supongamos que (3 —1)|(2+57), luego existen a,b € Z
tal que:

2450 = (3—1i)-(a+bi)
245 = 3a+3bt—at+0b
2450 = 3a+b+ (—a+3b)i

Luego tenemos el sistema
2 = 3a+0b
5 = —a—+3b

Amplificando por 3 la segunda ecuaciéon y sumando obtenemos
17 =100

de lo cual 10|17, lo que es imposible

Por lo tanto 3 — ¢ no divide a 2 + 5i en Z][i]
Propiedad 160 Sean z,w € Zli] entonces se cumple
zlw en Z[i] implica || z|| | |Jw|| en Z.

Demostracién: Sean z, w € Z[i], tal que z|w, luego existe u € Zl[i] tal que

w = z-u [ |
Jwl| = |z
[wl =[] - [Jull
De lo cual obtenemos
2] | [[w]]-
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Definicién 55 Sea z € Z[i] — U(Z[i]) no nulo, se dice que z es primo en Z[i] si y sdlo si
(Vw € Z[i| — U(Z[7]))(Fu € U(Z[i]))(w|z = w = zu)

Observacién: Sea p es un entero distinto de cero y tal que p = a? + b* entonces p no es
primo de Z[i], ya que
p=a*+b* = (a+bi)a— bi)
Ejemplo 112 No son primos en 7Z][i]
2=12+12=(1+i)(1—-i);5=22+12=(2—4)(2+1); 13=32+22 = (3 — 20)(3 + 2i)

Ejemplo 113 1+ 2i es primo en Z][i]

Solucién: 1+ 2i es no nulo y no es unidad. Sea w € Z[i] — U(Z[i] tal que w|z, luego existe
u € Z[i] tal que z = wu, calculando la norma obtenemos que ||z|| = ||wu|| = ||w||||u||, por lo
tanto 5 = [Jw||||u||, pero w no es unidad, luego ||w|| # 1, de este modo se tiene que |ul| =1,
por lo tanto invertible w = zu™' = 2@, luego 1 + 2i es primo en Z]i].

Teorema 161 Sea p un nimero primo en Z tal que p = 1(mod 4) entonces p no es un
nimero primo en Z[i|

Demostracién: Sea p primo tal que p = 1(mod 4), luego existe x € Z tal que 2> = —1(mod p),
luego
pl(z —i)(z + i)
Supongamos que p es primo en Z[i] entonces
plx—i) VvV pl(z+i)

existe a,b € Z tal que

r—i=pla+bi) V x+i=pla+bi

xr—1=pa+pb V T +1i=pa+ pbi

de lo cual pb = +£1, luego es una unidad en Z, lo que es una contradiccion. Por lo tanto p no
es un numero primo en Z[i] O

5.7. Algoritmo de la Division

El algoritmo de la divisién en Z, corresponde a dado dos elementos a,b € Z, con a no
nulo existen ¢, r € Z, tales que b =aqg+r, con 0 <7 < |al.

La anterior se puede reescribir del siguiente modo, existen q,r € Z, tales que b = aq + r,
con 0 < |r| < L‘2b|

Por ejemplo;

15=4(3) +3=4(4) + (=1)  —13=4(—4) +3 =4(=3) + (—1)

los valores anteriores eran unicos, pero con la condicién actual no son tinicos, 14 = 4(3)+2 =
4(4) + (—2).
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Propiedad 162 Sean z,w € Z[i|, con z no nulo, entonces existen q,r € Z[i|, tales que
w=zq+r, con0<|r|]| < |z

Demostracién: Primer caso: Sea w = a+bi y z = ¢, con a,b,¢c € Z. Luego existen
1, q2,71, 72 € Z, tales que

<]

a=cq +r b= cqs+ 13, con |r;| < 5

Reescribiendo tenemos a + bi = ¢(q1 + qot) + (11 + 727)

2
||7”1+7"2i||:7"§+7’§§%<02

De este modo tenemos existen ¢ = q; +@ot, 7 = 1 +798, tal que w = zg+7r con 0 < ||r|| < [|z]|.
Segundo caso: Sea w =a+bi y z = c+ di, con a,b,c,d € Z. Luego por el caso anterior
existen ¢, € Z, tales que

wZ = (a + bi)(c — di) = (¢ + d*)q + 71 con ||r1|| < ||c* + d?|.

de lo cual se tiene que r; = (a + bi)(c — di) — (¢* + d*)q = [(a + bi) — (¢ + di)q](c — di).
Definamos r = (a + bi) — (¢ + di)q, luego tenemos r; = r(c — di)

Irll(c* + d*) = |Ir(c = di)l| = [Iri]] < [|c* + @

Simplificando obtenemos 0 < ||r|| < ||z|| ¥ se cumple que w = zq + r. O
Ejemplo 114 En cada caso, determine q,r € Z[i] tal que

1. 13+ 21i =4q+r con ||r|| < ||4]

2. T+2i=3+1i)g+r con |r|] <|3+1

3. 3—=5i=(3—2i)g+r con ||r|| <|3— 2i
Solucién:

1. 13+ 21i =4q+r con ||r| < ||4| Como 15 =4(4) — 1, 21 =4(5) + 1 , por lo tanto

13421li=(4(4) — 1)+ (4(5) +1)i =4(4+5i) + (-1 +1)
Ademss | — 1+ =2 < 16 = ||4].

2. T+2i = (3+14)g+r con ||r|| < |[3+7| Veamos primeros ||3+i|| =10y (7T+2i)(3—i) =
23 —i Como 23 = 10(2) + 3, —1 = 10(0) — 1, luego tenemos ¢ =2+ 0i, r; =3 — i
Sear =7+2i—23+1i) =1, luego ||1|]| = 1 < 10 = ||3 +i|| y se cumple que
T+2 =3+i)2+1

3. 3—bi = (3—2i)g+r con ||r]| < ||3—2i|| Veamos primeros ||3—2i|| = 13y (3—5i)(3+2i) =
19 — 9i Como 19 = 13(1) + 6, —9 = 13(—1) + 4, luego tenemos ¢ =1 —14, 1 =6+ 4i
Sear =3—5i—(1—4)(3—2i) =3—5i—(1—>5i) =2, luego ||2]| =4 < 13 =||3 — 2i]|
y se cumple que 3 — 5i = (3 — 2¢)(1 — i) + 4.
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5.8. Ejercicios Desarrollados

Ejemplo 115 Determinar z € C tal que:
a) |z| —z =141 Solucién: Sea z = a +bi, |z| =+vVa®+?
1+i = |z]—=2

1+7 = Va®>+b—a-—bi,

luego tenemos el sistema

vaz+b2—-—a = 1
b= 1

Reemplazando obtenemos

a2+1 = 1+a /()?

a?+1 = 14+2a+d?
0 = 2a
0 = a

Por lo tanto 2z = 0 — ¢ es la solucién.
b) |z| + 2z =3+ 2i.
Solucién: Sea z = a + bi, |2| = Va2 + b2
3+2i = |z|+z2
342 = Va2+b2+a+bi

luego tenemos el sistema

Va2 +24+a = 3
b = 2

Reemplazando obtenemos
a2+4 = 3—a /()
a>+4 = 9—6a+ad
-5 = —b6a
— — a
Note que, para elevar al cuadrado era necesario que 3 — a es no negativo, con el valor
encontrado lo cumple. Por lo tanto z = % + 27 es la solucién.
¢) 22+ 122=0
Solucién: Sea z = a + bi, 2? =a®+ 2abi — b, |z|> =a® +1?
240z = 0
a®+2abi — v +a®>+b = 0
a?+2abi = 0
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De lo cual obtenemos

a? =

0
2ab = 0
Luego a = 0.
De este modo, el conjunto solucién es S = {0+ b | b € R}
d) |=2 =1
Solucién: Sea z =a + bi
|z — 4|

-8

|z —4] = |z—§|
la+bi—4] = |a+bi—8|
la —4+4+bi| = |a— 8+ bi|

@I P = VR /)
a’—8a+16+b" = a’—16a+ 64+’
16a —8a = 64—16
8a = 48
a = 6
Por lo tanto, el conjunto solucién es S = {6 + bi; b € R}

Ejemplo 116 Determinar el lugar geométrico en cada caso
a) A={z€C | |z—4—1i]=|z-5]|}
Solucién: Sea z = a + bi
la+bi—4—1i = |a+bi—05
la—4+(b—1)i] = |a—5+ b
Vie=42+0-1? = (a—-52+0 /()
(a—42+(b-1)?% = (a—5)?+10b
a>—8a+16+b"—2b+1 = a®—10a+ 25+ b
20—2b = 8 /+2
a—b = 4

Por lo tanto A ={a+bi € C | a—b=4}, representa una recta en R2
b) A={zeC | |=}|=2}

Solucioén: Sea z = a + bi

|z + 2|
2
|2 = 2|
|z+2] = 2]z—2]
la+bi+2| = 2la+bi—2

la+2+bi| = 2la—2+ b
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(@+22+0* = 2¢/(a—22+0* /()
a>+4da+4+b = 4a® — 16a + 16 + 4b*
0 = 3¢>—20a+12+3p* /=3

2
0 = a2—£a+4+bz

20\ 2 400
0 = _ = W¥— 44
(a )+ 36+

6
256 20\ .,
E (a‘f) o
16\ ° 20\ °
- = - = b2
&) - (%)

Por lo tanto A = {a +bieC | (a — %)2 + b = (%)2}, representa una circunfe-

rencia en R2.

c) A={z€C | z—Z=1}

Solucién: Sea z =a+bi, Z=a—bi

z2—%Z = a+bi—a-+b
1 = 2bi
1 = 2b
1

5 = b

b

Por lo tanto A={a+bi € C | b=1}, representa una recta en R?.

d) A={z€C | z+z=|z*}
Solucién: Sea z =a+bi, Z=a—0bi, |z|=+va®+b
Z+z = a—-bi+a+bi
a+b = 2a
a>—2a+1+0* = 1
(a—1724+b = 1

Por lo tanto A ={a+bi € C | (a—1)*+b* =1}, representa una circunferencia en
R2.

e) A={z€C | |(1+4i)z—(14+30)| <1}
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Solucién: Sea z =a + I

[(1+d)z—(1+30)] <
|(1+4) - (a+bi) —(1+3i)] <
la4+bi+ai—b—1-3i)| <
(a—b—1)+(a+b—13)i] <
V0@—-b—12+(a+b-3)2 <
(a—b—17+(a+b-3)* <
a®+b*+1—2ab—2a+2b+b*+a*+9+2ab—6a—6b <
2a* — 8a +2b* —4b <

o —da+0*-20 <
(a—2P2—4+(b-12-1 <
(=22 +(0-1)? <

157

Por lo tanto A = {a+bi € C | (a—2)?+ (b—1)? <= 1}, representa un disco de

centro (2,1) y radio % en R2.

Ejemplo 117 Encontrar el Arg(z) en cada caso

Sp—" E
Por lo tanto Arg(z) = 2% k —4
b) 2= 5
i —242 _ —2-2 _ 1 _ 1i
T oo Tovai T a4 T 1T 2
dk
1 4
(7 _ T
e (21) =5
4 _1_ 1,
Pero el nimero complejo, esta en el tercer cuadrante luego 4o
o
A = —
rg(z) =~
Ejemplo 118 FEscriba en forma polar en cada caso
a) z=+/3i 5

B
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Por lo tanto Arg(z) =2, |[z| =3

T
zzﬁ-czs(—)
2
g
b) 2 =55
o i =242 _ =2-% _ _1 _1;
= 9% T T2y . 444 4 1

, 5

Veamos ahora su médulo f e
— 1 1 _ 1_ 1
|Z‘_\/16+16_\/;_2\/§

De lo cual obtenemos

N
NS

Ejemplo 119 Encuentre el valor de:

a) (V3 —3i)°

Solucién: Sea z = /3 — 3i, primero graficaremos para observar el cuadrante en que
se encuentra

T
\

Ademas tenemos que

()

y el nimero complejo esta en el cuarto cuadrante, luego Arg(z) = %’T El médulo es
2| = V3 +9 =112 = 2-+/3. Veamos ahora su potencia

(V3 —3i)f = (2-\/5(:@3 (%ﬂ))ﬁ 638 s (5.367T)

= 20.3%. cis(10m) = 2°- 3% - (cos(0) + isen(0) = 2° - 3°.

Por lo tanto (v/3 — 3i)® = 1728.

(1 + Z‘)BO
Solucién: Sea z = 1 + i, note que esta en el primer cuadrante y que tg™* (%) = 45,

luego tenemos Arg(z) = Z. ademds su médulo es |1+ | = /12 + 1% = v/2. Con lo cual
obtenemos 1 + i = 22 - cis (2).
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Reemplazando

(140> = 2% .cis <3?T7T>:215-cis <15—”)

Por lo tanto obtenemos que (1 + )% = 2% . (0 — i) = —2'5;
¢) (1-+v3i)°
Solucién: Sea z =1 — /37, tg™! (#) = —60.

Por lo tanto Arg(z) = y [z] =1 +3=2. 1-v3i

Reemplazando
5
2
(1-V3i)° = (2-cis OTNY g5 g (28
3 3
s

Luego obtenemos (1 — v/37)° = 2* - (1 +/3i)

Ejemplo 120 Determinar todos los z € C tal que: (21;2)4 =1

Solucion:

Cl

1—2z 2km
P czs( 1 ) k=0,1,2,3

Luego despejando z tenemos

2k
1—2z = as (Tﬂ) (224 1)

2%k ok
(1+ 2cis (Tﬂ))z = 1—icis (TW)

Ahora veremos las cuatro posibilidades
e k=0, cis(0)=1.

Reemplazamos obtenemos 3z = 1 — 1, luego z = % — 21

W=
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o k=1, cis(3)=1

Reemplazamos obtenemos (1 + 2i)z = 2, luego
2 4
=2.(1+2))'==—- =4
2 (14 2d) F gl

e k=2 cis(m)=-1

Reemplazamos obtenemos —z =1 + ¢, luego z = —1 — 1.

o k=3, cis(¥)=—i

Reemplazamos obtenemos (1 — 2i)z = 0, luego z =0

Por lo tanto z € {§ — 3i, 2—2i, —1—1i, 0+0i}

Ejemplo 121 Resuelva en los siguientes casos

a) 22 =21

Solucién: Como 2i = 2cis(F)

Sik=0, 20=v2-cis(3) = VI (L + ki) =1+
Sik=1, 5 =v2-cis(F) =2 (-5~ i) =-1-4
Por lo tato el conjunto solucion es

S={1+1i, —1—1i}

b) 26 =8

Solucidn: Se tiene 8 = 8cis(0)

2
o = \‘/§~cz’s< k”); k=0,1,234,5

Sik=0, z =8 cis(0)=+v8-1=+8

Si k= 1, 8- cis (5) = V8- (1 + i)

Sik=2, %V8-cis () = V8- (—4+ %)

Sik=3, z3=+v8 cis(t)=+v8 —1=—v8

Sik =4, 2= V8-cs (%) = V8- (=4 - i)
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Sik =5, 2= V8-cs () = V8-

Por lo tato el conjunto solucion es
1 3
={+V8, +V8 ([ - + Y3 , V38 ——+£z
2 2! 2
c) 22 =—1+1

Solucién: Como —1 + i = v/2cis(2

N[
[\

Sik=0 2= ¥2cis (1) = V2 (5 + i)
Sik=1 zlzw-cz's(L)
Sik=2 22:\‘/§-Ci5(m—”)

Por lo tato el conjunto solucion es

s={v2(J5+ 5) Ve () e (55}

Ejemplo 122 ;FEl nimero 47 es primo en Z[i]? Justifique

Solucion: Sean z; = a + bi, w = ¢+ di, no unidades, tales que

zow = AT /|
2] - flwfl = 147]
Izl flwll = 472

Considerando que son positivo y 47 es primo en Z tenemos

Il =47 A w]] = 47

Supongamos
Izl = 47
a®+ b = 47
a®+b* = 0(mod 47)
a? = —bi(mod 47) /-by% by #0
a?-b;? = —1(mod 47)

(ap-byh)? = —1(mod 47)

161
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Luego —1 es un cuadrado médulo 47. Por otro lado, determine si es un cuadrado con el

simbolo de Legendre
_1 471
) =(=1)"7 =-1
(7) =
Lo que es una contradiccion.
Por lo tanto 47 es primo en Z[i]
Ejemplo 123 Determine si 7+ 4i es primo en Z|i]

Solucion: Sean z; = a + bi, w = ¢ + di no unidades, tales que

zow = T+4 /|
2[ - lwll =117 + 44l
2]} - [Jwl] = 65=13-5

Salvo orden obtenemos

lzl=5 A |lw| =13
A+ =5 AN *+d*=13

Una solucién es
T4+ 4i=(142i)-(3—2i)

Por lo tanto 7 + 44 no es primo en Z|i].



Capitulo 6

Anillo de Polinomios.

Una forma de definir los polinomios en forma intuitiva es la siguiente:
Sea (K, +,-) un cuerpo, entonces un polinomio con coeficiente en K es de la siguiente
forma
p(z) = apz™ + ap_ 12"t - a4+ ag

donde n € N, a,,, 4,1, Gn_2, ..., a1, aq son los coeficientes del polinomio, elementos de K
Se dice que el grado de p(z) es n si y sélo si a,, # 0, y se denota por gr(p(z)) =n
Se denota el conjunto de los polinomios con coeficiente en K del siguiente modo

Klz] :={p(z) | a; e K y n € N}

Sean p(x),q(x) € Klz], se dice que los polinomios son iguales o p(z) = ¢(z) si y sélo si
son iguales coeficiente a coeficiente.

Definicién 56 Sea F(N,K) el conjunto de la funciones de N en K, entonces el conjunto de
los polinomios con coeficiente en K en la variable x es

K[z] :={ p € F(N,K) | p7*(K*) es finito }
Ademds si p € K[z] no nulo, entonces se define el grado
gr(p) = max(p~ (K")).
Notacidn: Sea p € K[z], y gr(p) = n entonces

pa) =po+pi' + - puoar” 4 paa = pa’
=0

La igual de polinomio corresponde a una igual de funciones

163
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6.1. Estructura Anillo.

Adicidn: Sean p(x),q(z) € K[z], entonces la suma es la suma funcional, es decir,
p+q : N — K
i~ Pt g

luego se tiene para que el valor p; +¢; es distinta de cero, al menos un de ello debe ser distinto
de cero. Por lo tanto

gr(p +¢q) < méx{gr(p), gr(q)}
Con la notacién intuitiva, tenemos que esta definicion se transforma del siguientes modo:
Sean p(x) = a,a™ +---+ag y ¢(x) = by x™ + - - - + by para ello consideraremos 3 casos

(i) Sigr(p(z)) > gr(q(z)) entonces n > m por lo tanto
p(r) +q(z) = (a, 2"+ - +ag) + (bpa™ + -+ by)
= (apz™ + -+ anz™ + - +ag) + (bpr™ + -+ by)
= a2+ -+ (A + bp)x™ + (ao + bo).

(ii) Si gr(p(z)) = gr(q(x)) entonces n = m por lo tanto

p(x) +q(r) = (an2" +---+ag) + (bpx™ + -+ by)
= (apz" 4+ -+ ag) + (bpz" + -+ + by)
= (an+by)z" + -+ (ap + bo).

(iii) Si gr(p(x)) < (¢(z)) entonces n < m por lo tanto

p(r) +q(x) = (a, 2"+ +ag) + (bpa™ + -+ by)
= (ap@" 4+ ag) + (bpa™ + - + bz + - - + by)
b @™ + - -+ (an + by)x"™ + (ag + bo).

6.1.1. Suma en K]z]
Propiedad 163 Sea K[z| el anillo de polinomios se cumple
(K[z],+) forman un grupo abeliano.

Demostracién: Sean p(x),q(x),r(x) € K|z],
Asociativa:

p(z) + [q(z) +r(z)] = [p(x) + q(2)] + r(z)
Luego

(p+(g+7)i = pit(g+7)
= pi+ (g +7i)
= (pit+a@)+r
= (p+aq)i+m
= ((p+q) +r)
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Neutro Aditivo: existe 0(x) € K[z]| funcién nula

p(z) +0(z) = p(z)
Para ello

(p+0) = pi+0;
= p,-+0
= Di

Observacién: Notemos que 0(z) = 02™ 4 --- 4+ 0 = 02" 4 - - - 4 0.
Inverso Aditivo: Sea p(x) € K[z], existe

- : N - K
7~
tal que

Para ello

Observacién: Notemos que p(z) = a," + a, 12" + - - + ag € K[z], entonces
—p(z) = —a,2" — a1 2"t — a.
Conmutatividad: Debemos probar
p(x) + q(x) = q(z) + p(z)

Para ello

(P+aq)i = pi+a
Qi + Di
= (q+p)

6.1.2. Multiplicacién en K]z]

Multiplicacién: Consideremos p(x), ¢(x) € K|z], entonces la multiplicacién es dada por

p-gq : N — K
[ Zzzopk—i(ﬂf

note que el valor >j_pr_iqx es cero, si el i > n+my S P igy = DPugm, cuando
n = gr(p(x)) y m = gr(q(x)). Por lo tanto

gr(p-q) < gr(p) +gr(q)
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Con la notacién intuitiva, tenemos que esta definicién se transforma del siguientes modo:

Sean
p(x) =aps" 4+ +ao y q(x) =bypa™ +---+bo
tenemos
p(x)-q(z) = (2" + -+ ag)(bypa™ + - + b)

= U™+ (Anbp1 + A 1b) 2T 4 o (arb, + aghy )T + agby.
Propiedad 164 (Kz],+,-) es un anillo conmutativo.

Demostracién: Sean p(x),q(z),r(z) € K[z],

Asociativa:
p(x) - la(x) - r(z)] = [p(z) - q(z)] - r(z)
Neutro:
p(z) -1 =p(x)
Conmutatividad:
p(x) - q(z) = q(z) - p()
Distributividad:

p(@) - la(z) +r(x)] = [p(x) - q(z)] + [p(z) - r(z)]
Definicién 57 Sean p(z),q(z) € Klz|, se dice que p(x) divide a q(x) si y solo si eziste
r(z) € K[z] tal que
La notacion es similar:

p(z) divide a q(x), lo denotamos por p(x)|q(x).

Definicién 58 Las unidades de K[z|, corresponde a lo elementos que tiene inverso multi-
plicativos, es decir,

p(z) eUKz]) < (Fq(z) e K[z])( p(z)q(z) =1)
Propiedad 165 Sea K un cuerpo entonces

U(K[z]) = K*.
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6.2. Algoritmo de la Divisién en K|z|.

Sean K un cuerpo y p(z), ¢(z) € K[z] tal que ¢(z) no nulo, entonces existe r(z), s(z) €
K[z] tal que

p(x) =q(x)-s(x) +r(x)  gr(r(z)) <gr(q(z)) or(z) =0.
Demostracion: Tomemos el conjunto de los polinomios de la siguiente forma
H = {p(z) —q(z) - a(z) | a(x) € K[z]}

Si consideramos r(x) como el polinomio de menor grado o r(z) = 0, que pertenece a H
tenemos

r(z) = pla) —qlz) - s(z)
p(x) = q(z)-s(z)+r(z)
Supongamos que r(z) # 0y gr(r(z)) > gr(q(z)), con
r(z) =apx™ + - +ag, q(x)=0bupx™+---+b

luego
an n—m

@) = r(e) - 22" "q(@) € Kl

Tiene grado menor y pertenece a H. O
Notacidn: En el algoritmo de la divisién el polinomio s(x) se llama cuociente y r(z) el resto.

6.3. Division Sintética.

Ejemplo 124 Determinar el resto y el cuociente al dividir p(z) = x* + 62> + 722 — 62 —8 €
R(z] por x4+ 1

xt 4623 4722 —6x -8 x+1 =2345x2+2x—38

A
523 +7x%2 —6x —8
—5z3  —hHz?

222 —6x —8

—222 -2z
—8xr -8
8r +8
0

Luego tenemos
2t 4+ 62 + 72° — 60 — 8 = (z + 1)(2* + 52° + 27 — 8) + (0)

El proceso anterior, lo podemos resumir de la siguiente manera
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—-111 6 7 —6] =8
-1 -5 =2 8
1 5 2 -8 0

El proceso de la divisién sintética es un regla, que permite resumir la divisién de polino-
mios para un caso particular.

Para ello supongamos que deseamos dividir p(z) = a,2"+a,_12" *+- - - ayx+ag deseamos
dividir por x — a.

Lo cual lo denotamos por:

Q| Ap Ap—1 aq Qg
Oébn_l Oébl Oéb()

an, Ap—1 + aay, a1 + aby || ag + aby
bn—l bn_g cee b() Co

y obtenemos el siguiente resultado

" + ap 12" ar +ag = (2 — @) (b1 2" b+ by) + co.

6.4. Maximo Comun Divisor

Definicién 59 Sean a(z),b(z) € K[z]. Se dice que d(z) = MCD(a(x),b(z)) € K[z]| si y
solo si

1. d(z)|a(z) A d(x)|b(z)
2. St h(x)|la(z) N h(x)|b(x) entonces h(x)|d(x)

Observacién: si d(z) es un maximo comun divisor de a(z),b(x) y o € K* entonces ad(z)
también es méximo comun divisor de a(z), b(x)

Teorema 166 Sean a(z),b(z) € K[z]. Si d(x) = MCD(a(x),b(x)) € K[x] entonces existe
p(z),q(z) € K[z| tal que
d(z) = a(x)p(x) + b(z)q(x)

Demostracién: Sea A = {a(z)p(z) + b(z)q(x) | p(x), ¢(x) € Klz]}.
) Primero notemos que si r(x), s(z) € A, c(z) € K[z], entonces r(x) + c¢(z)s(x) € A, para
r(z) = a(z)pi(z) + b(x)q (), s(x) = a(@)pz(z) + b(7)ga2(x)

luego tenemos

(@)p1(x) + b(x) gz () (+c(2) (a(2)p2(z) + b(2)ga2())
(@)(p1(2) + c(@)p2(2)) + b(2) (01 (2) + c(2)ga2(x))

r(z) + c(x)s(x) a
= a
Sea d(z) el polinomio no nulo de grado menor en A, demostraremos que todo polinomio

en A es un multiplo de d(z).
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Sea h(x) € A, luego aplicando el algoritmo de la divisién obtenemos
h(z) = d(z)s(x) +r(z) con gr(r(x)) < gr(d(x)) o r(x) =0.

Luego tenemos que r(z) = h(z) — d(x)s(x) € A, por lo tanto r(z) = 0, es decir,

Notemos que a(z),b(x) € A, luego d(z)|a(x) y d(x)|b(z).
Ahora supongamos que h(x)|a(z) y h(z)|b(x), como d(z) € A, luego tenemos

d(x) = a(z)p(z)+ blx)q(z)
d(x) = h(x)si(x)p(x) + h(z)s2(2)q(z)
d(x) = h(z)(si(x)p(x) + s2(x)q(x))

de lo cual tenemos h(zx)|d(z). O

6.5. Raices de un Polinomio.

En esta seccion se relaciona las raices de un polinomio con una factorizacién, pero antes
veremos la diferencia entre polinomio y funcién polinomial Sea p(z) € K[z], luego

p : N —- K
LoD

y la funcién polinomial
K — K

a ~ pot Zirﬁ) pi-a

Definicién 60 Sea p(z) € K[z] y o € K.
Se dice que o una raiz o un cero de p(x) si y sélo si p(a) =0

Teorema 167 (del factor) Sean p(x) € Klz] y o € K con gr(p(x)) > 1 tenemos
a esraiz de p(x) siy solo si (x— a)|p(z).

Demostracién: En primer lugar suponemos que « una raiz de p(x)
Aplicando el algoritmo de la divisién a p(z) con (z — ) tenemos

p(z) = (x—a)- s(x)+r(x) (6.1)

donde r(x) es una constante.
Si evaluamos la funcién polinomial en « obtenemos

pla) = (a—a)-s(a)+r(a)
0 = r(a)
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Luego r(z) = 0, reemplazando en 6.1 tenemos

p(z) = (z—a)- s

Por lo tanto (z — «)|p(x).
En el otro sentido, si (x — «)|p(z) entonces

p(x) = (r—a)-q(z)
Evaluando en o obtenemos
pla) = (a—a)-q(o)
= 0.
Por lo tanto « es raiz de p(z). O

Notacién: Sea p(z) € K[z], si consideramos p(z) = 0, la llamaremos ecuacién polinomial.
Y las solucién entregan las raices de p(x).

Teorema 168 Sea p(z) € K[z], gr(p(z)) > 1 entonces existe un cuerpo K tal que p(x) tiene
todas las raices en K.

Teorema 169 Sea p(r) € Klz], si gr(p(z)) = n > 1 entonces p(x) tiene ezactamente n
raices en K.

Demostracién: Sea a; € K una raiz del polinomio p(z) entonces (z — o) divide a p(z) y
por algoritmo de la division

p(x) = (x—a)-r(z) y gr(r(x)) =n-1

Ahora consideremos s € K otra raiz pero del polinomio r(x) entonces (z — a) divide a r(x)
y ademas

r(x) =(x—o)-s(x) y gr(s(z) =n—2
reemplazando obtenemos
p(x) = (. —on) - (. — a2) - s(x)
Si repetimos el proceso sucesivamente y suponiendo que todas las raices estan en K tenemos

p(z) = (z —an) - (= az) - (x = o)

donde «; es una raiz de p(z). Sea [ una raiz entonces

0=p(B)=(B—-a) (B—-az) (8 —an)

Como K es cuerpo, luego f — a; = 0 entonces 5 = «. O
Observacién: Si el polinomio p(z) no tiene todas sus raices en K|x] entonces

plx) =(z—on)- (x—az) (v —a)-q(z) y grlgle)) =n—i



CAPITULO 6. ANILLO DE POLINOMIOS. 171

Teorema 170 Sea p(x) € K|z], si gr(p(x)) < 4 entonces existe una formular para determi-
nar todas las raices de p(x).

Teorema 171 Sea p(x) € Clz| tal que gr(p(x)) = n > 1 entonces p(x) tiene todas sus n
raices en C.

Teorema 172 Sea p(x) € Z|x] donde gr(p(z)) =n y
p(z) = apa™ + - - + ag

Si % € Q es raiz de p(z), con a,b primos relativos entonces alag y blay, .

Demostracién: Si % es una raiz de p(x) entonces p (%) = (0. Como

p(x) = apx™ + -+ - + ag

luego

()= ) =

n

anZ_n_l_..._l_ao — O/bn
anb_nbn++a0bn = 0
apa” + -+ apb" = 0
a,a® + -+ agab™t = —agh”
a(ap,a™ - ab"t) = —aeh”

Ya que (a,a" '+ -+ a;b""t) € Z entonces
al — aph”

como (a,b™) = 1 por ser primos relativos entonces a|ay Tomando

ala,d® ' 4+ a b)) = —aed”

ana™ + - - 4+ apab” t + agh” = 0
An_1a" 0+ -+ @@ + bt = —a,a”
bap_1a" '+ -+ aab” 4 agh™ ) = —aya”

Como (ap_1a™ 1 + -+ + ayab" 2 + aph" ') € Z entonces
b| — aya”
pero (b,a™) = 1 por ser primos relativos entonces b|a,,. O

Teorema 173 Sea p(z) € Rlz] y o € C tal que o es una raiz de p(x) entonces @ es raiz de
p(z).
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Demostracién: Dado un p(z) € R[z] y a € C una raiz de p(x), entonces p(a) =0
Sea p(z) = a,x" + -+ + ap y calculamos p(«) tenemos

pla) = ap(a)"+---4+a =0

Si aplicamos la funcién conjugado tenemos

an(a)" + -+ ag 0
ap(a)"+---+ay = 0
an(@)"+---+a = 0
()" +---4+a = 0
T(a) +-+@ = 0
ya que a; € Rcon¢=0,---,n tenemos a; = a; entonces

m(a)n_‘_..._‘_a—o =

0
an(a) +--++ag = 0
Por lo tanto p(@) = 0 entonces @ es raiz de p(z).

Teorema 174 Sea p(z) € R[z| y si gr(p(x)) es un numero impar entonces p(x) tiene una
raiz real.

Demostracién: Como R[z] C C[z] tenemos que si p(x) € R[z] entonces p(z) € Clz].
Luego por la teorema tenemos que p(x) se descompone completamente, es decir, tiene
todas sus raices en C, ya que gr(p(x)) es un nimero impar, p(x) tiene un nimero impar de
raices.
Por teorema tenemos que si o; con i = 1,---  n es una raiz de p(x) entonces @; también
es raiz de p(x). Entonces existe a; € C raiz de p(x) tal que

a; = q;j

Por lo tanto «a; € R.

Teorema 175 Sean p(x) € Rlz| donde gr(p(z)) > 1 y a,b € R tales que
a<b A pla) -pb)<0

entonces p(x) tiene una raiz real en el intervalo |a, b.

6.6. Polinomios Reducibles e Irreducibles.

Sea p(x) € K[z] con gr(p(z)) > 1 diremos que p(z) es un polinomio reducible en K|z]
si existen ¢(z),r(z) € K[z] tales que

p(x) = q(z) -r(z) con gr(q(x)) =1 y gr(r(z)) =1

se dice que p(x) es irreducible si y s6lo si p(x) no es reducible gr(p(z)) > 1
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Teorema 176 Sea p(x) € R[z] y si gr(p(x)) > 3 entonces p(x) es reducible.

Demostracién: Si p(x) tiene una raiz real, entonces es reducible.
Si p(z) no tiene raices reales, luego son compleja y se encuentra también el conjugado

p(x) = (r —ar)(z —an)(x — ap)(z — @) -+ (2 — ) (v — @)
Luego multiplicando obtenemos
p(x) = (2% — (a1 + a7z + ay)an) (2% — (o + W)z + an)a) - - - (2% — (o + )T + o, )Ty)
Factorizacion en R. U

Propiedad 177 Sea p(z) € R[x] tenemos que p(x) es irreducible si y sdlo si

1. gr(p(x)) =1

2. p(z) = ax® + bx + ¢ tal que
A =" —4ac <0

Propiedad 178 Sea p(z) € Clx] tenemos que p(x) es irreducible si y sdlo si gr(p(x)) =1

Teorema 179 Sea p(z) € K[z] y si gr(p(z)) > 1 entonces p(x) es producto de polinomios
irreducibles.

Demostracidn: sea p(x) € K|z], si p(z) es irreducible, listo
Si p(x) es reducible entonces existen a(x),b(x) € K[z], tal que

p(z) = a(z)b(z)  con gr(a(z)) < gr(p(x)) A gr(b(z)) < gr(p(x))

si a(x),b(z) € K[z], son irreducible listo, en caso contrario se sigue las descomposicion [

6.7. Congruencia de Polinomio

Sean a(x),b(z),p(x) € Klz], con p(x) # 0 entonces se define la relaciéon de congruencia
modulo p(z)
a(x) = b(x)(mod p(x)) < p(z)|(a(z) —b(x))

Ejemplo 125 Sea a,z" + ap,_ 12"t + -+ - + a1x + ag € K[z] entonces
1. apa™ + ap_ 12"+ -+ a1x + ag = ap(mod z )
2. apx"™ + Ap_ 12"+ ax +ag = ax + ap(mod x? )

Teorema 180 Sea p(z) € K[z, con p(z) # 0 entonces la relacion de congruencia modulo
p(z) en Klz| es una relacion de equivalencia

Demostracion: Similar a la efectuada en Z
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6.7.1. Sistema de Representante

Sean a(x), p(x) € Klz], con p(z) # 0,

Sea a(z) la clase de que contiene a a(x),

a(x) = {b(z) € K[z] | a(z) = b(x)(mod p(z))},
aplicando el algoritmo de la division, tenemos

a(x) = p(z)q(x) +r(z) con gr(r(z)) < gr(p(x)) o r(x) =0.

luego tenemos

a(x) = r(x)(mod p(z)) con gr(r(x)) < gr(p(x)) o r(z) =0.
es decir, a(z) = r(z).
Notacién: El conjunto de las clase de equivalencia médulo p(x) se denota por

Klz] /< p(x) >={r(z) | r(z) € K[z], tal que gr(r(z)) <gr(p(z)) o r(x) = 0}.

6.7.2. Suma y Producto

Sean a(x),b(z) € K[z] /< p(x) >.

Suma

a(z) + b(x) = a(z) + b(x)

Producto

a(x) - b(x) = a(x) - b(x)
Teorema 181 (K[z], /< p(z) >,+,) es un anillo conmutativo

Demostracion: La demostracion, es similar a la efectuada en Z,, y los elementos notables
estan dado por: L L

El neutro aditivo es 0(z), el inverso aditivo de p(z) es —p(z), el inverso multiplicativo es
1y denotamos por U (K[z] /< p(x) >) el conjunto de los elementos invertible por

Teorema 182 Sea r(z) € K] tal que es primo relativo con p(x) entonces r(x) es invertible
en Klz| /< p(x) >

Demostracién: Como r(x), p(x) son primos relativos entonces existen ¢(z), s(x) tales que
r(z)q(x) + p(x)s(z)

r(z)q(x)(mod p(x))

x)

[ e
Il
<
—
8
S~—
=
—

Luego r(z) tiene inverso.
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Teorema 183 Si p(z) polinomio irreducible en K|x], entonces (K[x],/< p(x) >,+,-) es un
cuerpo

Demostracién: Como p(x) es irreducible y si r(z) € K[z] no nulo, tal que

gr(r(z)) < gr(p(z)),
luego son primo relativos, por lo tanto E es invertible. O
Ejemplo 126 En Zs[z| el polinomio x* + x + 1 es irreducible, luego
Lylw) /<> +x+1>={0,1,7,v+1}

es un cuerpo con 4 elementos y las tabla de suma y producto son

+ 0 1 T |x+1 0] 1 T |z+1
0 0 1 T |x+1 0 |0] O 0 0
1 1 0 |z+1] = 1 (0] 1 T |z+1
T T |x+1 0 1 T |0 = |z+1 1
r+1|az+1 T 1 0 r+1[0|z+1 1 T

Ejemplo 127 En R[z] el polinomio x* + 1 es irreducible, luego
Rz],/<2*+1>= {ax +b | a,b € R}

€S UN CUETPO

6.8. Ejercicios Desarrollados
Ejemplo 128 Sea p(z) = 3z* — 5az® + Tcx® — 1. Determinar a,c € R tal que 1 es una raiz
de p(z) y al dividir p(x) por z + 1 el resto es 10

Solucién: Ya que 1 es una raiz de p(z), luego p(1) = 0, ademas al dividir p(x) por x + 1 el
resto 10, es decir, p(—1) = 10.

p(1) = 3—Ba+Tc—1=0
p(=1) = 34+5a+T7c—1=10

Luego tenemos

—ba+Tc = =2
da+Tc = 8
Sumando la ecuaciones, obtenemos
1l4c = 6
. _ 6.3
147
Reemplazando
5a:8—7c:8—2—71:8—3:5

Por lo tanto
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Ejemplo 129 Sea p(z) € K|z], tal que al dividir p(x) por x + 2 el resto es 4 y al dividir
p(z) por x — 3 es resto es 5.
Calcular el resto al dividir p(x) por (x + 2) - (x — 3).

Solucién: Como gr((x + 2) - (x — 3)) = 2, luego el resto debe puede ser escrito de la forma
r(z) = ax + 0.
Sabemos que
px) = qz)- (z+2)+4
p(x) = qoz)- (2 —-3)+5
Ademas
p(x)=q(z) (z+2)- (x—3)+ax+b
Evaluando tenemos
4= p(-2) =-2a+Db
5= p3) =3a+b

De lo cual, se obtiene el siguiente sistema

—2a+b = 4
3a+b = b
Cuya solucién es:
1 b 22
a = — = —
5 5

Por lo tanto r(z) = tz + 2

Ejemplo 130 Encontrar el valor de a,b € R de manera que (x — 2)* sea un factor del
polinomio p(z) = 2* + (a — 2)x® + ba? + (a + b)x + 4

Solucion: Usemos divisién sintética, para obtener los resto que deben ser cero

211|a—2 b a-+b 4
2a 4a + 2b 10a + 60
211 a 2a + b 5a + 3b 10a + 6b + 4
2 2a + 4 8a+ 20+ 8
lla+2|4a+b+4|13a+5b+8

De lo cual tenemos el sistema
10a +6b = —4

13a +5b = -8

Cuya solucién es:
a=—1 b=1

Por lo tanto, el polinomio es p(x) = z* — 323 + 2? + 4.
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Ejemplo 131 Sea p(x) € R[z|, tal que al dividir p(x) por x — 1 el resto es 2, al dividir p(z)
por x + 2 es resto es 4 y 2 es raiz de p(x) Calcular el resto al dividir p(x) por (x —1) - (x +
2) - (x—2).

Solucién: gr((z—1)-(z+2)-(z—2)) = 3, luego el resto debe tener la forma r(x) = az?+br+-c.
Sabemos que

p(z) = qz) (z—1)+2
p(x) = @) - (r+2)+4
p(z) = g(z)-(z—2)+0
Ademas
p(x)=q(x) (x—1) (x+2) (x—2)+ax* +bx+c

Evaluando tenemos

= p(l) =a+b+c
0= p(2) =4da+2b+c
4= p(-2) =4a—-2b+c

De lo cual tenemos el sistema

at+b+c = 2
da+2b+c = 0 /-—1
4a—2b+c = 4

Luego la solucién es:

Por lo tanto r(z) = —32% —z + 1

Ejemplo 132 Sea p(x) = x* —4. Descomponer en factores irreducibles el polinomio p(z) en

Q[z], R[z], Clz]
Solucién:
a) En Qlz]: a'—4=(22-2)  (22+42)
b) EnRlz]: 2'—4=(z+v2) (z —v2) (2> +2)
¢) EnClz]: 2'—4=(2+v2) (z—V2)-(z+V2) (x —/2i)

Ejemplo 133 Sea p(x) = 2° + 2% + 23 + 22 + 2 + 1. Descomponer en factores irreducibles
el polinomio p(x) en Qlz], R[z|, C[z]

Solucién: Como p(—1) = 0, luego tenemos p(z) = (z+1)(z*+2%+1) = (z+1)((z*+1)*—2?)
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a) En Q[z] :
b) En R[z] :
¢) En Clz]:

p(z) = (x+1) (x —

plx)=(+1) (*+2x+1) (22 -2 +1)

plx)=(x+1) - (*+x+1) (2 —z+1)

1—+/3i

1++/3i
2 T

)(x_

Ejemplo 134 Sea p(z) = z* + 523 + 122% + 222 — 40

a) Determine las raices racionales de p(x).

2

—1+\/§i> (x_

b) Factoricé p(x) como producto de polinomios irreducibles en Q]

¢) Factoricé p(x) como producto de polinomios irreducibles en R|x]

d) Factoricé p(x) como producto de polinomios irreducibles en Clx]

Solucién: Sea p(z) = z* + 5a® + 1227 4 222 — 40

a) Determine las raices racionales de p(z).

La posibles raices racionales §> tal que p, ¢ primos relativos entonces p| — 40,

Luego

p € {£1,42, +4, +5, £8, +10, £20, £40}

b

1 (1} 5 | 12| 22 | —40
1 6 18 40
—411| 6 | 18 | 40 0
—4 | =8| —40
11 2 ]10 0

Por lo tanto las raices racionales son: 1, —4.

q € {£1}

L e {&£1,42, +4, 45,48, +10, £20, £40}
q

b) Factoricé p(x) como producto de polinomios irreducibles en Q[z]

p(r) =

(

—1)-(x+4) - (2* + 2z + 10)

c¢) Factoricé p(z) como producto de polinomios irreducibles en R[z]

p(x) =

(z

— 1) (z+4)- (22 + 22 + 10)

—1- Jﬁz)

2

ql1

178
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d) Factoricé p(z) como producto de polinomios irreducibles en C|x]

El discriminante de 22 + 2z + 10 es A = —36, la raices son —1 + 3i, —1 — 3i. por lo
tanto

plx)=(r—1)-(x—4)- (z = (=1+31) - (z = (=1 = 31))

Ejemplo 135 Factorizar 2% —2° 4+ 2* — 23 + 22 — 2 como producto de polinomios irreducibles
en Zq|x]

Solucién: p(z) =25 -2+ 2t -3 + 22 —x =z - (° —2*+ 23 -2+ 2 - 1)

1 |1]-1 1 -1 1 —1
1 0 1 0 1
2 1] 0 1 0 1
2 4 10 20
—211| 2 D 10 |21=0
-2 0 -10
31110 3 0
3 9
311 3 |14=0
-3
110

Por lo tanto p(z) =z - (x — 1) - (z —2) - (x +2) - (x — 3) - (v + 3)

Ejemplo 136 Encuentre los valores del pardmetro k en la ecuacion 23 —Tx+k = 0 de modo
que una de sus raices sea el doble de la otra. Y en cadas casos, determine las soluciones de
la ecuacion.

Solucidén: Sean a, 2a, ¢ las distintas raices
2 —Tr+k = (x—a) (v —2a) (z—c)
2 =T+ k = (22— 2ar+2d* —ax)- (z—c)
P —Tr+k = 2°— 2% — 2ax® + 2acr + 2a*r — 2a*c — azx® + acx
P —Tr+k = 2 +2° (—c—3a) + - (3ac — 2a%) — 2a*c

De lo cual tenemos el sistema

—c—3a = 0
3ac+2a®> = —7
—2a%c = k

Luego la solucién es:
((a=1Nec=-3ANk=6) V (a=-1Ac=3 AN k=-0))
Por lo tanto, los polinomio se factorizan

22— T2 4+6=(z—1)(z—2)(x+3), 2* —Tr — 6= (z+1)(z+2)(x — 3),
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Ejemplo 137 Dadas las raices a,b,c de 23 — px + q = 0, construya un polinomio de grado
3 cuyas raices son a*,b?, c?

Solucién: Como son las raices luego tenemos

2 —pr+q = (x—a) - (x—b)-(x—c)
2 —pr+q = 2*+(—a—b—c)-2*+ (ab+bc+ ac) - — abe

Igualando coeficiente se obtiene

—a—b—c = 0
ab+bc+ac = —p
—abc = ¢
Por otra parte el polinomio construir
(x—a®)(z —b*)(z—*) = (2® —a’z — b’z +a®b?)(x — &)
(x—a*)(z—b*)(z—c*) = 2°+2%(—a® =V — ) +2(a®b® + 0> + a’c?) — a’b*?

Necesitamos determinar los coeficiente en termino de p, g, el coeficiente constante del nuevo

polinomio es
—a*b*c? = —(abe)* = —¢*

El coeficiente cuadratico
—a* =V —c=—(a—b—c)*+2(ab+ac+bc)=0—2p=—2p
El coeficiente lineal
a’b® + b*c? + a*c® = (ab + be + ac)® — 2(ach? + bea® + bac?) = p* — 2abe(b + a + ¢) = p
Por lo tanto el polinomio pedido es
3 — 2p2® + pPr — ¢*
Ejemplo 138 Sea Fy = Zs[z]/< 2* + 1 >. Calcule [2° + 22 + 1]
Solucion: Sabemos que
Fo = {ax+b | ab€Zs}="7Zsx]/<2®>+1>
Ademas, aplicando el algoritmo de la divisién se tiene
420+ 1= (2 + D)2 —24+2)+ (z—1)

Luego

W4+2202+1=2—-1¢€Tl,
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Ahora debemos determinar
(z —1)Y = 1(mod 2% + 1)

Pero notemos que
P 41l=(z—-1(x+1)+2

De lo cual obtenemos

(x—1)(z+1)=1

de esta manera tenemos
[° + 222 + 1 P = — 1] = [z + 1]
Ejemplo 139 Sea Fg = Zg/< 2> +1 > y 26 + 23 + 2 € Fy. Calcular m_l
Solucion: Sabemos que
Fo = {az+b | ab€Zs}y=Zy<a’+1>

Ademas
P4 2=(+ D -2+ 1)+ (—z+1)

Luego
4+ a34+2=2r+1¢€l,

Ahora aplicando el algoritmo de la division tenemos
P +1=02z+1)2x—1)+2

De lo cual obtenemos

Qz+ D)z —1)=1

de esta manera tenemos

P32 =07+l =97 —1



Apéndice A

EJERCICIOS

A.1. Ejercicios Propuestos

A.1.1. Numeros Enteros

Ejercicio 1
Ejercicio 2
Ejercicio 3
Ejercicio 4
Ejercicio 5
Ejercicio 6
Ejercicio 7

Ejercicio 8

Demostrar que Vn € N = 6|(n(n+1)(n* +n +1)).

Demostrar que Vn € N:  30|(n® —n).

Demostrar que ¥n € Z : 4 no divide a n* — n.

Demostrar que el producto de dos nimeros enteros impares da un entero impar.
Siblc y (a,c) =1 entonces (a,b) = 1.

Sean z,y,r € 7 tales que (r,11) = 1, r|(2x —y), r|(z + by). Demuestre que r|x
Sin e Z*. Calcular (n,n+1), [n,n+1]

Encontrar el mdzimo comin divisor MCD en los siguientes caso:

1) (232,548)

1) (54,138,1104)

Ejercicio 9

Determinar la solucion general de cada ecuacion diofantica lineal.

1) 598 - x + 767 -y = 26

1n)3-x2+9-y+13-z2=1

182
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A.1.2. Numeros Enteros Modulo m

Ejercicio 10 Calcular el orden de:
1) 3 € (Zgy, +)
1) 5 € U(Zs),)
1) 7€ (U(Zsy),)
Ejercicio 11 Hacer la tabla del grupo:
1) (Zs,+)
1) U(Zy),)
Ejercicio 12 Hacer la tabla y determinar los generadores de U(Zyy)

Ejercicio 13 Calcular el nimero y las raices primitivas o los generadores:

Ejercicio 14 Determinar generadores y subgrupos de:
1) Cis={7 | TeU(Zys)}
1) Cy ={7° | TeU(Zs)}
Ejercicio 15 Calcular el reticulado de los subgrupos de (Zyg,+)

Ejercicio 16 Sea G =< g > grupo ciclico tal que |G| = 12. Calcular el reticulado de los
subgrupos de G.

Ejercicio 17 Determine si (U(Za3),-) es un grupo ciclico, en caso afirmativo encuentre un
generador.
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Ejercicio 18 Determinar el resto al dividir:
1) 7272 por 31
1) 2190 4 320 4 789 por 19

111) 473% por 5
Ejercicio 19 ;Cudl es el digito de las unidades en la representacion decimal de 3% ?

Ejercicio 20 Encontrar el menor entero positivo que deja restos 2,3,2 cuando es divido por
3,9, 7 respectivamente.

Ejercicio 21 Calcular los elementos, generadores y hacer la tabla de:
1) Oy
11) oo
Ejercicio 22 Determine el nimero de soluciones en cada caso
1) 22 = 5(mod 73)
11) 22 = 226(mod 563)
111) 23 = 8(mod 719)
1v) x? = 150(mod 1009)
v) z* = 9(mod 4003)
vi) 25 = 1(mod 19)
Ejercicio 23 Resolver las siguientes ecuaciones
1) 22 = 5(mod 29)
11) 22 = 2(mod 97)
1) 2% + 2z — 1 = 0(mod 953)
1v) 2% = 8(mod 31)
v) 2%+ 22° + 3 = O(mod 23)
vi) 21 — 2% + 4z — 3 = O0(mod 7)
vil) 28+ 22 = 0(mod 7) 0 <2 < 30

viil) 2% — 2% = 0(mod 43)
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Ejercicio 24 Resolver en Zo;:

T+ 73 =068
Ejercicio 25 Determinar todos los T € Zy tal que

2.7 +7+6=0
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Ejercicio 26 Demostrar que para todo entero a,n tales que son primo relativos con 31

entonces 31|n30 — a3°

Ejercicio 27 Determinar todos los p primos impares tal que (g) = -1

Ejercicio 28 Resolver:

3r+2y = 1(mod 7) b r+12y = 9(mod 13)
2¢ +5y = 2(mod 7) " 3x+1ly = 8(mod 13)
r+y+z = 2(mod7) r+2y+4z = 5(mod 13)
c. 4+2y+3z = 3(mod7) d. br+y+8z = T(mod 13)
2e+y+4z = 1(mod 7) 6r+8y+72 = 1(mod 13)
r = T(mod 9) x = 1(mod 4)
e. x = 10(mod 4) f x = O0(mod 3)
r = 1(mod 7) x = 5(mod 7)
3z = 1(mod 5) r—y = b(mod 47)
g. 4xr = 6(mod 14) h. xy _ 6(mod 47)
5z = 11(mod 3) y =
. 224+ y?* = 1(mod 13)
v ry = 2(mod 13)
Ejercicio 29 Determinar los o € Zyy tal que
r—y =
z-y = 1

el sistema no tenga solucion.

Ejercicio 30 Sip = 3(mod 4). Determine si existen x,y € Z tal que x*> + y*> = p

Ejercicio 31 Sea p primo impar. Demostrar: Y. _,. T~ ' = 0(mod, p)
p
Ejercicio 32 Sea p primo impar. Calcular ermpf

Ejercicio 33 Calcular 3 .o T
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Ejercicio 34 Determinar todos los x,y € Z que cumplan con: v,y € Z*, v +y = 100 y

(z,y) =5

Ejercicio 35 Probar que si x,y son impares entonces x> + y* es par pero no divisible por
cuatro.

Ejercicio 36 Sean a,b € Z entonces demuestre que:
Sia? =2-b* entonces a y b son pares.

Ejercicio 37 Sean a,b € 7Z entonces demuestre que:
Si (a,4) =2, (b,4) =2 entonces (a+b,4) =4

A.1.3. Numeros Complejos

Ejercicio 38 Determinar z € C tal que:
1) Z+2z2=4+1
1) Z+4 52+ 6 = 22

1) 22+ |2 =0

Ejercicio 39 Demostrar:
)2 =75
1) |21 + 22)% + |21 — 22|? = 2|21 |% + 2292
Ejercicio 40 Determinar el lugar geométrico de:
1) A={ze€C | 4<|[z—-1]+|2+1] <8}
n) A={zeC | 1<z|<1}
) A={zeC | |z—1+1i =4}
w) A={z€C | |z=2|=|1-2z|}
V) A={2€C | Re(z—1i)=2}
vi) A={z€C | 0<Im(z) <2}
vil)) A={ze€C | 0< Re(z) <2}
vill)) A={ze€C | |z—4i]+|z+4i] =10}

1X) Sean a,c e Rjbe C fijos A={2€C | a-z-Z+ Re(b-Z)+c=0}
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Ejercicio 41 Sean A={z€C | |2|=3}, B={z€C | |z—1]=|z—1|}.
Calcular AN B

Ejercicio 42 Si |z| =1 y w,z € C, demuestre que |z + w| = [Zw + 1|

Ejercicio 43 Encontrar el Arg(z) cuando:
1) z=-2+ 2v/3i

1) z=—

2

1+/3i

Ejercicio 44 FEscriba en forma polar:
) —V2-V2i

) z=—

2
1+v/3i
Ejercicio 45 Encuentre el valor de:

(f\fz
I) (—144)*

. ( 1J{—£32 >40
ur) (L+4)"+ (1 —14)"
Ejercicio 46 Determinar todos los z € C tal que: (%)3 =1
Ejercicio 47 FEncuentre en cada caso, las siguientes raices n-esima de:
1) —i n=3
1) —1 n=4
m) 2—2v3i n=2
v) —? + 3i n=3
Ejercicio 48 Determine si 2 + 3i divide 4 + 8i en Z[i] Justifique.
Ejercicio 49 Determine si 7+ 5i es primo en Z[i] Justifique
Ejercicio 50 Determine si 7 es primo en Z[i|? Justifique

Ejercicio 51 Sea p(z) = z* + ax?® 4+ bx + 5. Determinar a,b si 1 y —2 son raices de p(x).
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A.1.4. Polinomios

Ejercicio 52 Determinar todas las raices de x® + x* + 1

Ejercicio 53 Sea p(z) = 323+ 22% + cx — k. Determinar ¢,k € R tal que al dividir p(z) por
x + 2 el resto es 37 y al dividir p(x) por x — 1 el resto es —2.

Ejercicio 54 Sea p(z) = 223 + bx? + cx + d. Determinar los valores de b,c,€ R de modo
que se cumplan. El resto al dividir p(z) por x es 2+ b, el resto al dividir p(x) por x + 1 es
b+d, 1 es raiz de p(x)

Ejercicio 55 Sea p(x) € Rx]. Al dividir p(z) por x—3 el resto es 2. Al dividir p(z) por x—4
es resto es 0y 2 es raiz de p(x) Calcular el resto al diwvidir p(x) por (x —2)-(x —3) - (z —4).

Ejercicio 56 Determinar a,b € R para que —1 sea raiz doble (o de multiplicidad dos) de
p(z) =z* + ax® + (a — b)a* + br + 1

Ejercicio 57 Sea p(x) = 623 + tz? + kx — 3t encontrar los valores de t,k € R tal que al
dividir p(x) por x — 2 el resto es 21 y 1 es raiz de p(x).

Ejercicio 58 Sea p(x) = 22 + ax® + 282% + bx + 6. Determine los valores de a,b € R para
que 1 y 1 sean raices de p(z).

Ejercicio 59 Sea p(x) € Rlz|. Al dividir p(x) por x + 1 el resto es 2. Al dividir p(z) por
x —1 es resto es 3. Calcular el resto al dividir p(z) por (z + 1) - (x —1).

Ejercicio 60 Sea p(x) = 2% — 1. Descomponer en factores irreducibles el polinomio p(x) en

Qlz], Rlz], Clz]

Ejercicio 61 Sea p(x) = 22" + ax® + 282% + bz + 6. Determinar los valores de a,b € R para

que 1 y % sean raices de p(x) y factoricé p(x) como producto de polinomios irreducibles en
R[x].

Ejercicio 62 Sea p(x) = 2% — 2° — 5z* + 5% — 3622 + 367
1) Determine las raices racionales de p(x)
11) Factorize p(x) como producto de polinomios irreducibles en R|x]

111) Factorize p(x) como producto de polinomios irreducibles en Clx]
Ejercicio 63 Descomponer 2® + x* + 1 € Zz[z] en factores irreducibles.
Ejercicio 64 Ezprese z* + 4 € Zs[z] como el producto de polinomios irreducibles.

Ejercicio 65 Sea p(z) = 2z + 23 + 22 + x + 1 € Zs[z]. Descomponer p(z) en factores
irreducibles.
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Ejercicio 66 Dadas las raices a,b,c de x> +x*+x+1 = 0, construya un polinomio de grado
3 cuyas raices son a*,b?, c?

Ejercicio 67 Dadas las raices a,b,c de x* + 22? + 3z + 1 = 0, construya un polinomio de
grado 3 cuyas raices son a®,b?, c?

3

Ejercicio 68 Si a,b, c son las raices del polinomio x® — x* — 1. Determine el polinomio de

grado 3 cuyas raices son a +b,a+c,b+ c
Ejercicio 69 Ezprese 2® + 4 € Zs[z] como el producto de polinomios irreducibles.

Ejercicio 70 Hacer la tabla de suma y multiplicacion del siguiente anillo Zs[z]) < 2> —1 >

= —1
Ejercicio 71 Sea el cuerpo For = Zs[z]/ < 23+2x+1 >. Sea 2* + 1 € For. Calcule x* + 1
Ejercicio 72 Sea Fo5 = Zs[z]/ < 2 + .+ 1 >. Calcule [z7 4+ 2° + 2* 4+ 4]
Ejercicio 73 F}; = U(Zy[z]/ < 2* + x4+ 1 >) es ciclico?

Ejercicio 74 Sea Fg = Zs[x]/ < 2* + 1 >. En el grupo (F},-). Determine el orden de cada
elemento.

Ejercicio 75 Ziglx]/ < 2> — 8 > es un cuerpo?
Ejercicio 76 Hacer la tabla del grupo de los cuadrados de Fqy

Ejercicio 77 Determine o para que Z;[z]/ < x* — a > no sea un cuerpo.

A.2. Respuesta Ejercicios Propuestos

A.2.1. Numeros Enteros

Solucion 1. La demostracion se realizar usando el principio de induccién.

Sea p(n) : 6ln(n+1)(n* + n+1)

Primer paso: p(0) : 6|0, es verdadero.

Segundo paso: Supongamos p(n) : 30|(n(n+ 1)(n* 4+ n + 1) es verdadero, y demostremos
que p(n + 1) es verdadero

Para ello notemos primero que

6l(n+Dn+2)(n+1+m+D)+1) e m+Dn+2)(n*+3n+3)=6-¢; q€Z
de otro modo tenemos

(n+1)(n+2)(n*+ 3n +3)
= nn+1)n*+3n+3)+2(n+1)(n*+3n+3)
= nn+1)n*+n+1)+2n+Dn(n+1) +2(n+1)(n?) +6(n + 1)2
= nn+ 1> +n+1)+2(n+1)(n*+n+n?)+6(n+1)>
= nn+D)P*+n+1)+2(n+1Dn2n+1) +6(n+1)°
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Por hipétesis de induccién el primer sumando es miltiplo de 6, el segundo es 12 veces la
suma de los primeros naturales al cuadrado, y el tercero es multiplo de 6, luego p(n + 1) es
verdadero y por el principio de induccion se tiene que:

VneN: 6|(n(n+1)(n®+n+1)).

Solucion 2. La demostracion se realizar usando el principio de induccién.

Sea p(n) : 30|(n® —n)

Primer paso: p(0) : 30|0, es verdadero.

Segundo paso: Supongamos p(n) : 30|(n® — n) es verdadero, y demostremos que p(n + 1)
es verdadero.

Para ello notemos primero que

30[(n+1)°-(n+1) e m+1)°—(n+1)=30-¢; q€Z
Desarrollando el binomio obtenemos

n+1°-Mm+1) = n°+5-n* +10-n* +10-n*+5-n+1—-n—1
= n"—n+5-(n"+2-72°+2-n*+n)

Aplicando hip6tesis de induccién tenemos
(n+1°—=mn+1)=30-k+5-(n*+2-n*+2-n?+n)
Para poder concluir necesitamos que
VneN: 6|(n*+2-n*+2-n*+n)enn+1)n’*+n+1)=6-r, re€Z,
lo cudl esta demostrado en el ejercicio anterior, por ello obtenemos

n+1°—-m+1) = 30-k+5-6-r
= 30-k+30-r
= 30-(k+7r)

De este modo obtenemos que p(n+ 1) es verdadero y por el principio de induccion se obtiene
que
VneN: 30|(n®—n).

Solucion 3. La demostracion se realizara por el método del absurdo.
Para ello supongamos que existe n € Z tal que 4|(n> +2) & n*+2=4.q; q€Z.
Notemos que al dividir un nimero por 2 se obtiene 2 posibles resto 0, 1, lo cual significa
que

Z={2k|lkeZ}U{2-k+1|keZ}
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Recordemos que alb A a|c entonces a|(bx + cy)
Caso Supongamos n = 2 - k de lo cual obtenemos n? = 4 - k2, reemplazando obtenemos

41(4- K +2) = 4)2.

lo que es una contradiccion.

Por lo tanto 4 no divide a n? +2, con n = 2 - k.

Caso Supongamos n = 2-k+ 1 de lo cual n? = (2-k+1)? = 4k* + 4k + 1, reemplazando
obtenemos

A(4- K +4k+1+2) =43

lo que es una contradiccion.
Por lo tanto 4 no divide an?+2conn=2-k+1
Por ello se tiene que Vn € Z : 4 no divide a n? + 2. v

Solucién 4. Sean m,n numeros impares, luegom =2-k+1; ke€Z n=2-q+1; q€Z

m-n = (2-k+1)-(2-¢+1)
4-k-q+2-q+2-q+1
= 2-(2-q-k+tq+k)+1
= 2-r+1;, conr=2-q-k+q+k

Por lo tanto, el producto de dos ntimeros enteros impares es un entero impar. v

Solucién 5. Supongamos que blcy (a,c) = 1, como blc < ¢ =b-r; r € Z, ademés existen
r,y € Ztalesque l =a-x+c-y.

1l = a-z+4+c-y
— ax_l_b/ry
= a-xz+b-yo; yo=r1"y,

es decir, existen xg,yo € Z, tales que a -z +b-yo = 1, por ende, se tiene que (a,b) = 1. QO

Solucién 6. Sean z,y,r € Z tales que (r,11) = 1, r|(2z — y), r|(z + by). Por demostrar
|z
Como

r|2z —y) A rl(z+5y)
Luego existen qq, ¢ € 7Z, tale que
20 —y=r-q; THOY=7"q
Ademas (r,11) = 1, por lo cual, existen a,b € Z tal que ra + 11b = 1. Es decir,

1 = ra+11b
2r—y = r-q
T+OY = 1r-Q
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Amplificando por 5, la segunda ecuaciéon y sumando a la tercera obtenemos
He=r-bg+q)=r-k; k=5¢+q
Ahora amplificando por x la primera ecuaciéon y reemplazando 11z

= raxr + 11zb
= rar+rkb=r-(ax + kb)

Por lo tanto r|z @

Solucién 7. Dado n € Z*. Calcular (n,n + 1), [n,n + 1].
Para ello notemos que
n+1)-()4+n-(-1)=1

Por lo tanto (n,n+1) =1

pott] = T
Por lo tanto [n,n+ 1] =n-(n+1). Q
Solucién 8.
1) Calcular (232,548), para ello
548 — 232 - 2 + 84; 932 — 84- 2 + 64: 84 = 64 -1 + 20;
64 =20 3+ 4; 20=4-5+0.
Por lo tanto (232,548) = 4
11) Calcular (54, 138,1104), para ello
138 = 54 - 2 4 30; 04 =30-1+ 24; 30 =24-1+6;
24 =6-4; 1104 =6 - 184.

Por lo tanto (54,138,1104) = ((54,138),1104) = (6,1104) = 6

Solucion 9.

1) Resolver 598 -z + 767 - y = 26

767 = 598 - 1 + 169; 998 = 169 - 3 + 91; 169 =91 -1+ 78;
91 =78 -1+ 13; 78 =13-6.

Por lo tanto (598,767) = 13, determines una solucién
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13 = 91—-78-1=91—-1-(169—-91-1)

= 91-169-14+91-1=91-2-169-1

= 2-(598 —-169-3)—169-1=1598-2—169-6 — 169 - 1

= 598-2—-169-7=598-2—7- (767 —598-1)

= 598-2—767-7+598-7=598-(9)+ 767 (=7)
Luego amplificando por 2 obtenemos

26 = 598 - (18) 4+ 767 - (—14)

Por lo tanto, una solucién particular es xg = 18, yo = —14

Solucion general:

767 598
=184 — - = 14— . Z
T=184 -1 y TR
z=18+59 -t y=—-14—46-t teZ

11) Resolver 3-2+9-y+13-2=1.
Notemos que (3,9) = 3, luego la ecuacién
3-2+9-y=3-ti<=zx+3-y=t tel,
siempre tiene solucion.
Primero resolvemos: 3-t+13-2 =1
13=3-441; 3=1-3+0.
Por lo tanto (3,13) = 1.
1=3-(—-4)+13-(1),
luego una solucion particular es tg = —4, 2o = 1.
Veamos la solucion general de la primera parte
t=—-4+4+13-s z2=1-3-s5 seL.
Ahora veremos la solucién del problema original x 4+ 3 -y = —4 4+ 13 - 5. Pero
1 = 1-(-2)+3-(1) /-—4+13-5s
—4+4+13-s = 1-(8—=26-5)+3-(—4+13-5)
Por lo tanto xg =8 —26-s,yo = -4+ 13- s
Solucion general es:
r=8—-265s+3r, y=—-44+13s—r, z=1—3s, conr,seZ

o bien
S={(8—-26s+3r,—4+13s—r,1—-3s) | r,s € Z}



APENDICE A. EJERCICIOS 194

A.2.2. Numeros Enteros Modulo m

Solucién 10.

1) 3 € (Zgy,+), el orden aditivo de un elemento esta dado por |T| = Ty Veamos el
maximo comun divisor

69=3-23+0; (69,3)=3
Luego

13| = =

=23
(69,3)

69 69
3

Por lo tanto, el orden de 3 es 23.

11) 5 € (U(Zs31),-) Veamos el subgrupo generador por el elemento

<5> = {5251}

Por lo tanto el orden multiplicativo de 5 es 3

1) 7€ (U(Zay),-)

Por lo tanto el orden de 7 es 7

Solucion 11.

+s |01 |2(3]4[5]|6]|7 | 123141516 7]8]9]10
0 [0]1]2[3[4|5|6]|7 1123 |4]5[6|7|8]9]10
1 |1|2(3[4]5[6]7]0 202141681013 |5|7]9
2 [213]4]5[(6|7|0|1 31369147102 |5]8
3 (3/4]5[6(7|0|1|2 4148|159 2[6 1037
4 [4]5]6[7[0|1|2|3 5151041938 [2|7|1]6
5 (5/6|7[0[1|2|3|4 6|61 [7|2[8[3[9|4|10]5
6 [6]7]0[1[2|3|4|5 717131006295 |1|8]4
7T17]0]1[2[3|4|5]|6 8|8 |5 |2|10]7[4]1|9]|6]3

919 |7 |5 |3|1[10[/8|6|4]2

10/10{ 9|8 |7 |6 |5[4]3][2]|1

Q©

Solucién 12. Ya que 10 = 2 -5, por lo tanto U(Zo) es un grupo ciclico, luego [U(Z0)| =
$(10) = 4.

Z/l(Zlo) = {6 - ZIO | (6, 10) = 1} = {T,g, 7, g}
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11131719
1113719
313(9(1]7
7711193
9197131

Como U(Zy) es ciclico, las raices primitivas es lo mismo que los generadores.

o(0(10) = ot) = o(2) = 2+ (1 3 ) =2 =2

Por lo tanto U(Zyg) tiene dos raices primitivas. Ahora buscamos el primer generador de
U(Zlo) .

<3>=1{3,9,7,1}

Por otro lado necesitamos determinar los primos relativos con ¢(10), lo cuales son: 1,3
Por lo tanto las raices primitivas de U(Zy,) son, 3 = 3, 37

Q©

Solucion 13.

1) Veremos el niimero de generadores de (Zyy4, +), para ello 24 = 23 - 3

Y UL T S P B S
$(24) = 2 3(1 2) (1 3)_2 35 5="8

Por lo tanto (Zy4, +) tiene 8 generadores, que van a hacer los primos relativos con 24.

Luego, los generadores de (Zg4, +) son:

1,5,7,11,13,17,19, 23.

11) Veremos el nimero de generadores de (Zsg,+), para ello 30 =2-3-5

1 1 1 1 2 4
¢(30):2~3-5~<1—§).<1_§).<1_5):2.3.5.5.5.328

Por lo tanto (Zsg, +) tiene 8 generadores, que van a hacer los primos relativos con 30.

Los generadores de (Zsg, +) son:

1,7,11,13,17,19, 23, 29.

111) Veremos el ntimero de generadores de (Zsg, +), para ello 300 = 22 - 3 - 52

1 1 1 1 2 4
300)=2%-3-52(1—-=)-(1-2)-(1—-=)=2%3.52.2.2. 250
7E00) ( 2) ( 3) ( 5) 2 35

Por lo tanto (Zsn, +) tiene 80 generadores.
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1v) Veremos el nimero de generadores de (Zsggg, +), para ello 890 = 2 -5 -89

1 1 1 1 4 88
=92.5. 1—=)-(1==2) - (1=—==)=23.5%.2._2. — =352
$(890) o 89( 2) ( 5) ( 89) 5 5 5 %9 35

Por lo tanto (Zsgo, +) tiene 352 generadores.

V) Veremos los generadores de (U(Zi1),-), como 11 es primo es ciclico. ¢(11) = 10 y
¢(10) = 4, luego tiene cuatro generadores

<2> = {2,1,3,5,10,9,7,3,6,1}

Los primos relativos con 10 son 1,3,7,9, por lo tanto los generadores son

3'-2.2°-8.2=72"=56

Por lo tanto generadores de (U(Z11),-) son 2,6,7, 8. Q

V1) Veremos los generadores de (U(Zi2),-), las unidades de Zjs, son los primos relativos
con el 12.

<5>={51}; <7>={71}; <11 >={11,1}.
Por lo tanto (U(Z12), ) no tiene generadores.

vil) Veremos los generadores de (U(Zig), ), las unidades de Z;g, son lo primos relativos
con el 18. ademds 18 = 2 - 3% luego es ciclico. ¢(18) = 6 y ¢(6) = 2, luego tiene dos
generadores

Por lo tanto (U(Zig),-) tiene dos generadores 5,11

VIIT) U(Zas), como 25 = 5%, Tuego U (Zas) es ciclico, y el numero de elementos esta dado por:

car=o(r-(1-1) (7§ -»

y estos son

El ntimero de generados
1 1
$(20) = ¢(22-5)=22.5. <1_§) . <1_§) =922.5.
Por lo tanto Zss tiene 8 raices primitivas.

Buscamos el primer generador de U(Zas).

<2> = {2,4,8,16,7,14,3,6,12,24,23,21,17,9,18,11,22,19,13, 1}
Luego, buscamos los primos relativos con ¢(25) = 20 que son: 1,3,7,9,11, 13,17, 19.
Por lo tanto las raices primitivas modulo 25 son:

2'=3, 2°=8, 2°=3, 22=12, 2''=23 32° =17, 2" =22, 2" =1
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1X) U(Z43), como 43 es primo entonces U(Zy3) es ciclico.

... ,24,75,26,27,28,29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 12}

Veremos la cantidad de generadores, ara ello calculemos ¢(43) =42 =2-3-7

¢(p(43)) = 2~3-7-<1—%)-<1_%).<1—%):12

Por lo tanto Z4;3 tiene 12 raices primitivas. Buscamos el primer generador de U(Zys).

16,5, 15,2, 6, 18, 11, 33, 13,39, 31, 7, 21, 20, 17,8, 24,29, T}

Luego, buscamos los primos relativos con ¢(43) = 42 que son: 1,5,11,13,17,19, 23, 25,
29,31, 37, 41.

Por lo tanto las raices primitivas modulo 43 son:

Solucion 14.

1) Ci3 = {7 | 7 € U(Zy3)}. Como 13 es primo luego U(Zi3) es ciclico, ademds 13 =

1(mod 3), luego |C13] = 31 = 4, ¢(4) = 2 por lo tanto tiene dos generadores

Veremos los generados

<8>={8,12,5,1}; <12>={12,1}; <5 >={5,12,8 1}.

ool

Por lo tanto los generadores de C;3 son 8,5

orden subgrupo
1 <1>
2 <12>
4 <8>,<5>
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m Cy ={7° | T¢€ L{(Zgl)} Como 31 es primo luego U(Zs) es ciclico, ademas 31 =

1(mod 3), luego [Cs1| = 22 = 10,¢(10) = 4 por lo tanto tiene cuatro generadores

Cs, = {1,8,27,2,30,16,29,23,4, 15}

Veremos los generados

<4>= {416281} <15 >= {1582723016234291}
<30 >={30,1}; <1>={1}.

Por lo tanto los generadores de Cs; son 15,23, 27,2

orden subgrupo

1 <1>

2 <30 >

5 <2>,<4><8>,<16 >
10 [ <15 >,<23>,<27>,<29 >

Q©

Solucién 15.
H <G = (Z,+) < |H| |16 luego |H| € {1,2,4,8,16}, ademds existe s6lo un subgrupo
de orden un divisor de 16 y es ciclico.

Zys = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

El orden de 2 es 16/(16,2) = 8, el orden 4 es 16/(16,4) = 4 y el orden 8 es 16/(16,8) = 2
Resumiendo tenemos

orden subgrupo

1 <0>

2 < 8>

4 <4><12>

8 <2>,<6><10>,<14 >

16 | <1>,<3>,<5><7><9><13>,<15>

<0>C<8>C<4>C<2>C<1>

Reticulado:
<0>=2<8>—2<d>3<2>3<1>
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Solucién 16.
H < G, luego |H] |12 es decir |H| € {1,2,3,4,6,12}. ademds existe un solo subgrupo de
orden un divisor de 12 y es ciclico.

G={9.9"9"99".9°9".9% 9" 9", 9" e}

Calculemos directamente los subgrupos

<g> = {9.9%.9%9.9°.6°9".9°9°, 9", 9", €}
<g*> = {99 ¢° 9% g" ¢}
<g’> = {9°¢° ¢ ¢}
<g'> = {4".4%¢}
<g"> = {9"9".9°6%9.9° 9" ", 9" 9% ¢ ¢}
<¢°> = {¢°¢}
<g'> = {99999, 9°9.9° 99" ¢ €}
<g*> = {¢%g' ¢}
<g9’> = {9".6° ¢ ¢}
<g"”> = {94 g ¢ ¢}
< gll S = {gll,glo,99,98,97,96,95,94,93,92,91,6}
<e> {e}
orden subgrupo
1 <e>
2 < g% >
3 <gt><g®>
4 <@g > <qg’>
6 <g?*> <qg¥>
12 | <g>,<g¢°><g > <g'l>

<e> C <g¢g°> C <¢’> C <g>
<e> C <g'> C <¢*> C <g>
<e> C <¢°> Cc <g¢*> C <g>

Reticulado:

g >
AN

g° >

A

< g?

V
A

/

g° >

/
>

< g

AN
<

\Y
AN

go

Solucion: 17 Ya que 23 es un nimero primo entonces el grupo es ciclico.
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U(Zys) ={1,2,3,1,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22}

<1> = {1}

<2> = {2,4,816,9,18,13,3,6,12,1}
<3> = {3,9,4,12,13,16,2,6,18,8,1}
<4> = {4,16,18,3,12,2,8,9,13,6,1}

<5> = {5,2,10,4,20,8,17,16,11,9,22,18,21, 13,19, 3, 15,6, 7,12, 14, 1}

Por lo tanto U(Zy3) =< 5 >, es decir, (U(Z3),-) es ciclico y esta generado por 5 es un
generador. V)

Solucién: 18

1) 7272 por 31, como (7,31) = 1, luego 7Y = 1(mod 31). Se tiene que ¢(31) = 30 y
ademas 2702 = 30 - 90 + 2

7H02 = 70902 = (730)9072 = 49 = 18(mod 31)

Por lo tanto el resto al dividir 7272 por 31 es 18

1) 2190 4+ 320 4 789 por 19, como (2,19) = 1, luego 219 = 2 = 1(mod 19), ademds
100 = 18 - 5 4 10.

2100 = 218-5+10 = (218)5210 = 210(mod 19)
2% = (32)? = 13 = 169 = 17(mod 19)

De modo similar tenemos que (3,19) = 1, es decir, 3'®* = 1(mod 19), ademds 20 =
18- 142

320 = 3'83% = 9(mod 19)

También tenemos (7,19) = 1, luego 7** = 1(mod 19), ademds 89 = 18 -4 + 17, es decir,
necesitamos calcular 717, para ello veremos

<7>={711,1},
de lo cual obtenemos 89 = 3-29 + 2

7 = 792 =72 = 11(mod 19)

Reemplazando los valores obtenidos

2100 4 320 4 799 17+ 9+ 11(mod 19)
2100 4 320 4 789 = 37 = 18(mod 19)

Por lo tanto el resto al dividir 2'%° 4 320 + 789 por 19 es 18.
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111) 473 por 5, notemos que 473 = 3(mod 5), luego

473% = 3% = 34972 = 32 = 9 = 4(mod 5)

Por lo tanto el resto al dividir 473 por 5 es 4

Solucién 19. ;Cudl es el digito de las unidades en la representacién decimal de 31907
Ya que (3,10) =1,y

1 1 1 4
$(10) = 2-5-(1—5)(1—5):2-5-5-524

luego 3219 = 3% = 1(mod 10)
3100 = (31)1%0 = 1(mod 10)
Por lo tanto, el tltimo digito de 3% es 1.

Solucion 20.

r = 2(mod 3)
r = 3(mod 5)
r = 2(mod 7)

Primero verifiquemos que los médulo, son primos dos a dos
3,7=1, (5,7)=1, (3,5 =1
Los coeficientes del teorema Chino de los Restos
a=2,a0=3,a3=2, mi =3, mg=55m3=7, m=mq-mo-mg= 105,

ahora calculemos los coeficientes b;,

aeebp = I(mod my) by = I(mod mp) st -by = 1(mod my)
35-by = 1(mod3) 21-by = 1(modb) 15-b3 = 1(mod 7)
2by = 1(mod 3) by = 1(mod 5) b3 = 3(mod 7)
2b; = 4(mod 3)
by = 2(mod 3)
Luego una solucién particular es
Tog = al-b1~ﬁ+a2-b2~ﬁ+a3-b3~ﬁ
mq mo ms

x9 = 2-2-354+3-1-214+2-1-15=2331

r =z = 233 = 23(mod 105)

El menor entero positivo es 23.

201
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Solucién 21.
I) |:|17 = {52 | T € U(Zl7)}

Uz = 1{1,2,3.4,5,6,7.8,9,10,11, 12,13, 14,15, 16)

|:|17 - {1, 4, 9, 16, 8, 2, 15,@}

|O17] = 8 y ¢(8) = 4. Por lo tanto hay 4 generadores de [J;;. Buscamos el primer
generador:

1> = {1}
<4> = {4,16,13,1}
5o - GTBTEIRELoT

{0,13,15,16,8,4,2, T}

Ahora necesitamos los primos relativos a 8, que son: 1,3,5,7

[S1 S

N1

Generadores del grupo de los Jy;son: 9' =9, 0 =15, 9 =8, 9 =2
1121489 |13][15]16
112489 |13][15]16
21241816 11]9 |13[15
4141816152 1]9]13
|18 [16|15[13] 4|2 ][1]9
91912 [4]13][15]16] 8

1B[13]9 |1 |2]15|16| 8| 4
1515|139 |1]16|8 | 4|2
16[16|15]13| 9|8 |42 |13

11) Ya que 22 = 2- 11 se tiene que U(Zqy) es ciclico, luego [y = {72 | T € U(Za)} es
ciclico.

U(Zyn) = {1,3,5,7,9,13,15,17, 19,21}

|:|22 = {179737571_5}

|Oaa| =5y ¢(5) = 4. Por lo tanto hay 4 generadores de [y, es decir son todo salvo el
neutro.

Generadores del grupo de los [y son 3,5,9,15, v la tabla de multiplicar

o — woll 5 ol el
o el cof = 5| Sl

wol 5~ el ol ol

=1 ol 5 o cof co

S o o wol =) =

—_
S o o wol = -
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Solucion 22. Determine el nimero de soluciones en cada caso

(%) . (?) — (D)™, 73 =3(nod 5)

() -

1) 2% = 5(mod 73)

Pero,

Ademés

Por lo tanto, (%) = —1, luego %) = —1, de lo cual obtenemos 5 ¢ [Jr3, es decir, la

ecuacién x? = 5(mod 73) no tiene solucién.

11) 2% = 226(mod 563), sabemos que 226 = 2 - 113, donde 2 y 113 son primos

() - () ()

_ (_1)563571 . (_1)5632_71'113% ‘ <563

13
- oo (1)

= (=D)(-1)z = (113); 113 = 2(mod 111)

111
- o)

De lo cual obtenemos

) ;563 = 111(mod 113)

26N _
563

Por lo tanto 226 ¢ [lsg3, es decir, la ecuacién z? = 5(mod 73) no tiene solucién.
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I11)

V)

23 = 8(mod 719), notemos que 719 es un nimero primo

3 = 8(mod 719)

2® —8 = 0(mod 719)

23 —2% = 0(mod 719)
(x—2)-(z*+22+4) = 0(mod 719)

Luego z — 2 = O(mod 719) 0 2% + 22 + 4 = 0(mod 719).

de la primera ecuaciéon obtenemos

x —2=0(mod 719) <= x = 2(mod 719)

Para la otro ecuacién 2? + 2z + 4 = 0(mod 719), debemos calcular su discriminante
A=2—-4-14=4-16=-12=-1-2"-3

Ahora veremos si el discriminante es un cuadrado, para ello veremos los factores

También tenemos

Nos falta ver el dltimo factor

s 1
(%) — (—1)”921'%(7—39); 719 = 2(mod 3)

Luego (5) =1

719
_ _ 2
R IR (et DY S T (O S R B D R
719 719 719 719
Por lo tanto —12 ¢ [y, es decir, la ecuacién 22 + 2 + 4 = 0(mod 719) no tiene
solucion.

De lo cual, se obtiene que z* = 8(mod 719) tiene exactamente una solucién.

2? = 150(mod 1009), notemos que 1009 es primo,y que 150 = 2 - 3 - 5% analizaremos los
factores
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VI)

() = () () (o)

100921 1009—1 3—1 1009
S R € O

Por lo tanto 150 € [yggg, es decir, la ecuacién z? = 150(mod 1009) tiene dos soluciones
modulo 1009.

2* = 9(mod 4003), notemos que 4003 es un ntimero primo.

' = 9(mod 4003)
z*—9 = 0(mod 4003)
(#2 —=3)- (2> +3) = 0(mod 4003)

Luego tenemos que

(2° — 3) = 0(mod 4003) V (2°+ 3) = 0(mod 4003)
2 = 3(mod 4003) V 2* = —3(mod 4003)

Debemos determinar si 3 o —3 son cuadrado.

3 4003-1 3-1 4003
— = (-1 ' |l —]: 4 = 1(mod
(4003) (=)= ( 3 ) 4003 = 1(mod 3)

1
- —1.(Z)=-1
(3)
Para el otro valor

() - () () - 0

Por lo tanto 3 & g3 v —3 € Uygos, es decir, la ecuacién ! = 9(mod 4003) tiene dos
soluciones.

2% = 1(mod 19)

2% = 1(mod 19

(
=1 = 0(mod 19
(2 —1)- (2 +1) = 0(mod 19
(x+1)- (2> —x+1)-(x—1)- (2> +2+1) = 0(mod 19

— Nt N
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Debemos resolver los cuatro factores, par los lineales tenemos

x+1=0(mod 19) x — 1= 0(mod 19)
r = —1(mod 19) x = 1(mod 19)
x = 18(mod 19) x = 1(mod 19)

Ahora las cuadraticas 2 — z + 1 = 0(mod 19) y su discriminante es

Determine si es un cuadrado, analizando los factores
(%) - (%))
19 19 19
= (=) ()T T (?) . 19 = 1(mod 3)
1
— (0 (5) =1
-3

Asf tenemos que (32) = 1, luego —3 € iy, es decir, la ecuacién 22 — z+1 = 0(mod 19)
tiene dos soluciones y son distintas a las anteriores

Ahora la cuadrdtica 22 + z + 1 = O(mod 19) tiene el mismo discriminante A = —3, por
tanto tiene dos soluciones distintas, es facil notar que las soluciones de una cuadratica
son distintas a la de la otra (basta restar las ecuaciones). Por lo tanto 2% = 1(mod 19)

tiene 6 soluciones.

Q©

Solucion 23.

1) 2% = 5(mod 29), notemos que 29 es primo

(25_9) _ (_1)%-%(2_59); 29 = 22(mod 5)
G- (-

Por lo tanto 5 € [y, es decir, la ecuacién z? = 5(mod 29) tiene dos soluciones.

Determinemos las soluciones

7> = 5(mod 29); 5= 121(mod 29)
v = 121(mod 29)
r? — 121 0(mod 29)
2 — 112 0(mod 29)
(x—11)- (x+11) = O0(mod 29)
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Luego tenemos

x — 11 = 0(mod 29)
x = 11(mod 29)

x+ 11 = 0(mod 29)
r = —11 = 18(mod 29)

Por lo tanto las soluciones de x? = 5(mod 29) son:

x = 11(mod 29),

r = 18(mod 29)

11) z? = 2(mod 97), Notemos que 97 es primo.

2 9721
— = (1) & =1
() - 0™
Por lo tanto 2 € Oy, es decir, la ecuacién z? = 2(mod 97) tiene dos soluciones.
2?2 = 2(mod 97); 2= 196(mod 97)
v = 196(mod 97)
=196 = 0(mod 97)
v — 14> = 0(mod 97)
(x—14)- (x+14) = O0(mod 97)

De lo cual,

x — 14 = 0(mod 97)
x = 14(mod 97)

x + 14 = 0(mod 97)
r = —14 = 83(mod 97)

Por lo tanto las soluciones de x? = 2(mod 397) son:

x = 14(mod 97),

r = 83(mod 97)

207

1) 2% 4+ 22 — 1 = 0(mod 953). Notemos que 953 es un primo y que cero no es solucién.

953

T
2954
2242 —1
El discriminante es
A=22—4.1.

Falta determinar si 2 es un cuadrado

(%) -

= x(mod 953)
= 2%(mod 953)
= 0(mod 953)

/-

—1=4+4=8=2%.2

(B) () ()
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Por lo tanto 8 € [gss, es decir, la ecuaciéon 2% + 2z — 1 = 0(mod 953) tiene dos
soluciones.

Para determinar las soluciones sea z = 2ax + b = 2x + 2, luego

2> = A(mod 953)

22 = 8(mod 953) 8 = 961(mod 953)
22 = 961(mod 953)

22— 961 = 0(mod 953)

22— 31> = 0(mod 953)

(z—31)-(2+31) = 0(mod 953)
De lo cual obtenemos,

z — 31 = 0(mod 953) z + 31 = 0(mod 953)
z = 31(mod 953) z = —31(mod 953)
2.2+ 2= 31(mod 953) 2.2+ 2= —31(mod 953)
2 - x = 29(mod 953) 2. x = —33(mod 953)
) 2 -z = 920(mod 953)
) x = 460(mod 953)

982
491

mod 953
mod 953

x = 982(
x = 491(
Por lo tanto las soluciones de %% + 22 — 1 = 0(mod 953) son:

x = 491(mod 953), =z = 460(mod 953)

1v) z® = 8(mod 31), notemos que 31 es primo,

¥ = 8(mod 31)

2® —8 = 0(mod 31)
2* —2° = 0(mod 31)
( )

(x—2)- (2 + 22+ 4) ; 0(mod 31
De lo cual obtenemos
(—2)=0(mod 31) Vv 2+ 2x+4 = 0(mod 31)
De la ecuacion lineal obtenemos
r —2 = 0(mod 31) <= x = 2(mod 31)

Ahora veremos la ecuacién cuadratica x? + 2z + 4 = O(mod 31), para ello, calculemos
el discriminate

A=22—4.1-4=4—-16=-12=-1-2%2.3
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Veremos si es un cuadrado

) - GGG

= (=) (1) ()R (_) ;31 = 1(mod 3)

- e (3) =

Por lo tanto —12 € sy, es decir, la ecuacién x? + 2z + 4 = 0(mod 31) tiene dos
soluciones.

Usando el cambio de Variable z = 2ax + b = 22 + 2 Obtenemos

22 = —12(mod 31) — 12 = 81(mod 31)
2> = 81(mod 31)
22 —81 = 0(mod 31)

(z—9)-(24+9) = 0(mod 31)
De este modo obtenemos,

( ) 249 = 0(mod 31)

( ) 224 2= -9(mod 31)
2.2 = 7(mod 31) 2.2 =—11(mod 31)

( ) 2.2 = 20(mod 31)

( ) z = 10(mod 31)

Por lo tanto las soluciones de 2 = 8(mod 31) son:

r =2(mod 31), x =10(mod 31), z = 19(mod 31)

V) 2%+ 223 + 3 = 0(mod 23), realicemos el siguiente cambio de variable
u = 2°
W o=
u?* +2u+3 = 0(mod 23)
El discriminante de la ecuacién cuadratica es

A=22_-4.3=4—-12=-8=-1-22.2

Veremos si los factores son cuadrados
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Por 1ultimo tenemos
—8 -1 22 2
(%) - (3) (&) (H) -1
Por lo tanto, —8 & a3, es decir u? + 2u + 3 = 0(mod 23) no tiene solucién, de lo cual

obtenemos z° + 22% + 3 = 0(mod 23) no tiene solucién.

vi) 2 — 219 + 42 — 3 = 0(mod 7), como 7 es primo y cero no es solucién de la ecuacién
tenemos que % = 1(mod 7).

De lo cual obtenemos que
2" = 2*(mod 7); 2" = 7*(mod 7)
Luego la ecuacién es equivalente a
2* — 2* + 42 — 3 = 0(mod 7)

El desarrollo de este ejercicio sera por evaluacion,

2 = 0 : 0°—0'44.0-3 = —3=4%0(mod7)

r = 1 : 1¥-1"+4-1-3 = 1% 0(mod 7)

r = 2 22-2444.2-3 = —-3=4#0(mod 7)

r = 3 3 —-31+4.-3-3 = —45=4#0(mod 7)

r = 4 43 -4 +4.4-3 = —179 =3 0(mod 7)

r = 5 : 5 —-5"+4.5-3 = —483 = 0(mod 7) v
r = 6 : 6—6'+4-6-3 = —1059=252% O(mod 7)

Por lo tanto la solucién de !> — 2% + 42 — 3 = O(mod 7) es

x = 5(mod 7)

vil) 28 + 22 = 0(mod 7) 0 < 2 < 30, notemos que 2" = x(mod 7)

2% +2° = 0(mod 7)
7> +2° = 0O(mod 7)
22 = 0(mod 7)

> = 0(mod 7)

x = 0(mod 7)

Por lo tanto = € {0,7,14, 21,28}

vIil) x® — 23 = 0(mod 43), recuerde que 43 es primo

2° —2® = 0(mod 43)
0(mod 43)
2® (x—1)-(x+1) = 0(mod 43)

8
w
—
8
V)
|
—_
~—
Il
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O(mod 43) 2 —1=0(mod 43) 2+ 1 = 0(mod 43)
O(mod 43) 2 =1(mod 43) 2 = —1(mod 43)
O(mod 43)  z = 1(mod 43)  x = 42(mod 43)

1,3
T
T

Por lo tanto las soluciones de z° — 2* = 0(mod 43) son:

O(mod 43), =z = 1(mod 43), =z = 42(mod 43)

T

Solucién 24. Resolver T + 73 = 68 en Zo

z 473 68
T 68 — 73
T -5, —5+21=16
T 16
v
Solucién 25. Resolver 2 - 7% +T + 6 = 0 en Zy, recordemos que Z; = {0,1,2,3,4,5,6}
T 0 : 2.004+0+6 640
T = 1 : 2.T°41+6 = 9=2+#0
T = 2 : 2.242+6 = 16=2+#0
T = 3 : 2:343+6 = 21=6+#0
T = 4 : 2.°4+44+46 = 12=0 v
T = 5 : 2.54546 = 61=5+#0
T 6 : 2.6+6+6 31=0 v
Por lo tanto todos los T € Z; tal que 2 - 2> +T+6=0sonz=4,T =6 Q

Soluciéon 26. Demostrar que Va,n € 7Z tal que a,n son primo relativos con 31 entonces
31|n% — @, para ello tenemos que

n?GY = 1(mod 31) a®®Y = 1(mod 31)

Luego
n* = 1(mod 31) a* = 1(mod 31)

Restando obtenemos
n —a*® = 1—1=0(mod 31)
De lo cual obtenemos 31](n3° — a3%) V)

Solucion: 27 Sea p un nimero primo impar
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i) p = 1(mod 5), luego
(2) = (3) =1, lo que es una contradiccién
ii) p = 2(mod 5)
®)= @) = ()% =1
iii) p = 3(mod 5), luego (2) = (£). Calculemos

Por lo tanto (%) = —1.
iv) p = 4(mod 5)
4

P\ _ (4 _ o
(5 = (5) =1, lo que es una contradiccion

De este modo todos los primos impares p, tal que (%) = —1 son

p = 2(mod 5) V p = 3(mod 5)

Solucion 28.

1) 3z +2y
2z + by

1(mod 7)

2(mod 7)

Note que 7 es un numero primo, todos lo niimeros salvo los miltiplo de 7 son invertibles.
Amplificamos las ecuaciones

3r+2y = 1l(mod7) /-2
2 +5y = 2mod7) /-—3
6r+4y =  1(mod 7)
—6x — 15y = —6(mod 7)
Sumando las ecuaciones, se obtiene
—1ly = —4(mod 7)
3y = 3(mod 7)

y = 1(mod 7)
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Reemplazando en 2z = 2 — 5y(mod 7)

2r = 2 —5(mod 7)
2z —3 = 4(mod 7)
r = 2(mod 7)

S={(r,y) | 2=2(mod 7) y = 1(mod 7)}

T+ 12y
3r + 11y

9(mod 13)
8(mod 13)

De manera analoga tenemos que 13 es primo.

I1)

r+12y = 9(mod 13) /- -3
3z+1ly = 8(mod 13)
—3r —36y = —27(mod 13)
3z+1ly = 8(mod 13)
sumando obtenemos
—25y = —19(mod 13)
y = T(mod 13)

Reemplazando en z = 9 — 12y(mod 13)

= 912 7(mod 13)
= —75= 3(mod 13)

S={(z,y) | z =3(mod 13) y = T7(mod 13)}
r+y+z = 2(mod?7)
mnm) z+2y+3z = 3(mod7)
2e+y+4z = 1(mod 7)

Despejando obtenemos x = 3 — 2y — 3z(mod 7) y reemplazando en

2r+y+4z = 1(mod 7)
2-3—-2y—32)+y+4z 1(mod 7)
—3y —5+ 22z(mod 7)
4y 2+42z(mod 7) /-2
y = 4+ 4z(mod 7)
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En la ecuacién original

3 —2y — 3z(mod 7)
3—2-(4+44z) — 3z(mod 7)
—5 — 11z(mod 7)

2 4 3z(mod 7)

8 8 8 8

Reemplazando en la primera ecuacion

r4+y+z = 2(mod 7)
(2432)+(4+42)+2z = 2(mod 7)
z = 3(mod 7)
Reemplazando el valor de z
x =2+ 3z(mod 7) y=4+4z(mod 7)
r=2+3-3(mod 7) y=4+4-3(mod 7)
x = 11(mod 7) y = 16(mod 7)
x = 4(mod 7) y = 2(mod 7)
La solucién del sistema es:
r=4(mod 7) A y=2(mod7) A z=3(mod7)
o bien
S={(z,y,2) | r=4(mod 7) y=2(mod7) 2z =3(mod7)}
r+2y+4z = 5(mod 13)
v) br+y+8z = T(mod 13)
6r+8y+72 = 1(mod 13)

Despejando obtenemos x = 5 — 2y — 4z(mod 13) y reemplazando en

5T +y +
5b—2y—4z)+y+

8z
8z

_9y

En la ecuaciéon original

4y
Yy

7(mod 13)

7(mod 13)

—18 4 12z(mod 13)
8 4+ 12z(mod 13)

2 + 3z(mod 13)

5 — 2y — 4z(mod 13)
5—2-(2+43z) — 42z(mod 13)
1+ 3z(mod 13)
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Reemplazando en la tercera ecuacién

6xr+8y+72 = 1(mod 13)
6-(1+32)+8-(2+32)+ 72 1(mod 13)
10z 5(mod 13)

40z 20(mod 13)
z = T(mod 13)

/-4

Reemplazando el valor de z en

x =1+ 3z(mod 13) y =2+ 3z(mod 13)
=143 T7(mod 13) y=243-7(mod 13)
x = 22(mod 13) y = 23(mod 13) 23 —13 =10
x = 9(mod 13) y = 10(mod 13)

La solucién del sistema es:

=9(mod 13) A y=10(mod 13) A 2z = T7(mod 13)

o bien
S={(r,y,2) | t =9(mod 13) y =10(mod 13) 2z = 7(mod 13)}
r = T(mod9)
x = 10(mod 4)
r = 1(mod 7)

Como (9,4) =1, (9,7)=1, (4,7)=1, luego tenemos
CL1:7,CL2:10,CL3:1, m1:9,m2:4,m3:7, m:m1~m2-m3:252

calculemos los coeficiente de la solucion particular
m

m
. by = 1(mod my) by = 1(mod my) s by = 1(mod m3)

28 -0y =1(mod 9) 63-by=1(mod 4) 36-b3 = 1(mod 7)
by =1(mod 9) —1-by=1(mod 4) b3 = 1(mod 7)
by = 3(mod 4)
Luego la solucién particular
o = al-b1~ﬁ+a2-b2~ﬁ+a3~b3~ﬁ
mq mo ms
xg = 7-1-28410-3-63+1-1-36=2122

y la solucién general

xo(mod m)
2122 = 106(mod 252)
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VI) 1(mod 4)
0(mod 3)
5(

mod 7)
Como (3,7)=1, (4,7)=1, (3,4) =1, luego tenemos

8 8 8

CL1:1,CL2:0,CL3:5, m1:4,m2:3,m3:7, m:m1~m2-m3:84

Los coeficiente de para obtener la solucién particular

m

mq ms

21-by =1(mod 4) 28-by=1(mod 3) 12-b3 = 1(mod 7)
b1 = 1(mod 4) by = 1(mod 3) 5-b3 = 15(mod 7)

— - by = 1(mod my) by = 1(mod my) m by = 1(mod m3)

b3 = 3(mod 7)
Luego la solucion particular
m m m
o = al-b1~—+a2-b2~—+a3-bg~—
mi ma ms

zg = 1-1-214+0-1-28+5-3-12=201
y la solucién general

zo(mod m)
= 201 = 33(mod 84)

vil) 3z = 1(mod 5)
4r = 6(mod 14)
5z = 11(mod 3)
Simplifiquemos

3z = 1(mod 5) 2z =3(mod 7) 5z = 11(mod 3)
3z = 6(mod 5) 2x = 10(mod 7) 2z = 2(mod 3)

r=2(mod5) x=5mod7) x=I1(mod 3)

Por lo tanto hay que resolver:

2(mod 5)
5(mod 7)
1(mod 3)

Como (5,14) =1, (3,5) =1, (14,3) =1, luego tenemos

a1:2,a2:5,a3:1, m1:5,m2:7,m3:3, m:m1~m2-m3:105

216
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Los coeficiente de para obtener la solucién particular

m

mq ms

21-b; = 1(mod 5) 15-by = 1(mod 7) 35-b3 = 1(mod 3)
b1 = 1(mod 5) by = 1(mod 7) 2b3 = 1(mod 3

b3 = 2(mod 3)
Luego debemos determinar la solucién particular
m m m
o = al-b1~—+a2-b2~—+a3-b3~—
maq meo ms

xg = 2-1-21415-1-15+1-2-35 =187
y la solucién general

= xo(mod m)
= 187 = 82(mod 105)

VII) x—y
Ty

5(mod 47)
6(mod 47)

— by = 1(mod my) - by = 1(mod my) . by = 1(mod mg)

217

Notemos que 47 es un ntmero primo y amplifiquemos por —y la primera ecuacién y

sumando obtenemos
y* 4 5y — 6 = 0(mod 47)
El discriminante es
A=52—-4.1.6=25—-24=1=1>

luego debemos resolver

( ) 2y + 5 = —1(mod 47)
2y = —4(mod 47) 2y = —6(mod 47)

( ) y = —3(mod 47)

(mod 47) y = 44(mod 47)

Reemplazando en la ecuacion lineal obtenemos que la solucién del sistema es

(x = 3(mod 47) Ay = 45(mod 47)) V (z = 2(mod 47) A y = 44(mod 47))

1X) 224+9y? = 1(mod 13)
ry = 2(mod 13)
Eliminemos una variable del sistema
2+y?> = 1(mod 13) /- —2?
ry = 2(mod 13) /()?

Recuerde que el paso anterior, no es una equivalencia, pero si una implicacién
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R I

$2y2

—2%(mod 13)
4(mod 13)

Luego
o' — 2% + 4 = 0(mod 13)

Cuyo discriminante es
A=1-16=—-15=-2=(-1)-2

Para determinar si —2 es un cuadrado, veremos

Por lo tanto —2 & [y3, es decir, z®+y? = 1(mod 13) |no tiene solucién.
ry = 2(mod 13)
Q©
Solucién 29.
Determinar los o € Zy; tal que
rT—y = «
r-y = 1

-y = a-x
r-y = 1

Sumando las ecuaciones tenemos

2 —a-r—1=0

El valor del discriminante es
A:a2—|—4§ZD41U{O}

Ademaés los cuadrado son

On = {1,4,9,16,25,36,8,23,40, 18, 39, 21, 5, 32, 20, 10, 2, 37, 33, 31}

Ahora veremos
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Por lo tanto

a € {3,5,7,8,9,10, 15, 16, 17, 20, 21, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 36, 33}
V)

Solucién 30. Sea p = 3(mod 4) y supongamos que existen z,y € Z tal que x? + 3> = p.
Note que si uno de ellos es multiplo de p entonces el otro también, clo cual nos conduce a
una contradiccién.

?+y’ = p
22 +y* = 0(mod p)
@ = —y’(modp) y#0
2
x
— = —1(mod p
(5) = e
—1
) -
p
(D)7 =1
p—1
— = 2t tel
5 c
p—1 = 4-¢
p = 1(mod 4)
Pero p = 3(mod 4). Por lo tanto no existen z,y € Z tal que 2> + y?> = p v

Solucién 31. Sea p primo impar, luego p # 2, y ademdas p — 1 es par, por lo tanto p — 1 =
2-k; kel
Sea T € U(Z,) luego existe un tinico T~ € U(Z,)

DERED O

zEL, YEL:

o -1 2kp
Yot o= 1+2+---+p—1zp(p2 ) _ 2p -

De lo obtenemos

Z 7! = 0(mod p)

TELE

Solucion: 32 Veamos unos ejemplos primero
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Oy = {1} T=1
zels
O — {1,3): R
zels
O — {1,1,7}: F—T1.1.3-8=1
zTelr

Note que [, es un subgrupo multiplicativo y en este producto esta el inverso de cada
elemento, ademds los tnicos elementos que son su propio inverso son 1, —1 por lo tanto, el
resultado depende solamente si —1 es un cuadrado

Conclusién:

Sip=4-t—1 t€Zentonces [[;.; T=1
Sip=4-t+1 teZentoncesHEGDpE:p—l v
Solucion 33.
[b —»{T}; Q;ZIT
zels
0= {1} Y w1
zels
Os = {1,4}; T=1+4=5=0
zels
O, = {1,4,2}; T=1+4+2=7=0
zelr

Sea p un primo mayor que 3, y 6 un no cuadrado distinto de —1, luego 40, es el conjunto
de los no cuadrado y recordemos el ejemplo 102

0= 7= 7+ Y %
ZEL yel, zeod,

Simplificando

0= ) 7+5> 7

yelp yelp
0 = (1+6)) 7
yelp

De lo cual obtenemos la siguiente conclusion:
Sip=20 3 entonces } .o T=

Si p # 2 y 3 entonces Zfemp T =

el
<3

Solucién: 34 Sean x,y € Z* tales que (x,y) = 5, luego 5|z y 5y
Comoblrsr=5-q¢; q€Zyblyey=5-k k€Z, conk,q primos relativos.
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Ademids = + y = 100, luego reemplazando obtenemos 5(¢ + k) = 100 y simplificando
obtenemos q + k = 20

k| ] yl(zy)|z+y
19 595 50 100
1811090 10| 100
17 (15| 85 50 100
16 (2080 20| 100
152575 25| 100
14[30|70] 10| 100
1313565 50 100
1214060 20| 100
1145 |55 50 100
10[10]50 (50| 50| 100

Por lo tanto hay 8 soluciones que estan dadas por:

S ={ (5,95), (15,85), (35, 65), (45, 55), (55, 45), (65, 35), (85, 15), (95,5) } C Z x Z

CO| | O U = | W| N M

Ne}

O

Solucion 35.
Sean x,y numeros impares luego y = 2-k+1;, ke Z, x=2-q+1;, q € Z,
reemplazando y simplificando obtenemos
2?+y" = (2-k+1)2+(2-¢+1)?
= 4- K +4-k+1+4-¢*+4-q+1
= 2.2 k42 k+2-¢°+2-q+1)
= 2.1, r=2-k+2-k+2-¢+2-q+1
Por lo tanto 22 + 2 es par.
Ahora supongamos que 4|(2?+%?) luego 22 +1y* = 4-a con a € Z, volviendo a la identidad
anterior tenemos
4y’ = 4-a
4.k +4-k+14+4-*4+4-q+1 = 4-a
4-(K+k+¢+q—a) = -2

Por lo tanto 4/2, lo que es una contradiccién, lo que implica que 4 no divide a x? + y?

Q©

Solucién 36. Sean a,b € Z tales que a® = 2-b%, luego 2|a? lo que implica que 2|a, por tanto
a es par. Reemplazando a = 2k, obtenemos

a = 2-1°
(2k)* = 2-b°
4k = 2°

26k = V2
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De igual manera 2[b* por ende 2|b, lo cual determina que b es par. v

Solucién 37. Sean a,b € Z tales que (a,4) =2, (b,4) = 2, luego a divisible por 2 y no
por 4, de igual manera b
Por lo anterior tenemos a = 2 - ky y b = 2 - ko, donde ky, ko son impares es decir,

ki=2-q1+1, k=2-@+1, q,peZ
Reemplazando tenemos
a+b = 2k +2k =22 +1)+22¢+1) =41 + ¢+ 1)

Por lo tanto 4|a + b, luego (a + b,4) = 4. Q

A.2.3. Numeros Complejos

Solucion: 38

1) Z+2z =4+
Sea z=a-+bi, Z=a—0b,luego Z+ 2z =a — bi + 2a + 2bi.

Reemplazando se tiene
3a+bi = 441

Luego

Por lo tanto z = %+i
) Z+ 52 +6 = 22

Sea z = a + bi, con a,b € R luego Z = a — bi, 2% = a® — b* + 2abi, reemplazando

Z4+5246 = 22
a—bi+5a+5bi+6 = a®—b*+ 2abi

de lo cual tenemos
6a+6 = a®>—"b?

4b = 2ab
De la segunda ecuacion

2ab — 4b =

b2a—4) = 0

luego



APENDICE A. EJERCICIOS 223

Si b = 0 entonces

a?—b —6a = 6
a?—6a—6 = 0

6++36+4-6
a:
2
a__6i¢@
- 2
azB:l:\/B

Si a = 2 entonces
a>—b*—6a = 6
4-0*-12 = 6
»¥o= —14
Imposible, ya que b es real. Por lo tanto z; = 34+ V15 4+ 0i, 2, =3 — 15+ 0i
) 22+ 2| =0
Sea z =a+bi, 2?>=a*+2abi—b* |z|=+Va2+h?
24zl = 0
a® +2abi — b +Va2+ b = 0
a’ = b + Va2 + b + 2abi =
De lo cual, obtenemos

=0 +Va2+b = 0
2ab = 0

De la segunda ecuacién obtenemos

Sia=0
—b*+b = 0
b-(1-0) =
b=0 Vv b=1
Sib=0
a>+a = 0
a-(1—a) = 0
a= V o a=-1

Por lo tanto z € {i,—1,0}
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w) |81 - 3

2—81i

Sea z=a-+ b

|z — 12| 5
|z — 8 3
3.lz—12] = 5]z — 8
3-la+bi—12] = 5-|a+ bi— 8
3-la—12+bi] = 5-|a+ (b—28)i
3-V(a—122+40 = 5-\/a?+(b-8) /()

9-(a® —24a + 144 +b*) = 25 (a* +b* — 16b + 64)
9a* — 216a + 1296 4+ 9* = 25a* + 256 — 400b + 1600
16a* + 216a + 160> — 4006+ 304 = 0 /=16

2
a2+;a+b2—25b = —19

Para determinar cuales son estos puntos, completemos cuadrado
27\> /27 25 25 °
— ) —(— b—— ) — ([ — = —1
(5 -5 +(-3)-(3) - v
7 25 729 625
il _ = - 1 27, 222
( 4) (b 2 ) ot 16 + 4
27 2 25 2925
a+ — b— — = —
2 16
2
b 25 5-117
2 4

representa una circunferencia en el plano cartesiano.

[\

Solucion 39.

1) Z1 - =722

Sean z; = a+bi, 2zo=c+di

722 = (a+bi)-(c+di)
Z1 - 22 ac + adi + bei — bd
Z1 22 = ac—bd+ (ad+ be)i
ac — bd — adi — bci
(a—bi) - (c— di)

2129 = Z1°%Z2

VARRY)

21 22

224
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1) |21 + 222 + |21 — 22|* = 2|21 | + 2| 2|?

Sean z1 = a+bi, 2zo=c+di

225

21+ 2of* + |21 — 20|
21+ 2o + |21 — 20|
21+ 2o + |21 — 20|
21+ 2of* + |21 — 20|
|21 + 22|* + |21 — 22|
|21 + 22|* + |21 — 22|

|21 4 22 + |21 — 22|

la +bi + ¢+ di|* + |a + bi — ¢ — di|?
|a—|—c+(b+d)'|2+|a—c+(b d)'|2
V@t +b+d)? +la—c2+
(a+c)*+ (b+d)?+ (a—c)+ (b—d)
2(a* +b*) + 2(* + &%)
WET R + A+

2|21 % + 2| 20|

b—de

Solucion 40.

) A={zcC | 4<|z—1|+|z+1 <8}
Sea z = a + bi
la+bi —1|+|a+bi+1 < 8
la—1+bi|+]a+1+bi] < 8
Vie—12+2+/(a+1)2+02 < 8
(a—12+0 < 8=V(a+12+8 /()* ()
a2 =20+1+0 < 64—16\/(a+ 1240 +a®+2a+1+b
16y/(a+1)2+0* < 64+4a /4
4/ (a+1)2+b < 16+a /()
16a* + 32a + 16 + 166> < 256 + 32a + a
15a® + 166> < 240 / + 240
a’> b
G S 1

Tenga presente que falta analizar una restriccion (x), luego 0 < 8 —
decir (a + 1)? 4+ b* < 82, es un disco de radio 8 y centro (—1,0

contenida en el disco.

veamos la otra condicion

4
—V(a+1)2+0?
16 — 8v/(a+1)2 + b2+ a® + 2a + 1 + b

16 + 4a

VAN VAR VAN VAN VAN VAN

(a+1)2+0b2 es
), donde la elipse esta

la+bi — 1|+ |a + bi + 1

la — 1+ bi] + |a+ 1+ bi
(@a—=1)24+024++/(a+1)2+1?
(a—1)2+0? (+)

a® —2a+ 1+ b

SV IP <7 /52

/0?
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I1)

111)

V)

4b*
b2

EJERCICIOS
44a <
16 4+ 8a +a®> <
12 < 3a®>+
2
a
1 < 4=
< ot

Falta analizar (*), en este caso ha dos posibilidades, si 4% <

3

226

2v/(a+ 12+ 62 /()°

4a® + 8a + 4 + 4b*

/+12

(a + 1)2 4 b?, cumple

todo los valores y si es interior al disco 42 > (a +1)? +b? se tiene que 1 < & + %, pero
la elipse esta contenida en el disco, luego los valores que obtenemos son los exteriores

a la elipse.

De este modo obtenemos.

Por lo tanto A = {a + bi € C* | 1§‘1—2+% A
A={zeC | <2/ <1}
Sea z = a + bi
1
§§ |2| <1
1 :
§§ la+bi] <1
1
§§ vaz+bv <1
lg a2+ <1
4
Por lo tanto A ={a+bic€C | 1<a*+b* <1}
A={2eC | |z—1+1] =4}
Sea z = a + bi
|z —1+1i| =
la+bi—1+4+1d =
la—14+(b+1)i| =
Va— 1P+ o+ 1) =
(a—1+(0b+1)7° =

Por lo tanto A = {a+bi € C |
en R?.

A={zeC | |z—2/=|1—22]}

= e

/0
42

(a—1)2+ (b+1)® = 16}, A es una circunferencia
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Sea z=a-+bi, Z=a—0bi

(a—2)24?

a® —4a + 4 + b
3

1

227

|1 — 27|
|1 — 2a + 2bi|
|1 — 2a + 20bi|

V(L —2a)2 +4b2 /()?
1 —4a + 4a® + 4b?
3a*+3b° /+3
a+v?

Por lo tanto A = {a+bi € C | a*+b* =1}, A es una circunferencia en R?.

V) A={2€C | Re(z—1i)=2}

Sea z=a-+bi, Z=a—0bi

Re(z — 1)

Re(a—bi—1i) = 2

a =

Por lo tanto A= {a+bi € C | a =2}, A es una recta en R?.

vi) A={2z€C | 0<Im(z) <2}
Sea z = a + bi

0<

Im(z) <2

0< Im(a+bi) <2

0<

b <2

Por lo tanto A= {a+bic C | 0<0b<2}, Aeslainterseccién de dos semi planos

en R2.

vil) A={2€C | 0< Re(z) <2}
Sea z = a + bi

0<

Re(z) <2

0< Rela+bi) <2

0<

a <2

Por lo tanto A = {a+bi € C | 0<a <2}, Aes lainterseccion de dos semiplanos

en R2.

vi) A={ze€C | |z—4i|+|z+4i] =10}
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Sea z =a+ bi
|z — 4i| + |z + 4
la + bi — 41| + |a + bi + 44|
Va2 + (b—4)2 +\/a2 + (b+4)?
+ (b—4)?
a2+b2—86+16

201/a% + (b + 4)2

228

10
10

10

10— va2+(b+4)?2 /() (%)

100 — 20v/a? + (b + 4)2 + a® + b* + 8b + 16

100+ 16b /=4

5va?+ (b+4)? 25 +4b  /()?
25a2 + 25b% + 200b + 400 625 + 200b + 16bH°
25a” + 9b* 225 )+ 225
a? b
— 4+ =1
9 a5

Tenga presente, que falta analizar una restriccién (x), debe ser interior a la circunfe-
rencia de radio 1 y centro (0, —4), lo cual esta considerada en la conclusiéon

Por lo tanto A ={a+bic C | %2 + % = 1}, A es representa una elipse en R?.

1X) Sean a,c € R,b € C fijos
a-z-Z+Re(b-Z)+c=0

Seaz=x+vyi, Z=x—yi, b=d+ei

a-z-Z+Re(b-Z)+c = 0

a-(r+yi) (x—yi)+ Re((d+e€i)- (x—yi))+¢c = 0
a-(®+y*)+ad+ye+c = 0 /=a

xd ye c
a:+y+ = —=
a
+d 2 d2+< +e)2 62 c
r+—] —— —) - = ——
2a 4a? y 2a 4a? a

2 e\ 2 c 1 2t e

T+ + y+2—a> = —a+4—a2'( —|-6)

(
2 e\ 2 1 c :
Hl+g) - < @"b'“a)

Condicién:

=
o
|
|
AV
o

b > 4ac
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Por lo tanto. Si |b|? > 4ac entonces el lugar geométrico es una circunferencia. Si |b|? =
4ac entonces el lugar geométrico es un punto. Y en los otros caso es vacio. @

Solucién 41. Sean A={2€C | |2|=3}, B={2€C | |2—1|=]|z—i|}, denotemos
z = a+ bi.
Como z € A, luego

2] = Va?+ b?

3 = Va2+2 /()?

3 = a4+

Ademas z € B, luego

lz=1] = [z—1]
la+bi—1] = |a+bi—i
la—1+0bi] = |a+(b—1)i
(a—124+0 = a2+ (b-12 /()?

> —2a+1+0* = a®>+0*—-2b+1
a = b

Por lo tanto

ANB = {a+bieC | a®>+b*=3*Na=0b}
ANB = {a+bieC | 2*=3*ANa=0b}

ANB = {a—i—biE(C | b::t%/\a:b}
3 3

3 3
ANB = 1543, 3 3,
{ 5 V2R ﬁz}

Solucién 42. Sea |z| =1y w,z€C,siz=a+bi, Z=a—bi, w=c+di

Zw+1] = |(a—0bi)- (c+di)+ 1]

Zw+ 1] = |ac+ adi— cbi + bd + 1|

Zw+1| = |(ac+bd+ 1)+ (ad — be)i|

Zw+ 1] = +/(ac+bd+1)2+ (ad — bc)?

Zw+ 1] = Va2 + b2d2 + 1 + 2abed + 2bd + 2ac + a2d? — 2abed + c2d?
Zw+1] = Va2 (E+d?)+b2- (2 +d2) + 2ac + 2bd + 1

Zw+1] = (@ +0?)-(2+d?) +2ac+2bd+1; |2|=1

Zw+ 1] = Ve +d? + 2ac + 2bd + a® + b2

Zw+1] = (a+c)?2+ (b+d)?

Zw+1] = |z +w|
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Solucién 43. Encontrar el Arg(z)

1) z=—2+4+2V/3i

Arg(z) = =—-60
Arg(z) = —g—Fﬂ'I%ﬂ
1) 2
z=—
1+ V/3i
2 1—/3i
z = — .
1+V3i 1—+/3i
L T2+2VEi
- 1+3
1 1B
S T
V3
Arg(z) = tg_l<2{> =tg~'(—V3)
T2
Arg(z) = —60
Arg(z) = —g+7r:2§
Solucion 44.
) —V2 -2 A _ et (22) et
) = w20 ) =)
Arg(z) = 45
Arg(z) = g W:%
2] = V2+r2=2
. [om
z = 2-as <Z)
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) z=— 2
14+ +/3i
2 1—+/3i
L= )
143 1—+/3i
L 242V
N 143
1 13
zZ —§+ 2
1/3
Arg(z) = tg‘1<2{ =tg ' (—V3)
-3
Arg(z) = —60
T 2T
A . _r
rg(z) 3—|—7r 3
Bl = 3o =
= \Jiti=

Solucion: 45

I) (—v2—/2i)16
(=1+41)%

Sean z; = —V2 — V2i, 2z =—1+1

it - 10 (22) i
Arg(z) = 45
™ o
Arg(z) = 1 +7= T
|Zl| = V2+2=
7z = 2-as (%T)
a1 -1
Arglz) = b Qj)zm (—1)
Arg(z) = —45
s 3
Arg(z) = 2 += T
22| = V2
1 . 57’(‘
Zo = 22 -¢18 (Z)



APENDICE A. EJERCICIOS 232

216 (2-cz’s(%”))16 216 . cis (£527)
1 = 1= 1 .
29 (2% Cc18 (%)) 22 - cis %)
416
L= 2" cis(20m — 3m)
<9
2 14 :
z_§ = 2% (cos(17m) + isen(177))
416
o= 2M (=14 00)
>
Z_%G — _214
%
40
W (L)
_ 14+3i
Sea z = 1%
C1+VBi 1+
o 1—i 1+
1+i++3i—3
z =
2
1—v3  1++3
z = +1
2 2
1+v3
Arg(z) = tg! 1_2\/3
2
Arg(z) = =75
om I
Arg(z) = —§+7T=§
o = QY (4 VEP
B 4 4
2] = V2

Luego, se tiene que

(o ()
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40 -
A0 = 2% s < 01277T) =2%.¢is <70?7T>
A0 — 920, <COS <70T7T) -+ sen <70?7T>)
LA0 920 _1_@
2 2
A0 = 919 (14 Vi)

ur) (L4 + (1 —14)"
Sea z; = 1 +1,

n n _
21tz =

n n
Zl +22 -

cos(—z) =

sen(—z) =

n n _
zy t2z9 =

n n _
zZ1 tz9 =

Zgzl—i

Arg(n) = tg! G)
Arg(z) =

233

45
Argle) =
2] = VI2+12=V2
z1 = 2%~cz’s<

Arg(z) = tg! (—il)
Arg(z) = —45
Arg(z) = _Tﬁ
|2’2| == \/§
Zy = 22 - cis (%)

- (25 e (5 o (22) 4 (22))
B
23
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Solucion 46.

Las raices cubica de uno son:

e k=0: vcis(0)=1

2—2z =
- (1+V3i) =

2 (1 —V/30)

- =1
Z+1
11—z = z+1

20 = 1—1

11

z = 5 22

1

_i_l—?i /-Q(Z—l-’i)
(z+¢)-(—14—v§Q
—i—z—\/g—i—zx/gi
2+V3+i

(2+V3+1i)- (14 v3i)™"

_ —%—%?i J 2z +14)

= (z+i)~<—1—\/§i)

= —i—24+V3—2V3i

= 2—V3+i

= (2—V3+i)-(1—V3i)!

234
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4 4
22 4 4 4

I R N A
2 2 2 2

Por lo tanto z € {

Solucion 47.

a) Las raices cubicas de —i. Si z = —i, entonces la forma polar es:
37
Arg(z) = B}

2] = VI

235

Las raices cubicas son

e k=0 l-cz's(g):i

o k=1 l-cis(%)zl-(—%—Lz):_@_li

— o (11w V3 L.\ _ V3 _ 1.
.k—2 ICZS(T)_l(ﬁ_E,l)_T_EZ
b) Las raices cudarticas de —1. Si z = —1, entonces la forma polar:
Arg(z) T
2 = VI
z = leis(m)

w

e k=1 1l-cis(¥)=1-

4

4

(
o k=2 1-02'3(5”):1.(_
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s _ 1 1 .
e k=3 1CZS(T)—1 (\f \[) %—EZ
¢) Las raices cuadradas de 2 — 2v/3i, si z = 2 — 24/34, entonces la forma polar
—2
Arg(z) = tg! <72\/§>
Arg(z) = —60
- om
A = — 4=
rg(z) 3 + 27 3
2| = V4+4-3=2
om
— 9cs [ 22
z cis ( 3
5
5+ 2k
5 =2 cis <377T> k=01
2
o k=0 2-cis (%) :2~(—§+§¢) — 3+
e k=1 2- 025(11”) =2- (\/_—%Z) = V3 —i
d) Las raices cubicas de —i + 2@, siz = @ + %z entonces la forma polar es:
1
_ il 2
2
Arg(z) = -30
T om
A = —— -
rg(z) 5 +7 5
3 1
pum— —_ —_— = 1
|| Vit
1 5%
Lo s (2T
HE cis ( e )
Luego
T+ 2k
2 =1-cis (%) k=012
e k=0 1-cs (l—g)
e k=1 1-cis(F)
e k=2 1-cis(%F) Q
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Solucion 48.
Supongamos que 2 + 3¢ divide 4 + 8¢, entonces existen a, b € Z tal que:

A48 = (2430) - (a+bi)

Calculando norma tenemos
80 =13t
Lo cual es una contradiccién
Por lo tanto 2 + 3i no divide a 4 + 8 € Z[i]. Q

Solucion: 49 Supongamos que 7-+5%, no es primo, luego existen z; = a1 +b1i, 29 = as+bst,
no invertibles en Z[i] tales que

2oz = T+50 /||

Izl - lz2ll =7 + 5l
[zl - [lz2ll = 74
[zl - [lz2ll = 2-37

Una posible solucién es:

[zl =2 Az =37
lz2f = af+0f=2
22| = a3+b5=37

De la cual se obtiene
T+5i=(1—1)-(1+6i)
Por lo tanto 7 + 5i no es primo en Z]i]

Solucién: 50 Supongamos que 7, no es primo, luego existen z; = a; + byt, 2o = as + bat,
no invertibles en Z[i] tales que

2oz = 7 [
21l - llz2l] = (7]
z1] - f|22]] = 7

[zl =7 Azl =7

Veremos si es posible que un elemento tenga norma 7, primero notemos que ay, b1, no pueden
ser multiplo de 7.

laall = @t + 07 = 7

a?+b7 = 0(mod 7)
ai = —bi(mod 7) /-by% b #0
a?-b;? = —1(mod 7)
(ay-b7')? = —1(mod 7)

() - o=

Por lo tanto —1 [1;, de lo cual se obtiene que 7 es primo en Z[i]. v
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A.2.4. Polinomios

Solucién 51. Si p(z) = z*+az?+br+5, como 1 es raiz de p(z), luego p(1) = 0, andlogamente
p(=2) =0.

p(1)=0 & l1+a+b+5=0
p(—2)=0 <& 16+4a—2b+5=0
Luego tenemos el sistema
a+b = —6
da—2b = 21

Amplificando por 2 y sumando obtenemos

6a = 9
9 3
a = —_ = —
6 2
Reemplazando
3 15
¢ 2~ 2
Luego tenemos que p(z) ==z + 322 — Lz + 5. @
Solucién 52. Determinar todas las raices de z® + 2* + 1. Sea u = z*, luego u? = 2®

reemplazando obtenemos

w4u+l = 0

—1+v/1-4 —-1+3i

u =
2 2
A —1++3i
r©r = —
2
Sea z = —% + ?i, su forma polar
V3
Arg(z) = tg™! ( 2 1) = —60
T2
T 2m
A = —— —
rg(z) 3 +7 3
1 3
pum— —_ Elp— 1
|| Viti

Por lo tanto

e k=0 zozcis(%):—?’jt%z'

o k=1 zlzcis(%”):—%+£i
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-

o k=2 zm=cis(T)=-L 1

ot

™

e k=3 23207:8(?): V3

2

N[

— ii, su forma polar

1
22 —V3
Arg(w) = tg™'| -2 > = 60

w

Ahora sea w = —

_Vi

2

4

Arg(w) = g—Fﬂ'IEﬂ-
1 3

Luego
47
dn 4 o),
wIl”“<i_ZJ3; k=0,1,23

e k=0 z=cis(f)=3+%
o k=1 zlzcis(%):—73+%z
e k=2 22:&'5(4{):—%—?32'

Lov3, V3 11 w3 v3 1.v3 1.1 V3 v3 1.1 V3
2 27 2 27 2 2 72 27 2 27 2 2 72 272 2
@
Solucién 53. Sea p(x) = 323 + 222 + cx — k.
p(=2) = 37| —24+8—2c—k = 37
p(1) = —2f 3+2+c—k = —2
2c+k = —53
c—k = -7
Sumando obtenemos
3c=—60; ¢=—20.
k=c+7 k=-20+7=-13.
por lo tanto, Sea p(x) = 323 + 222 — 20x + 13. Q

Solucién 54. Sea p(x) = 223 + bx® + cx + d, tal que
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e El resto al dividir p(x) por = es 2+ b, es decir, p(0) =2+ b
e El resto al dividir p(x) por = + 1 es b+ d, de otro modo, p(—1) =b+d

e 1 es raiz de p(x), por lo tanto p(1) =0

24b= p(0) =d —b+d = 2
b+d= p(—1) =-2+b—c+d}| simplificando c = -2
0= p0) =2+b+c+d b+d = 0

De lo cual

b=—-1 c=-2 d=1
Por lo tanto p(z) = 22® — 2% — 2z + 1. Vi

Solucién 55. Como se tiene que gr((z — 2)(z — 3)(z — 4)) = 3, luego el resto debe ser
r(x) = ax? + bz + ¢, sea p(z) tal que,

p(x) = @) (r—3)+2
p(x) = qz) (z—-2)4+0 .
p(r) = gs(z)- (z—4)+6 ’
p(x) = q(x) - (x—3) (x—2) - (r—4)+ar* +bx+c
Evaluando en 3,2 4, obtenemos
2= pB3) =9%+2b+c 9a+2b+c = 2
0= p(2) =4a+2b+c | simplificando da+2b+c = 0}
6= p4) =16a+4b+c 16a+4b+c = 6

Despejemos ¢ de la primera ecuacién, ¢ = 2 — 3b — 9a y lo reemplazamos en la segunda
ecuacion

da+2b4+2—-3b—9a = 0
b = —ba+2
Reemplazando en el valor de b obtenemos

= 2-3-(-5a+2)—9a
= 6a—14

de este modo tenemos b = —ba + 2; ¢ = 6a — 4, reemplacemos en la tercera ecuacion del
sistema

16a+4-(-ba+2)+6a—4 = 6
16a — 20a + 8 + 6a — 7

a

I
T
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b = —-ba+2=-5+2=-3
¢c = 6a—4=6—-—4=2

Por lo tanto r(x) = 2* — 3z + 2. Vi

Solucién 56. Apliquemos divisién sintética en p(z) = 2% + az® + (a — b)z? + bxr + 1

[ —1]1] a [ a—Db | b | 1]
-1 —a+1 —1+b 1-2b
—1{1]a-1 1-b —1+2b 2—-2b=0
-1 2—a —34+a+b
l1la—2|3—a—-b|—-44+a+3b=0

De lo cual obtenemos el siguientes sistema

2—2b
—4+a+3b = 0

I
o

Resolviendo el sistema obtenemos

Luego p(z) = a2* + 2 + x + 1. Vi
Solucién 57. Sea p(z) = 62 +tx? + kx — 3t, el enunciados se traduce en el siguiente sistema

— 921
p(l) = 0

Reemplazando obtenemos

A8+ 4t + 2k — 3t =

2 t+2k = =27
6+t+k—-3t = 0

1 L
; Simplificando o4k — —6

Amplificando por 2 y sumando las ecuaciones

5k = —60; k=—12
t= 2792 t=-27T+2=-3

Por lo tanto k = =12y t = =3 y p(x) = 62° — 322 — 122 + 9. V)
Solucién 58. Sea p(x) = 2z + ax® + 2822 + bx + 6, tal que

p(})

- 0; Evaluando 2+a+28+b+6 = 0
p(3) = 0

1 a b _
lyayp74846 =0

Simplificando
a+b = —36|
—a—4b = 105 7
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Sumando obtenemos

—3b=69; b=-23
a=—36—0 a=—-36+23 =-13

Luego Sea p(z) = 2z* — 1323 + 282% — 232 + 6. Vi

Solucién 59. Ya que el gr((x +1) - (x — 1)) = 2, luego el resto debe ser r(z) = ax + b. Sea
p(z) € Rlz] tal que

px) = @) (z+1)+2

p(x) = ) (z—-1)+3 :

ple) = qx) - (x+1)-(x—1)+ar+b

Evaluando y simplificando obtenemos

3 = a+b |
2 = —a+bf
Luego
5
=2b; b=—
5 ; 5
5 1
a——b+3, &—3—5—5
Por lo tanto r(z) = 3z + 2. Q
Solucion 60. La factorizacién esta dada por
a) En Q[z]:
—1=@-1)-@BP+1)=@—-1) - (*+z+1)-(z+1) - (2> -2 +1)
b) En R[z]:
P—1=(@x-1)-(@*+z+1)-(z+1) - (@*—z+1)
c) En Clz]:
—1 ' -1 -3 1 31 1—+v3
ot 25 (2 ) (1)

Q©

Solucidén 61. Sea p(x) = 2z + ax® + 2822 + bx + 6, apliquemos divisién sintética

(1]2] o [ 28 | b | 6 |
2 2+a 30 +a 30+a+b
2l2[2+a]30+a] 30+a+b [36+a+b=0
1 3ta G334
63—%—3[1 183+7a—ﬁ4b —
2|3+a 5 7 =0




APENDICE A. EJERCICIOS 243

a+b = —36 ) -—4] . —da—4b = 144 |
Ta+4b = —183 ;  Amplificando Ta+4b = —183]

Sumando obtenemos

3a = —39; a=—13
b=-36—a; b=-36+13=-23

Luego el polinomio es p(z) = 2z* + —1323 4 282 — 232 + 6, y se factoriza p(z) = (z —1)(z —
2)(22% — 10z + 12). Veamos ahora el factor cuadratico 2z% — 10z 4 12, cuyo discriminante es
A =10%—4-2-12 = 4, luego las raices son

10 4 2

_ S 10-2
4 ’ B B

i) T 2

€

Luego el polinomio es

p(x)zQ-(x—l)-(a?—%)-(1’—2)-(1’—3)

Solucién 62. Sea p(r) = 2% — 2° — 5t + 523 — 3622 + 362

a) Determine las raices racionales de p(x)
p(r) =z (2° — 2* — 52 + 5a? — 36x + 36)

(L] 1[-1[-5[5[-36] 36 |
T]0] 5] 0 ]-3
1105|036 0

pr) = z-(x—1) (z* — 52 — 36)
v-(z—1)- (2 —9) - (2* +4)
piz) = z-(x-1)-(z+3)-(x—3)-(2*+4)

=
5
|

Raices racionales 0,1, £3

b) La factorizacién de p(x) como producto de polinomios irreducibles en R[z] es

pl)=z-(x—1)-(x+3)-(x—3)-(2* +4)

c¢) La factorizacién de p(z) como producto de polinomios irreducibles en Cl[z]

px)=z-(x—1) - (z+3) - (x—3) - (x +2i) - (x — 2i0)
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Solucién 63. Para factorizar 2% + z* + 1 € Z;[z], note que 0 no es raiz de p(z), ademds

" = z(mod7) /-x
8 = 2*(mod 7)
Luego
a2t +1=0

Realizando el cambio de variable u = 2%, u? = 2 tenemos

wtu+1l =
wt+u—6 =
(ut+3) (u-2) =
(2?2 +3) - (2* — =
(2* —4) - (2 —

(x=2)-(x+2) - (z+3)-

1= —6(mod 7)

N
|

3= —4(mod 7), —2=—9(mod 7)

W QO] N D
— N
1
o oo o o o

(x

Por lo tanto

Q©
Solucién 64. Factorizar z* + 4 € Zs|z].
' +4 = 2*~1 4= —-1(mod 5
'+ 4 (22 =T1)-(2* +1) 1= —4(mod 5)
' +4 = (1) -(z+1)- (2 —4)
' +4 = (2-1)-(z+1) - (z+2)- (. —2)
Q©
Solucién 65 Descomponer p(z) = x* + 2® + 22 + 2 + 1 € Zs[x] en factores irreducibles.
(L[]t ] 1 L | 1 ]
1 2 3 4
111 2 3 4 5=0
1 3 6
111 3 6 10=20
1 4
1]1 4 10=0
5=0
Por lo tanto z* +2® + 2 + v + 1 = (z — 1)* Vi

Solucién 66. Dado el polinomio 2* +2? +z+ 1= (z —a)- (x —b) - (x — ¢)

P’ tr+l = P +2% (—a—b—c)+x-(ab+ b+ ac) — abe
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de lo cual obtenemos el siguiente sistema

—a—b—-—c =1
ab+bc+ac = 1
—abe = 1

Ademas, se tiene que
(x—a*) - (z -0 - (z—A) =2+ 2% (—a* = b* — &) + 2 - (a®* + b’ + d*c?) — a*b*c?

Luego debemos calcular el valor de a?b*c?, (a®V* + b*c® + a*c?), (—a® — b* — ¢?), veamos el
primer valor, de la tercera ecuaciéon tenemos

—abc = 1 /()
a?b’d =1 /-1
—a*h’? = —1

De la segunda ecuacién tenemos

—a—b—c = 1 /()?
a® + b+ ¢ + 2ab+ 2bc + 2ac = 1
a?+ b0+ +2-(ab+bctac) = 1

Reemplazando el valor de la segunda ecuacién
A+ +cF+2 = 1
a2+ +F = —1

El dltimo coeficiente lo obtenemos de

ab+bc+ac = 1 /()
a’b? + b2 c? + a*c® + 2aabe + 2babe + 2cabe = 1
a’b* + b’ + a*c? +2abc- (a+b+c) = 1

Reemplazando tenemos
a’b® + b’ + a*c? = —1

Por lo tanto el polinomio pedido es 23 + 2?2 —2 — 1= (x —a?®) - (x = V?) - (x — ?). Q
Solucién 67. De forma similar obtenemos
2+ 20" +3r+1=a+2> (—a—b—c)+x - (ab+ be + ac) — abe,
igualando coeficiente obtenemos

—a—b—c = 2
ab+bc+ac = 3
—abc

I
—_
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Por otro lado necesitamos los valores de
(x—a®) - (x—0*) - (r—c*) = 2°+2° (—a® = b — ) + 2 (a®b® + 0> + a’c?) — a®b*c?
—a*b?c? = (abe)? = —1
El segundo se obtiene de
A+ +ct=(—a—b—c)* =2 (ab+bc+ac) = —2
Y el tercero
a’b® + b*c + a*c® = (ab + be + ac)®* — 2abe - (a+b+c) =5

Por lo tanto el polinomio pedido es z* + 22> + 5z — 1 = (z — a?) - (z — b?) - (x — *). ©

Solucién: 68 Sea 2° —2? — 1= (x —a) - (x —b) - (x — ¢), luego
2?—2? -1 = 22 =2 (a+b+c)+x-(ab+ bc+ ac) — abe

De lo cual se obtiene

at+b+c = 1
ab+bc+ac = 0
abe = 1

Por otro lado

(z = (a+0b))-(z—(a+c)) (x—(b+c))

= (*—(a+c)x—(a+bz+(a+b) (a+c)):(z—(b+c))

(® —2(2a+b+c)+ (a+b) - (a+c)) (x— (b+¢))

= 2% —2*(2a+b+c)+a(a+b)(a+c)—
22(b4c)+x(2a+b+c)(b+c) — (a+b)(a+c)(b+c)

= 2° —2%(2a + 20+ 2¢) + x(a® + b* + ¢ + 3ab + 3bc + 3ac) —
(a®b + a®c + b*c + b%a + ac® + bc* + 2abc)

Los coeficientes buscados

20 4+2b+2c = 2(a+b+c)=2
a? + b+ +3ab+3bc+3ac = (a+b+c)>+ (ab+bc+ac) =1

Ademés

a’b + a’c + b?c + b*a + ac® + be? + 2abe
= (a+b+c)(ac+ab+bc) —abc = —1

Por lo tanto el polinomio pedido es 23 — 22% 4+ = + 1. v
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Solucién 69. Factorizar z® + 4 € Zs|z]

¥ +4 = 25-1 4=—1(mod 5)

P+4d = (2 -1)-(2*+1) 1= —4(mod 5)

44 = (P -1)- (2 +1) (2* - 4)

?+d = (-1 (z+1)-(2*=4)- (2> =2) - (2* +2)
44 = (-0 (z+D)-(z-2) - (x+2)- (2> -2)- (2 +2)

8

|

Do
—~

8

@)

Q.

ot

— S~— —r

Por lo tanto 2 € Zs, es decir, 2° — 2 es irreducible en Zs|x]

22 +2 = 0(mod 5)
> = —2(mod 5)

Veamos si —2 es un cuadrado, para ello calculemos

(‘%) _ (%1) . (%) — (_1)551(—1)5251 —1-—1=-1

Por lo tanto —2 & Zs, es decir, 2 + 2 es irreducible en Zs[z], de este modo tenemos que

P+rd=z-1) -+ - (z2-2)-(z+2)-(2*=2) - (2* +2)

Solucién 70. El anillo

Zslr)) <a*—1> = {av+b|ab€Zyna?—1=0}
Zslx]) <2*—1> = {0,1,2,7,2z,0 + 1,0+ 2,2z + 1,2z + 2}

La aditiva
+ 0 1 2 z 2x r+1 | o+2 |[20+1| 22 +2
0 0 1 2 z 2x r+1 | 2+2 |20+1 |22+ +2
1 1 2 0 x+1 |[20+1] v+2 T 2r +2 2x
2 2 0 1 r+2 | 2042 T x+1 2z 2r + 1
T T x+1 | x+2 2z 0 20+ 1| 2x+2 1 2
2 20 |22 +1 |22 +2 0 T 1 2 x+1 T+ 2
z+1 | z+1 | 2+2 T 2¢ + 1 1 20 +2 | 2z 2 0
r+2 | x+2 T r+1 | 22+2 2 20 |2z +1 0 1
20+1 |22 +1 |22 +2| 22 1 x+1 2 0 T+ 2 T
20 +2 | 20+ 2 20 |2z +1 2 x+ 2 0 1 T x+1
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Ahora la multiplicativa

- 1 2 T 2 r+1 | 24+2 (20 +1 |22 +2
1 1 2 T 2 r+1 | 24+2 |20 +1 |22 +2
2 2 1 2z T 2re+2 |22 +1 | 2+2 | z+1
T T 2x 1 2 r+1 |[20+1| 2+2 |22 +1
2z 2z T 2 T 20 +2 | v+2 |20+1| z+1

r+1 | z2+1 | 2242 | z+1 |22+2 |20+ 2 0 0 r+1
r+2 | x+2 [20+1|20+1] x+2 0 r+2 | 2z+1 0
20 +1 |22 +1| 24+2 | x4+2 |20+ 1 0 20+1 | x4+ 2 0
20+2 (20 +2 | x+1 |20+1] 2+1 | o+1 0 0 2r + 2

Solucioén 71. Dado el cuerpo
F27:23[x]/<x3+2x+1>:{ax2+bx+c | a,b,C€Z3/\$3+2$+1:6}
Ya que,

P=-20—-1, =zx+2 a'=2"4+2r; 2'+1=2"+22+1

Ahora busquemos el inverso de x4 + 1

= (@ +22+1) (az® + bz +c)

= az’ + b2’ + cx® + 2a2® + 2b2® + 2cx + az® + bx + ¢

az* + (b+2a)-2* +(a+c+2b) -2+ (b+2c) -z +c

= a-(2®+22) +(b+2a)- (x+2)+(a+c+20)-22+ (b+2c) -z +c
= 2°-(2a+2b+c¢)+x- (da+2b+2c) + 4da+2b+c

= = =
Il

De lo cual tenemos, el siguiente sistema

20 +2b+c¢c = 0
a+2b+2¢c =
a+2b+c = 1

Ahora resolveremos el sistema, los coeficiente esta modulo 3. Despejando de la primera
ecuacion obtenemos ¢ = —2a — 2b = a + b, reemplazando el la segunda ecuacion obtenemos
b =0, de lo cual ¢ = a reemplazando en la tercera ecuacién a+2b+c = 1, obtenemos 2a = 1,
y finalmente a = 2. Por lo tanto

Solucioén 72.

Fos = {ax+b | CL,bEZ5/\$2+JI+1:6}
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Busquemos un representante de 27 + 2% + 2* + 4, para ello

Tt A= a4+ )@ -ttt =224+ 1)+ (2 +3)

De este modo obtenemos 7 + 2° + 2% +4 = x + 3 en Fys.
Ahora busquemos el inverso

(x+3)-(ax+b) = 1
(2a4+0)-z—a+3b = 0-x+1
de lo cual tenemos el siguiente sistema

2a+b = 0
—a+3b = 1

Amplificando por 2, y sumando las ecuaciones tenemos

h=2; b=1
2a = —b; a=2

Por lo tanto [z7 4+ 2° + z* + 4] 7' = 2z + 1]

Solucioén 73.

Fs = {a?+bx+c¢ | abeceZoAz®+2z+1=0}

F; = {17222+ L2+ L2+ 2,22 + o+ 1}

Veremos el generado por T

<z> = {Z2t v+ 1,22+, 22+ o+ 1,22+ 1,1}
Por lo tanto [§ es ciclico, pues T es un generador.

Solucion 74. Los elementos invertibles son;

Fy = {ax+b | a,b€ZsNa?+1=0}
Fy = {1,2,7,2z,x+ 1,z + 2,2z + 1,22 + 2}

Ahora veremos los ordenes, recuerde que debe ser un divisor de 9 — 1 = 8

<1> = {1}
<2> = {2,1}

<zT> = {7,2,22,1}
<2x> = {22,2,7,1}

<z+1> = {zv+1,22,2v+1,2,20x + 2,7, + 2,1}

<r+2> {z +2,7,20+2,2,2x + 1,2z, + 1,1}
<2r+1> 22+ 1,7, 0+ 1,2,x + 2,22, 22 + 2,1}
<2z +2> {20 +2,2v,0 + 2,2, + 1,7, 22 + 1,1}

249
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z+1|x+2|2z+1 | 2x+2

[l
ol
8|
Y

elemento

orden 1124 4 8 8 8 8

Q©

Solucién 75. Necesitamos saber si 22 — 8 es irreducible en Zjg, lo cual depende si 8 es un

cuadrado
2 -
(§) - () () -
19 19 19

Por lo tanto, 8 &€ [y, es decir, z? — 8 es irreducible, luego Zo[z]/ < 2> — 8 > es un cuerpo.
Vi
Solucién 76. El polinomio x? + 1 irreducible en Zs, luego
Fy = { | CLbEZg/\.T2 1_0}
= {1, § T,2r,x + 1,z +2,2x + 1,2z + 2}

Fg
T=7 =1
—.Tz—l’z = §
M+ 2 =241 = P42 41=—1+%+1=9z

Ll =2+2 = PA4dr+d=—I1z+1=7

Luego los cuadrados son

11207 |22
1112|722
21211 |22 7
T |z 2] 2|1
|2z z |12

Q©

Solucién 77. Para que no se un cuerpo es necesario que x> — o sea reducible, luego la
ecuacion
> —a = 0(mod 7)
7> = a(mod 7)

Debe tener solucion, luego a =0V a € [y

Pero
0, = {1,4,2}
Por lo tanto « € {0,1,2,4}. Q



