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Capitulo 1

Logica y Conjunto

Lalogica aparece como una necesidad de poder comunicarnos sin las ambigiiedades cotidianas
de la sociedad, ejemplo de ello lo encontramos en frases de uso comin "nos vemos manana"
o tal vez "Que bueno que usted va dictar la asignatura", de otro modo "Me encanta trabajar
en este lugar" es decir, no es facil decidir si dichas afirmaciones son o no validas o ciertas, o
simplemente un formalismos de cortesia.

Otro tipo de ambigiiedad, aparecen cuando no tenemos claro el tiempo en el cual fue
realizada la afirmacion para decidir la veracidad, ejemplo de estas afirmaciones las son

i Hay un alumno en esta sala que vive en Quillota.
ii Algunos alumnos de esta sala viven en Quillota.

Donde la respuesta varia a través del tiempo.
Hay otras afirmaciones que con nuestras capacidades no podemos decidir si son verdaderas
o falsas hoy, como por ejemplo:

i Voy a terminar esta carrera.
ii La teoria de la evolucion es valida

Una ambigiiedad mas es la referida al universo donde fue realizada la afirmacion, por ello es
relevante tener claro el universo antes de responder si la afirmaciones es verdadera o falsa
Consideremos el universo de trabajo, el conjunto de los niimeros enteros

a Todo nimero al cuadrado es un nimero no negativo
b Hay un ntmero par.
¢ La division de dos ntimero es un nuevo namero.

Las mismas frases, ahora en el conjunto de los niimeros reales:
En el caso de la afirmacion (a), no hay dificultad de responder.
Para (b) la nocién de ntumero par no tiene sentido en los reales, ya que

i4=2-2=2-3+1y
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En Q no existen las nociones de ntimeros pares ni primos. Pero en Z y N, existen el concepto
de nimero primo, que son aquellos que son divisibles s6lo por si mismo, y el de niimero par,
que son los multiplos de dos, por ello aceptamos que el cero es un ntimero par.

1.1 Loégica

Ahora iniciaremos las nociones basicas de logica, enfatizando en las proposiciones, los conectivos,
conjunto universo o relativo y los cuantificadores, de modo de eliminar las ambigiiedades

dichas anteriormente.
Definicién 1.1.1 Una Proposicién es una afirmaciéon que en un contexto explicito, se

puede decidir, si ella es verdaderas o falsas. O

Notacion Las proposiciones se denotan por: p,q,r, s
Ejemplo 1.1.2

1. p: Hay un alumno que vive en Quillota en la asignatura de matemaética que dicto hoy.
2. ¢ : 0 es un numero Real.
3.r:3€eR

O
El valor de verdad de una proposicion es Verdadero o Falso y usamos las siguientes
notaciones:
p =V, para decir, que el valor de verdad de la proposicion p es Verdadero.
p = F, para decir, que el valor de verdad de la proposiciéon p es Falso

1.1.1 Conectivos

Un conectivo es un simbolo que se utilizan para formar a partir de dos proposiciones una
nueva proposicion, llamada proposiciéon compuesta y el valor de verdad de ella depende de
los valores de verdad de las proposiciones que la forman y el conectivo usado.

Los siguiente simbolos son algunos conectivos habituales:

V, A, =, &, V.

1. La disyuncién, cuyo simbolo es: V

Pla|prVg
VIiVIV
VIF| V
FIV]V
FIF| F

La disyunciéon de dos proposiciones es verdadera solamente cuando al menos una de
las proposiciones que la forman es verdadera. La proposiciéon p V g se lee "p o ¢"
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2. La conjuncién, cuyo simbolo es: A

o S S
| <SSR
=

La conjunciéon de dos proposiciones es verdadera solamente cuando ambas proposiciones
que la forman son verdadera. La proposiciéon p A g se lee "py ¢"

3. La implicacién, cuyo simbolo es: =

SIESTRSIRSIES
| < | e
3
<<= <4
)

La proposiciéon p = ¢ se lee "p implica ¢" o "si p entonces ¢" y es falsa solamente
cuando la primera proposicion (antecedente) es verdadera y la segunda proposicion
(consecuente) es falsa.

4. La equivalencia, cuyo simbolo es: <

SS{ESSIRSIESIES
| < | <=
~

La proposicion p < ¢ se lee "p es equivalente a ¢" o "p si y sélo si ¢" y es verdadera
solamente cuando ambas proposiciones que la forman tienen el mismo valor de verdad.

5. La disyuncién exclusiva, cuyo simbolo es V

P | 4q|pVg
ViVv] F
VIF|V
Flv]V
FlF| F

La proposicion pVq se lee "p o exclusivo ¢" y es falsa cuando ambas proposiciones que
la forman tiene el mismo valor de verdad.

Observacion: Una tabla de verdad, es un arreglo donde se colocan todos la posibles
combinaciones de valores de verdad. En general cuando hay n proposiciones distintas, la
tabla contiene 2" combinaciones posibles de valores de verdad.



CAPITULO 1. LOGICA'Y CONJUNTO 4
Ejemplo 1.1.3 Hacer una tabla de verdad para la proposicién

p=a9=0mVa

O
Solucién 1.
pla|p=q|pVg|(p=q9 = (Vg
Viv, V V V
VIF| F V V
Flv]y Vv V V
FIF| V F F
Ejemplo 1.1.4 Hacer una tabla de valores para la proposicion
(p=q) =r
O
Solucién 2.
plalp=q|r|(p=qg=r
viv,y Vv |V V
VIF| F |V V
Flviy v |V V
F|\F| V |V V
viv,y V | F F
VIF| F | F V
Fl\v, V |F F
F|\F| V |F F

Observacion: La proposicion "p = ¢", en la literatura cientifica o matemaéticas es frecuente
encontrar otras manera en que se leen estos simbolos.

qgsip

g siempre que p

p es condicién suficiente de g
q es condicién necesaria de p

En una frase concreta, como por ejemplo "si arrojo una piedra al agua entonces hay circulos
concéntricos en el agua" se puede transcribir de la siguiente manera "hay circulos concéntricos
en el agua si arrojo una piedra al agua" o "hay circulos concéntricos en el agua siempre que
arrojo una piedra al agua".

Negacion:|~;].

Sea p es una proposicion, la negacion de p se denota por: ~ p o bien p y se lee "no p", y
su valor de verdad es el contrario de la proposicion original:

P
V]
F

<[~

Es importante destacar que 1:9 =3
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Ejemplo 1.1.5 Determinar el valor de verdad de la proposicion (1=2) = (3+1=2). O

Solucién 3. La proposicion (1 =2) es falsa y la proposicion (3 + 1 = 2) también es
falsa luego la proposicion compuesta es verdadera. El anterior razonamiento lo podemos
resumir usando algunos simbolos del siguiente modo.

l1=2 = 3+1=2

F o= B =v

Ejemplo 1.1.6 Realizar la tabla de verdad para la siguiente proposicion :

(pVa)Ap)= (¢=p)

Solucion 4.

plalpVa|p |V AP|g=p|((pPVgADP) = (¢= D)
VIV VvV [F F % 1%
VIF| V |[F F % 1%
FlV]V |V 1% F F
FIF| F |V F % %

Recuerde: Si son p, ¢, r tres proposiciones entonces
a) pg no es una proposicion

b

)

) p-q no es una proposicion
c) p A Vg no es una proposicion

)

d

p A qr no es una proposicion

Una proposicién compuesta se construye usando una proposiciéon un conectivo y otra
proposicion.

Observacion: La siguiente expresion algebraica 2 + 3 -5 = 17 no es ambigua, ya que el
producto se realiza primero y después la adicion y si deseamos el otro valor lo denotamos por
(24 3) -5 = 25, los paréntesis siempre entregan un orden a desarrollar. Asi también para la
proposicion (p = q) = r, para determinar el valor de verdad de ella, primero determinamos
el valor de verdad de (p = ¢) y luego consideramos el conectivo = con la proposicion 7.
Ejemplo 1.1.7 Considere las proposiciones p,q,r, analizaremos que sucede con la
proposicion compuesta: (p A ¢) = r y la proposicion; p A (¢ = r). O
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Solucién 5. Veamos primero:

4

SIS TS IS I

S IESies e B SIS SN S
S RS EIVES [es BE SN [
SRS Ties IS ies e B I B
SIS Ehm<SE

Ahora:

4

pA(

SR R R S
N T < m <
o< < <[
S<msS<<Ty
M Sy <R

Como podemos observar las tablas de verdad de las proposiciones (p Aq) =7y pA(qg=71)
no son iguales, es decir, no son equivalentes las proposiciones

Es importante notar entonces que los paréntesis y no los podemos omitir.
Definiciéon 1.1.8 Sea p una proposiciéon compuesta:

a) Se dice que p es una Tautologia si y solo si es verdadera siempre (independiente de
los valores de verdad de las proposiciones que la forman).

b) Se dice que p es una Contradiccion si y solo si p es siempre falsa.

c¢) Se dice que p es una Contingencia si y soélo si p no es tautologia ni tampoco es

contradiccion.
O
Ejemplo 1.1.9 Consideremos la siguiente proposiciéon compuesta:
(p=q)=plep
Determine su tabla de verdad. U

Solucioén 6. Esta esta dada por:

plalpr=q|p=9=>p|lp=9=pep
VIV Vv v %
VIF| F 1 1%
FlV| Vv F 1%
F|F| Vv F 1%
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con lo cual la proposicion [(p = ¢) = p| < p es una tautologia.

Ejercicios

Calcular la tabla de verdad para las proposiciones:(pV ¢) Vry pV (qVr).

1.1.2 Tautologias Basicas

1 Asociatividad: Se cumple que:
ipVeVvre(pVveVvrlepVvigvr).
i pAgnre[lpAgAr]<[pA(gnar)).

2 Conmutatividad: Se tiene lo siguiente:
i(pVa = (aVp).
i (pAq) < (gAp).

3 Negacion:

4

S

7

i (pVaq) e (PAY).

iii (57 q) < (5V7).

4 Transformaciones o Traducciones:
i(p=q) < (pVq),ademas:
i(peaq)ep=a9n(@=Dp)

5 Absorcion:
i[pviprglep.

i [pA(pVa)lep.

6 Leyes de idempotencia:
i(pVp)=np.
ii (pAp)=p.

7 Leyes complementarias:
i(pvV)eV

(pAV)ep

iii (pVF)sp

(pANF) e F

11

v
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v (pVvp) eV
vi (pAD) & F

8 Distributividad:
ipVvigarellpva V)
i [pA(gvr))<e(pAgV(pAT).

Observacion Usando las tautologia anteriores podemos escribir de modo distinto la negaciéon
y la proposicion, para ello consideremos lo siguiente proposiciéon con x € Z fijo:

i s:Sia? es par entonces x es par, luego s es una proposicion compuesta y esta formada
por:

p:x’es pary ¢ : x es par, asi, es decir,
s (p=q)
ii Veamos ahora como se puede reescribir la negacion de la proposicion s : (p = ¢), para
ello tenemos las siguientes equivalencia
P=a) = OVa e (@A),
Luego tenemos que s, se lee

a) x% es par A  no es par.

b) x? es par A z impar.

Cuando se desea demostrar la proposicion s, y se demuestra que la negacion es falsa,
este proceso es llamado demostracion por el absurdo.

iii Ahora veremos otras formas como leer la proposicion s, para ello notemos las siguientes
proposiciones equivalente:

se(p=>q¢ e Ve e (@=D).

a Si 2% es par entonces x es par.
b 22 es par implica que x es par.

2

¢ Si x no es par entonces r° no es par.

d Si x es impar entonces 2% es impar.

Ejercicios

Simplifique las siguientes expresiones:
a pA@V(g=r)]V(rvp)
blp=@Vvrr~IlgV(p=T)

Observacion: El conectivo V se puede escribir empleando los tres "conectivos" primarios
V, ANy ~.
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Ejercicios
Sean p, ¢ proposiciones. Se define la proposiciéon compuesta:
(plq) = (PNTY)

Comprobar

ap=plp.

bprg=plp)llala)

cpVa=plalla)
Ejercicios
Simplificar las siguientes proposiciones

L p=wmAdl=O®VY

i [(pAgAr]VIpPA(gAT)]
Ejercicios
Encuentre el valor de verdad de p,q y r en:

AV (pAT)V (AT

si esta es falsa.

Ejercicios

Encuentre el valor de verdad de la siguiente proposiciéon y encuentre una proposicion mas

simple equivalente a esta:
pA@=(g=1))Ng=r.

1.1.3 Cuantificadores

Sea U una agrupaciéon de objetos llamado universo. Una Funcién Proposicional en U es
una expresion o frase que contiene una o mas variables que al ser reemplazadas por elementos

de U se transforma en una proposicion.

Ejemplo 1.1.10 Sea U = { los alumnos de este curso } y la funcién proposicionalp(x) :
x vive en Valparaiso.Al reemplazamos algunos nombres de sus companeros, obtenemos

proposiciones, como por ejemplo
i p(Marfa José¢): Maria José vive en Valparaiso.

ii p(Eliana): Eliana vive en Valparaiso.
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Que para algunas personas es verdadera y para otras es falsa la proposicion 0
Ejemplo 1.1.11 Sea U = Z, ¢(x) : x es un nimero primo.

Reemplazado algunos ntimeros enteros, obtenemos las siguientes proposiciones cuyo valor de
verdad lo podemos determinar, para ello veamos algunos casos.

i ¢(3): 3 es un ntmero primo; ¢(3) = V.
ii ¢(4): 4 es un namero primo; ¢(4) = F.

O

Los cuantificadores son simbolo, ( V,3,3! ), que convierten o traducen una funcion
proposicional en una proposicién del siguiente modo.
Definicién 1.1.12 Sea p(z) una funciéon proposicional en la variable z en U.

1 Cuantificador Universal

(Vz € U)(p(z)), se lee : "para todo x en U, p(x) " es una proposicion y es verdadera
cuando reemplazamos todos los elementos de U en p(x) y siempre es verdadera la
proposicion obtenida, en caso contrario es falsa.

2 Cuantificador Existencial

(Jz € U)(p(x)), se lee : "existe x en U, p(x) ", es una proposicion y es verdadera
cuando encontramos un elemento en U tal que al reemplazarlo obtenemos que la
proposicion es verdadera y es falsa cuando reemplazamos todos los elementos de U y
siempre la proposicion es falsa.

3 Cuantificador Existencial con Unicidad

(F'z € U)(p(z)), se lee : " existe un tnico = en U, p(x) ", es una proposicion y es

verdadera cuando encontramos s6lo un elemento que al reemplazarlo es verdadera y
en todos los otros elementos la proposicion es falso.

O

Observacion: Debemos tener presente que en algunos caso es posible reemplazar todos
los elementos del universo, pero en general no, por lo cual debemos hacer uso de propiedades
que nos permitan argumentar a favor o en contra de la afirmacion.

También es importante enfatizar en la lectura de las proposiciones, para ello veamos los
siguientes ejemplos

i La proposicion (Vz € R)(z? > 0), se lee "para todo = en los nimeros reales, se tiene

que 2% es positivo", proposicion falsa, ya que para z = 0 no se cumple

ii La proposicion (Jz € R)(z? > 1), se lee "existe x un ntmeros reales, tal que z* es

mayor que 1", proposicion verdadera, ya que para x = 0 se cumple

Ejemplo 1.1.13 Consideremos al conjunto universo como U = {alumnos de esta clase}, y la
funcion proposicional es ¢(z) : x vive en Valparaiso (Maria José, Eduardo vive en Valparaiso
y Eliana vive en Quillota). Luego

i (Vz € U)(q(x)) = F, pues basta tomar a x = Eliana.
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ii (3z € U)(q(x)) =V, pues basta tomar a x = Eduardo.
iii (3lz € U)(q(x)) = F, pues aparte de Maria José, existe Eduardo.
U

Observacion: En conjunto universo U = {los alumnos de esta clase}, podemos construir
las siguientes funciones proposiciones:

q(z) : (Vy € U)(z pololea con y),

p(z) : (3ly € U)(z pololea con y).

Lo anterior es debido a que, por ejemplo:
q(Eliana) : (Vy € U)( Eliana pololea con y)

es una proposicion, ya que definimos

r(y) = Eliana pOlOlea con y,

es una funciéon proposicional, y con ello,

(Vy € U)(r(y)),

es una proposicion.

Luego: q(FEliana) : ((Vy € U)(Eliana pololea con y)) = F, pues y = Maria José

Ademas: p(Eliana) : ((3ly € U)(Eliana pololea con y)) = F|, pues no existe el pololo de
Eliana en la clases. (declaracion personal).

En General tenemos que a partir de una funcioén proposicional de dos variables p(z, y),
podemos fabricar funciones proposicionales de una variable, de la siguiente manera.

(en una variable, en x)
(en una variable, en x)
(en una variable, en y)
(en una variable, en y)

Con ellas podemos fabricamos las siguientes proposiciones:

i (VeeU)((Vy e U)(p(x,y)),

11

111

( ( )
(Vy € U)(p(z,y)),
Jy e U)((Fz e U)( )

( ) ) ((

Bz e U)( ) ((

( ) )(p(z,y)),
iv (Vy € U)((Vy € U)(p(z,y)).
Observacion: El valor de verdad depende del orden de los cuantificadores.

i (3z € U)(Yy € U)(x es hijo de y),

ii (Vy € U)(3z € U)(x es hijo de y).
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La proposiciones anteriores no tienen el mismo sentido. En (1) afirma que, existe una persona
que es hijo de todas las personas, y en (2) afirma que, todas las personas tiene un hijo.
Veamos el valor de verdad de las siguientes proposiciones

i (JreR)(Vy € R)(z+y=0),
i (Vy e R)(Fx e R)(z+y=0).

La proposiciones anteriores no tienen el mismo valor de verdad. La proposicion (i) es falso,

ya dado x = a,y =1 —a, luego a+ 1 — a = 1 # 0. La proposicion (ii) es verdadera, ya que
=a,r = —a tenemos —a + a = 0.

Ejemplo 1.1.14 Sean A = {—1,0,1} y B = {1/2,1/3}. Determinar el valor de verdad de

las siguientes proposiciones:

1 [Vx € Al[(Vy € B)(2? +y* > 1)]
2 [Vz € Al[(Fy € B)(2* + y* > 1)]
3 [Fz € A][(Vy € B)(z* +y* > 1)]
4 [vy € B)][(3z € A)(@® + y* > 1)]

U
Solucién. (1) La proposicién [Va € A][(Vy € B)(2?+y* > 1)], se puede transformar en

(Vo € A)(q())

donde
q(z) : (Vy € B)(z® +y* > 1)
r = —1, entonces

q(=1): (Vye BY(1+y*>1)
q(=1): (Vy € B)(y* > 0)

luego
(Vy € B)(y* > 0)
y=13 l>0= V
= % % >0= V

por lo tanto ¢(—1)= V
Si z = 0, entonces

q(0) : (Vy € B)(0+¢* > 1)
q(0) : (Vy € B)(y* > 1)

luego

>1 F

NS
I
D=
=
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Luego es falsa la proposicion ¢(0), por lo tanto

Vo € A][(Vy € B)(2* +y* > 1)] es falsa.

(2) La proposicion
Vz € Al[(3y € B)(2® +¢* > 1)]

se puede transformar en

(Vo € A)(r(x)),

r(x): (Jy € B)(z* +y* > 1)

x = —1, entonces r(—1) : (3y € B)(1 +y* > 1), es decir,
r(=1): (3y € B)(y* > 0)

Evaluando

1
luego r(—1) es V
Ahora en x = 0, entonces
r(0): (Jy € B)(0+y*>1)
(Fy € B)(y* > 1)
y—% }l >1=F
2% é >1=F

luego r(0) es falsa, por tanto
Vo € A3y € B)(2* +y* > 1)] es falsa.
(3) La proposicion [z € A][(Vy € B)(z* + y* > 1)] la transformamos en
Bz € A)(s(x)),

donde s(z) : (Vy € B)(z* +y* > 1)].

Si analizamos para © = —1, tenemos que:
s(=1): (VyeB)(1+y*>1)
(W € B)( > 0)
Yy = % 11 0= V

Luego s(—1) es verdadera, y asi
[Fz € A][(Vy € B)(z® +y* > 1)] es verdadera.
(4) La proposicion [Vy € B)|[(Fz € A)(2? + y* > 1)] la transformamos en

(Vy € B)(s(y)),
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donde s(y)) : (3z € A)(z* +y* > 1)
y = 1/2, entonces

s(3): (Bred)@®+i>1)
(Jz € A)(z* > 2)

r=-—1 , 1> % =V.

Luego s(1/2) es verdadera, pues se encontrd x
y = 1/3, entonces
s(z) (BreA)(a®+§>1)
(Fz € A)(a* > 3)
x=1 1>8=V.

Luego s(1/3) es verdadera, pues se encontro x.
Por lo tanto
Vy € B)][(3z € A)(2* + y* > 1)] es verdadera.

1.1.4 Negacioén

La negacion de proposiciones que contienen cuantificadores podemos senalar lo siguiente:

L (Vo € A)(p(z)) < (= € A)(p(x)).
(Fz € A)(p(x)) & (Yo € A)(p(x)).

3. (Vo € A)(Vy € B)(p(z)) = (Fr € A)(3y € B)(p(z)).
(Vo € A)3y € B)(p(z)) & (3x € A)(Vy € B)(p(x)).

2.

(

(

: -
4. (

Ejemplo 1.1.15 Traducir las siguientes proposiciones

1. (Vx € Z)(2® +z > 0), luego

Ve eZ)(a24+2>0) < (FxeZ)(a2+2>0)
& (3reZ)(2? + 2 <0).

2. (Vo € A)(2? + 3z # 0), donde

(Vo € A)(22 +32 #0) & (3o € A)(2* + 32 =0).

3. (Vx e A)(a? > 1=z =2), luego

VreA)(2>1=>0=2) FrecA)a®>1Ax #£2).
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1.2 Conjunto

Sea U una agrupacion de objetos y p(z) una funcién proposicional en U, se define:
A={zeU]p(x)}

A es un conjunto y esta formado por todos los elementos de U que al ser reemplazados en
la funcion proposicional p(x) el valor de verdad de la proposicion es verdadero.
De otro modo se tiene que
ac Aspla)=V

Ejemplo 1.2.1 Determinar por extension los siguientes conjuntos
. A={z€Z|(z+1)(z—2) =0}

2. B={r€Z|2x+1)(x—3)=0}

Soluciéon. 1) Sea A={r € Z| (v +1)(x —2) =0}, luego
(x+1)(x—2) =0,
de este producto y haciendo uso de las propiedades de Z tenemos:

z+1=0 V zz-—-2=0
r=-1 V x=2.

Resumiendo
A ={ze€eZ|(z+1)(z—2)=0}
={ze€eZ|(x=-1)V(r=2)}
:{_LQ}?
donde la solucion es A = {—1,2}.
2) Sea B={x€Z| (2x+1)(z — 3) =0}, pero
(22 + 1)(z — 3) = 0
2c+1=0 V z-3=0

vV o z=3.

—_1
r=—3

notemos que hemos resuelto la ecuacion en R, pero como el universo es Z, entonces la solucion

es B = {3}.

1.2.1 Nociones Basica de Conjunto

En adelante consideremos lo siguiente conjuntos

A={zeU|px)}
B={zeU]|qx)}

Igualdad
A= Bsiysolosi (Vo e U)(p(x) < q(x)).
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Subconjunto
A C Bsiysolosi (Vo e U)(p(xr) = q(x)).

Unién
AUB={x e U|p(x)Vq(z)}.

Donde la unién de dos conjuntos esta formada por los elementos que estan en A o en B
Interseccién

ANB={zeU|p(z)Nq(z)}.

Donde la interseccion de dos conjuntos esta formada por los elementos que estan tanto en A
como en B.
Diferencia

A=B={reU|p@)Aq)}.

Es decir la diferencia de A con B son los elementos que estan en A pero que no estan en B.
Diferencia Simétrica

ADB={zcU|pla)vee)).

La que podemos traducir como: Los elementos que estan en A pero no en B, y ademas no
estan en A pero estdn en B.

Conjunto Potencia

El conjunto potencia de A esta dado por

P(A)={BCU|BC A},

el conjunto potencia de A esta formado por todos los subconjuntos de A.
Ejemplo 1.2.2 Sea A = {1,2}, luego el conjunto P(A) es:

P(A) = {o, {1}, {2}, {1, 2}}.

Complemento
El complemento de A es el conjunto

ZZ{IGUlM}

Notaciéon A complemento se denota como:
A=A =A.
Ejemplo 1.2.3 Sea A = {1,2,3}, luego A esta dado por:

A°=U— A.
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Cardinal de un conjunto

Sea A un conjunto, el cardinal de A es el niimero de objetos que contiene. Si la cantidad
objetos es un numero natural decimos que el conjunto es finito, en caso contrario decimos
que el conjunto es infinito.

En general se usan los siguientes simbolos para denotar el cardinal de un conjunto para
referirnos al cardinal del conjunto A

#(4), A
Ejemplo 1.2.4 Algunos ejemplo de cardinalidad
#(¢) =
#{{s}}) = 1.
#{{3}}) = L.
#{{1,2}}) =L
#{{1},{2}}) =2

U
Ejemplo 1.2.5 Sea A ={z € N| (Jy € Z)(x + 2y = 0)}, Determinar A° O

Solucién. Sea x pertenece a N entonces x puede ser un ntimero par o impar, analicemos
los dos casos:
1¢" caso: x es impar, luego
r=2n+1,

donde
p2n+1): (Jy e Z)(2n+ 1+ 2y =0),

y dado que y € Z, obtenemos que
2n+2y=—-1 = F.
29° caso: x es par, luego x = 2n, donde
p(2n) : (Jy € Z)(2n + 2y = 0),

de donde obtenemos que y = —n y esto equivale a ser verdadero.
Luego A = {x € N |z es par}, y por lo tanto

A°={z € N| z es impar }.

Producto Cartesiano
Sean A, B conjuntos, se define el producto cartesiano

Ax B={(z,y) |z €A, ye B}.
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Los elementos de este conjunto se llama pares ordenados, si (x,y) es un par ordenado z es
la primera coordenada o abscisa e y es la segunda coordenada u ordenada.
Igualdad
Dos elementos (a,b), (c,d) € A x B son iguales si su abscisa y ordenada son iguales, es
decir,
(a,b) = (¢,d) <=a=c AN b=d

Representacion Grafica.
En el eje horizontal se marca los elementos del conjunto A y en el eje vertical los elementos
del conjunto B

La accién de graficar un subconjunto de A x B es: marcar los elementos que estan en el
subconjunto.

Observacion: En el calculo aritmético y/o en el algebra los paréntesis en general,
después de hacer el desarrollo se van omitiendo, en teoria de conjunto tenemos algunos
paréntesis que no podemos omitir o cambiar por otros, por ejemplo tenga presente que
{1,2} = {2, 1} igualdad de conjunto, pero (1,2) # (2,1), como pares ordenados.

1.2.2 Propiedades de Conjuntos

1. Asociatividad
a) (AUB)UC =AU (BUC) b) (ANB)NC=AnN(BNC).
2. Conmutatividad

a) AUB=BUA b) ANB=BNA.

3. Distributividad

a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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4.

10.

Leyes de Absorciéon

a) AUANB)=A b) AN(AUB)=A

Leyes de Morgan

a) (AUB)=A°NB° b) (ANB)°=A°UB".

Identidad

a) AUgp =A b) ANU=A

c) AUU =U d) ANg¢=¢.
Complemento

a) AUA® =U b) AN A®=¢.
c) (A9)° A d Uc=¢, o¢°=U.

Idempotencia

a) AUA=A b) ANA=A.
Cardinalidad

Sean A y B dos conjuntos finitos, en donde #(A) = n y #(B) = m, entonces:
1. #(P(A)) = 2"
2. #(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B),
3. #(Ax B) = #(4) - #(B).
Producto Cartesiano
1. (AUB)xC=(AxC)U(BxC)
2. (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC()

Ejemplo 1.2.6 Simplifique las siguientes expresiones

1. AU(A— B).

2.

(BUA)UA)NC.

Solucion. 1.

AU(A—-B) =AU(ANB° (por leyes de absorcion)
= A.

(BUAY)UA)NC =((B°NA)UA)NC (esto por las leyes de morgan)

=ANC (por leyes de absorcion).

19
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1.3 Guia Ejercicios
Logica
1. Construir una tabla de verdad para las siguientes proposiciones.
Lp=r)A(r=p]=ped
i. (p=(pVvVq)=(pAq)
ii. [(p=qgA(g=7)V(p=r)
2. Determinar para que valores de verdad de p, ¢ la proposicion [(p A q) < p)| es falsa

3. Sabiendo que el valor de verdad de ¢ es falso, determinar el valor de verdad de p (en
cada caso) para que cada una de las siguientes proposiciones sea falsa.

L. p=(qAp)
L (pvag) =(nrq)
iii. (pVaq)=(pAQ
iv. p= (¢ D)
v. [PV Apl=q

— e

4. Sean p, q proposiciones tales que el valor de verdad de la proposicion (p = ¢) es Falso.

Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones.

(pPAg) = (PV Q)
[pAGVIp= (gAp)
[(pAq)Vr]=[p= (¢/AD)
[(pVa)Apl=[pA (VD)

5. Sean p, q,r proposiciones tales que el valor de verdad de la proposicion (p A q) = r es
Falsa.

1
1
11

1v

Determinar el valor de verdad de
[(pVr)A(pVQ]=[rA(pVq)

6. Sean p, g, r proposiciones tales que el valor de verdad de la proposicion p = (¢ V r) es
Falsa.

Determinar el valor de verdad de
[(qVT)A (D= q)]V 3]

7. Sean p, q,r proposiciones tales que el valor de verdad de la proposicion (p = q) A (r =
p) A (rV q) es Verdadera.

Determinar el valor de verdad de
(r<q)
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10.

11.

12.

Sabiendo que la proposicion (p A s) = (¢ A 5) es Falso, entonces el valor de verdad de
las siguientes proposiciones es:

L ((pAg)=s)
. (gAT)Vs
. (p=q) =35
iv. p= (¢ =5)
Sabiendo que la proposicion (¢ A7) = (pV s) es Falsa, entonces el valor de verdad de
las siguientes proposiciones es

i ((pva Ans)=T)
i. (pVqg A(s=T7))
iii. (pV (¢A(s=T7)))

Sabiendo que la proposicion (p VvV r) A (¢ A1) es Verdadera, entonces el valor de verdad
de las siguientes proposiciones es:

L ((pvag =r)
ii. (p=7r)=4¢q
iii. ¢ = (r=1p)

Sean p, q, 7 proposiciones. Simplificar las siguientes proposiciones

L (p=qVpAr(gVvr)
i. [(pVag)Ar]VIpA(qg= D)

ii. [pV@AQIA[pVT)A(gVD)
iv. [(p=q) A(g=p)]=[p=q)
(pVO APV =[pA]

(p=aN(@g=(pVa)=rp
vii. (VA BV = (pAq)
(pvr)AT)V((PAQ V)

Dadas las proposiciones p, ¢, r. Simplificar las siguientes proposiciones

V.

vi.

(pVag)=rl= (A1)

i

il

-
i. ((p=q)Vr)= (qVD)
-
iv. |

(p=q9) = (V)
(g=p)Apl= [qv(ﬁ:Q)]

v llg=p) ABl= oV F=>0)
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viir=[(rvD) AP = (¢AT))]
vil. (qVT)AIPAQV (PATAQV (GATAD)A(gVT)
viil. (qVT)A[(pAr)V(pATAGQ NV (pATAG)]A(gVT)

13. Se define el conectivo * por pxq = ((¢ V p) = (¢ A p)) entonces la proposicion p * q es
Falsa, en cual(es) caso(s)

Lp=Ve=V
. p=V,q=F
iii. p=F,q=V
iv. p=Fq=F

14. La proposicion [(p A q¢) = (p V q)] es equivalente a cual de las siguientes proposicion

iv. F
v. Ninguna de las anteriores

15. Completar la siguiente afirmacion con una de las alternativas

La proposicion [(pV q) = q| = [PV q] es:

i. equivalente a pV ¢
ii. una tautologia
iii. una contradiccion
iv. equivalente a ¢

v. Ninguna de las anteriores

16. Se define el conectivo 57 por (p7 q) < [(pAG) = (DV q)]

Determinar en que caso la proposicion (p 57 q) es falsa

17. Se define la proposicion (p ® ¢q) <= (p = q). Simplificar
70(P@q)

18. Dada la proposicion (p © q) <= (p = q). Simplificar
P@q)@7q

19. Dada la proposicion compuesta (p | q) < (p = ¢). Simplifique cada una de las
siguientes proposiciones
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

L (plp=19)
i (p=wla)
Dada la proposicion compuesta (p | ¢) < (¢ = p). Simplifique las siguientes proposiciones.
i ((r=s)lr)
i. (sVv(ris))
Dada la proposicion compuesta (p | ¢) < (p = g). Simplifique las siguientes proposiciones.

rd(s=r))
sV (ris))
(r=91p)
V(qlp))

Dada la proposicion compuesta (p | ¢) < (p = ). Simplifique las siguientes proposiciones.
L@i@@@)
ﬂ~<p¢%p¢®>

i(
i
i (
(p

iv.

Dada la proposicién compuesta (p | q) < (pVq). Simplifique cada una de las siguientes
proposiciones

L@iG;E>

i (p=(a1p)
Dada la proposicion compuesta (p | ¢) < (pV q). Simplifique las siguientes proposiciones.
i (pl(aVvp))

i. (pdaq)=p)

Dada la nueva proposicion compuesta (p | q) < (g A p). Simplifique las siguientes
proposiciones.

i (FVvs)lr)
. (rvs)lr
iii. sV(EL(EAT))
iv. sV [s) (sAr)]
Dada la proposicion p* ¢ = [p = (p A q)]
Simplificar

i. (p*xq)= (pxp)
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27.

28.

29.

30.

31.

i (pxq) A (q+*q)
iii. (p= (pxq)) = (h*7q)
iv. (pxp)=[p*(qg=p)]

Sabiendo que la proposicion p = (¢ V r) es Falsa, entonces. Determine el valor de
verdad de las siguientes proposiciones:

i (pAg) =)
i. (pVvr)Ag
. (p=q) =r

—e

iv. p=(¢g=r)

Si ¢ es una proposiciéon falsa. Determine en cada caso el valor de verdad de la
proposiciéon p para que cada proposicion sea verdadera.

L (pva) AT
ii. (¢Vp)=(q/p)
Marcar la(s) alternativa(s) correcta(s). Si la proposicion px ¢ = [(p = ¢) = (p V q)]
entonces la proposicion p x g es Falsa cuando
Lp=Ve=V
iop=Vg=F
iii. p=F,q=V
iv. p=Fq=F
Marcar la(s) alternativa(s) correcta(s). La proposicion [(p A q) < p| es equivalente a
la proposicién
i.p
. p=g¢q
ii. g =p
iv. q
v. Ninguna de las anteriores
Marcar la(s) alternativa(s) correcta(s). La proposicion [(p = ¢) Aq] = [PA (G = p)]
es:
i. equivalente a p V ¢
ii. una tautologia
iii. una contradiccién

iv. una proposicion que depende del valor de p
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32. Marcar la(s) alternativa(s) correcta(s). Dada la proposicion

(pva) e lla=p APpA7)
entonces la proposicion (g 57 p)es verdadera cuando
Lp=Vae=V
. p=Vg=F
iii. p=Fqg=V
iv. p=Fqg=F

33. Se define los conectivos [J y A de la forma

(rHg) <= (p=1q)
(rAs) <= (T Vs)

Determine, sin usar tabla de verdad, si la siguiente proposicién es o no una tautologia

(pAGAN) v [59) A GO)

34. Sean p, g proposiciones. Se define una nueva proposicion: piq de acuerdo a la siguiente
tabla

piq
F

V
F
F

=) | <<=
| <[ =l <=

i. Verifique que (p1q) < (p=q) es tautologia.
ii. Simplificar al méximo (p$q) Ip

Cuantificadores

1. Sea M ={1,2,3,4}.

Determinar el valor de verdad de

1. (Ve e M)(a2+1>1)
2. (3z € M)(2® — 9z + 20 > 0)

2. Sean A={1,-1,0} y B={2,3},1}.

Determinar el valor de verdad de
(Vee A)(Fye B)(z+ary=yVay+y=1)

3. Sea A ={-2,—1,1,2}. Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
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i. (3z € A)(z es par = 2% = 2)
ii. (FzreA(Vye A)(z+y*=1)

4. Sean A ={-1,1,2}, B={3,3

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas, justifique.

Ve € A)(z+2 > 0);

Jdr € A)(2? — 22 < 0);

dre A)2r —2< 0=z =2);
)
(

(
i, (
i, (
(Vz € A)(Vy € B)(z* — y* > 0);

v. (Fzr e A)(Vy € B)(zy > 1=z =4y);

1v.

5. Sean A ={-1,1,2}, B={—3,1,3}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas

i. (Voe A)(3—22>0);
ii. (Jz e A)(2?=1=z=2);
iii. (3zr € A)(Vy € B)(zy > 0= 2%y =1);
)

v. (Vy € B)(Fz € A)(zy > 0= 2%y = 1);
6. Sean A ={-1,1,2}, B={-1,1,2}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.

i (Vo e A)(x? — 3z +2 < 4);
ii. (Ar e A)(2? =1= 2 =2);
iii. (Jre A)(VyeB)(x+y>0=z—y>0);
(

v. YyeB)(FreA)(z+y>0=x—y>0);
7. Sean A ={-2,-1,1}, B={—3,1,2}.
Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas, justifique.
. (Vo e A)(z(x —3) < 2);
ii. (JreA)(z?=1=x=2);
(Fre AVyeB)(zt+y>0=z+y ' >0);
iv. VyeB)(FzeA)(zt+y>0=>a+y ! >0);
8. Sean A ={-1,1,2}, B = {%, —1,-2}.
Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.
i (FreAMVMyeB)(zr—y>0=x+y>0);
i. MyeB)(Fzr e A)(z—y>0=x+y>0);
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9. Sean A={-1,1,2}, B={-1,1,2}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.

L (AreA)(z*=1=z2=2)

ii. (Vo e A)(z? —3x+2<4);

iii. Vye B)(Fr e A)(z+y>0=xz—y>0);
v. (FzeAVyeB)(z+y>0=x—y>0);

10. Sean A ={-1,1,2},B = {—%, 1,2}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.

(Ve e A
i. (Jze A
(Vye A
iv. (Jre A

(12 =4 =2 =2);

My e B)(z-y<0Vax>y);
(Jzx e B)(x-y<0Vaz>y);
(22 < 4) = (Vo € A)(x = 2);

~— — ~— ~—r

11. Sean A = {1,2,3,4}, B = {—2 — 1,0}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas

. (VreA)xP=-1=2=1);
ii. (Jz € B)(3z=0Vz*=-3);
(Jx € A)(Vy € B)(zy = =2V xy — 5y = 0);

iv. Vy e B)(3x € A)(zy = -2V zy — 5y = 0);
12. Sean A ={-2,-1,1}, B={—3,1,2}.
Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique
i. (Ve e A)(x(z —3) <2);
ii. VyeB)(Fzre Az +y>0=x+yt>0);
iii. Fzred)(VyeB)(zt+y>0=z+y'>0);
13. Sean A ={0,1,2}, B ={—-1,3

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas justifique adecuadamente

(Ve € A)(2* — 2z +1 > 0);
ii. (Jz € A)(x? — 2z <0);
(Fz e A)(Vy e B)(z+y>0=z>9y);
)

iv. Vye B)YFre A)(z+y>0=x>9y);
14. Sean A = {1,2,3,4}, B = {—2—1,0}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas
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15.

16.

17.

18.

19.

i. Ve A)(z>=4=2=2);

(Jxr € B) 3z =0V 2% = —1);

iii. (Jr € A)(Vy € B)(xy = -2V xy — 5y = 0);
( )

Vy € B)(Jz € A)(zy = -2V zy — 5y = 0);

il.

1v.
Dados los conjuntos A = {1,2, -3} ,B = {—1,1}.

Determinar el valor de verdad de

ren@en ((2e)a(2 <))
ii. (3y € B) (Vx € A) ((g < 1) A (y; < 1)>

Dados los conjuntos A = {1,2,3},B = {—1,1}.

Determinar el valor de verdad de

Lwen@en ((Le)v (L))
i Gre s e (2 1)v(—<1)>

Sean A= {-1,1,-2}, B ={—35,1,—-2}.

Determinar si las siguientes proposmiones son verdaderas o falsas

i. (Vy € B)(3x € A) <(§>2 >1= g > 1)

ii. (3z € A)(Vy € B) <(§>2 >1= g > 1) .

Sean A ={-1,1,2}, B ={-1,1,2}.

Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas
i. (Vr e A)(z? —3z+2<4);

ii. (JzeA)(z*=1=x=2);

ii. (FreAVMyeB)(z+y>0=xz—y>0);

iv. MyeB)FzeA)(z+y>0=z—y>0);

Sean A ={—1,1,2}, B = {3, —1,—-2}.
Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas

i (FreANMyeB)(zr—y>0=x+y>0);
i. Mye B)(Fzr e A)(z—y>0=x+y>0);

28
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20. Sean A ={-1,1,—-2},B={—3,1,35}.
Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas
a. (Jz € A)(Vy € B) (xy > 0= vz > 1).
b. (Vy € B)(Fz € A) (xy > 0 = y?z > 1)
Conjunto
1. Sean A ={a,b,¢}, B={¢,{a}},C ={b,c,d}

Determinar por extension

D= (B-P(A) -P(A-C))

2. Sean A ={0,¢}, B ={1,{¢}},C ={0,1,{¢}}

Determinar por extension

D = (P(A) — (B — C)) NB(C)

3. Sean A = {(a,a), (a,b),(a,c)}, B={a,b},C = {a,c}

Determinar por extension

D =[(AN (B x C)) UP(B)] — P(C)

4. Sean Ay B conjuntos tales que (AUB C B). Dibuje un diagrama de Venn que muestre
la situacion

5. Sean A, B, C subconjunto de U (universo relativo). Simplifique, usando propiedades
de conjuntos
ANB)U[(AUuBcUC
(AuUB°UC)N(AUB
CNAY)N(BNA)N(BNC)

a ( N(AUC)] U (CnN B
b [
c
d [([AU(BNAIN[(BUA)N(AUQ)]
[
[
[
[
[

)

)Ju(CnB)

(A=B)U(C—-A'N[A-(C-B)

(A°—B)— (A—B9)|]UB

(A° = B) = (A= BI)JUBIN[A - (C - B)]
(B—A)U(B-A)JU(BNA)

i[(B=A)U(B =AU (BNA)

6. Sean Ay B conjuntos. Se define

e

f
g
h

A% B=[A°UB)— (AN B)

Calcular A+ A
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7. Sean Ax B=B — (A A B) entonces A — (A * B) es igual a

a A
b AN B¢
c A°NB
d B

e Ninguna de las anteriores
8. Sean Ax B = (AN B)— A° entonces (Ax C)UC esigual a

a A
b AnC
c AUC
dC

e Ninguna de las anteriores
9. Sean Ax B= B /A (A— B) entonces A % (A x B)° es igual a

a A
b AN B¢
c A°NB
d B

e Ninguna de las anteriores
10. Sean A y B conjuntos. Se define
Ax B=[A°UB)— (AN BY]°
Calcular A x A
11. Sean A ={¢,{1}}, B ={1,2},C = {¢,2}.

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas
a P(B) —P(C) = {{1}, {2}, {1,2}};
b ((AUC) = B) ={¢};
c (AUB)—(ANB)=1{¢,2}
d (AUuC)NP(B)) = A;
12. Sean A ={¢,1}, B={1,2},C ={¢,2}

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

i. P(A) —P(B) = {¢,{6,2}};
ii. P(AUB)NP(C) = {¢, {0},{¢,2}};
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

iii. (AUB) — (AN B) = {6,2};
iv. #((AUC)NP(B)) =2
v. #((AUC) = B) = 0;

Sean A = {¢, {2}}, B = {1,2},C = {4, 1}.

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas
a P(B) —P(C) = {{1}, {2}, {1,2}};
b ((AUC) = B) ={¢};
c (AUB)—-(AnB)=1{1,2,{2}};
d (AUuC)NP(B)) = A;
Sean A = {¢,{1}}, B ={1,2},C = {{¢},1}.

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas
a P(B) —P(C) = {{2},{1,2}};
b ((AUB) - C) = {{1},2};
¢ (AUB)—(ANB) ={¢2};
d (AuC)nP(4)) = {1}

Sean A = {¢,1}, B = {1,{2}},C = {¢,2}. Determinar por extension los siguientes
conjuntos

a P(C)—-B
b (AUB) - C)
c (AuC)—(AnB)
d (AUC)NP(A))
Sean A = {a,b, ¢}, B = {¢,{a}},C ={b,c,d}

Determinar por extension el siguiente conjunto

D= (B =P(4)) - P(A-C))

Sean A = {07 ¢}7 B = {17 {(b}}? C = {Oa L, {(b}}
Determinar por extension

D= (P(A) —(B-C))NP(C)
Sean A = {(&7 a)a (CL, b)a (CL, C)}, B = {CL, b}a C= {&, C}
Determinar por extension

D =[(An (B x C)) UP(B)] — P(C)
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19. Dados los conjuntos

A ={reR @ @Br+1=2)= (x—2#0)}
B ={zeR @ (@+2#0)=(z=1)}
={zeR : 2>0}, D={xeR : z<3}

Determinar por extension

(AUB)-C =
(
c (CAD)—-B=
(

20. Dado A ={-1,1,2}, B={—1,1,—3}.

Determinar por extension los siguientes conjuntos

={zreA : (JyeB)(z+y>1)}
={reA : (WeB)(z+y>1)}

21. Dados los conjuntos A = {—1,1,2}, B = {—

Determinar por extension los siguientes conjuntos

2’ ’3

={reA : (FyeB)(zy>1)}
={reA : (VWwebB)(zy>1)}

22. Dados los conjuntos A = {—1,3,2}, B ={-2,-1,—3,3,1,2,3}.

)9
Graficar el conjunto

i_1
E:{(x,y)EAXB oy =2= }

1—2z

23. Dados los conjuntos A = {—1,%,2}, B ={-2,—1, 2, 2,1,2 3}.

’ 9
Graficar el conjunto.

1_1

x

E:{(:v,y)eAxB : y:l_x}

24. Dado el conjunto A = {—2, %, 2}. Graficar el siguiente conjunto

)9

( 3

E=((r,y)y e AxR : y=

32
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Sea A =R — {0,1}. Graficar el conjunto

E:{(x,y)EAXR : yzi:f}

xT

Sean Ay B conjuntos tales que (AUB C B). Dibuje un diagrama de Venn que muestre
la situacion
Sean A, B, C subconjunto de U (universo relativo)

Demostrar

a AUB=Asiysolosi BC A
b ANB=Asiysolosi ACB
c AAB=Asiysoblosi B=¢
d A—-B=Asiysélosi ANB=2¢

Sean A, B, C' Conjuntos finitos. Demostrar

H(AUBUC) =4(A) +4(B) +4(C) —4(ANC) —4(ANB)—4(BNC)+4ANBNC)

Demostrar usando algebra de conjunto que

(A= (B°— A))UBJNA=A

En un encuesta escolar realizada a 60 consumidores de Coca Cola, Fanta y Sprite. Se
obtuvo la siguiente informacién 35 beben Coca Cola, 23 beben Fanta, 21 beben Sprite
y tres estudiantes beben de las tres marcas.

. Cuantos estudiantes consumen s6lo una marca?

Al encuestar a 100 consumidores de bebidas se obtuvo la siguiente informacion, 33
Beben Coca Cola 29 Beben Fanta. 22 Beben Quatro 13 Beben Coca Cola y Fanta. 6
Beben Fanta y Quatro 14 Coca Cola y Quatro. 6 Beben de las tres bebidas.

, Cuéntas personas no beben ninguna bebida?
En un certamen cientifico escolar 34 alumnos recibieron premios por sus proyectos
cientificos. Se dieron 14 premios a proyectos en Biologia, 13 premios en proyectos de

Quimica y 21 en proyectos de Fisica. Si tres estudiantes recibieron premios en las tres
areas.

., Cuantos recibieron premio en una sola area?
En una encuesta a 37 personas, 18 toman Coca Cola y 15 toman Fanta, 10 no beben
Fanta ni Coca.

., Cuantos personas beben solamente una bebida?

En una encuestas a 30 personas, 18 toman Cafe y 12 toman Te, 5 no toman Cafe ni
Te.

;,Cuantos personas beben solamente una bebida?



Capitulo 2

Numeros Naturales

2.1 Construccion de los Naturales

Existe variadas construcciones de los ntimeros naturales, la que en este texto se describiré,
tiene como punto de partida la existencia de los niimeros reales, y a continuacion se definiran
los conjuntos inductivos, que pueden ser definido a partir de cualquier ntimero real, con el
afan de mantener lo mas operativa la definicion, iniciamos desde cero, aunque estoy consiente
de la controversia que existe, si el cero es un numero natural, pero con el fin de que muchas

formulas sean mas faciles de escribir lo incluimos.
Definiciéon 2.1.1 Sea A un subconjunto de los niimeros R, se dice que A es inductivo si y

solo si sucede dos cosas:
i) 0 € A.
i) (Vx e A)(z+1 € A).

O
Ejemplo 2.1.2 Demostrar que A = [—1, 00| es inductivo. O
Solucién 1. i) Dado que 0 > —1, tenemos que 0 € [—1, c0[= A.
ii) Sea x € A, luego
r>—1
r+1>0 A 0>-1
r+1>-1
Entonces x + 1 € [—1, c0[= A.
Asi se cumple que (Vo € A)(z +1 € A).
Luego hemos demostrado que A es un conjunto inductivo.
Ejemplo 2.1.3 Los siguientes conjuntos no son inductivos.
i A={-3},yaque0 ¢ A.
i A=]—o00,—2], yaque0¢ A.
iii A =[—1,4], se tiene que 0 € A, pero (4 € A= 5¢€ A) es falsa.
O

34
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Ejercicios
Sea el conjunto A = [—1/2, co[—{V/2}.

Determine si A es un conjunto inductivo.
Definiciéon 2.1.4 Sea I el conjunto formado por todos los subconjuntos inductivos de los
nimeros Reales.
Se define, el conjunto de los naturales N, como la intersecciéon de todos los conjuntos
inductivos, es decir,

N= n M.

Mel

O

Proposicion 2.1.5 El conjunto de los numeros naturales N, es un conjunto inductivo, es
decir,

1. 0 e N.
2. (VreN)(x+1eN).

La definicion anterior, lleva implicito que el conjunto de los nimeros Naturales es el més
pequeno de los conjuntos inductivos
Teorema 2.1.6 [de induccién]. Sea p(n) una funcion proposicional en el conjunto de los
numeros naturales. Si

i) p(0) y
ii) (Yn € N)(p(n) = p(n+1))

entonces
(Vn € N)(p(n))

Demostracion. Sea
A={neN]|pn)}

Demostraremos que A es inductivo, en primer lugar tenemos 0 € A, ya que p(0) es verdadero.
Para la segunda condicién, supongamos que k € A luego p(k) es verdadero y como se
cumple que
(Vn € N)(p(n) = p(n + 1))

es verdadero, por lo tanto p(k + 1) es verdadero, de los cual obtenemos que k + 1 € A.
Asi A es inductivo, de ello obtenemos que

N C A,
pero ademas por definicién de A se tiene que A C N. Luego tenemos que
A=N

por lo tanto
(Vn € N)(p(n)). [
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Veamos una aplicaciéon del anterior resultado, consideremos el siguiente arreglo

)

+ + +
* 4+ + +
* o+ + n filas
% ok ok ok ... 4
~ ~"~ Vs

n—+1 columnas

El contar cuantos casilleros hay con los simbolos + o * hay en cada caso, lo podemos
relacionar con la siguiente sucesion de ntimeros naturales

Qo =0

aq =0+1

a9 =0+1+2
Ay =0Ap_1+N

lo que es igual a calcular la siguiente suma 14+ 2+ 3 + ... +n.
La cantidad total de casilleros es n(n + 1) y en ellos existe la misma cantidad de signos
+ y *.
n(n+1)
—
Para asegtranos que nuestra deduccion es correcta, definamos la siguiente funcién proposicional

1+2+3+...+n=

1
p(n):0+1+2+3+...+n:n(nT+),

i) p(O):OzO(OTH):O,

i) p(1):1 =120 —

2 Y

i) p(2):1+2=22,
iv) p(3): 14+2+3=21

Lo cual no es suficiente, para saber que la proposiciéon es vilida en todos los niimeros

Naturales.
Ejemplo 2.1.7 Demostrar mediante inducciéon que

(VnGN)(O—l—l—i—?—l—...—i—n:w)

Solucién 2. Definiremos p(n) a la siguiente funcion proposicional

n(n+1
p(n):0+1+2—|—...+n:¥,
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i) p(0): 0= 0(02“), es verdadero.
ii) (Vn € N)(p(n) = p(n+1)).
Supongamos que p(n) es verdadero y queremos demostrar que p(n + 1) también es
verdadero.

Sea

nn+1
p(n):0+1+2+...+n:¥,

luego debemos demostrar que

pn+1):0+1+2+... +(n+1)=

de donde

O+1+42+...4(n+1) = 0+1424+...+(n—=1)+n+(n+1)

v

~
n(n+1)
2

= W—l—(n%—l)

n(n+1)+2(n+1)
2

(nt1)(n+2)
2 )

es decir p(n + 1) es verdadero, por ello
(Vn € N)(p(n) = p(n +1))
es verdadero y por teorema de inducciéon se obtiene,

(vneN)(o+1+2+...+n:@).

Ejercicios

Demostrar por induccion.
1. (VneN)(20 42! 422 .. 20 =2nFl 1),
2. (VneN)(n+ (n+1)+...4 (2n) = 3n(n+1)).
3. (neN)({z+a3 31t + ooy = aa)-

Teorema 2.1.8 [Induccién a partir de k|. Sea p(n) una funcion proposicional en los
numeros Naturales, y existe k € N fijo, es tal que cumple con

i) p(k) es verdadero,
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ii) (Vn € N)[(n >k Ap(n) = (p(n+1))] es verdadero,

entonces se cumple
(Vn € N)(n >k = p(n))

Observacion: Recordemos la nociéon de miltiplos.
i) 6 es multiplo de 2, ya que
6=2-3.

ii) = es multiplo de 3, si y solo si
r=3-y, (yei).
iii) = es multiplo de y, es equivalente a escribir
(Fk € Z)(x = yk).
Finalmente denotamos = = y, que es equivalente a decir, = es multiplo de y.
Ejemplo 2.1.9 Demuestre que (Vn € N)(4" — 1 = 3) O

Solucién 3. Definamos como p(n) : 4" — 1 = 3, entonces
i) veamos que sucede con p(0):

p(0):4°—-1=1-1=0=3-0.
ii) Supongamos que p(n) es verdadero, es decir:
p(n):4"—1:3,

por demostrar que p(n + 1) es verdadero, donde

pn+1): 47 —1 =3,

Luego
gntl — 1 = 44" —-1+1)-1
= 4(3k+1)—1
3(4k)+4-1
3(4k) + 3
= 3(4k+1)
= 3.

Asi p(n + 1) es verdadero. Luego
(Vn € N)(p(n) = p(n +1))

se cumple y por teorema de induccion tenemos que, (Vn € N)(4" — 1 = 3)

Ejercicios
Demostrar por induccion.
i) (Vn € N)((13)" — 7" = 6).
i) (Vn € N)((11)™+! 4+ 27 = 3).
iii) (Vn € N*)((14)" 4 8" + (—4)" = 6).
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Teorema 2.1.10 [Induccién Generalizadal. Sea p(n) una funcion proposicional en los
numeros Naturales, tal que cumple con

i) p(0) es verdadero,
ii) (Yn € N)[(p(0) Ap(1)A---Ap(n)) = (p(n+1))] es verdadero,

entonces se cumple

(Vn € N)(p(n))

2.2 Sucesiones

En esta seccion, se definiré el concepto de sucesion y se hard un estudio de las principales
sucesiones en los nimeros naturales, cada una de ellas con distintas aplicaciones
Definiciéon 2.2.1 Se llama sucesion de nimeros Reales a toda correspondencia o funcion

de un subconjunto infinito de los Naturales en los Reales. O
Ejemplo 2.2.2 Las siguientes funciones son sucesiones.
i. f: N — R {n}nen
n — n
. f: N — R {2"}hen
n — 2"
iii. f: N — R {G)"}en
1 n
no— (3)
iv. f: N — R {0+1+2+...+n}lnen
n — 0+14+24+...4+n

Cada una de estas sucesiones esté definida en forma explicita, debido a que cualquier imagen
de un valor se calcula a través de la formula, explicitamente. O
Definicion 2.2.3 La sucesion {a, },en se dice que esta definida por recurrencia si y solo si
el término a,, se obtiene a partir de los términos anteriores por alguna regla de formacion.(
Ejemplo 2.2.4 Consideremos la siguiente sucesion definida por recurrencia

ag =1, Ap =N Ap_1, 1 > 1.
Luego tenemos que

ag = 1

a; = 1&0:11:1

ay = 2&1:21:2

as = 3&2:32:6

ag = 4-a3=4-6=24
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La anterior sucesion a,,, es una sucesion importante por ello se denota en forma especial por
n!y se lee "n factorial". O

Algunos ejemplos notables de sucesiones definidas por recurrencia:
Sean a,d,r € R, con r # 0.
i. Una sucesion definimos por recurrencia, es la siguiente

ag=a, Gpy1=2ap+d, n>0

Algunos valores de esta sucesion:

Qo = a

ay = qt+d=a+d

a9 = a1+d:a—|—2d
as = as+d=a+3d
Gpi1 = Gp_1+d=a+nd.

La anterior sucesion es llamada progresion aritmética
a, = a+nd
ii. Una sucesion definimos por recurrencia, es la siguiente
ay=a, Qpy1=0ay -7, n>0

Algunos valores de esta sucesion:

Qo = a

aq = Qyp*Tr=a-r

a9 = CL1"I“:CL'7"2
as = ay-r=a-1r°
Api1 = QAp_1-T=a- 1"

La anterior sucesion es llamada progresion geométrica
n

ap=0a-T

Para las otras, sean {a, }nen, k& € N.
iii. Una sucesion definimos por recurrencia, es la siguiente

bO = ag, bn+1 = bn + Qntkt1, M >0

Algunos valores de esta sucesion:

bo = Qg

by = bo+ aoiry1 = ar + Apy1

by = b1+ aiqk41 = ap + g1 + Apyo

b3 = by + aprs = ap + apqr + appo + apys

bn = bn,1+an+k:ak—|—....+an+k.
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La anterior sucesion es llamada sumatoria y se denota por
n+k
E a; =ag + .... + Aptk
i=k
iv. Otra sucesion definida por recurrencia, es la siguiente
Co = Ak, Cny1 = Cp* Opykt1, 1 2>0
Algunos ejemplos

Ch = ag
&1

Co * Qo+k+1 = Qr * Qf41

Cog = C1°0Q14k4+1 = Qf * Q41 * Q42
C3 = C2- Q43 = Qp * Q41 ° Ak42 © Ak43
Cn = Cp—1- " Qptk = 0af ... Qptk-

La anterior sucesion es llamada productoria y se denota por

n+k

H a; = Ak * ... * Qpik-
i=k

En general tenemos la siguiente definicion

2.3 Sumatoria y Productoria

Definiciéon 2.3.1 Sea {a, }nen, r < s una sucesion y r, s € N, entonces definimos a:

i) Sumatoria
S

Zai:ar+aT+1+ar+2+---+as.

i=r

ii) Productoria
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Ejemplo 2.3.2 Calcular
5
1) Si=3+4+5=12

=3

4
2) 5 20=22 42342 =4+8+16=28.
=2
6 6
3) > (n-i)=iy . n=1i(3+4+5+6)=1i(18) = 18i.
n=3 n=3
4 3
4) > >24" |, donde
i=2 \ j=2

—zw+zy

(22 L9 + 24) 4+ (32 4+ 3% + 3%
= 145

Algunas Sumatorias Baésicas:

1 Z _ n(n+1

2 22'2:%‘

n

2
3 Z'LS _ <n(n2+1)> '

=0

4 3t = 7’7;+_11_1,r # 0;r # 1.
i=0

Proposicion 2.3.3 Dada las siguientes sucesiones {a,},{b,} de nimeros Reales y ¢ € R
entonces

n n
1Y ca;=cd a.
=T i=r

S

i=r

S t S
3> a;=>a;+ Y. a;, donder << ts.

i=r i=t+1

4 Y (a; — ait1) = ar — asy1, propiedad telescopica.

i=r

5)ic:(s—7“+1)c.

=T
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S S—p
6 Y a;= > Qip, donder —p > 0.

i=r—p

Ejemplo 2.3.4 Calcular

Solucién 1. Usando propiedades tenemos que

S 2i41) =32+ fjl

i=0 i=0 =
=2>i+>.1
=0 =0
:2(@>+(n+1)
=n’+n+n+1
=n?+2n+1
= (n+1)2

Ejemplo 2.3.5 Calcular

2
Solucién 2. Usando propiedades tenemos que

éi — S (i47)

=0 1=0

(n—r)(;z—'r-l—l) + (TL —r 4 1)7’
(n—r+1)(n—r+2r)
(

2
_ (n—=r+1)(n+r)
=

Ejercicios
Calcular las siguientes sumatorias:

100

1. Z(H?)?

- 1
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3. X Gy

k=1

4. S"k3kAyuda:
k=1
(k 4+ 1)3F+! — k3F = 2k3% 4 3+,

Ejemplo 2.3.6 Sea r € R — {0, 1} Calcular _ kr*
k=0

Solucién 3. Veamos primero que, por propiedad telescopica se tiene que

Z [(k+1) " — krF] = (n 4 1) ™!
k=0
Reescribiendo las sumatoria tenemos

éo [(k+ 1) — krk] = S0 [ — 1) bt + 7o)
—Zzo(r—l)kr —i-zklor
=(r—=1)> 0  krt+r=—=1 RS

Igualando los resultados tenemos

[(k + 1)kt — krb] = i [(k+ 1) " — krk]

(r 1)2 ok + =l = (1) p

_ (n+1) ny1 L rntlod
Zk:O k’?“ =5’ " (r—1)?

De lo cual se obtiene que

i ok nrt? — (n 4+ 1)r"t 41
= 2
— (r—1)

Proposicion 2.3.7 Dada las sucesiones {a,}nen Y {bn}tnen, de Numeros Reales y ¢ € R

S

1. H(ak bk) = HCLk . ku
k=r k=r

k=r

S

S
2. [lc-ar. =" [[a.
k=r =

s
3 H c= CsfrJrl
k=r

s t s
4. Tlaw = [Tar- I ar, donder <t <s.

k=r k=t+1

44



CAPITULO 2. NUMEROS NATURALES 45

5. Propiedad Telescopica.
Si (Vk € N)(ax, # 0), entonces

S
Hak+1 _ Qs+l
- qy, ar

6. Hak— H Atp-

k=r—p

s

s 2 ak
7. [[c™ =c+= ", conc>0

Demostracion. Por induccion demostraremos la propiedad telescopica. Se define

n
Hak+1 an+1

Verifiquemos p(0)

ag+1 __al
ao ao
a1 _— a1
ao ao

Luego p(0) es verdadero. Ahora veamos
(Vn € N)[p(n) = p(n +1)]

es decir, hipotesis
n

Ap41 Ap41
pn) : [T = 2L

a a
o Wk 0
Tesis:
n+1a a
. k+1 n+2
p(n+1): H =
o Yk 0
entonces

n+1 n
II Ak4+1 II Ak+1 | [ Ant141
ak ag an+1

k=0 k=0

— An41 . An4-2
ao an+41

Asi tenemos la segunda parte y por teorema de induccién concluimos

(Vn € N) (Haf; = a231>

k=0

con a # 0, Vk € N. [ |
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Ejercicios
Demostrar por inducciéon la propiedad telescopica,

(Vn € N) <Z(ak+1 —ag) = Apy1 — a0> )

k=0

Ejemplo 2.3.8 Calcular

Solucién 4. Por la propiedad 5 se tiene que
7
[13%) =33 .3¢...3"
k=3 _ 3(32_,’_42_,'_,,,_;'_72)

7
2
— 3kz::3k — 314075 — 3135.

2.4 Progresiones

Dos de las principales progresiones en los nimeros Naturales, son las llamadas progresiones
Aritméticas y progresiones Geométricas, y las principales aplicaciones de estas sucesiones
son el interés simple o compuesto.

2.4.1 Progresiones Aritméticas (P. A.)

Sean a,d € R, se llama progresion aritmética a la sucesion {a,} , definida por
a, = a+ nd,

de primer término a y diferencia d, es decir,

ag = a 1¢" término

aq = a-+1d 240 término

ao = a+2d 3"° término

an-1 = a+(n—1)d n— simo término

a, = a+nd (n 4+ 1) — simo término .

Consideremos la siguiente igualdad, con ello la razén del nombre

a1 — ap = [a+ (k+1)d] — [a + kd] = d,
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Calculemos la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética

reemplazando se obtiene

NE
)
=
I
NE
=
+
™
=

>
Il
<)
~
I
=)

=>a+d> k
k=0 k=0
=an+1)+ d@
= (”'2"1) - (2a + dn)
= U (a+ (a+ nd))
= (";“1) (ag + an).
Es decir,
Z(a+kd) = (n2 ) “(ap+an) =(n+1) (a—i—gd).
k=0
En general

n

;(a—i-kd):(n_—;—i_l)-(ar—i—an):(n—r—i—l) (GJFwd)'

Intercalar términos: Supongamos que tenemos dos ntimeros x,y € R y deseamos intercalar
n-términos de modo que se obtenga una Progresion Aritmética.
Para ello debemos tener los siguiente términos a9 =, ....,a,_1 = ¥y
De este modo se tiene que
a=x
a+(n—1)d=y

Despejando, se obtiene

r=a
d= 2=
Por lo tanto la progresion aritmética esta dada por
—x
ap = T + ky
n—1

Cuando intercalamos un sélo término, nos referimos a este término como el medio aritmético.
Ejemplo 2.4.1 En una progresion aritmética el primer término es 2 y el n -ésimo término
es 29, la suma de los primeros n término es 155.

Hallar cudntos términos se sumaron y la diferencia. 0

Solucién. Se sabe que
ap = 2
Ap—1 = 29

n—1
Z ar = 155,
k=0



CAPITULO 2. NUMEROS NATURALES 48

de la ultima igualdad se sigue
155 — n(229)

2
310 =31n
10 =n,

luego como ag = 29, se sigue
a+9d =29
249d =29
9d =27
d =3.

En resumen obtenemos que son 10 los términos sumados y que la diferencia es 3.

Ejercicios

Si la suma de los primeros siete términos de una progresiéon aritmética es 49 y la suma de
los primeros 17 términos es 289. Calcular la suma de los primeros n términos.

2.4.2 Progresiones Geométricas (P.G.)
Sean a,r € R*. Se llama progresiéon geométrica a la sucesion

a, = ar",

donde a es el primer término y r la razon.
Observacion: . De acuerdo a lo anterior se tiene la siguientes igualdades:

ag = a 1¢7° término
a, = a-r 2% término
as = a-r° 3" término

a, = a-r" (n+ 1)-ésimo término.

1. La razoén la podemos encontrar en:

Upg1 B a - Tn+l

2. La suma de los términos

a-rk,
k=0
se sigue
S k Sk
Ya-rt =ayr
k=0 k=0
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Observacion: Para la suma de los términos comenzando la suma en un k # 0, se tiene

N = R
dYa-rt = > a-r

k=s k=s—s
n—s
=ar®y r¥
k=0
_ s [rn—stl_1
—ar* (75
o T"+1—T‘S
—a (=52,
Intercalar términos: Supongamos que tenemos dos nimeros z,y € R* y deseamos que
intercalar n-términos de modo que obtengamos un Progresion Geométrica. Luego ag =

Ty U1 = Y
De lo cual obtenemos que

a ==
ar"l =y
reemplazando en la segunda ecuaciéon
Tnfl — y
x

la cual puede tener solucién vacia, una soluciéon o dos soluciones.
Supongamos que tiene una solucion, luego

1Y
r=a;r= ”\l/i.

Por lo tanto la progresion geométrica es:

()

Supongamos que tiene dos soluciones, luego

T=a; T:i"‘\l/g.
x

Por lo tanto, existen dos respuesta y estan dadas por las progresiones geométricas:

e () ner )

Cuando intercalamos un s6lo término (cuando existen dos, nos referimos al positivo), decimos
que es el medio geométrico.

Ejemplo 2.4.2 El cuarto término de una P.G es 1/4 y el noveno término es 1/64. Determinar
el sexto término. O

8

Solucién. Se tiene que

CL3:1/64 VAN a8:1/64,
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de aqui tenemos el siguiente sistema

ard = 1/4
ar® = 1/64
de la primera ecuacién podemos despejar a en funcion de r y nos resulta
1
a=—,
473

luego reemplazamos a en la segunda ecuacion

8 _ 1
Ly
v
=
ro—
V16’
luego
o =
?(WQS
21(016)3
Asi ) ) )
5 5/TA)3 5/TA\3
= = —-(V16)’)— = —(V16
as = a- 1" =7 (VI6]) 75 = 57 (V16)
Ejercicios

20

Si la suma de los tres primeros términos de una progresion geométrica es 52 y el primer

término es 5. Determinar la suma de los primeros seis términos.

2.4.3 Interés Simple y Compuesto.

Podemos considerar la siguiente situacion, una persona pide un préstamo de monto P a un
amigo, y llegan al siguiente acuerdo, todo los meses el pagard D pesos hasta que la deuda

este salda. Modelemos la situacion descrita.

ag =P Cuando pide el préstamo
ag=P—-D Cumplido el primer mes
aa=P—-D—-D Cumplido el segundo mes

a, =P —nD Cumplido los meses.

En este caso hemos encontrado una progresion aritmética que describe el problema del interés

simple.

Una situacion parecida pero la persona pide un préstamo a un banco este monto a un

interés de I mensual, de manera similar modelemos la situacion

ag =P Cuando pide el préstamo
= ( il ) P Cumplido el primer mes
P+ = (1 + L) P Cumplido el segundo mes

a1:P+LP
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. I I
es decir, que a,11 = a, + T004n = (1 + m) n-

I n
=(1r—) P
¢ (+100)

es la deuda en el mes n -ésimo. En este caso obtenemos una progresion geométrica de razoéon
1+ 35

100 . .

Finalmente ahora consideremos que el deudor paga una cuota fija al banco C', para un
mejor escritura definamos R =1+ 1_(I)o

ag =P Cuando pide el préstamo
alzP—l—ﬁP—C:(l—i—l—éo)P—C’:RP—C Cumplido el primer mes
ag=RP—-C+ s (RP—-C)-C Cumplido el segundo mes

ay = R2P — C(R+1)

En general tenemos que a,, es la deuda con el banco transcurrido n meses

1
an+1—an+man—C—Ran—C.

Por inducciéon podemos probar que

an:R”P—C(l_R>

1-R

n>0
Ejemplo 2.4.3 Un banco tiene un interés de 1,5 mensual, para un crédito de $ 450.000.-

pagaderos en 12 cuotas iguales.
Calcular el valor de la cuota U

Solucién. Como la deuda con el banco esta dada por:

R"—1
= R'P -
a C(R—l)

donde R =1+ % = 1,015 y la deuda pasado 12 meses debe ser cero, para no deber nada

al banco, tenemos que

1,015)"2 — 1
= 450000(1,015)'? — C Lo~ -1 =0
412 (1,015) ( 0,015 )

luego tenemos que despejar C'

0,015

=4 1,015)'2 ( 0
C = 450000(1, 015) ((1’015>12_1

) ~ 41256

Hacemos una tabla de la deuda al banco durante los 12 meses, para comprobar nuestro
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resultado.
ag = 450000

a; = 415494 = ap * 1.015 — 41256
as = 380470 = aq % 1.015 — 41256
as = 344921 = ay % 1.015 — 41256
ag = 308839 = azx*1.015 — 41256
as = 272216 = a4 *x 1.015 — 41256
ag = 235043 = a5 *1.015 — 41256
a7 = 197313 = ag* 1.015 — 41256
ag = 159017 = a7 % 1.015 — 41256
ag = 120146 = ag * 1.015 — 41256
ag = 80692 = ag*1.015 — 41256
ajp = 40646 = aqp * 1.015 — 41256
19 = 0= aiq * 1.015 — 41256

2.5 Teorema del Binomio

92

Definiciéon 2.5.1 Sean n,r € N, tal que n > r, entonces se define el Namero Binomial n

sobre r como
n n!
r rl(n —r)l

Ejemplo 2.5.2 Calcular los siguientes valores

(1):(3)

Solucion:

3 3! 6

< 1 ) 1nNE-1! — 2 3.
3 3! 6

< ) ) —2(B=2) T 2 3.

Proposicion 2.5.3 Sean n, k € N tal que k < n, entonces

(3)-(2)-
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Demostracion. Sean n, k € N tal que k < n, entonces

n n _ n! n!
k + k+1 - (k!(n—k)! + (k-i-l)!(n—k—l)!)

= o (e )

_ n! n+1

T El(n—k—=1)! \ (n—k)(k+1)
o (n+1)!
 (E+D)!(n—k)!

[ n+1

k41

Ejemplo 2.5.4 Usemos la propiedad anterior para calcular
3 n 3
1 2
Solucién 1. Por la propiedad anterior tenemos que
3 n 3\ (4
1 2 ) 2
4
i=sva=(4)

Teorema 2.5.5 [del Binomio|. Sean a,b € R*, y n € N*, entonces

(a+b)”:i(2)-a”k~bk.

k=0

Luego tenemos que

Ejemplo 2.5.6 Calcularemos (a + b)3.

Solucion 2.

3 3 3 3—k k

:(g).a3+(§).a2.b+(g>.a.bz+(

= a3 + 3a%b + 3ab® + b,

3
3

).b3

Demostracion del Teorema del Binomio.. Sean a,b € R*, y n € N*, entonces

p(n):(a+b)”=i<z>-ank.bk.

k=0

93
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luego verifiquemos p(1), para ello

RIS o S

k=0

I S N R LY 10 5
—<O)a b—l—(1)a b

= a't’ + '

luego p(1) es verdadero.
ii) Hipotesis p(n). Tesis p(n + 1)

(a+b)"" =(a+b)"(a+D)
— M( Z ) a”_’“'b’“) (a+b)
= zn: < Z ) an kL gk g Zn: ( Z ank . et
k=0 k=0

n+1 n
. an+1—k . bk: + z ( ) . an+1—k . bk + bn—l—l
k=1 k—1

n
k

n n Con+l—k _pk 4 pntl
(k)+<k—1))a b* + b
n+1

k

k=1
— an—i—l + zn: ( . an—i—l—k‘ . bk + bn+1
k=1
:%1(”+1 ) gtk Lk
k=0 k

Asi tenemos que p(n + 1) es verdadero, luego (Vn € N)(p(n) = p(n + 1)) se cumple, por
teorema de induccién tenemos el teorema del binomio. [

Observacion: El término de lugar k-ésimo de (a + b)™ es

< kil ) R A

Ejemplo 2.5.7 Calcular ) ( Z ) . O

k=0

Solucion 3. Por teorema del binomio tenemos

(a+b)":i(2)-a”k~bk.

k=0
luego
n n n n
= LTk L1k
500 =500
=(1+1)"



CAPITULO 2. NUMEROS NATURALES 55
Ejercicios

18
Calcular ) < ]iS ) - 218+F tenga presente lo siguiente
k=0

(1+a)”:2n:<z’>-ak.

k=0
Ejemplo 2.5.8 Determinar el coeficiente de 2! y 2 en el desarrollo de (2% — %)16 O

Solucion 4. Expresemos el desarrollo del binomio, simplificado
16 16 16 16—k [_3\k
@9 =2 ()@@
_ 16 ( 16 ) . I32,3k . (—S)k
o\ K

a) Para determinar el coeficiente de x'' debemos determinar el valor de k

k =2 =7eNnJo,16]

luego el coeficiente z'! es

16 ;16 L.
< ; ).(—3) = g1 (-3)7 = ~25019280

b) Andlogamente para determinar el coeficiente de x* debemos determinar el valor de k

32 -3k =4
28 =3k
k=2 ¢Nno,16]

luego el coeficiente z* es cero.

Caso General del Teorema del Binomio
Sean aq, as, as,...,a, € R*, y n € N*, entonces
(a1+a2+a3+...+a,,) = E ﬁallaja?f...a/.
nN1Ma2iMng:...Ny2
ni,No, N3,y ooy Ny €N

n+ng+ng+...+n.=n

Ejemplo 2.5.9 Determinar el coeficiente de z* en el desarrollo de (2 — x? — 3x)8 O

Solucién 5. Sean a,b,c € N, luego

(1—2%-32)% = H;:G%id - (2)" (_x2)b - (—=32)°

= bZ 6?;— (2)" (=1)" - a?te - (=3)°
a+b+c=
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Para determinar el coeficiente de 2! debemos determinar los valores de a, b, ¢

a+b+c = 6
2b+ ¢ = 4

despejando las variables a, ¢ tenemos

a = 24+b
c = 4-2b

es decir, construyamos una tabla con las posibilidades

N —| O S| o

w4

luego el coeficiente x* es

s (7 (-1 (=3)" + g8t ()" (-1 (=3 + 78 )" (~1)" (-3)"
= 4860 — 4320 + 240 = 780

2.6 Permutaciones y Combinatoria

Permutaciones Sea A un conjunto de cardinal n y r € N*, tal que r < n.
Se define

P.(A) ={(a1,az2,...,a,) EAXAX---xA | cona;#a;sii#j},

La interrogante que surge es ;Cudl es el cardinal de P,.(A)?
Ejemplo 2.6.1 Sea A = {a,b,c,d}. Luego

Pi(A) = {(a), (1), (c), (d)},
Pa(A) = {(a,0),(a,¢),(a,d), (b,a), (b, c), (b,d),
(Ca(I)?(Cv b)7(c7d)7(d7a v(d’ )7<d70>}7

Asi, se obtiene que

Continuando:
P3(A) ={(a,b,¢), (a,c,b),(a,b,d),...}, luego

Py = #(Ps(A)) = 24.
Pi(A) ={(a,b,c,d),(a,b,d,c),(a,c,b,d),(a,c,db),...},y
Py = #(Ps(A)) = 24.
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Teorema 2.6.2 Sea A un conjunto con n elementos entonces nimero de permutaciones
de n elementos sobre r < n es

n!
P'=——= (A)).
= o = #PA)
Ahora si n = 4, veamos los siguientes calculos:

i) Sir =1, entonces:

41 41 4
(a—1)1 3~
ii) Sir = 2, entonces:
41 41
= — =12.
4—2) 2l
iii) Si r = 3, entonces:
41 41
= — =24.
4—3) 1
iv) Si r =4, entonces:
4! 41 94
(a—4 o

Ejemplo 2.6.3 En cada uno de los siguiente caso considere niimero de cuatro digitos
a) (Cuéantos nimeros con todos sus digitos distintos se pueden construir?

b) ;Cuantos nimeros pares con todos sus digitos distintos se pueden construir?

U

Solucion 1. a) Como el primer digito no pude ser cero tenemos nueve posibilidades y de
los otro nueve digito ordeno 3 luego

9!
9pP) = 95 = 4536

b) Tenemos dos posibilidades, la primera es que el nimero tenga en el digito de las unidades
un cero.
Py =2 504
56l
La segunda posibilidad es que no sea cero, luego hay que tener cuidado con la cifra de la
unidades de mil, ya que no puede ser cero. Para la cuenta argumentamos del siguiente modo,
considero que la cifra de las unidades es 2 luego tengo nueve digitos incluido el cero
8

|
8 __ o
8P} = 8 = 224

al repetir la cuenta para 4,6,8

8P} +8PJ + 8Py =3-224
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La cantidad total es

P) + 8P + 8P} + 8P5 + 8Py = 504 + 4 - 224 = 1400

Ejercicios

Repita el ejemplo anterior para ntumeros de dos digitos y después para tres digitos
Ejemplo 2.6.4 Usando solo los siguientes digitos 1,2,3,4,6,8,9. ; Cuantos nimeros de cuatro
digitos distintos se pueden construir menores que 40007 U

Solucién 2. Como los nimeros tiene que ser menores que 4000, luego el digito de las
unidades de mil debe ser 1,2,3 por lo tanto, si es 1 tenemos

.6
P§:%:120

que es el mismo valor para 2 y 3. Luego el total es
P+ Py + Py = 3P) = 360

Combinatoria
Sea A un conjunto de cardinal n y r € N, tal que r < n.
Se define
C(A)={BCA | #(B)=r}

La interrogante que surge es ;Cuél es el cardinal de C,.(A) 7.
Ejemplo 2.6.5 Sea A = {a,b,c,d}. Determine por extension C,(A) y su cardinal O

Solucién 3. Para los primeros caso lo podemos hacer por extension

Co(A) = {0},
Ci(A) = {{a}, {b} . {c} . {d}},
Co(A) = {{a, b}  {a,c} {a,d} , {b,c} , {b,d} ,{c, d}},

Asi, se obtiene que

C§ = #(C2(A4)) = 6.
Para el siguiente caso tenemos que C3(A) = {{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}, luego

C3 = #(C3(4)) = 4.
Finalmente C4(A) = {{a,b, ¢, d}}, con lo cual obtenemos
CZL = #(Cs(A)) = 1.

Teorema 2.6.6 Sea A un conjunto con n elementos entonces nimero de combinatoria de
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n elementos sobre r < n es

n!
Cn = - = CT’ A .
= o~ HG )
Ejemplo 2.6.7 En un juego de azar tenemos que escoger 12 nimeros para formar un cartéon
de un total de 30 ntimeros.

, Cuantos cartones distintos se pueden fabricar?

30!
CH = ( 30 ) = ——— =86493225

12 18!- 12!
O
Ejemplo 2.6.8 Usando soélo los siguientes digitos 1,2,3,4,6,8,9. ;Cuantos niimeros pares de
cuatro digitos distintos se pueden construir menores que 40007 0

Soluciéon 4. Como los nimeros tiene que ser menores que 4000, luego el digito de las
unidades de mil debe ser 1,2,3 por lo tanto, si es 1 tenemos puede terminar en 2,4,6,8

5!
— =280

ClP) = igp =

que es el mismo valor para 3.
Pero para 2 tenemos que puede terminar en 4,6,8

5!

i = 60

C3P) =3

Luego el total es
2C1 Py + C? Py = 220

Permutaciones con Repeticion
Teorema 2.6.9 Sean R colores tales que hay n; repetidos de color i, donde n = nqy + ng +
-+ +ng. Entonces el nimero de permutaciones con repeticion es:

n!

n —
n1,n2,...;,NR

n1! '712! . n3! s TZR!
Ejemplo 2.6.10 Consideremos tres lapices dos de color rojo (iguales) y uno azul
representados por las letras R, R, A, tenemos que:

3 3!

2,1:ﬁ:3

esta niimero representa la cantidad de arreglos que podemos hacer con los tres lapices, que
podemos distinguir
ARR; RAR; RRA

O
Ejemplo 2.6.11 Con las letras de la palabra CONTRATO. ;Cuantas palabras (agrupacion
de letras) de cuatro letras se pueden construir? U
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Solucién 5. a) La palabra posee seis letras diferentes, ( C,0,N,T.R,A) luego tenemos:

6!

6—_
P4_2!

= 360.

b) La palabra puede tener dos letras repetidas (OO ; TT), para completar la palabra de
cuatro letras se necesitan dos letras més distinta entre ella, es decir la cantidad es

P i
2L o

pero para escoger estas dos letra distintas tengo C3 posibilidades, es decir

5! 4!

5 p4 _ _
Caloun = 3121211111

120

pero hemos contado solamente una posibilidad, falta la otra letra, de esta manera tenemos:

sl 4l

5pd o Y _
205 P, = 23!2! 21111

240

c¢) Por ultimo nos falta cuando las dos letras repetidas aparecen

22212
Asi, finalmente tenemos que el nimero es:

6! 51 4!
Py +2C3P) 1 + Pyy=— +2

o1t 23mramn g — 30V 240 46 =606

Ejercicios

Determinar usando dos método distintos, cuantos ntimeros de cuatro digitos mayores que
5231 se pueden formar.

2.7 Guia Ejercicios

I Demostrar por Induccién
L (YneN)(1+3+---+2n+1)=(n+1)%)

2. (Yn € Ny) <0+1+3+-~~+n(n+1) :”(”+1)(”+2))

2 6

3. (Vn € Ny) (—0 F12-22 4 oo (=) In2 = (=) (@))

1
15 590 " TUntn@n+s)  dn+s

" (VneNo)< L ! ”“)
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5. (neNy)(0-0'+1-1142-214---4+n-nl=Mnm+1)!—-1)

6. (VneN)(2-1!45-214+---+(n*+1)-nl=n-(n+1))

7. (VYn € N)

(1 3 -4 “+(n+1)(n—|—3):(n+2)(n—|—3)
8. (Vn € Np) (03423 4+ 43 + - +(2n)3=2n2(n + 1)2)

4 4 4 3n2+11n+8)

1
n+1 n+1\_on+2__ _
9. (Vn €N) ((241/2) + (4+1/4) - + (27141 /27 ) =gm+ 2 1)
1 3 2n+1 1
10. (VHENo)<§+§+"'+W:3—(2n+5)2n+1)

11. (Vn e N) (n+(n—l—l)+(n+2)+...+(2n+1)_w)

12. (Vn € N) (1—2+3—4+~~—|—(—1)"(n+1):(—1)"

13. (Vn € N¥)

—~
S
+

)
+
=
_l’_
)
_l_
=
+
+
w
3
|
N/
I
o
S
|
—_
=

15. (Vn c No)

<n+1 s R P
<0+1—2+3—4+-~+(—1)"+1n:(—1)

16.
17.
18.
19.

( )
( )
( )
( )
20. (Vn € Ny)
21. ( )
22. ( )
23. ( )

IT Sumatoria y Productoria
Calcular

1 Zi(i—Q) 2 > (k+1)

k=3

©

61
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101

6 Y k(k—3)

k=23

25

7Y (2k+ 1)

k=1

105

8 ) (2F+8k —k)

k=12

56

9 ) (2K + 3t).

k=1

Calcular

10

11

12

13

14

15

16

17

18

52

> (24 3k + 5%)

k=35

> (k(k +2) +2%)

k=11

33

Z (3;3) (—2)10-ky2k

k=1

62



CAPITULO 2. NUMEROS NATURALES

120

1]k -3)

k=4

10
kE+1

2 1|3k
g 2k —1

A1)

8 [J(k-3
k=4
32
9 1]3i(:=5)
j=10
60
10 H (1-2)
k=1
16 1 k
11 H3 (5)
k=1

10 Z []c2 —j))

11> jk

13 ) [Z <jk:>]

k=1 | j=2

10 k

14 T2

k=1j=1

63
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10 2r 20 2k—1
15 3 ) (2k + 3t). 16 [TT]2
r=1t=1 k=1 j=k
Calcular
1 i/{:(/{: +1) 6 Y K
k=1 . k=1 (k +1)!

k=1 k=1
3.) (k+1)% k! 8
|
o = (k+2)
4 n(k:2+1) k! 9 ﬁL
’ E+1
k=1 k=1
5 1 10 ﬁkQ_ 1
. - . .
k:14k —1 k=1 k

11. Considere la sucesion definida por recurrencia

aq =5
Ap = Qp_1 + 1 — 2; n>2

a Determinar un formula explicita para a,,

n
b Calcular »_ a =
k=1
12. Considere la sucesion definida por recurrencia

ay =1
ap = Qp_1 +3n —3; n> 2

a Determinar un formula explicita para a,

b Calcular > a =

k=1

IIT Progresiones Aritméticas y Geométricas

64

1. Calcular la suma de las nprimeros términos de cada una de las siguientes sucesiones

1. 2; 3,25; 4,5; -+ (
. 1. 1
2. =2; 257 —3§ (
3. 4. . _
3. 75, 75, \/5, (TL—25)
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10.

11.

12.

13.

14.

4. a —3b; 2a —5b; 3a —Tb; --- (n=18), a,beR
5. 2a — b; 4a — 3b; 6a —5b; --- (n=23), a,b€R
6. 3; 2 55 -+ (n=49)

7. “Ter; a; 3“2_b <o (n=42)

8. 1; 23; 3% --- (n=051)

. En una Progresion Aritmética el tercer término es igual a 20 y el sexto término es 36.

Escriba los seis primeros términos.

Los términos del lugar 2, 31, y el k-ésimo término de un Progresion Aritmética son 12,
—18 y —56 respectivamente. Hallar el primer término y el valor de k.

En una Progresion Aritmética el tercer término es igual a 4 veces el primer término y
el octavo es 21 veces. Calcular la suma de los diez primeros términos.

En una progresion Aritmética el tercer término es igual a 4 veces el primer término y
el sexto término es 17. Escriba los seis primeros términos de la progresion.

Los términos de los lugares segundo, trigésimo primero y de n—ésimo término de una
progresion aritmética son 7%,% y —6% respectivamente. Hallar el primer término y el
valor de n.

Intercalar siete niimeros entre 3 y 15 de modo que formen una progresion aritmética
de nueve términos.

Intercalar siete niimeros entre el 3 y el 15 de forma que resulte una Progresion Aritmética.

. Dada una Progresion Aritmética cuyo quinto término es 17 y noveno término es 28.

Determinar la suma de los 20 primero términos.

En una Progresion Aritmética cuyo quinto término es 15 y la suma de los 7 primeros
término es 28. Determinar el noveno términos.

Dada una Progresion Aritmética cuyo cuarto término es 13 y la suma de los 7 primeros
término es 32. Determinar el noveno términos.

Determinar tres nimeros en Progresion Aritmética tales que la suma de ellos es 36 si
al primero se le resta 1, al segundo se le resta 2 y al tercero se le suma 2, obtenemos
un progresion geométrica en el mismo orden.

Un maderero apila en forma piramidal 19k + 12 tablones, de tal manera que hay £ filas
y en la dltima de ellas hay 8 tablones. Cada fila tiene un tabléon mas que su inmediata
superior. Determinar el niimero de tablones.

Un maderero apila en forma piramidal 14k + 7 tablones, de tal manera que hay k filas
y en la dltima de ellas hay 8 tablones. Cada fila tiene un tabléon mas que su inmediata
superior. Determinar el niimero de tablones.
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

El quinto término de una Progresion Geométrica es 162 y el segundo término es 48.
Escriba los cinco primeros términos de la Progresion.

Si el primer término de una Progresion Geométrica es 6 y la suma de los tres primeros
términos es 18. Hallar la razon y el noveno término.

El cuarto término de una Progresion Geométrica es 1/4 y el séptimo término es 1/32.
Hallar el sexto término.

Interpolar tres nimeros ente 5 y 3125 de manera que estén en Progresion Geométrica.

Se compra una finca de 2000 hectareas a pagar en 15 afos, de modo que el primer ano
paga US$ 100, el segundo anio US$ 300, sabiendo que los pagos estan el Progresion
Geométrica.

;, Cuénto pago por la finca?.

A los 3 primeros términos de una Progresion Geométrica de razon 3. Si se suma 2 al
primero de ello, el segundo se mantiene y se le resta 12 al tercero, se obtiene una nueva
Progresion Geométrica en el mismo orden. Hallar los niimeros.

Una pelota cae desde una altura de 1002 metros si cada vez que rebota sube un tercio
de la altura que cayo. ; Hasta qué altura desde el suelo sube después de haber rebotado
por décima vez?

Tres personas A, B,C. se reparten una herencia de US$ 210.000.- La cantidad que
recibe cada uno es proporcional a su edad.

La edad estan en progresion geométrica y se sabe que A es menor que B y éste es
menor que C.

Si B tiene 6 afnos y recibe A recibe US$ 30.000.-

;,Cuanto recibe cada personas y cuales son sus edades?

Sea una Progresion Geométrica cuyo cuarto término es 12 y décimo término es 96.
Determinar la suma de los 5 primero términos.

Dada la Progresion Geométrica cuyo segundo término es 20 y octavo término es 5
Determinar la suma de los 6 primero términos.

Se tiene dos grupos de numeros cada uno constituido por 3 término en progresion
aritmética y la suma de cada grupo es 15, la diferencia del primer grupo es una unidad
mayor que la diferencia del segundo grupo y el producto de los nimeros del primer
grupo es al producto de los nimeros de segundo grupo como 7 es a 8.

Hallar los ntimeros que forman cada grupo.
La suma de los tres primeros términos de una progresion aritmética es 48 y al primero

se le suma 1 al segundo se le suma 4 y al tercero se le suma 17 resulta una progresion
geométrica. Hallar los ntimeros.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Hallar dos nimeros tales que su medio aritmético sea 13 y su medio geométrico sea 12

Demostrar que dos ntimeros tales que su medio geométrico es igual al medio aritmético
son iguales.

Demuestre que el medio aritmético entre dos niimeros reales positivos es siempre mayor
o igual al medio geométrico.

Una persona viaja 50 km el primer dia e incrementa 1km, en cada dia posterior, el
décimo dia decide devolverse por el mismo camino. ;Cuantos km recorre para volver
al punto de partida?.

Se tiene 3 ntimeros en Progresion Geométrica de razon -3. Si se suma 14 al primero
de ello y se le suma 21 al tercero, se obtiene una nueva Progresion Geométrica en el
mismo orden. Hallar los ntimeros.

Dada la Progresion Geométrica cuyo segundo término es 5 y octavo término es 15
Determinar la suma de los 6 primero términos.

La suma de 3 primeros términos de una Progresion Geométrica es 13/3. Si al tercero
se le suma —4/3 y los demas quedan igual resulta una Progresién Aritmética en el
mismo orden. Hallar los ntimeros.

El banco tiene el interés a 1,8 mensual y se pide un préstamo de $ 1.255.000.- Si el
préstamo es a 36 meses

., Cual es el valor de la cuota?

El banco tiene el interés a 0,7 mensual y se coloca un capital de $1.000.000.- Al
trascurrido 48 meses

., Cual es la ganancia?

El banco tiene el interés a 1,2 mensual. Se pide un préstamo de $ 450.000.- Si el
préstamo es a 18 meses

,,Cuél es el valor de la cuota?

El banco tiene el interés a 1,1 mensual. Se coloca un capital de $ 450.000.- Al
trascurrido 18 meses

., Cual es la ganancia?

IV Teorema del Binomio

1.

Escribir simplificando

b
a El quinto término del desarrollo de (2a — 5)8 con a,beR

4 d
b El séptimo término del desarrollo de (Ex + 2—)9 con x € R — {0}
T
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3/2 5/2

Y

m—bg/Q)Sconab$yER+

¢ El quinto término del desarrollo de (
d El cuarto término del desarrollo de ( % +9b)'% con a,b € R

2. Determinar el coeficiente de z™ en el desarrollo de

a (zyx+ 1)?!, paran =4
(:1:\/_+ )20, para n =1

c 3)1 paran =6

d x2—|—a:+ )5 paran =5

2?2 —x+ 1)1 paran =2

e
f
g (x+22%+ 1) paran =06
h

(
(
(
(2 +2x+1) ,paran =7
(
(2+2%—273)7" paran=>5
(

i (24 (22) % 4+ 22)7, paran =7
1\
3. Determinar el coeficiente de a en el desarrollo de (2a2 — 2—) ,cona € R
a

4. ;Cuél es el coeficiente de 22 que aparece en el desarrollo de:
5 1\ 4
(§x3y4 + :U_y2> con z,y € R — {0}

5. Determinar el coeficiente de 22 y el de 27! que aparecen en el desarrollo de

1 15
(=)

6. Hallar el coeficiente de #° que aparece en la expresion reducida del desarrollo de
(2374 — 2%+ 22% — 3z — 1)6
7. Hallar el coeficiente de x''y* que aparece en la expresion reducida del desarrollo de
(2x3 — 3xy® + z)5

V Combinatoria y Permutaciones

1. Un estadio tiene 7 puertas de acceso, cada una de las cuales lleva hasta las graderia
por tres pasillos diferentes. ;De cuantas formas puede llegar hasta las graderias?
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2. El ment del casino de la universidad, se ofrecen 7 tipos de entrada, 3 sopas distintas,
2 platos de fondo y 5 postres diferentes.

.De cuantas formas puede hacer un ment que contenga una entrada, una sopa, un

plato de fondo y un postre?

3. Una persona tiene 7 novelas y otra 9 revista. ;De cuantas formas se puede intercambiar
2 revista por una novela?

4. Cinco muchachas y tres muchachos juegan a la pelota ;De cuantas formas puede
dividirse en dos equipos de cuatro personas cada uno, si en cada equipo debe haber
por lo menos una muchacho?

5. jCuantos nimeros hay entre 100 y 1000 con todas las cifras distintas?
.De ellos cuantos son pares?

6. Una persona tiene 8 amigos y quiere invitar diariamente a 4 de ellos de modo que el
grupo no se repita. ;Cuantos dias puede cursar esta invitacion?

7. En un campeonato de tenis donde participan 20 jugadores, se forman dos serie eliminatorias,
pasan a la segunda etapa el que obtiene el segundo lugar y el ganador de cada serie,
formado un cuadrangular.

a ;De cuantas formas se puede obtener tal cuadrangular?. Si los cuatro finalista se
les premia de acuerdo al lugar obtenido.
b ;De cuéntas formas se puede obtener tal situacion?
¢ ;De cuantas equipo de doble se pueden realizar con los finalistas?
8. En cierto campeonato de tenis participan los siguientes asociaciones: de Concepcion,

con 4 jugadores, de Santiago, con 6 jugadores, de Valparaiso, con 8 jugadores, y de
Arica, con 4 jugadores.

a) En un campeonato abierto para todos los jugadores se premian los cinco primeros
lugares ;De cuantas formas se puede obtener tal situacién?

b) En un campeonato abierto para todo los jugadores los 7 ultimos bajan en el
ranking ;De cuantas manera se puede obtener tal situaciéon?

c¢) ;De cuantas manera se puede hacer un equipo de doble de cada ciudad para hacer
un cuadrangular entre las ciudades? ;Cuéntos cuadrangulares?

d) Suponga que todos los equipos se forman en una linea, agrupados por asociacion
.De cuantas forma distintas se pueden formar los equipos?

9. En cierto campeonato de tenis participan los siguientes asociaciones: de Concepcion,
con 3 jugadores, de Santiago, con 7 jugadores, de Valparaiso, con 9 jugadores, y de
Arica, con 2 jugadores

a) En un campeonato abierto para todos los jugadores se premian los 5 primeros
lugares ;De cuantas formas se puede obtener tal situacién?
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

b) En un campeonato abierto para todo los jugadores los 6 ultimos bajan en el
ranking ; De cuantas manera se puede obtener tal situacion?

c¢) ;De cuantas manera se puede hacer un equipo de doble de cada ciudad?
d) Al realizar un cuadrangular entre las ciudades ; Cuantos cuadrangulares?
e) Suponga que todos los equipos se forman en cuatro filas una por ciudad. ;De

cuantas forma distintas se pueden formar los equipos?

.De cuantas manera se puede elegir 5 ampolleta de colores de entre 8 ampolleta de
colores diferentes?, sabiendo que hay una roja, una azul otra verde en lo siguientes
casos

a Siempre se saca una azul y una verde.

b No se elige la roja.

¢ Siempre se elige la roja y la azul pero no la verde.
Hay 12 equipos en competencia oficial de fatbol.

a ;Dé cuantas formas puede bajar tres equipos a segunda division?
b ;Dé cuantas formas se pueden salir tres equipos campedn vice-campeodn, tercer
lugar?

.Dé cuantas formas se puede escoger de los naturales del 1 al 40 dos de ellos de modo
que suma sea par?

;,Cuantos diccionarios se necesitan para traducir directamente 12 idiomas diferentes?

En una reunién deben intervenir 5 personas, entre ellas esta Juan y Carlos.
. Dé cuantas maneras se pueden hacer una lista de oradores?. Con la condicién de Juan
no debe hablar antes que Carlos.

En un juego de poker con 52 cartas. ;Cuéntas manos distintas pueden construirse? de
modo que

a Aparecen solamente un par.

b Aparecen un par y un trio(full).

¢ Aparecen solamente dos nimeros pares (2,4,6,8 y 10).

d Aparece una Escalera Real.

e Aparece una Escalera Sucia.

;Cuantas palabras de nueve letras se pueden formar con las letras de la palabra
"PROBLEMAS" si la palabra debe empezar por una vocal y terminar en consonante?

Para las siguientes pregunta considere las letras de la palabra CAMINOS

a ;Cuéntas palabra de 7 letras diferentes se pueden formar?
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b ;Cuéntas palabras de 7 letras diferentes se pueden formar, si no deben tener dos
consonantes en lugares consecutivos?

¢ ;Cuéantas palabras de pueden formar, si todas las vocales deben estar en lugares
consecutivos?

18. Para las siguientes pregunta considere las letras de la palabra ENDOSAR

a ;/Cuantas palabra de 6 letras diferentes se pueden formar?

b ;Cuéntas palabras de 6 letras diferentes se pueden formar, si no deben tener dos
consonantes en lugares consecutivos?

¢ (Cuéntas palabras de 6 letras diferentes se pueden formar, si todas las vocales
deben estar en lugares consecutivos?

19. Dada la letras de la palabra "PARALELA "

a ;/Cuantas palabras con todas las letras distintas se pueden formar?
b ;Cuantas palabras con 6 letras se pueden formar?
¢ (Cuéntas palabras con 6 letras se pueden formar, con las tres A juntas?

d ;Cuantas palabras con 7 letras se pueden formar que comiencen y terminen con
la letra L7

20. Dada la letras de la palabra "COCINERO"

a ;/Cuantas palabras con todas las letras distintas se pueden formar?
b ;Cuantas palabras con 6 letras se pueden formar que comiencen y terminen con
la letra O7
21. Dada la letras de la palabra "MESONERQO"

a ;Cuantas palabras con todas las letras distintas se pueden formar?
b ;Cuantas palabras con 6 letras se pueden formar?
¢ (Cuéntas palabras con 4 letras se pueden formar?
d ;Cuéntas palabras con 6 letras se pueden formar que comiencen o terminen con
la letra O7
22. Se disponen de 3 fichas Rojas, de 3 fichas Azules y 2 fichas Negras.

a ;De cuédntas maneras se pueden ordenar todas las fichas?
b ;De cuantas maneras se pueden ordenar 6 fichas?

¢ {De cuéntas maneras se pueden ordenar 6 fichas de modo que la primera sea Azul?
23. Se disponen de 2 fichas Rojas, de 2 fichas Azules y 2 fichas Negras.

a ;De cudntas maneras se pueden ordenar todas las fichas?
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

b ;De cuantas maneras se pueden ordenar 5 fichas?
¢ ;De cuantas maneras se pueden ordenar 5 fichas de modo que la dos fichas Azul
estén juntas?

Entre 0 y 999

a / En cuéantos figura la cifra 77.
b jEn cuantos ntameros figura dos veces?.
¢ ;En cuantos nimeros figura la digito cero?
d ;En cuantos nameros figura dos veces el digito cero?
e (FEn cuantos numeros figura las cifras 5 y 0 7
f ;En cuantos ntimeros figura los digitos 5 y 77
Determinar cuantos ntimeros de cuatro digitos mayores que 5231 se pueden escribir
usando solamente los digitos 1,1,5,5,6,8,9 en cada uno de los siguientes caso:
a) Sin digitos repetidos.
b) Con un digito repetido.
c¢) Con dos digitos repetidos.
.Determinar cuédntos ntimeros de cuatro digitos mayores que 5301 se pueden escribir
usando solamente los digitos 3,3,5,5,6,7,8,9 en cada uno de los siguientes caso?
a Sin digitos repetidos.
b Con un digito repetido.
¢ Con dos digitos repetidos.
;Determinar cuantos ntimeros de cuatro digitos mayores que 5351 se pueden escribir
usando solamente los digitos 3,5,5,6,6,7,8,9 en cada uno de los siguientes caso?
a) Sin digitos repetidos.
b) Con un digito repetido.
c¢) Con dos digitos repetidos.

;Determinar cuantos ntmeros naturales menores que 3825 pueden formarse, usando
solamente los digitos dados a continuacion 1,2,3,3,3,4,4,57

;Determinar cuantos ntimeros naturales menores que 3825 pueden formarse, usando
solamente los digitos dados a continuacion 1,2,3,3,4,4,5,67

;Determinar cuantos ntimeros naturales menores que 3825 pueden formarse, usando
solamente los digitos dados a continuacion 1,2,3,3,4,4,57

Determinar cuantos nimeros naturales de cuatro cifras menores que 3825 pueden
formarse, usando solamente los digitos dados a continuacion 1,1,2,2,3,3,4,5.
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32.

33.

34.

35.

36.

.Determinar cuantos niimeros de cuatro digitos mayores que 5231 se pueden escribir
usando solamente los digitos 1,1,5,5,6,8,9 en cada uno de los siguientes caso?
a Sin digitos repetidos.
b Con un digito repetido.
¢ Con dos digitos repetidos.
;Determinar cuantos ntimeros de cuatro digitos menores que 6500 se pueden escribir
usando solamente los digitos 3,3,5,5,6,7,8,9 en cada uno de los siguientes caso?
a Sin digitos repetidos.
b Con un digito repetido.
¢ Con dos digitos repetidos.
.Determinar cuédntos ntimeros de cuatro digitos menores que 6500 se pueden escribir
usando solamente los digitos 2,3,5,5,6,7,9,9 en cada uno de los siguientes caso?
a) Sin digitos repetidos.
b) Con un digito repetido.
c¢) Con dos digitos repetidos.

En un tren se encuentran 83 pasajeros, el cual debe hacer 10 paradas. ;De cuéntas
formas puede distribuirse los pasajeros entre estas parada?

En un tren se encuentran 83 pasajeros, el cual debe hacer 10 paradas.

a ;De cuantas distribuirse los pasajeros entre estas parada?
b Si 5 quieren bajarse en una de las estaciones.

¢ Si los cinco quieren bajarse juntos.



Capitulo 3

Relaciones

3.1 Nociones Basicas

Definicion 3.1.1 Sea A un conjunto no vacio.

Se dice que R es una relacion en A siy solosi R C A x A. O
Ejemplo 3.1.2 Sea A = {a,b,c}, y dado los siguientes conjuntos

Ri= {(CL?a)v (CL, b)v (b7 C)}’RQ = {(a,a), (av b)? (b7 d>}

Determinar si son relaciones en A

Solucioén:

El conjunto R, es una relacion en A, ya que R es un subconjunto de A x A, debido a que
la primera coordenada y segunda coordenada de los elementos en R; todos pertenecen al

conjunto A.
Pero R5 no es una relaciéon en A, ya que Rs no es un subconjunto de A x A, por ejemplo
(b,d) € Ra,d & A. O

Ejemplo 3.1.3 Sea A = {los alumnos de este curso}, entonces podemos definir la siguiente
relacion el conjunto A, dada por:

R ={(z,y) € A X A |z es amigo de y}.

g

Notacion: Denotaremos a los elementos (z,y) que pertenecen a la relacion R del
siguiente modo xRy, es decir,
(z,y) € R & 2Ry,

donde xRy se lee, x esta relacionado con y.
Equivalentemente aquellos elementos que no estan relacionados los denotaremos por:

(z,y) ¢ R & xRy.

Ejemplo 3.1.4 Sea A = {a,b,c}, donde la relacion es:

R = {(a,a), (avb)> (b’ C)}7

74
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en este caso tenemos que los siguientes elementos estan relacionados
aRa; aRb; bRc

pero los siguientes elementos no estan relacionados

bRa; cRb;, aKc

O
Ejemplo 3.1.5 Sea R = {(z,y) € N x N | zy es multiplo de 3}, es una relaciéon en los
nimeros naturales.
En este caso tenemos que 1 y 3 estan relacionados, ya que 1 -3 es multiplo de 3, luego lo
escribimos 1R 3.
Y los elementos 2 y 5 no estan relacionados, ya que 2 - 5 no es multiplo de 3, luego lo
expresamos 2K5. O

Ejemplo 3.1.6 Dado
R ={((x1,22), (y1,92)) € N X R) x (N x R) | 211 es multiplo de 3 V :1:% = y%},

es una relacion en N x R.
Por ejemplo tenemos que:

1. Los elementos (1,2) y (3, —5) estan relacionados, ya que la proposicion 1-3 es multiplo
de 3V 22 = (=5)* es verdadera. Es decir,

(1,2) R (3,-5)

2. Los elementos (—2,1),(2,1), cumple la proposicion
(—2) - 2 es multiplo de 3V 1* = 17
pero como (—2,1) ¢ N x R luego, no tiene sentido la expresion (2,1) R (—2,1).

3. Los elementos (2, 1) y (2,5) no estan relacionados, ya que la proposicion 2-2 es multiplo
de 3V 12 = (5), es falsa. Es decir,

(2,1) R (2,5)

Definiciéon 3.1.7 Sea R una relacién en A, entonces diremos:

1. Refleja.

Se dice que R es una relacion refleja en A si y solo si

(Vx € A)(zRx).
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2. Simétrica.

Se dice que R es una relacion simétrica en A si y soélo si
(Vz,y € A)(#Ry = yRx),
lo que es equivalente a decir

(Vo € A)(Vy € A)(zRy = yRx),

3. Antisimétrica.

R es una relacion antisimétrica en A si y soélo si

(Vz,y € A)[(xRy AN yRzx) = x = y.

4. Transitiva.

R es una relaciéon transitiva en A si y solo si

(Vo,y,z € A)[(xRy ANyRz) = xRz].

5. Totalidad.

R es una relacion total en A si y sélo si

(Vz,y € A) [zRy V yRx].

Ejemplo 3.1.8 Sea A = {a,b,c}, y la relacion

R ={(a,a),(a,b),(b,c)}.

en A. Determinar si R es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva en A.

Solucién 1.
1. R no es refleja pues para x = b, se tiene que bRb = F.

2. R no es simétrica, ya que para r = a y b = y, tenemos que

(aRb= bRa) = F.

76
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3. R es antisimétrica ya que:

(aARaNaRa) =a=a=V
(aRbADRa) =a=b=V
(ARcNcRa) =>a=c=V
(bRaNaRb) =b=a=V
(BRbADRD) = b=b=V
(BReANCRb) =b=c=V
((RaNaRec)=c=a=V
(CRbABRc) =c=b=V
((ReNcRe) =>c=c=V

4. R no es transitiva, con z = a,y = by z = ¢, se tiene que
[(aRbAVRc) = aRe| = F.

Ejemplo 3.1.9 Dada la relacion R = {(z,y) e Nx N | x =3’} en N.
Determinar si R es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva.

Solucion 2.

1. R no es refleja, ya que para x = 2, se tiene

2=9=F

2. R no es simétrica, pues para x = 36 y para y = 6, obtenemos que
36R6, pues 36 = 62,

pero 6 no esta relacionado con 36, puesto que

6 £ (36)°.

es decir,
36R6 = 6R (36)

[36 =6 = 6 = (36)’] = F.

por lo anterior, al proposicion es falsa.

(Vx,y € A)(zRy = yRx)

3. La relacion R es antisimétrica pues.
(Vz,y € A) [(zRy ANyRx) = x =y .

Supongamos que (zRy A yRz) es verdadero. Queremos demostrar que z = y.

Para ello tenemos que

yc:;gQ/\y:Jl:2

7
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luego reemplazando y en la primera ecuacién tenemos

2

x =y
x =(§2)

0 ;a:4

0 =xz(z3-1)

0 =xz(x—1)(2*+2+1)

de donde deducimos que z =0V x = 1.
Si z = 0, entonces y = 0, por tanto z =y = 0.
Si x =1, entonces y = 1, por lo tanto x =y = 1.

De esta forma queda demostrado que R es antisimétrica.

4. R no es transitiva, ya que para x = 81,y =9 y z = 3, se tiene

81=9°N9=3)=81=3=F.

Ejercicios

Determine si las siguientes relaciones son reflejas, simétricas, antisimétricas y transitivas:

1.

R ={(z,y) € N x N| zy es multiplo de 3}.

2. R={(z,y) € Nx N |2z + y es multiplo de 3}.

3. R={(z,y) e NxN| |z —y| <3}

3.2 Relaciones de Orden

Definicion 3.2.1 Sea R una relacion en A.

1.

Se dice que R es una relacion de orden en A 0 R es un orden en A si y solo si R es
una relacion refleja, antisimétrica y transitiva en A.

Se llama conjunto ordenado al par (A, R), donde R es una relacion de orden en A.

Dados dos conjuntos ordenados (A, R) y (A, R') son iguales si y sélo si se cumple que
A=A yque R=TR'

Se dice que R es una relacion de orden total en A o que (A,R) es un conjunto
totalmente ordenado si y sélo si cumple

a R es una relacién de orden en A

b R es una relacion total en A, es decir,

(Va,b € A)(aRbV bRa)
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Ejemplo 3.2.2 El conjunto (R, <) es un orden total pues:
1. Es Refleja: (Vo € R)(z < x).
2. Es Antisimétrica: (Vz,y € R)[(z <yAy <zx) =z =yl
3. Es Transitiva: (Vz,y,z € R)[(z <yAy<z)=z <zl

4. Es Total: (Vz,y € R)(x <y Vy < z), es decir en R siempre se pueden comparar dos

elementos.
O
Ejemplo 3.2.3 Sean E una conjunto no vacio y P(FE) el conjunto potencia, luego (P(E), C),
es un conjunto ordenado pero en general el orden no es total. U
Solucion.
1. Refleja:

(VA € P(E)) (AC A)

2. Antisimétrica:
(VA,BeP(E)[(ACBABCA)— A= B]

3. Transitiva:
(VA,B,C € P(E) (ACBABCC) = ACC]

por lo tanto, C es una relaciéon de orden.

Ejemplo 3.2.4 Un caso particular del caso anterior, lo tenemos con E = {a,b}, y sea
P(E) = {¢,{a},{b},{a,b}}, considere el conjunto (P(E),C), luego tenemos el siguiente
diagrama

{a}
¢ {a,b}

{o}

Tenemos que C es refleja antisimétrica y transitiva pero no total, pues

{a} £ {0} v {b} £ {a}
por lo cual la proposiciéon
(VA,BeP(E))[AC BV BCA]

es falsas. O
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Ejercicios

Sea R = {(z,y) e Nx N[z’ +z <y’ +y}.
Demostrar que R es una relaciéon de orden en N.
Definiciéon 3.2.5 Sean R una relacion de ordenen A, na € Ay X C A, entonces

1. Elemento maximal.

Se dice que a es el elemento maximal de (4, R) siy sélo si

(Vo € A)(aRz = a = ).

2. Elemento minimal.
Se dice que a es el elemento minimal de (A, R) si y solo si
(Vo € A)(2Ra = x = a).
3. Primer elemento.
Se dice a es el primer elemento de (A, R) siy sélo si
(Vz € A)(aRzx).
4. Ultimo elemento.
Se dice a es el ultimo elemento de (A, R) siy solo si
(Vz € A)(2Ra).
5. Cota superior.
Se dice que a es cota superior de X si y solo si
(Vo € X)(zRa).
6. Cota inferior.

Se dice que a es cota inferior de X si y solo si

(Vz € X)(aRx).

Ejemplo 3.2.6 Sea E = {a,b,c}, y consideraremos a (P(F), Q).

Tenemos que
P(E) = {¢7 {a}v {b}7 {C}’ {a7 b}v {a’ C}, {b> C}’ {a7 b, C}}v

mediante el siguiente diagrama podemos ilustrar las contenciones que encontraremos en

P(E).
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{bﬁ C} {(l,b,(;}

{b} {a,b}

{c} {a,c}

Luego el elemento maximal es F, pues

(VBeP(E)ECB=FE =B)
ECBABEPE)
ECBABCE

E = B.

Por otra parte el elemento minimal es ¢, ya que

(VBePENBC¢= B=0¢).

Ejercicios
Sea A =1{(1,2),(1,4),(2,3),(2,1)}, luego definimos la siguiente relacion
(@, )R(z".y) & [z <2’V (z = 2" Ny <y)),

donde (A, R) es un conjunto ordenado.

Determinar primer elemento, tltimo elemento, elemento maximal, elemento minimal. Observacion:
Recuerde que si un conjunto A posee una propiedad universal P y B C A, entonces la
propiedad P se cumple en el subconjunto 5.

Definicién 3.2.7 Se dice que un conjunto ordenado (A, R) esta bien ordenado si y solo si
todo subconjunto ordenado de (A, R), no vacio tiene primer elemento. En este caso, también

se dice que R es un buen orden en A. O
Ejemplo 3.2.8 Sea (N, <) es un conjunto bien ordenado. U
Ejemplo 3.2.9 (Z, <) no es un conjunto bien ordenado. O

Ejemplo 3.2.10 Sea E = {a,b,c}, donde (P(E), C), consideraremos el conjunto

A= {{a},{b},{a,c}} S P(E),

luego (A, C) no tiene primer elemento, por tanto (P(E), C) no es un conjunto bien ordenado.
O

Proposicion 3.2.11 Sea R una relacion de orden en A.

Si R es un buen orden en A entonces R es orden total en A
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Demostracion. Sean a,b € A, luego {a,b} C A, por lo tanto {a, b} tiene primer elementos.
Si a es el primer elemento de {a, b} luego

aRb
Si b es el primer elemento de {a, b}, luego
bRa
Por lo tanto
aRb V bRa |

Observacion: No todos los ordenes totales son buen orden, para ello tenemos.
a < no es un buen orden en Z

b < no es un buen orden en |0, 00|

¢ < no es un buen orden en [0, 00|

Axioma de Eleccién
Todo producto cartesiano de una familia no vacia de conjunto no vacio es no vacia.
Observacion: El anterior axioma nos dice que dado {A;}ic; una familia no vacia I # ¢
de conjunto y los conjuntos son no vacios (Vi € I)(A; # ¢), entonces

X A; # ¢.

iel

Teorema 3.2.12 [Zermelo]. Si A es un conjunto no vacio, entonces existe una relacion
sobre A que es un buen orden.

Teorema 3.2.13 [Lema Zorn]. Sea (A, R) un conjunto ordenado inductivo (es decir, si
C C A no vacio, totalmente ordenado entonces C' tiene cota superior). Entonces A tiene un
elemento maximal.

3.3 Relaciéon de Equivalencia

Definiciéon 3.3.1 Sea R una relacién en A. Se dice que R es una relaciéon de equivalencia
en A siy solo si R es refleja, simétrica y transitiva. O

Ejemplo 3.3.2 Sea n € N, se define en Z
TRy & r—y=n.

Demuestre que R es una relaciéon de equivalencia. 0

Solucién.
1. Refleja: (Vx € Z)(zRx), donde
tRre x—rx=0=n=0n,

por lo tanto se cumple la proposicion.
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2. Simétrica: (Vz,y € Z)(xRy = yRz), es decir,
rT—y=n=y—r=n,
suponemos que se cumple que xRy, entonces

TRy ©x—y=n
sr—y=nk (keZ)
& —(r—y)=—nk
sy—xz=n(—k) (—keZ)
Sy—r=n
< yRe.

Luego es simétrica

3. Transitiva: (Vz,y,z € Z)[(zRy AN yRz) = xRz].

Suponemos que se cumple que xRy A yRz, es decir:
r—y=nAy—z=n,
si sumamos las dos expresiones se obtiene

(r—y)+(y—2) =n+n

r— 2z =nky+nk;
x—z =n(ko+ k)
T —2z = nke
r—2z =n,

luego xRz, por ello es transitiva.

De este modo, tenemos que R es una relaciéon de equivalencia en Z.

Ejercicios

Se define en R la relacién
TRy < (FkeZ)(x—y=k).

Demuestre que R es una relacion de equivalencia en R.

Ejercicios
Se define en Z la relacién
1Ry < (Fk € N)(x = yk?).

Determinar si R es una relaciéon de equivalencia.
Definicion 3.3.3 Sea R una relacion de equivalencia en A. Para todo x € A se define la
clase de equivalencia de x modulo R al conjunto

R(z) ={y € A| 2Ry}
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Proposicion 3.3.4 Sea R una relacion de equivalencia en A, entonces se cumple
1. (Vz,y € A)(aRy < R(z) = R(y))
2. (Vz,y € A)(x Ry & R(z) # R(y))

3. (Vz,y € A)(x Ry < R(z) NR(y) = ¢)
Definiciéon 3.3.5 Sea R una relacion de equivalencia en A. Se define el conjunto cuociente
de A por R al conjunto de las clases de equivalencia

A/R={R(z) |z € A}

Ejemplo 3.3.6 Sean x,y € Jg ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}, v la relacion de equivalencia
TRy & —y =3,

Encontraremos las clases de equivalencias para los elementos de Jg.

1,
R(0) ={ye Js|0Ry}
={yeJs|0—y=3}
= {0,3,6}.
2.
R(1) ={ye Js|1Ry}
={yets|1l-y=3}
= {1,4,7}.
3.
R(2) ={yeJs|2Ry}
={yeJs|2-y=3}
—{2,5,8}.

Luego concluimos que

Asi obtenemos que el conjunto cuociente esta dado por

Jo/R = {{0,3,6},{1,4,7},{2,5,8}}.
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Ejercicios

Sean x,y € Z, donde
TRy x—y=3.

R es una relacion de equivalencia. Determinar R(0), R(1) y R(2).Recordemos el Algoritmo
de la Divisién que dice lo siguiente
Sean a,b € 7Z, entonces existen d,r € Z tales que

a=bd+r, 0<r<b

Definiciéon 3.3.7 Sea R una relaciéon de equivalencia en A, y S C A.
Se dice que S es un Sistema de Representante de la relacion de equivalencia R si y s6lo si

L (Vo,y € S)(z #y = R(z) # R(y))
2. (Vx € A)(Jy € S)(zRy)

En el ejemplo anterior habiamos obtenido que

Js,/ R =1{{0,3,6},{1,4,7},{2,5,8}}.
En este caso, podemos comprobar que
a 51 ={0,1,2} es un sistema de representante,
b S ={3,7,2} es un sistema de representante,
¢ 51 ={0,1} no es un sistema de representante,
d S; =4{0,1,5,8} no es un sistema de representante,

Teorema 3.3.8 Sea R una relacion de equivalencia en A, entonces

A= U R(z),
€A/ R

es decir A/ R es una particion de A.
En el ejemplo anterior teniamos en Jg las clases R(0), R(1) y R(2), luego

Js/ R = {R(O)7R(1)7R(2)} = {{073’6}7 {1747 7}7 {27 5, 8}}7
por lo tanto
Js = {0, 3,6} U {1,4,7} U {2,5,8},

es decir Jg es la uniéon disjunta de las tres clases de equivalencia.
Teorema 3.3.9 Sea A un conjunto y C una particion de A (A = BUCB), entonces se define
€

la relacion en A dada por

2Ry < (3B € C)(z,y € B),
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esta es una relacion de equivalencia en A y A/ R = C.

Entero Médulo n.
Recordemos que
TRy < x—y=n,

es una relacion de equivalencia en Z, luego la clase de un elemento x esta dado por

R(r) ={y€Z|xz—y=n}
={yeZ|-y=n—ux}
={yeZly=n+z}

luego

ZJR = {R(0),R(1),..., R(n— 1)},

es decir, un sistema de representante de la relacion de equivalencia es {0,1,2,...,n—1}, de
donde se obtiene que #(Z/R) = n.

Notaciéon: Para la relacion dada anteriormente establecemos una notacién particular,
dada por:

i Z/R =17,
ii R(a) =@, denotando la clase de a.

iii aRb< a=b (n), selee a es congruente con b moédulo n.

Ejemplo 3.3.10 Para n = 4 tenemos que Z; = {0,1,2, 3}, ya que todo elemento al dividir
por 4 obtenemos resto un numero entre 0 y 3. U

Proposicion 3.3.11 Sean x,y,z,w € Z yn € N, tales que

Entonces
I.x+z=w+vy (n).
2. xz=wy (n).
Demostracion. Sean z,y,z,w € Z tal que x =y(n) A 2z =w(n). Luego tenemos que

r—y = n
Z—w = n

Sumando las dos ecuaciones tenemos que

rT—y+z—w = n
(x4+2)—(y+w) = n

Asi obtenemos la primera igualdad.

r+z=w+y (n).
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Para la segunda amplificamos las ecuaciones por z la primera y por y la segunda sumando
obtenemos

2 —y) +ylz —w)

(z2) = (yw) = n

Lo cual demuestra la proposicion. [ |

Il

Definiciéon 3.3.12 Sean 7,y € Z,, se define

l.z2+y=2+y.

2.7y =7y.
Q
Ejemplo 3.3.13 En Z;se tiene que
i3-4=12=5
ii2-5=10=3
i 3-442-6=12+12=24=3.
U

Proposicion 3.3.14 La suma cumple:

1. Asociatividad: Dado T,7,Z € Z,, entonces
ZT+y)+z=T+ (Y+72)

2. Neutro: Dado T € 7, entonces

s
_|_
ol
I
ol
+
s
I
s

3. Inverso: Dado T € Z,, entonces
T+ -—1=—-2+T=0
4. Conmutatividad: Dado T,y € Z, entonces

T+y=J+T.
Proposicion 3.3.15 La multiplicacion cumple:

1. Asociatividad: Dado T,7,Z € Z, entonces
@7 z=7-(73)

2. Neutro: Dado T € Z,, entonces

s
I
|
I
s
I
8
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3. Conmutatividad: Dado T,y € Z, entonces
T-y=7-7.
Ademds

4. Distributividad: Dado T,%y,Z € Z, entonces

T-Y+2)=7-5+7- %)

3.4 Funciones

Sea R una relacion en A, se dice que R es una funcion si y sélo si
(Vz,y,z € A)([tTRy NzRz] = y = 2)

Ejemplo 3.4.1 Sea A = {a,b,c}, y la relacion

R ={(a,a),(a,b),(b,c)}.

en A. Determinar si R es una funcion. [
Solucién 1. La relacién R no es una funcién, ya que la proposicion

[aRa A aRbl = a=1b

es falsa.
Recuerde que una proposiciéon con cuantificador universal basta un caso falso, para que
sea la proposicion sea falsa.

Ejercicios

La relacién
R={(z,y) e NxN : |z—y| <3}

en N. Determinar si R es una funcion.
Proposicion 3.4.2 Sea R una relacion en A, entoncesR es una funcion si y solo si |R(a)| <

1, para todo a € Adonde R(a) ={be€ A : aRb}

Note que el si R una relacion en A y B C A entonces se puede definir
R(B)={ce A : (Ja€ B)(aRe)}
Definiciéon 3.4.3 Sea R una relacién en A, entonces

a Dominio.

El elemento a € A pertenece al dominio de la funcién si y sélo si existe b € A tal que



CAPITULO 3. RELACIONES 89
aRb, es decir, el dominio es el siguiente conjunto

Dom(R)={a€ A : (Ib€ A)(aRD) }.

b Recorrido.

El elemento b € A pertenece al recorrido de la funcion si y sélo si existe a € A tal que
aRb, es decir, el recorrido es el siguiente conjunto

Rec(R)={be A : (Ja€ A)(aRb) }.

O
Ejemplo 3.4.4 Sea A = {a,b,c}, y la relacion
R = {(CL, a)? (CL, C)? (b’ C)}
en A. Determinar el recorrido y dominio de la relacion. 0

Solucién 2. En este caso el dominio es Dom(R) = {a,b} y su recorrido es Rec(R) =

{a,c}.

Ejercicios

La relacién
R={(z,y) e NxN : |z —y| <3}

en N. Determinar el recorrido y dominio de la relacion.
Definiciéon 3.4.5 Sea R una relacién en A, se define la relaciéon inversa como el conjunto

RM={(a,b) eAxA : (ba)eR}.

O
Ejemplo 3.4.6 Sea A = {a,b,c}, y la relacion
R = {(a’v a>’ (CL, 0)7 (bv C)}
en A. Determinar la relacién inversa de R.
La relacion inversa es
R ={(a,a), (c,a),(c,b)}.
O

Proposicion 3.4.7 Sea R una relacion en A, entonces se tiene

Dom(R™1) = Rec(R);  Rec(R™') = Dom(R)
Definicion 3.4.8 Sean R, S dos relaciones en A, se define la compuesta de las relaciones al
conjunto

RoS ={(a,b) e Ax A : (3c € A)(aSc A CcRbD) }.
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O
Ejemplo 3.4.9 Sea A = {a,b,c}, y las relaciones
R ={(a,a),(a,c), (b,c)}, & ={(ba),(b,c),(c,a}
en A. Determinar las relaciones de las siguientes compuestas RoSy SoR. O

Solucién 3. En primer lugar veremos R oS, para ello, el primer elemento en S es (b, a),
notemos lo siguiente (b,a) € S A (a,a) € R luego (b,a) € Ro S,

De forma similar, (b,a) € S A (a,c) € R luego (b,c) € R oS, no hay otro elemento en R
que tenga primer coordenada a.

Si continuamos con el segundo elemento de S es decir, (b, ¢) del mismo modo, nos encontramos
que no existe elemento en R que tenga primer coordenada c.

Para el ultimo elemento de S es decir,(c,a), encontramos que los elementos en R que
tenga primer coordenada a son (a,a), (a,c), con ellos construimos los elementos (¢, a), (¢, ¢).

Revisando todos los casos obtenemos

RoS ={(ba),(b ) (ca),(cc)}

Anélogamente calculamos
SoR ={(a,a),(b,a)}

Definiciéon 3.4.10 Sea R una relaciéon en A.
Se dice que R es biyectiva si y sélo si R~! y R son funciones O

Ejemplo 3.4.11 Dada la relaciéon
R={(z,y) eRxR : 2z+3y=uay}.
en R.
a Determinar el dominio, recorrido de la relacion.
b Determine si R es biyectiva

¢ Determinar R!

O

Solucién 4. Veamos el Dominio, sea x € R, luego debe existe y € R tal que xRy, es
decir, 2z + 3y = zy, luego y(3 — x) = 2x, podemos encontrar el valor de y si x # 3.
Notemos que si z = 3, luego obtenemos 6 + 3y = 3y, lo cual es imposible.

Dom(R)={z R : ©#3} =R — {3}

Note que el valor de y es tnico, luego R es una funcion.
El recorrido lo obtenemos, sea y € R, luego debe existe x € R tal que xRy, es decir,
2z + 3y = xy, luego (2 — y) = 3y, podemos encontrar el valor de x si y # 2.
Analogamente si y = 2, luego obtenemos 2x + 6 = 2x, lo cual es imposible.

Rec(R)={yeR : y#2} =R - {2}
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De forma similar el valor de z es tnico, luego R~! es una funcién, por lo tanto R es biyectiva.
La relaciéon inversas esta dada por

Rt = {(a,b))eRxR : ©bRa}
= {(a,b) eRxR : 2b+3a=ba}
= {(x,y) eRxR : 2y-+3x=uyzx}

3.5 Guia Ejercicios

1. Determinar si las siguientes relaciones R;, son refleja, simétricas, antisimétricas o

transitiva
aRi={(xr,y) eRxR : 22+ 3y=uzy}.
b Ro={(r,y) eRxR : a2=1y>2}
c Rs={(r,y) eRxR : 2% —y*r >0}

2. Determinar si las siguientes relaciones R;, es refleja, simétricas, antisimétricas o transitiva

a Ri={(v,y) €EZx7Z : 2x+3y=5}
b Ro={(z,y) EZXZ : 4ox+3y="7T}
¢ Rs={(z,y) € ZxZ : xesmiltiplo de y}.

3. Dada la siguiente relaciéon
Ri={(z,y) cRxR : 2% <y’r}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva

4. Dada la siguiente relacion

Ri={(z,2) € R"xR* <

SERS

z
o
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva
5. Dada la siguiente relacion
Ry ={(r,y) eENxN : 2*+2<y’+y}
Demostrar que Ry es una relacion de orden total en N.
6. Dada la siguiente relacion

Re={(z,y) eENxN : 2%+ 3z <9*+ 3y}

Demostrar que Ry es una relacion de orden total en N.
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7. Sea J, ={r € N : z <n}. Dada la relaciéon en J;o definida por

8.

9.

10.

11.

TRy <= (32 — 162 < 3y* — 16y)

a Demostrar que R es una relacion de orden en Jyg
b ;R es una relacion de orden total?

¢ Ordenar de mayor a menor segiin R
1,3,5,7
d Sea X = {2,3,6}. Determinar cota superior e inferior de X.

e Hacer un grafico de la situacion

f Determinar, si existe, elemento maximal, y/o elemento minimal.
Dada la siguiente relacion de orden en Jiq
TRy = 22°— 192 <2y* — 19y
Determinar elementos maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento de Jo.
Dada la relacion en N x N definida por
(z,y) R (2", y) <= [(z+y<2'+y)V(e+y=2"+y ANx <)

a Demostrar que R es una relaciéon de orden total en N x N

b Ordenar los siguientes elementos de menor a mayor segin R
(3,0),(1,1),(1,2),(0,2)

¢ Sea X =1{(3,0),(1,3),(2,1),(0,3)}. Determinar cota superior de X y cota inferior
de X.

d Hacer un grafico de la situacion

e Determinar, si existe, elemento maximal, y/o elemento minimal.
Dada la siguiente relacion de orden en JsxJ5.
(@, yREyY) = (@< AN y=2y)

Determinar en caso que existen los elementos: maximal, minimal, primer elemento y
altimo elemento de J5xJs.

Dada la siguiente relacion R, en R* definida por:
(x,y)ER4 — (mz < yz)

Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica o transitiva.
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12. Dada la siguiente relacién

Ri1=A{(z,2) € R*"xR"

ISERS

z
< E}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva
13. Dada la siguiente relacion
Ry ={(r,2) e N"xN* 2% +4* es multiplo de 2}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva
14. Dada la siguiente relacion
Ri={(z,y) eRxR : 2y <y}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica transitiva
15. Dada la siguiente relacion
Ri={(r,2) e N*xN* : 2° -4 es miltiplo de 3}
Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica o transitiva

16. Dada la siguiente relacion R en R* definida por:

(0,y)eR = ((g)zs(%)2>

Determinar si es refleja, simétrica, antisimétrica o transitiva.
17. Dada la siguiente relaciéon
R={(r,y) eNxN : 2*+z<y*+y}
Demostrar que R es una relaciéon de orden total en N.
18. Dada la siguiente relacion de orden en J5xJs.
(z.y)R("Y) <= (@<2' A y=y)

Determinar en caso que existen los elementos: maximal, minimal, primer elemento y
altimo elemento de J5xJs.

19. Dada la siguiente relacion de orden en Jyq
TRy <= 22°— 19z <2y* — 19y

Determinar elementos maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento de Jo.
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20. Dada la siguiente relacion de orden R en N definida por:
(x,y)eER = (227 — 23z > 2y* — 23y)

a ;Es R una relacién de orden total en N?
b Sea X = {1, 3,4, 7}. Determinar cotas superiores e inferiores de X
¢ Determinar los elementos: maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento

de N si existen.

21. Dada la siguiente relaciéon de orden R en N definida por:
(z,y)ER — (23:2 — 17z < 2% — 17y)

a) ¢Es R una relacion de orden total en N7
b) Sea X = {1, 3,4, 7}. Determinar cotas superiores e inferiores de X
¢) Determinar los elementos: maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento
de N si existen
22. Dada la siguiente relacion de orden R en J;y definida por:
TRy = (32% — 14z > 3y* — 14y)
a Sea X = {1,3,4,7}. Determinar el conjunto de todas las cotas superiores e
inferiores de X en Jqg
b Determinar en caso que existan los elementos: maximal, minimal, primer elemento
y ultimo elemento de Jqq
23. Dada la siguiente relacion de orden R en J;o definida por:
TRy — (2x2 — 172 > 2 — 17y)
a Sea X = {3,4,6,8}. Determinar el conjunto de todas las cotas superiores e
inferiores de X en Jyg
b Determinar en caso que existan los elementos: maximal, minimal, primer elemento

y tltimo elemento de Jq.

24. Dada la siguiente relacion de orden R en J;o definida por:
13 13
(x,y)ER — <x2 —— —y>

a ;Es R una relaciéon de orden total en N7

b Sea X = {1,3,4,7}. Determinar el conjunto de todas las cotas superiores e
inferiores de X en Jyg

¢ Determinar en caso que existan los elementos: maximal, minimal, primer elemento
y ultimo elemento de Jqq.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Dada la siguiente relacion de orden en Jiq
TRy <<= 22°—19z <2y® — 19y
Determinar elementos maximal, minimal, primer elemento y tltimo elemento de J,.
Dada la siguiente relacion de orden en J;xJ5.
(YR y) = (@<’ A y>y)

Determinar en caso que existen los elementos: maximal, minimal, primer elemento y
altimo elemento de J5xJs.

Dada la siguiente relacion
R={(z,y) eNxN : 2*+z2<y*+y}
Demostrar que R es una relaciéon de orden total enN.
Dada la siguiente relacion
R={(r,y) eNxN : 2*+32<y*+3y}
Demostrar que R es una relaciéon de orden total en N.
Dada la siguiente relacion de equivalencia en JgxJg
()R, yY) <= (22+32'=5 A 3y+4y =7)
a Determinar por extension R(2,7)
b Determinar por extension (JgxJg) /R
Dada la siguiente relacion de equivalencia en J5xJ5
(z, )R, y) <= (22+32'=5 A 2y+y =3)

a Determinar por extension R(2, 3)
b Calcular |(J5xJ5) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (JsxJ5) /R
Dada la siguiente relacion de equivalencia en J3xJs.
(v, y))R(2",y) = (x—|—2:c‘:3 A 2y—|—y':3)

a Determinar por extension R(2,3)
b Calcular |(J3xJ3) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (J3xJs3) /R
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32. Dada la siguiente relacion de equivalencia R en J5xJ,
($>?J)R($/,yl) — (Jc —2=2 A 20+ 1y = 3)

a Determinar por extension R(2,3) (clase de (2,3))

b Determinar por extension JsxJ,/R ( conjunto cuociente )
33. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia R en Jy xJ5
(z,9)R(«"y) =  (z—2'=3 AN y+y =2)

a Determinar por extension R(2,3) (clase de (2, 3))

b Determinar por extension (J4xJs) /R ( conjunto cuociente )
34. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en JgxJg
()R, y) <= (22+32'=5 A 3y+4y =7)

a Determinar por extension R(2,7)

b Determinar por extension (JgxJg) /R
35. Dada la siguiente relacion de equivalencia en J4xJ,
(z, )R, y) <= (2z+2'=3 AN y+y =2)

a Determinar por extension R(2,3)

b Determinar por extension (J4xJ4) /R
36. Dada la siguiente relacion de equivalencia en J5xJ5
(z,y)R(2',y) <= (2z+2 = 3N y+y = 2)

a Determinar por extension R (2, 3)

b Determinar por extension (JyxJ,) /R
37. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en J5xJ5
(z, )R, y) <= (22+432'=5 A 2y+y =3)

a Determinar por extension R (2, 3)
b Calcular |(J5xJs5) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (J5xJ5) /R
38. Dada la siguiente relaciéon de equivalencia en J3xJ5.
(x,y)R(z,y) <= (:v+2x‘:3 A 2y+y’:3)

a Determinar por extension R(2,3)
b Calcular |(J3xJs3) /R]| (cardinal)

¢ Determinar por extension (J3xJs3) /R



Capitulo 4

Numeros Complejos

4.1 Nociones Basicas

En este capitulo mostraremos los niimeros complejos, e introduciremos los principales representaciones
de ellos su forma cartesiana y su forma polar. Cada una de ellas nos permite resolver
problemas algebraicos de mejor manera.

Definicién 4.1.1 Sean (a,b), (¢,d) € R x R, se define la suma y multiplicaciéon como sigue

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + cb)

por ejemplo tenemos
(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (—1,0)

Notaciéon: Emplearemos la notacion
(a,b) =a+bi

llamada forma binomial de nlimero complejo, ademés tenemos los acuerdos habituales,
es decir, si anteponemos un cero se omite la expresiéon y si no hay ntimero delante de la 7 se
subentiende que es un uno, como por ejemplo

i(1,1)=1+1li=1+1
i (0,1)=0+1i=1
iii (=1,0)=—-140i=—1
Reescribiendo el ejemplo anterior tenemos
(0,1)-(0,1) =(-1,0)

)
ivio=—1
2 =-1

97
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Proposicién 4.1.2 El conjunto R? con la suma y multiplicacion definida anteriormente es
un cuerpo, llamado el cuerpo de los nimeros complejos y se denota por C.
De otro modo, sean z,u,w € C, entonces se cumple

I Suma.
a (z4+u)+w=z+(ut+w).
b 24+0=04+2=z.

¢ z+ (—2) =0, donde —z = (—a) + (=b)i, con z = a + bi.
dz+w=w+z.

Notacion: denotamos por
—(a+bi) = (—a)+ (=b)i=—a—bi
1T Multiplicacion.
a (zu)w = z(uw).
blz=21=z.
c St z=a+bi #0, entonces zw = 1, donde

a n -b .
1.
a? + b2 a?+ b2

d zw=wz
Notacion: denotamos por

a n -b . 1
1 =
a?+0b2 a4 a? + b2

(a+bi) ™t =

11T Distributividad.
z(u+w) = zu + zw,

Observacion: Con las notaciones anteriores tenemos en particular que

a+ bi 1
— bi di) 1 = —
c+di (a+bi)(c + di) 2+ d?

(a+ bi)(c — di).

Definiciéon 4.1.3 La potencia multiplicativa esta definida por recurrencia, sean € N,z € C
entonces
2 = 1, conz#0
b =z
2l = n g

ademas si z # 0 entonces 27" = (7)™ O
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Ejemplo 4.1.4 Simplificar (1 + 2i)(1 — 34)

(1+2i)(1 — 349)

Ejemplo 4.1.5 Simplificar (3 — 57)?

(3 — 5i)?

Ejemplo 4.1.6 Simplificar (a + bi)?

(a+ bi)?

Ejemplo 4.1.7 Calcular (1 —2¢)~!

(1—2i)~

Ejercicios

Comprobar que (3 — 57)3 = —198 — 10i

= 1(1 — 3d) + 2i(1 — 31)

1 —3i+2i — 6¢*
1-3t+21+6
= 7—1.

= 9—30i + 252
= 9-—300—25
= —16— 30

(a4 bi) (a + bi)

a® + abi + bai + bibi
a? + 2abi + b%i?

a? — b + 2abi

4.2 Ecuaciones lineales y Cuadraticas

El problema que se abordar en esta seccion es resolver las ecuaciones del siguiente tipo

A2+ Bz+C=0

en C, donde A, B,C € C.
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4.2.1 Ecuacion de Primer Grado

La ecuaciéon de primer grado con B € C*,C' € C tiene la siguiente forma

Bz =C
2z = B71C

Y en el conjunto de los nimeros complejos, siempre tiene solucién tnica.
Veamos los siguientes ejemplos
Ejemplo 4.2.1 Resolver:
2(z + 3i) +i(1 — 3z) = bi.

O
Solucién 1.
2(z+3i) +i(l —32) =5hi
22+ 61+ 11— 321 =M
22 —=3zi+6i+1 =50
(2—-3i)z =—2i
2 = (2-30)"" (=)
z = (—22')4(113 + 21)
c =13 13t
Ejemplo 4.2.2 Resolver:
(I1+4)(22+3i)+(2—14) (44 2) =5+ 2i.
O

Soluciéon 2.

(1440 (224+3)+2—-i)(4+2) =5+2
22431+ 21z2—-34+8+2z2—4i—1z =5+
4z —i1+1iz+5 =5+

(4+i)z =31
__ a9, (4 1 -
z _%Z(ﬁl;ﬁl)
z :1—7+1—7@

Observacion: Tenga presente que, resolver una ecuaciéon de primer grado, le permite
también resolver sistema de ecuaciones lineales como por ejemplo
Ejemplo 4.2.3 Resolver el siguiente sistema

22— 1w = 3
1z —2w = ¢

O

Solucién 3. Usaremos el método de sustituciéon. En la primera ecuacion tenemos que

1
z:§(3+iw)
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reemplazando en la segunda ecuacién tenemos

w )

it (3+iw) —2w =i
3.1, _
2? 23w gw =
2t T T

5

Reemplazando en la ecuacién que hemos despejado tenemos

z 21(3—1-2%2')

I\
|
[SIEN N

luego la solucion es

w=-1t , z=

5

Ejemplo 4.2.4 Resolver el siguiente sistema

1. 7
5

2+ z+(1-0)w = 9+1
(1+2)z+(—2—i)w = 4+42i

4

Solucién 4. Usaremos el método de sustituciéon. En la primera ecuacion tenemos que

2+i)z+(1—i)w =(9+1)
2+i)z =0O9+i)—(1—1)w
z :(g—%z) [(9+1i) — (1 —19)w]
=) (e
Reemplazando en la segunda ecuacion
(14+20)z+(—2—d)w =4+2i
(T+20) [(-I)+ (-t + &) w]+(-2—)w =442
B4+ 38— Tw+ fiw] + (2w =4+2i
33431 — Tw+iw| +5 (-2 —i)w =54+ 2i)
(=17 —4i)w = (20 + 10z) — (33 + 314)
w = (=17 —4i)"" (=13 — 214)
w =141

Reemplazando en la ecuacién que hemos despejado tenemos

2= (B4 (-4 d)w
2 =+(19-T7i)+ £ (—1+3i) (1 +14)
z =2 [(19 = 70) + (=14 3d) (1 + )]
z =:(15—-5i)=3—1i

luego la solucion es
w=1+1, z2=3—1
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4.2.2 Ecuacién de Segundo Grado

El problema general, es resolver la siguiente ecuacion
AP+ Bz+C=0

en C, donde A, B,C € C con A # 0.
1°" Etapa Veremos el caso B =0
Consideremos el siguiente ejemplo

22 =1+ 2i,
Sea z = a + bi, con a,b € R entonces reemplazando tenemos

(a+bi)? =1+2i
a® + 2abi + b%*> =1+2i
a? —b*+2abi =1+ 2i.

Entonces a? — b%> = 1 A 2ab = 2.
Como ab # 0, luego a # 0 A b # 0, por tanto de la segunda igualdad obtenemos

a= -,
b

reemplazando en la primera igualdad se obtiene que 1 — b* = b2, que al reescribir se tiene

b* +b?> —1 =0, y es una ecuacién de segundo grado en la variable b2, cuya solucién positiva

es
b2 _ _1 + \/g
2 )
de donde deducimos que
b=+4/ ﬂ7
2
por lo cual se obtiene que
2
a==+

Finalmente la soluciones son

_ /2 /V/5-1;
z == ﬁ—f— 3 1

s =4+ \/\/52+1+\/\/5271i
Caso General

La solucién de la ecuacion 22 = a + bi, con a,b € R, es

a2—|—b2+a / a2+b2
z =4+ 2
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donde sg(b) = % y se extiende o acepta que sg(0) = 1.

La formula anterior se obtiene de considerar (x + yi)> = a + bi, que al igualar se tiene

=y =a AN 22y=0b

Si b = 0, entonces depende del signo de a para finalizar, es decir, z = /a,a > 0 o bien

z = +/|ali,a < 0.

Si b # 0, entonces despejando y y reemplazando obtenemos
4a* — dax® —b* =0

cuyo discriminante es 16a? + 16b? siempre positivo, luego siempre tiene solucion la ecuacion
de segundo grado, de este modo se tiene que

,  Aat4Va?+12 Vil + P +a
a 8 B 2

La otra solucién no es posible en los reales, por lo tanto

Vaz+b2+a

2

X

T ==+

reemplazando en el despeje de y se obtiene

\/m—a_ b \/m-a

2
Y \/4(\/a2 + 02+ a)

Ejemplo 4.2.5 Resolver
22 =3—4i

Solucién 1. Notemos que a =3 y b = —4, luegosg(b) = sg(—4) = —1

2 2 2 2
S \/\/(3) o \/\/(3) +oa's,

z ==
= j:[
24 Etapa

Consideremos la siguiente ecuacion

24224+ 1+i=0,

luego
2242241440 =0
22422 =—-1—14
2242241 =—-1—i+1
(z+1)* =—i

241 :i[\/g— %z’]
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Caso General
Consideremos la ecuacién

22+ (a+bi)z + (c+ di) =0,

luego

(24 (=8)" = ()"~ (c +di)

(4 (252))° = (52— o)+ (2 - )i
Haciendo el cambio de variables w = z + (“ngi) tenemos

w? = (“2;’2 c> + (%b — d) i

w? =u+vi
conu:#—cyvz%b—desdecir

VuZ+ v 4 u Vud + v —u
Wy = f%—sg(v) f%

2 2 2
Donde u? + v? = <“ - —c) + (2 —d)2

Asi tenemos la solucién dada por:

Ejemplo 4.2.6 Resolver la siguiente ecuaciéon

24 (1—2i)z—(244i) =0.

Soluciéon 2. Completando cuadrado tenemos

2+(1-2)z2—(2+4) =0
(z+1(1-2))" =11 -20)° - (2+4i) =0
(4101 -2))° =3+3i

Realizando el cambio de variable

luego
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luego la ecuacion tiene la solucion

(2411 -20))° =3
2+ (1-2) ==£(3+4)
1
5 (
2

no=—11-2)4+E+1) V m=-101-2i)—(3+1)
21 =1+2¢ V 22:—2

De modo de facilitar la escritura podemos introducir las siguiente notaciéon
Definiciéon 4.2.7 Sea z = a + bi € C donde a,b € R

1 La parte real de a + bi es el ntimero a, y lo denotamos por

Re(z) = Re(a + bi) = a.

2 La parte imaginaria de a + b: es el niimero b, el que denotamos por:

Im(z) = Im(a+ bi) = 0.

3 El conjugado de a + bi es el namero a — bi, y se denota por:

Z=a+bi=a—bi.

4 El modulo o norma de a + bi es el numero va? + 0%, y se denota por

|z| = Va2 + b2

La solucién de la ecuacion 22 = C, con C € C, es

Proposicion 4.2.8 Sean A, B,C € C con A # 0, entonces la ecuacion de seqgundo grado

z ==

A2+ Bz+C=0

tiene solucion en C, para ello sea 6> = B2 — 4AC entonces las soluciones son

—B+9

2A
Ejemplo 4.2.9 Resolver la siguiente ecuacion

Z =

iz 4+ (2 —3i) 2+ (5i — 1) = 0.
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Solucion 3. Resolvamos directamente la ecuacién

iz +(2—3i) 2+ (5 — 1) = 0.

Sea
F=A=(2-3i)—4i(5i—1)=15—8i

es decir, )

5§ =+ \/\/erm _ \/\/m—mz}

2 2

5 — \/@+15 _ \/@—152-

5 — 4 /17;15 _ /1751521

§ =+[4—1

Asi tenemos que
—(2—=3i) (4 —1)
21

z =

o bien
z2=24+ 3 z=1—1

Ejemplo 4.2.10 Resolver la siguiente ecuacion

224 (1 —2i) 2+ (2 + 4i) = 0.

Soluciéon 4. Resolvamos directamente la ecuacién
224 (1—2i) 2+ (2 +4i) = 0.

Sea
P=NA=(1-2)—42+4)=—11—20i

es decir,

5 =+ \/*/121+4OO_11—\/‘/121+400+11i
= 2 2

_ V521—11 V521411 ;
y =4+ \/ 5 —\/ 2* z]

asi tenemos que

—(1—2)+ [\/—@—” - \/—@le}

2

Ahora veremos algunas propiedades, de los elementos definidos
Proposicion 4.2.11 Sean z,w € C, entonces:

z =
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5. z—zZ=2Im(z) -i.
6. z-z =z~

7. |z w| = 2| - |wl.

8. ‘i :%,conw#o.
9. |z +w| < |z| + |w|.

10. ||z] = fw]| < |z — wl.

Ejemplo 4.2.12 Simplificar

,_ (L=20) +[1-3i

(141)

Solucion 5.
_ (1—2i)+[1-3i
Z = (144)?
_ 1+2i+/10
2
14 1+\/ﬁ>

=1— 1+\/EZ'>

4.3 Forma Polar de un Complejo

Ahora veremos un interpretacion del moédulo, para ellos sea z = a + bi,

107

>Todo numero complejos z es el par ordenado (a, b), luego el moédulo de z es la distancia

desde el origen al punto (a,b).
Sea z = a + bi, luego tenemos el siguiente gréfico
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(e
Recordando que
__ cat ady
cos(ar) = TN .
Lo que es equivalente a decir:
cos(ar) =
__ cat op
sen(ar) = SR .
Lo que es equivalente a:
sen(a) =

La forma polar de un complejo z = a + bi esta dada por:

z = |z] cos(a) + (|z|sen(«))i = |z|[cos a + isen a].

Notacion:

cos(a) + isen(a) = cis(a)

Ejemplo 4.3.1 Transformar a su forma polar

a z=1=li|cis(m/2) = cis(m/2).

b z = 3cis(n/4) = 3cos(n/4) + 3isen(w/4)

Ejemplo 4.3.2 Calcular en forma polar

1. |cisa| = |cosa +isena| = v/cos2a +sen?a = 1.

2. (cisa)™! = cis(—a).

Propiedades:

Consideremos z = |z|cis(a), w = |w|cis(5) € C, entonces se cumple

1. z-w =z w|cis(a + B).

3vV2 | 32
R

108
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2. z:w= ‘%’cis(a—ﬁ), con w # 0.
3. 2" = |z|"cis(na), n € N.

Observacion:Recordemos alguna identidades trigonometrias basicas
1. cos(a & ) = cos avcos B F sen avsen f3.

(
2. sen(a %+ B) = sena cos 3 = sen 3 cos a.
3. cos(a) = cos(—a).
(-
os(
(

4. sen(—a) = —sen(a).

5. cos(a + 2km) = cos(a).
sen(a + 2km) = sen(a), k € Z

Demostracion. La multiplicaciéon compleja en forma binomial

(cisar) - (cisP) = (cos v+ isena)(cos B+ isen f3)
= cosacos B —cosasen 3 4 isenacos 3 — isen 5 sen o
= [cos awcos f — sen asen 3] + i[cos awsen 3 + sen a cos (]
= cos(a + B) + isen(a + f)
= cis(a + B).

Luego
z-w = |z|cis(a) - |w|cis(B)
= |z[|wleis(er)eis(B)
= |zw|cis(a + B)

Ademaés notemos que

cis(a) = cosa + isen
=coso —isen«
= cos(—a) + isen(—a)

a)
= cis(—a)

z+w =z |czs(a)
) Tl

:|z| ﬁczs(a)czs( B)

= || cis(a — B)

Ejemplo 4.3.3 Calcular (1 — ). O

Solucién 1. Reescribiendo en forma polar el nimero complejo tenemos

1 —i=2cis(—n/4),
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Aplicando la propiedad

(1—10) = (V2)Pcis (=2)
= (2)%cis (=22)
= (2)%cis (—(7/2 + 127))
= (2)®cis(n/2)
= (2;22[0 +- 4]

Ejemplo 4.3.4 Simplificar
(1+0)* (V3+i)"
(V3i+1)™

A=

Solucién 2. Transformando a la forma polar tenemos que

_ 049(v34) "
o (vBir)”

e \N20 /0 )18
(il 3)) ()
(201’5(1))
21001'5(2(%)21%01‘5(187")
224cis 24777

— 94 (20m ) 18 24m
_2025(4—1—6 3)

= 2lcis (51 + 31 — 8m) = 2%cis (0) = 2%

N N -

Propiedades de la raiz n-ésima:
Sea w € C, n € N*, entonces:

2" =w = |wl|cis(a),
tiene n soluciones y son

o+ 2km

2K = A, |w|~ci3(

Ejemplo 4.3.5 Encontrar las soluciones de la ecuacion

). ked

2? =i =cis(r/2),

Solucién 3. Aplicando la propiedad tenemos

T4 ok
zk:ﬁcis(Q > 7T), ke (0,1},

de donde
Zo\/TCiS (#)
= cis(m/4)
=¥2 4492
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Y
21 = \/Tcis (@)
= cis(bm/4)
_V2 V2
2 2 -

De donde zg = —2z;.
Ejercicios
Resolver

L =) (E3-0)"

4.4 Guia Ejercicios

1. Expresar los siguientes complejos en la forma cartesiana a + bi

141 " 1—1
1+20 1-2

i (1(—1 +i\/§))5

2
1 1
1+i+1—7j
11—z
141

(1 B \/gi)M

111
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V3—i\
EACTRNE

o (=1+4)"
L+r
— eR
P 2r + (r2 —1)i’ conr

2. Resolver las siguientes ecuaciones

1
2

1 —1i)(z+1i) =2+i. Respuesta: z = 3 + 3i

3. Resolver los siguientes sistema

a 2tz =3 — 1. Respuesta: z = —z — %z

b (1+1i)z =1+ 2i. Respuesta: z:%—i—

a
2z + 1w 3
1z + 2w 1
o — 1. T
Respuesta : w = —zi,2 = ¢
b
(2+414)z 4+ iw 4
(1—1)z+ 2w 1+
Respuesta : z = % — gi,w = —% + %z
c
(14+)z+2—Hw = 1+
(2—i)z4+2+3)w = 4+
Respuesta : z = =5 + 21, w = —41
d
(1+i)z+ (20— 1w = —9+4i
243)z+(1-30)w = T+4
Respuesta : w =2+ 31,2 =1+ 2,
e
(1—-2i)z4+B—-20)w = 7— 14
2—1)z+(1-3Hw = 3—14i
Respuesta : 2 =2 -1, w=3—1
4. Determinar todos los complejos tales que satisfacen
a 22 =3 —4i. Respuestason : 2, = —2+1i,20 =2 — i

b 22 = —8 — 6i. Respuesta son : z; = —1 +3i,20 =1 — 3i
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¢ 22 = —2. Respuesta son : 2, = iv/2, 29 = —iv/2

d 22422+ 8 =0. Respuesta son : z; = —1—{—2'\/7,22: —1—i7

5. Hallar los conjugados de

1
a — + 1. Respuesta: 0
1

b |1 —i| +i. Respuesta: /2 — i

¢ ||1 4| 44| +i. Respuesta : /3 —i

d 1+i+14+..+i*. Respuesta: 3 — i

e (142i)(2—14)(1+17). Respuesta: 1 — +T7i

6. Hallar los modulo en los siguientes casos:

a —1. Respuesta : 1
b —1 —i. Respuesta : v/2
¢ 1—+/2i. Respuesta : V3

d 7. Respuesta : 1

9 _ i
2Z. Respuesta : 1

Z'_
2

1—ivV2

-1 \/§

g — + —1t. Respuesta : 1

Respuesta : %\/g

2 2
L —il —
h % Respuesta : 1

1
i 106 {5 (1 —i—z\/ﬁ)}. Respuesta : 1000 000

7. Expresar los siguientes complejos en la forma polar r cis(«)

a) —1

b) —1—1
c) V3 —i
d) 1% — 8
e) 4+ 5i

8. Completar las siguientes Afirmaciones

a z=(1+1)? entonces Re(z) =...cceovvivrirninnn.

b z=(2+3i)(1+1i) entonces Im(z) =....ccceevvrrrernrnn.

113



CAPITULO 4. NUMEROS COMPLEJOS

1+41)2
cz= ﬂ entonces Im(2) =.....cccooeivinnnn
(il
1+ 24)?
d z= % entonces Re(2) =....ccccoooiiiinnnn
—1

e (3+41)z = (14 2i) entonces la forma binomial de z =

f (3414)z = (4 + i) entonces la forma binomial de z =

g 14 (3+1)z + 22% = 0 entonces las soluciones en forma binomial son

9. Resolver los siguientes sistemas

a
24+ 2+i)w = 1474
i+ (1+20w = 1—i
b
w+3w = 1+
224+ (1-2)w = 1
c
(1+d)z+2iw = 1+2i
izt (1420w = 1—3i
d
1242w = 241
i+ (1+ 2w = 1—i
e
o+ (2w = 1+i
iz+(14+0)w = 1—i
f

z+3w = 1+1
224+ (1-20)w = 1

10. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas:

22 —iz46=
22 —3242i2—6i=0

2 _4246iz—5—10i =0

)
)
c) 22—2—5iz—8+i=0
) z
) 622 — 52+ 16iz —T7—6i =0
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f) (7+i)z2+(162'—3)z—7—6i20
11. Resolver la ecuacién 2" = w en cada caso

a w =1, n=4

b w=1+n7, n=

cw=14+3i, n =

dwzl—\/§z’, n=3~8

ew:\/g—i, n==06
1+

V3 i’

12. Sea n un numero natural. Calcular

fw=

13. Determinar el conjunto soluciéon de la ecuacion

o AF)(V3+9)"

(=3 + 31)?
s (L+9)"(V3-9)®
AN P
14.
s (1=9)"(V3-0)®
B (3+ 3i)8
15.

(i — 1)10(1 4 /30)"
(V3 — 1)

(z —i)* =

16. Hallar z € C (en formar polar) tal que
4(i — 2*)* = (1 +14)*

17. Hallar z € C (en formar polar) tal que

202+ (1—d)-i=1-(1+1)

18. Sean z,w € C. Demostrar que si z + w y zw son numeros reales entonces z y w son
nimeros reales



Capitulo 5

Polinomios

5.1 Nociones Basicas

Definicién 5.1.1 Sea K igual a Z,Q, R, C.
Un polinomio en la variable x con coeficientes en K es una expresion de la forma

p(T) = anx™ + ap_12" "t + - - 4 ayx + ag,

donde a; con 7 desde 0 hasta n son los coeficientes del polinomio y n es un niimero natural
Ademas si a, # 0, se dice que n es el grado del polinomio, solamente esta definido el
grado cuando el polinomio es distinto de 0. O

Notacién: Un polinomio lo denotamos por

n

p(:L‘) = anxn + anflxnil +---t+a1x+a V p(aj‘) = Z aia:i
1=0

El grado del polinomio p(zx) lo denotamos por

gr(p(x)) = n = deg(p(x)),

cuando a,, # 0.
El conjunto de todos los polinomios con coeficiente en K lo denotamos por K|x]

Ejemplo 5.1.2 Los siguientes son algunos ejemplos de polinomios
a p(z) = 52% — V213 4+ 202 — 4 € R]z].
b g(z) = (2 —i)z* — (4 + v/3i) € Cla].
¢ r(z) =32° — 8z* + 7a® — 4 € Z|x].

O
Ejemplo 5.1.3 Los siguientes son algunos ejemplos de los grados del polinomio
correspondiente

a p(z) = 52% — V223 + 200 — 4 € R[z] y su grado es 8.
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b El polinomio p(z) = 3z° — 22% — 5, tiene grado 6.
¢ q(x) = (2 —i)z* — (4 + v/3i) € Clz] y su grado es 4.

d r(r) =32% — 82 + T2 — 4 € Z[x] y su grado es 5

Definicién 5.1.4 Sea p(r) = a,z" + a,_ 12" ' + -+ - + ayx + ag con n € Ny.
1. Los términos de p(x) son a;x’ con i = 0, ..., n.
2. a; es el coeficiente del término a;z’

3. El coeficiente a,, # 0 recibe el nombre de coeficiente principal o coeficiente director
del polinomio.

4. ag es el coeficiente constante del polinomio.
5. El polinomio se llama constante si y solo si p(x) = aq.
6. El polinomio se llama lineal si y s6lo si gr(p(z)) = 1.

7. El polinomio se llama cuadréatico si y sélo si gr(p(x)) = 2.

Ejemplo 5.1.5 Algunos ejemplos de tipo o elementos de un polinomio. ’
a p(r) = 8x? — 20z — 4 € R[z] y es un polinomio cuadratico.
b g(x) = (1 —5i)a* — (4 ++/3i)x +2 —i € C[x] y el coeficiente constante es 2 — i.
c r(z) =42 + 621 — 72® + 2 € Z[z] y el coeficiente del término ctibico es 5
U

5.2 Algebra Polinomial
Definicién 5.2.1 Sean p(z) = a,z™ + - - ag y q(x) = bpa™ + - - - + by, entonces
I Igualdad p(z) = q(z) si y solo si

a. p(z) y ¢q(x) tienen el mismo grado.

b. Los coeficientes de los respectivas términos deben ser iguales.
IT Suma supondremos que n > m, entonces se define
() +q(x) = anz™ 4+ 4 a1 @™+ (A ) 2"+ (@1 +bm1) 2™ 4+ (ag +bo),

donde
gr(p(x) + q(x)) = maz(gr(p(x)), gr(q()))
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IIT Producto
p(x) - q(z) = ca” + Y I MR co,

C; = Zaj-bk.

Jjt+k=n

donde r = m + n y ademas

Por otra parte
gr(p(z) - q(x)) = gr(p(z)) + gr(q(z)).

Ejemplo 5.2.2 Determine el valor de o de modo que los polinomios sean iguales.
a 812 — 20z — 4 = 822 + ax — 4, son iguales cuando o = —20.
b 425 + 22* — 2* + 2 = 42° + ax* + 2, son iguales cuando o = 1.

c 2t — 422 + 2 = (22 — 2)(2* — @), para ningin valor de « son iguales ya que 2a =
2AN2+a=4.

U
Proposicion 5.2.3 Sean p(z), q(x),r(z) € K[z|, entonces.

I Suma

a Asociatividad.
p(z) + [g(z) + r(z)] = [p(z) + q(2)] + r(z)

b Conmutatividad.
p(x) +q(x) = q(x) + p(z)

¢ Neutro existe 0 € K[z] tal que
p(z) +0 = p(z) = 0+ p(z).

d Inverso
Dado p(x) € Klz|,3q(x) € K|x] tal que

p(z) +q(z) = 0= q(x) + p(z),

donde q(x) = —p(z) = fZOZaixi = é}(—ai)xi.

1I Producto

a Asociatividad.

b Conmutatividad).
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¢ Neutro existe 1 € K[z] tal que

d Los 1nicos polinomios que tienen inverso multiplicativo son los polinomios
constantes y no nulos.

11T Distributividad

a) r(z)(p(x) + q(x)) = r(z)p(x) + r(x)q(z),
b) (p(x) + q(z))r(z) = p(x)r(z) + q(x)r(z),

Ejemplo 5.2.4 Determine el valor de A, B,C' de modo que los polinomios sean iguales.

572 —2r —3=A(x —1)*+ Bz — 1)+ C

Solucién. dado la igualdad polinomial
572 —2r —3=A(x — 1)+ Bz — 1)+ C

Alz—1)*+Blz—-1)+C = A@*-2x+1)+Bx—-1)+C
Ax? —2Az+ A+ Bx— B+ C
= A2?+(-2A+B)x+(A-B+

desarrollemos el polinomio de la izquierda

coeficiente tenemos que
A =5
—2A+B = =2
A-B+C = 3
Luego tenemos que A =5, B = 8,C = 6.0bservacion: En resumen, con esta propiedades
se tiene que (K[z],+,-) es un anillo conmutativo con unidad.
Una propiedad adicional que tenemos en (K[z], +,-) es la de cancelacion
Proposicion 5.2.5 Sean p(z) € Klz], no nulo y q(z),r(x) € K[z|, entonces

p(x)q(z) = pla)r(z) = q(z) = r(z)
Proposicion 5.2.6 Sean p(z), q(x) € K[z], no nulos entonces

1. gr(p(z) + q(z)) < max{gr(p(x)), gr(q(z))}.
2. gr(p(z) - q(z)) = gr(p(z)) + gr(q(z)).

5.3 Division Polinomial

Teorema 5.3.1 Sea p(x),q(x) dos polinomios en K[x] con q(x) # 0 y K un cuerpo Q,R,C,
entonces existen polinomios s(x) y r(z) (unicos) en K|x] tal que se cumple lo siguiente

p(z) = q(x) - s(x) +r(z),

donde r(z) =0, o bien gr(r(z)) < gr(q(zx))
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Ejemplo 5.3.2 Sean ¢(r) = 2z* + 325 + 22 — 1 y p(z) = —22° + 627 + 2.
Para dividir p(z) por ¢(x) primero debemos ordenar el polinomio de mayor a menor en los
exponente

p(z) = 62" — 22° + 2 q(z) = 32° + 22" + 22 — 1
A continuacion, buscamos un término que multiplicado ¢(z) se obtenga el mismo término
principal de p(x), en este caso es 22°, para finalmente restar

62" — 22° + 2 — 20%[32° + 20" 4+ 22 — 1] = —4a® — 22° — 42® + 227 4 2

Para continuar con el proceso. Este proceso concluye debido a que el grado disminuye en
cada una de las etapas O

Definicién 5.3.3 Sean p(x), ¢(x),r(x), s(x) polinomios en K|z].

a Si tenemos p(z) = ¢(x) - s(x) + r(x), diremos que p(z) es el dividendo, ¢(z) es el
divisor, r(x) es el resto y s(x) es el cociente.

n

b Diremos que " ¢(z) divide a p(z)" o "p(x)es divisible por ¢(x)" si y solo si existe

h(z) € K[z] tal que p(x) = q(x)h(z).

¢ Si p(x) = q(x)h(z) entonces la expresion ¢(z)h(z) es una factorizaciéon de p(z) y
q(z), h(x) son los factores.

Ejemplo 5.3.4 Sean ¢(r) = 3z° + 22* + 22 — 1 y p(x) = 627 — 22° + 2.
Determinar el cociente y el resto al dividir p(x) por ¢(x) O

Solucioén.

627 — 22° + 2 D3P+ 22+ 20 -1 = 2x2—§x+§
— (627 + 42° + 423 — 22%)
—4x% — 22° — 42 + 222 + 2
—(—42% — 325 — 8a? 4 3x)
200 — 42’ + Ya? — Ju + 2
—(32° 4 32 + 32 + 2)
—2zt -4+ B2 - B 4 2

Luego s(z) =222 — 3z + 2 y r(z) = —fa* — 4% + Ua? — 99 4 20,

5.3.1 Ejercicios

Sea p(x) = 32° — 22° — 1 y q(z) = 42? + 2z — 3.
Determinar el cociente y el resto al dividir p(z) por ¢(z)

5.3.2 Divisién Sintética

Debemos tener presente que la division sintética, es un arreglo mnemotécnico, que se obtiene
a partir de la division habitual de polinomios, y en un caso particular en que el divisor tiene
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grado 1, es decir, sean p(z) = b, 2" + b, 12" '+ -+ by y q(z) =z — a.
Veamos un ejemplo particular que se puede generalizar:
Sea p(z) = bsx® + byx?® + by + by, entonces

1¢" paso
bsx® + box® + b1z + by : v — a = byx?
—(b3x® — abzx?)
(by + b3a)z? + by + by
2% paso
bz + byw?® + by + by : & — a = bsx? + (bsa + by)x
—(b3x® — abzx?)
(bga + ba)x? + by + by
—[(bsa + by)x? — (bza + by)ax]
(b1 + (by + bza)a)z + by
3" paso

b3z® + box® + by + by : & — a = byx® + (bga + by)x + [by + (ba + bza)a]
—(b3x® — abzx?)

(bga + b2)$2 + blﬂf + bo

—[(b3a + by)x? — (bga + by)az]

(b1 + (bz + bga)a)x + b()

—[(bl + (bQ + bga)&).’ll' — (bl + (bQ + bga)a)a]

(bl + (bg =+ b36L)(l)CL —f- bg

Como resultado de esto se tiene que
1. q(z) = bzx® + (by +a - b3)x + [by + (by +a - b3) - a.
2. r(x) =by+ b1 + (ba+b3-a)-al-a.

Esquematicamente la division sintética corresponde a:

1¢" paso
a‘bg‘ b2 ‘bl‘bo
b3-a
b3 b2+b3~a
2% paso
a‘bg‘ by ‘ by ‘bo
b3 - a (by+b3-a)-a
b3 b2+b3'(l b1+(b2+b3'a)'a
3" paso
a‘bg‘ b2 ‘ bl ‘ bO
b3-a (b2+bg'a)'(l [b1+(b2+b3-a)-a]-a
bg b2+bg'a bl+(b2+b3-a)-a bo+[bl+(b2+bg-a)-a]-a
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Como resultado se obtiene

a ‘ bg ‘ b2 ‘ b1 ‘ bo
bs - a (by+b3-a)-a by + (be+b3-a)-a]-a
bg b2+bg'a bl+(b2—i—b3-a)-a bo+[bl—l—(b2+bg-a)-a]-a
~ | —— ~ N ~
coef.x? coef.x term.indep resto

Caso General,

a bn bn,1 bn,Q b1 bo
aACp_1 ACp—o acy acy
b, |ac,_1+by_1]|ac,—1+ b,_1 acy + by || acg + by
I I I I I
Cpn—1 Cn—2 Cp—3 Co r

es decir,
bpx™ + by by = (z — a) (cn_lx”_l + o™ co) + 7.

Ejemplo 5.3.5 Sea p(z) = 32° — 223 — 1y q(x) = x — 2, encontraremos s(x) y r(z). O

Solucién 1. Para dividir p(z) = 32° —223—1 por ¢(z) = x—2 usando division sintética,
ordenemos del siguiente modo los datos

213 0 —2 0 0 —1
2-312:-612-1012-20(2-40
3| 6 10 20 40 79

Luego q(z) = 3z* + 623 + 1022 4 20z + 40, y r(x) = 79, de otro modo

32° — 22° — 1 = (z — 2) (32" + 62° + 102” + 20z + 40) + 79

Ejemplo 5.3.6 Aplicar division sintética para dividir p(z) = 42° — 3z% + 2% — 1 por ¢(z) =
2z + 1. U

Solucién 2. Para dividir p(z) = 42° — 32® + 22 — 1 por ¢(z) = 2z + 1 usando division
sintética, ordenemos del siguiente modo los datos

—34] 0 |=3]1] 0 |-1
2] 1 [1]-1] ¢
4] -2]-2]2]-1]-3

Luego 42° — 32® + 2% — 1 = (z + 3)(4a* — 22% — 22% 4+ 22 — 1) — § de otro modo

42° =32+ 22 -1 = (z+1)4a* — 223 — 222 + 20— 1) — 4
= (x+35)2- 542" —22% =222+ 22 — 1) — 3
= 2+ 2P -+ —1)— 3
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Ejemplo 5.3.7 Aplicar divisién sintética para dividir p(z) = 32° — 82* — 23 — 2 — 1 por

() = (x+1)(z —2). O
Solucién 3. Para dividir p(z) = 32° —8z* — 23—z —1 por ¢(z) = (z+1)(x — 2) usando
division sintética, ordenemos del siguiente modo los datos

-1/3| =8| =3 0|—-1]-1
-3 11| -8
3| —11 8| —=8| 7|8

(0]
|
-3

23] —11 81 —=8| 7
6| —-10] 4|8
3| =5 —2|—-4|-1

Luego ahora el resultado>

325 — 8zt — a2 —1x —1
= (z+1)3z* — 1123 + 82> —8x +7) — 8
(:U+1)[($—2)(3:1: —br? —2x—4)—1] -8
= (z+1)(z—2)(3x® =52 —2x —4) — 1(z+1) -8
(x4 1)(z —2)(323 — 52? — 22 — 4) — (v +9)

El cuociente es 323 — 5x? — 2z — 4 y el resto es —x — 9
Ejercicios
Realizar las siguientes divisiones sintéticas
1. p(x) =x° — 112® + 52® + x — 3 por q(z) = = + 1.
2. p(z) = 32" + 22 + 1z + 3 por ¢(x) = 2z — 1.
Definiciéon 5.3.8 Sea ¢(z) un factor de p(z) en K[z] entonces
1. El polinomio ¢(z) es un factor propio de p(z) si y solo si el gr(p(z)) > gr(q(z)) >0
2. El polinomio ¢(z) es un factor impropio de p(z) si no es propio.

3. Se dice que p(x) es un polinomio irreducible sobre K|z] si y s6lo si p(x) no tiene
factores propios.

4. Un polinomio p(z) es reducible sobre K]z] si tiene factores propios.

Ejemplo 5.3.9
1. El polinomio a* + 322 + 2 = (2% + 1)(2* + 2) , luego es reducible en R|z].
2. El polinomio 22 + 1 es irreducible en R]z]

3. El polinomio z? + 1 = (z — i)(z + i) es reducible en C|z]



CAPITULO 5. POLINOMIOS 124

5.4 Funciones Polinomiales
Sean p(x) € K[z] y D C K entonces se define la funcion polinomial

p D — K
a ~ pla)

que consiste en reemplazar la variable por la cantidad a y el grado de la funcién polinomial
es el mismo del polinomio.
Definicion 5.4.1 Sea p(z), ¢(x) € K[z]. Se llama ecuacién polinomial a la proposicion

p(a) = q(a)

y al conjunto S = {a € K | p(a) = q(a)} el conjunto solucién de la ecuacién polinomial. ¢

Definiciéon 5.4.2 Sea p(z) € K[z].
Se dice que « es una raiz de p(z) si y solo si p(a) =0 O

Tenga presente que una ecuacion polinomial lineal, tiene solamente una solucién, la cual

es una raiz.
Teorema 5.4.3 [del Resto]|. Sea p(z) € K[z]| de grado n y a € K, entonces existe un

unico polinomio q(x) tal que

p(x) = (x —a)-q(z) + pla).
Ejemplo 5.4.4 Sea p(z) = 32° —22° — 1y q(x) = x —
Luego

donde
r(z) =p(2) =3(2)° —2(2)*-1=96—16 -1 =79.

El resto de la divisién es 79. U
Corolario 5.4.5 [Teorema del Factor|. Sea p(z) € K|z]
p(z) es divisible por x — a si y sdlo si a es una raiz de p(x).

Corolario 5.4.6
1. Un polinomio de grado n tiene a lo mds n raices.

2. Dos polinomios de grado n son iguales si hay n + 1 elementos donde las funciones
polinomiales son iguales.

Teorema 5.4.7 Sea p(x) : a,x"™ + - -+ ag, polinomio con coeficientes en C, entonces existen
los r; € C y son las raices de p(x) y se cumple

p() =an(x —r))(x—19) - -+ (. — 1),

-

~-
n factores de grado 1
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Teorema 5.4.8 Sea p(x) un polinomio de grado n con coeficientes en R, si z = a + bi con
b#0 es raiz de la ecuacion p(x) =0, entonces Z = a — bi también es una raiz de p(x).

Ejemplo 5.4.9 Encontrar todas las raices de p(z) = z* + 52® + 122% + 22z — 40, sabiendo
que x = —1 4+ 37 es una raiz de p(x).

Como =z = —1 + 3i es una raiz, por teorema anterior sabemos que r = —1 — 3¢ también es
raiz de p(x), luego

—1+3i[1] 5 | 12 | 22 | —40
—143i [ (4+30)(=1430) | (=1+90)(=1+30) | (—4 —120)(—1+ 30)
1| 443i —14+9 —4 — 12 0
Volvemos a realizar divisiéon sintética
—1-3i|1] 443 | -149 | —4-12i
—4(—1 = 3d)

1(—=1—3d) | 3(—1 — 3i)
0

Ahora el polinomio se descompone de la siguiente manera
p(z) = (x — (=1 +30))(z — (=1 — 34))(z* + 3z — 4).
las raices del polinomio 22 + 3z — 4 son 1, —4, luego tenemos que

p(z) =(r — (=14 30))(z — (=1 = 3i))(z — 1)(x + 4).

Ejercicios

Determinar un polinomio de grado 4 con coeficiente en los reales, tal que 1 4+1¢ y 1 — 2¢ son
raices del polinomio.

Teorema 5.4.10 Todo polinomio p(x) € Rlx] de grado mayor que 1 puede ser factorizado
en factores lineales o cuadrdticos irreducibles, donde factorizacion es unica salvo orden de
los factores.

Definicion 5.4.11 Sea p(z) € K|x].
Se dice que la raiz ¢ tiene multiplicidad ¢ en p(z) si y solo si p(z) = (z — ¢)' - s(z), con
t>1ys(c)#0. O

Ejercicios

Determine la multiplicidad de 2, —2 en p(z) = 2° — 2z* + 523 — 102% — 36z + 72.

Ejercicios

Determine si 1 es una rafz multiple de p(z) = 2° — 3z* 4 822 — 9z + 3.
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Teorema 5.4.12 [Posibles Raices Racionales|. Sean p,q € Z primos relativos tal que
§ es una raiz del polinomio p(x) = a,z™ + - - - + ag € Z[z], entonces se cumple que p divide
a ag Yy que q divide a a,.

Ejemplo 5.4.13 Sea p(z) = 225 — T2 + 42 + Tz — 6.

Determinar las posibles raices racionales de p(x).

Si £ es una raiz de p(z), entonces

a p divide a —6, por lo tanto p € {£1,+2, +3, +6}.
b ¢ divide a 2, por lo tanto ¢ € {£1, £2}.

Luego las posibles raices racionales estan dadas por

»QI@

13
+1,+2,43, 46, &
| vaf

O
Teorema 5.4.14 [Cotas de ceros reales para polinomios reales]. Sea p(z) = a,a™ +

-+ a1z + ag € Rz], donde a,, > 0, y p(x) se divide por (x — r) usando division sintética,
entonces:

1. Sir >0 y todos los niumeros de la ultima fila de la division sintética (coeficientes de
cociente y residuo) son mayores e iguales a 0 entonces para todo t con t raiz de p(x)
se tiene quet < r

2. Sir <0 y todos los numeros de la ultima fila de la division sintética alternan en signo
(se admite +0 y —0) entonces para todo t, con t raiz de p(x) se tiene que t > r

Ejemplo 5.4.15 Sea p(z) = 225 — 723 + 4% + Tz — 6.
Determinar todas las raices racionales de p(x) U

Soluciéon. Como las posibles raices racionales son:

13
p/qGP:{jzl 2,43, 46, £, 2}

Evaluamos en %’ =1,
p(1)=2-1—-7-144-147-1-6=2-7—-4—-6=0.

Por tanto 2 =1 es una raiz de p(x), ahora realizamos divisién sintética.

1H2 \—7\ 4 | 7 |6
2-1|—-5-1|-1-1|6-1
2 —5 —1 6 0
p(x) = (v — 1)(22° + 22" + 22° — 52% — 2 + 6),
Ahora veremos si ’é 1 es una raiz mult1ple
L2 2 | 5[ -1] 6
2 1 4 116-1{1-1] 0-1
416 | 1] 0640
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Luego %’ = 1 es una raiz simple, y no hay mayores a 1 raices,

2

[\
|
Ot
|
—_
D

2]
1
;

SIEN NIV

:
No hay maés raices positiva racionales de p(x).
Ahora veremos las raices negativas de
q(z) = 22° + 22" + 22° — 52 — v + 6
Consideremos ahora a p/q = —1, luego
q(—1) =2(=1)5+2(=1)*+2(-1)3 - 5(-1)2 - (-1)+6
=-2+4+2-2-5+1+6

= —T+7
— 0.

Como —1 es raiz, hacemos division sintética:

—12] 2 | 2 | 5| -1 | 6
2(=1) | 0(=1) | 2(=1) | (=7)(=1) | 6(~1)
2] 0 2 —7 6 0

Luego hemos factorizado
p(z) = (v —1)(x + 1)(22* + 22% — Tz + 6)

Para determinar si existe otras raices negativas, argumentamos de la siguiente forma, para
ello sea
s(z) = 22" + 22 — Tz + 6

Si —a € P un nimero negativo
s(—a) = 2a* +2a* + Ta+6 >0

con lo cual obtenemos que no existe raices negativas.

Ejercicios

Determinar las raices racionales de los polinomios

a) p(r) = 8x% 4 202° — 22* — 252% — 1322 + 5z + 3

b) p(z) = 423 — 202> — 232 + 6
Definicion 5.4.16 [Variacion de signo]. Sea p(z) € Rlz|, cuando los términos de p(z)
se ordenan en orden creciente de potencias, decimos que ocurre una variacién de signo, si
dos términos consecutivos tienen signos opuestos. Los términos que el coeficiente es cero se
ignoran. O
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Ejemplo 5.4.17 Sea p(z) = 22° — 2 — 23 + 2 + 5, podemos observar que en p(x) hay dos
variaciones de signo, ahora si reemplazamos x por —x se obtiene

pz) =22 — (2 — (<P = 45
=2 —at+ 23—z +5

luego tenemos tres variaciones en p(—x). Estas variaciones las denotamos como:

U
Teorema 5.4.18 [Regla de los signos]. Sea p(z) € Rz], entonces

1. El numero de raices reales positivas de p(z), contados cada uno, tantas veces como
indique su multiplicidad, es igual 0o menor que v(p(x)) en un nimero par.

2. El numero de raices reales negativas de p(x), contados, cada uno, tantas veces como
indique su multiplicidad es igual o menor que v(p(—x)) en un nimero par.

Ejemplo 5.4.19 Sea p(z) = 22° — 2 — 2® + 2 + 5, por el ejemplo anterior tenemos que

Por lo tanto el polinomio p(x) tiene 2 o 0 raices positiva y 3 o 1 raices negativas O

Ejercicios
Determinar las posibles raices positivas y negativas de polinomio
plr)=2" —2* + 2+ 1.

Teorema 5.4.20 Si p(z) € R[z] y a,b € R tales que a < b y p(a)p(b) < 0 entonces existe
a € la,b] un raiz del polinomio.

Ejercicios
Para cada uno de los polinomios, determinar si existe una raiz en el intervalo [1, 2].
1. p(x) =22° 4+ 32> =5z —5

2. p(z) =3+ 2% +z —

5.5 Descomposiciéon de fracciones parciales

Sean p(z), q(z) dos polinomios con coeficientes en R.

Si el gr(p(z)) > gr(q(x)), dividimos p(x) por ¢(x) para obtener p(z) = q(z)s(z) + r(x),
luego dividiendo por ¢(x) obtenemos
r(z)

Y :3<I)+m>
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donde r(z) =0 o gr(r(x)) < gr(q(z)).
Por ejemplo:
xt =323+ 227 —brx+1 —62 + 2

—? 1
2 —2x+1 v +x2—2x+1

Por lo anterior podemos suponer que en el cuociente p(z)/q(x), tenemos que gr(p(x)) <
gr(q(z))

Definicion 5.5.1 Sean p(x), ¢(z) € R[z], diremos que p(x)/q(x) es una fraccién propia si
el grado de p(x) es menor que el grado de ¢(z). O

Teorema 5.5.2 [Descomposicion en fracciones parciales]. Sean p(z) y q(x) dos
polinomios reales, entonces cualquier fraccion propia p(x)/q(x) se puede descomponer en la
suma de fracciones parciales como sigue:

1. Siq(x) tiene un factor lineal, de la forma ax+b, no repetido, entonces la descomposicion
en fracciones parciales de p(x)/q(x), contiene un término de la forma

A4
ar + b’

donde A es una constante.

2. Si q(x) tiene un factor lineal repetido k wveces, de la forma (ax + b)*, entonces la
descomposicion en fracciones parciales de p(x)/q(x) contiene términos de la forma:

A + A + + L
ar+b  (ax+b)? (ax + b)k’

donde A1, Ao, ..., a5 son constantes.

3. Si q(x) tiene un factor irreducible de la forma ax® + bx + x, no repetido, la
descomposicion en fracciones parciales de p(x)/q(x) contiene un término de la forma

Ax + B
ar? 4+ bxr +c’

donde A y B son constantes.

4. Si q(x) contiene un factor irreducible repetido k wveces, de la forma (ax® + bx + c)¥,
entonces la descomposicion en fracciones parciales de p(x)/q(x) contiene términos de
la forma

All‘ + Bl AQI + B2 Akl’ + Bk

ax2+bx+c+(ax2+bx+c)2+“.+(ax2+b:c+c)k’

donde A1, ..., Ax y Bq,..., By son constantes.

Ejemplo 5.5.3 a. Determine la forma de la descomposicién en fracciones parciales de

7
(x —1)%(z+3)
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solucién
7 B A B C

@—12@+3) o-1 (=12 243

b. Determine la forma de la descomposicion en fracciones parciales de

1
(x =13 (22 +x+ 3)

solucién

1 A B C Dx+ FE

G- 1P@+213) 2-1 (@-12 @-1P Z+z+3

Note que el polinomio z? + = + 3 es irreducible en R|z].
c. Determine la forma de la descomposicién en fracciones parciales de

1
(x —1)(2? + x4 3)2
solucién
1 A n Bz +C L Dx+ FE
(x—D(@2+2+3)2 -1 22+2+3 (224 2+3)?2
O
Ejemplo 5.5.4
S5r+ 7
(x —1)(z+3)
O
Solucion 1. Por teorema se tiene
S5x+7 _ A B
D@3 — -1 243
_ A(z+3)+B(z—1)
- (z—1)(z+3)

luego igualamos los numeradores,

S50 +7 =A(x+3)+ Bz —1)
=(A+ B)z+ (3A— B)

de donde
A+B =3
3A—B =7
donde se obtiene que A =3y B = 2.
Por tanto
Sx + 7 3 2

(x —1)(z +3) $—1+$+3
Ejemplo 5.5.5
23 —42% + 91 — 5
(22 — 22 + 3)2
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Solucién 2. Note que A(x? — 2z + 3) = —5 < 0, por ello es irreducible el polinomio,
por teorema se tiene
23—422492—5 __  Az+B + Cz+D
(z2—2x+3)2 T (z2—22+3) (z2—2x+3)2
_ (Az+B)(z?—22+3)+Cx+D
- (z2—22+3)2

luego, igualamos los numeradores,

23— 412 +9r -5 =(Az+B)(2* =22 +3)+Cx+ D
= Az* + (B —2A)2*+ (3A—2B+ C)z + (3B+ D)

de donde
A = 1
—2A+B = —4
3A—-2B+C = 9
3B+D = -5

resolviendo se obtiene que A=1,B=-2,C=2D = 1.
Por tanto, se obtiene que

23— 422 +9x -5 x—2 2 + 1

(2 -2z +3)2 (x2—2x+3)+ (22 — 2z + 3)?

Ejercicios
Descomponga en fracciones parciales

1 7x+6
© x24x—6

2 5247
© 224223

622 —14x—27
3 (et -3y

4 224112415
*(z—1)(z+2)2

522 —8x+5
9. (z—2)(z2—z+1)

6 323 —6224+7x—2
o (22-22+2)2

5.6 Guia Ejercicios

1. Hallar los valores de A, B, C, D, en cada caso, de modo que los polinomios sean iguales

a) 202 —3r—1=A(x— 1>+ B(x - 1)+ C
b) 23— 322 +2r —7T=A(x -1+ Bz —1)*+C(x—1)+ D
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2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar el cuociente y el residuo de las siguientes divisiones

a) (22° + 112% + 222 + 15) : (2z + 3)

b) (425 — 2t + 1223 + 222+ +5) : (42® — 2% + 1)

c¢) (132% + 3z + 102° — 16 — 1822 — 4z + 223) : (3 + 22?)
d) (25+1): (22 +1)

Sea p(z) =2 +2¥+ x4+ 1
Factoricé p(x) en R[z] y en C[z]

Hallar los valores de k € RT para que el polinomio p(z) = —23 — k*2? + x + k, tenga
solamente una raiz en [0, 1]

Sea p(z) = 928 — 2427 + 42° + 4025 — 702" + 882 — 6822 + 24z — 3. Factorizar p(x)
en Qz],R[z],C[z], si se sabe que 1,4, /3,s0n raices de p(z).

Sabiendo que (z — 2)?es un factor de x* + 2px + ¢. Determinar p, q.

Obtener un polinomio p(x) del menor grado posible, tal que p(1) = 0 = p(1 — 1)
a) p(z) en R[]
b) p(x) en Cla]

Demuestre que, si n € N;n > 2, entonces p(r) = (x + 1)** — 2" — 2 — 1 es divisible
por z(x — 1)(2x + 1).

Determinar si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas.

a El polinomio 8z*" 4 22 4+ 60 no tiene raices reales, para todo n € N.
b El polinomio 22" — 42™ + 1 tiene al menos una raiz en |1, 2[, para todo n € N.

8n _ x + 1 tiene raices racionales, para todo n € N.

¢ El polinomio x
d 1 es una raices de multiplicidad 2 del polinomio 2® — 2° — x + 1

Sea p(x) = a7 — ga® — 32 — 22 — 11 + Za + 3. Factoricé al méximo p(z) en R [z].

Sea p(z) = 32t — 723 + 6ka? 4+ 12k — 2. Determine el k € R, de modo que (z — 1)
sea un divisor de p(z), y factorizar p(x).

Encuentre los valores de k para los cuales 223 — kx? + 6x — 3k, es divisible por x + 2.

Sea p(z) = x* + ax® — ba? + 8z + c. Determine el valor de la constante a,b,c € R, de
modo que 2 sea una raiz doble de p(z) y al dividir p(z) por (z — 1) el resto es —1.

Factoricé en C [z], el polinomio p(x) = 22° — 32 + 423 — 622 — 167 + 24, sabiendo que
p(2i) = 0.

Sea p(r) = 3z° — 202" + 332 + 282% — 118x + 60, se sabe que una de las raices es 2 +i.
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16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) Factoricé p(x) = q(x) * r(x), donde gr(q(z)) =3y gr(r(z)) = 2.

b) Determinar las posibles raices racionales de p(z).
Sea p(x) = 22° — 132" + 823 + 5022 + ax + b. Determinar a,b € R tal que 7 sea una
raiz de p(z), y al dividir p(x) por (z + 2) el resto es —100.

1

Hallar un polinomio de grado menor tal que p(z) = p(z — 1), y p(0) = 3.

Hallar los valores de a,b € R de modo que el polinomio 4z* 4+ ax? + bx — 4, sea divisible
por 222 + 3z — 2.

Determinar a,b € R tal que p(z) = 23 + ax — b, sabiendo que —2 es una raiz de p(x) y
que al dividir p(x) por (x — 2) el resto es 2.

Sea p(z) = 2° — 22* — ax® + bx + ¢. Determine a, b, c € R tal que (z + 1) sea un factor
de p(z), p(3) = —6 y al dividir p(z) por z el resto es 3.

Sea p(z) = 2° + 3z — ax® — 622 + 4bx — 12a.
a Determinar a,b € R, tal que v/2i sea un raiz de p(z).

b Determine las raices del polinomio p(x).

Determinar a,b € R, de modo que 2 sea una raiz de multiplicidad 2 del polinomio
p(x) = ax®(x* — 1) — To(2? — 4) — 8b

Determinar a,b € R, de modo que —1 sea una raiz de doble del polinomio p(x) =
art — bxd 4+ 22% + 3

Determinar todas las raices del polinomio p(z) = 628 — 27 — 5525 + 92° — 152% + 423 +
22022 — 362 — 36.

Sabiendo que /2, v/2i, son raices de p(x).

a Descomponer en factores irreducibles en R [z] .

b Descomponer en factores irreducibles en C [z] .

Sea p(z) = ax* — 3 + 227 + 3a.
Hallar a € R, tal que —1 es una raiz de p(z).

Determinar a,b € R, de modo que p(x) = az* + bxr + 1, tenga como rafz a —1 y que al
dividir por (x 4 2) da resto —8.

Sea p(z) = 2° + 2* + 23 + ma? — 122 — 12. Si (x + 2i) es un factor de p(x) y —1 es una
raiz

Determinar m € R, y factoricé.
Determine los cero racionales de

a) 3+ 4x? 4+ 9z + 6.



CAPITULO 5. POLINOMIOS 134

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.

39.

b) 2z* — 723 + 42* + Tz — 6.

Determine los valores de m € R, para que la ecuacion z° + 222 +ma — 3 = 0, tenga al
menos una raiz racional.

Sea p(z) = o* — 223 — 622 + 62 + 9

a Existe una raiz en el intervalo [1,2] de p(x).

b Encontrar todas las raices de p(z).
Factorizar p(z) = 22° + 32° — Tz* + 423 — 62> + v + 3 en R [7]

Obtener un polinomio de grado 6 con coeficiente entero que tenga a V2-4/3 y1— V2
como raices.

Encontrar cota superior e inferior para

a) 3 — 3x? — 2x + 6.
b) z* — 2? + 3z + 2.

Sea p(z) =222 — 5z + 3y q(z) =z —c
Determinar ¢ € R, tal que al dividir p(z) por ¢(z) da resto 10.

Encontrar las raices del polinomio 423 4 162% — 92 — 36, si las suma de dos de sus raices
es cero.

Encontrar las raices del polinomio 42% + 2022 — 23x + 6 si dos raices son iguales.
Determinar a y b tal que —1 es un cero doble del polinomio, z*+ ax3+ (a+b)x? +bx+1.

Dado el polinomio
p(z) = 62° — 202* 4 52° + 202° — 1082% 4 152 + 18
Determinar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones

a) Existe al menos una raiz de p(z) en intervalo [0, 1].......ccccceeieninnn.
b) El resto al dividir p(z) por (z 4+ 1) es 144.....ccccocvveiinnn.
c¢) El resto al dividir p(z) por (2% — 1) es 40z — 104 ...ocoovevrireeen,

d) —3 es una cota inferior de las raices de p(z)......ccccocevinnenn
Dadas a,b € R y el polinomio p(x) = 23 + az* — 5z + b.

a Determinar a,b € R, Si el resto al dividir p(z) por (z — 1) es =8 y p(—2) =4
b Factorizar p(z).
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Dado el polinomio
p(r) = 42° — 332" — 42° + 92° + 562% — 27 — 12
Determinar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones

a) Existe al menos una raiz de p(z) en intervalo [0, 1].....cccccceveennnnn.
b) El resto al dividir p(x) por (z 4+ 1) €8 36..ccccevvierrennnenn
¢) El resto al dividir p(z) por (22 — 1) €8 36 .ceccveveverernn,

d) —3 es una cota inferior de las raices de p(z).....ccccccovevnrnnnenn.
Dadas a,b € R y el polinomio p(x) = 2 + azx® — 5z + b.

a) Determinar a,b € R, tal que el resto al dividir p(x) por 2? — 2z — 3 es 12
b) Factorizar p(z).

Determinar A, B, C, D en los reales tal que

P+ a2 —3=A*+1)(x — 1)+ B(*+ 1)+ (Cz + D)(z — 1)

Dadas a,b € R y el polinomio p(x) = 2 + az® — 5z + b.

a Determinar a,b € R, tal que el resto al dividir p(z) por 22 — 3x + 2 es 8
b Factorizar p(x).

Determinar a,b € R, de modo que 2 sea una raiz de multiplicidad 2 del polinomio
p(x) = ar?(2? — 2) — x(2? —4) — 8b

Determinar a,b € R*, de modo que (z — 2)? divida al polinomio

p(z) = az(2® + 16) — ba? (x — 5) — 2ab

Determinar si existe a,b € R*, de modo que (z + 2)? divida al polinomio

p(z) = ax(x® — 4) + bx* (22 — 3) — 2ab
Sea p(z) = ' — 322 + bz + c. Determinar el valor de las constantes b, c € R, de modo
que —2 es una raiz de p(z) y de resto 2 al dividir p(z) por (z — 1)

Sea p(z) = 321 — 723 + 6ka? 4+ 12k%z — 2. Determine el k € R, de modo que (z — 1)
sea un divisor de p(z).



	Lógica y Conjunto
	Lógica
	Conjunto
	Guía Ejercicios

	Números Naturales
	Construcción de los Naturales
	Sucesiones
	Sumatoria y Productoria
	Progresiones
	Teorema del Binomio
	Permutaciones y Combinatoria
	Guía Ejercicios

	Relaciones
	Nociones Básicas
	Relaciones de Orden
	Relación de Equivalencia
	Funciones
	Guía Ejercicios

	Números Complejos
	Nociones Básicas
	Ecuaciones lineales y Cuadráticas
	Forma Polar de un Complejo
	Guía Ejercicios

	Polinomios
	Nociones Básicas
	Álgebra Polinomial
	División Polinomial
	Funciones Polinomiales
	Descomposición de fracciones parciales
	Guía Ejercicios


