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Introduccion

La presente tesis estudia el grupo de las transformaciones lineales biyectivas, que preserva
o deja invariante una forma cuadratica en espacios vectoriales de dimensién finita sobre cuer-
pos finitos, llamadas transformaciones Ortogonales. Entre los elementos més caracteristicos del
grupo ortogonal, estudiaremos algunos invariantes, un conjunto generador, la posibilidad de
levantar isometrias y algunos de los subgrupos notables.

Para finalizar este estudio se obtiene, en la Proposicion 68, que un espacio vectorial V es una
representacion irreducible de O, (V) y utilizando los resultados de las proposiciones anteriores,
obtendremos algunas representaciones irreducibles del grupo Oy(V) y O4(V) al descomponer las
representaciones naturales.

Para conseguir esto, en el Capitulo 1, entregamos las nociones basicas de dlgebra lineal y
de representacion natural de grupos finitos y de esta manera introducimos las notaciones y la
terminologia necesaria para el desarrollo de esta tesis.

En el Capitulo 2, definimos los elementos basicos para introducirnos a las formas cuadraticas,
entre ellos matriz asociada, suma ortogonal, el complemento ortogonal y el radical en V, los
cuales se definen en estos espacios vectoriales. Otros elementos de gran importancia son los vec-
tores isotropos y anisétropos, los vectores isétropos permiten construir los espacios hiperbdli-
cos, necesarios al momento de descomponer un espacio vectorial en suma ortogonal de espacios
hiperbélicos, ademas con ellos construimos el indice; y por otra parte, los anisétropos, que sirven
para construir reflexiones, las cuales forman un conjunto generador de nuestro Grupo Ortogonal.
Para finalizar este capitulo, enunciamos el Teorema de Witt, de gran utilidad al momento de
levantar una isometria a todo el espacio.

Iniciamos el Capitulo 3, destacando en O,,(V) el subgrupo de las rotaciones O, para después
pasar a estudiar los subgrupos conmutador y el centro, en forma especial entregamos resultados
en dimensién 2 y 3. Como resultado adicional obtenemos que un espacio vectorial ) es una
representacion irreducible del grupo ortogonal.

Para finalizar, en el Capitulo 4, construimos las representaciones naturales de los grupos
O5(V) y O4(V), en cada uno de ellos descomponemos las érbitas y aplicamos métodos geométri-
cos para encontrar la descomposicion explicita de los espacios de representaciones irreducibles.

En el caso de Oy(V), tenemos dos posibles espacios, el hiperbdlico o el anisétropo, cuan-
do V es un espacio isétropo, descomponemos su representacion natural en dos naturales, la
primera formada por el conjunto de los vectores anisétropos y la otra por el conjunto de los
vectores isétropos, trabajando cada una por separado. Asi obtenemos una descomposicion total
en subrepresentaciones irreducibles.

Para el caso de O4(V), tenemos dos posibles espacios, el formado por una suma de dos planos
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hiperbodlicos y el otro formado por un plano hiperbdlico suma ortogonal con un plano anisétropo,
en cada uno de estos casos encontramos su descomposicién.

Cabe destacar, que para encontrar las subrepresentaciones irreducibles de la representacion
natural del grupo, hemos usado la estrecha relacion que existe entre las érbitas que se obtiene
al actuar el grupo sobre el conjunto y los operadores de entrelazamiento.



Capitulo 1

Preliminares

Los resultados expuestos en este capitulo, se pueden encontrar facilmente en textos rela-
cionados con Algebra Lineal y de Teoria de Representacién de Grupos Finitos, en particular
utilizaremos [2] y [3].

1.1. Algebra Lineal

En todo lo que sigue, F denota un cuerpo.

Definicién 1 La traspuesta M* de una matriz M = (a; ;) € My (F) es la matriz de My, (F),
la cual posee en la posicion (i,7) el coeficiente a;;.

Proposiciéon 1 Sean M y N matrices, tal que el producto M N este bien definido, entonces
i) (MN) = N'M!
i) Sea M una matriz de n x n entonces, det(M) = det(M")

Si M ¢ GL,(F), entonces
(M—l)t — (Mt>—1

Definicién 2 Diremos que V es un F-espacio vectorial, si (V,4+) es un grupo abeliano y ademds
existe una funcion

2 FxVY — Y

(a,v) ~~ aw
tal que para todo u, veV y a, B F, se cumplen los siguientes axiomas:
i) a(u+v)=au+ av
i) (a+ B)v=av+ pv
iii) (af)v = a(pv)

i) lpv =v



1.1. ALGEBRA LINEAL 8

Ejemplo 1

a) Sea F" =F X F x -+ xF (n veces) un F-espacio vectorial, con las operaciones usuales:

i) (21,22, Tn) + (Y1, 52, Yn) = (T1 Y1, 22+ Y2, Tn + Yn)

it) a(xy, xa, ..., x,) = (Qx1, a9, ..., aTy)

b) SeaFX = {f : X — F | f es una funcion}, FX es un F-espacio vectorial con las siguientes
0PEraciones:

i
f+g9g: X —F
x> f(e) +g(z)

af: X —F

z ~af(r)

Definicién 3 Sea U un subconjunto no vacio de V. Diremos que U es un F-subespacio (o
simplemente subespacio) vectorial de V si se cumple:

i) u+wvel, para todo u,veld

ii) auel, para todoueld yaeF

Definicién 4 Sean vy, vs, ..., v, vectores de un F-espacio vectorial V. Diremos que v es una
combinacion lineal de los vectores vi,va, ..., U, Sty Solo si existen escalares aq, g, ...,y € F,
tal que

V= QU1 + QoUs + * * + + QU

Sea S un subconjunto no vacio del F-espacio vectorial V. Se define

< S >= {Zaisi|si55,ai5F,n5N}

=1

como el subconjunto de V formado por todas las combinaciones lineales de los elementos de S.
Proposiciéon 2 Sea S CV, entonces < S > es un subespacio vectorial de V.

Definicién 5 FEl subespacio vectorial < S > de V se llama el espacio generado por S.
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Definicién 6 Sea S = {vy,vs,..., v} un subconjunto de V.

i) Diremos que S es linealmente dependiente si y sélo si, existen escalares no todos nulos
a1, Qo, ..., 0, €, tal que

a1V + agvo + - - + Uy, =0

ii) En otro caso diremos que S es linealmente independiente, es decir,

St U1 + Qavg + - - - + vy, = 0, entonces ap = g = - = @, =0

Proposicion 3 S es linealmente independiente si y solo si, no existe v e S que es combinacion
lineal de elementos de S — {v}.

Definicién 7 Un subconjunto ordenado B de V se dice una base de V si:
i) B es linealmente independiente
ii) B genera a'V

Proposiciéon 4 Sea V un F-espacio vectorial. Sean J C S subconjuntos no vacios de V, tales
que J es linealmente independiente y S genera a V. Entonces existe una base B de V, tal que

JCBCS
Corolario 1 Todo conjunto linealmente independiente esta contenido en una base.

Proposicién 5 Sean B = {vy,vq,...,v,} y B' = {wy,ws, ..., wy,} dos bases de V, entonces
n=nm.

Definicién 8 Sean V un F-espacio vectorial y B una base de ).
St B es un conjunto finito, entonces se define la dimension de V como el cardinal de B, lo
cual denotamos por dim()).

Proposicién 6 Sea B = {vy,vs,...,v,} una base del F-espacio vectorial V y v e V, entonces
existen unicos escalares oy, oo, ..., ap € F tales que

V= QUi + QgUs + - - - + U,

Definicion 9 Conservando las notaciones de la Proposicion anterior. Se define las coordenadas
de v eV, respecto a una base B, como la matriz [vlg € My,x1(F) definida por:

(€3]

=

Qnp
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Definicién 10 Sea B = {v1,vs,...,v,} y D dos bases del F-espacio vectorial V. La matriz
cambio de base [Id)% es la matriz de M,(F) cuya i-ésima columna es [v;]p.

Proposiciéon 7 Sean B y D dos bases de V y v e V. Entonces
i) [Id]g[v]s = [v]p
i) [Id)E es invertible, donde ([Id)R)~ = [I1d]%
Definicién 11 Sean U, VW dos subespacios del F-espacio vectorial V. Se define la suma de U y

W como:
U+W={u+w]|uecl, we W}

Definiciéon 12 Sean U, W dos subespacios del F-espacio vectorial V. Diremos que V es una
suma directa (interna) de los subespacios U y W si:

D)V =U+W
i) UNW = {0}

Denotaremos a esta suma como:

V=UDW

Proposicion 8 Sean U, W dos subespacios de un espacio vectorial de dimension finita, en-
tonces

dim(U + W) = dimU) + dim(W) — dim(U N W)

En particular

dim(U & W) = dim(U) + dim(W)

Definicién 13 Sean Uy, Us, ..., U, subespacios del espacio vectorial V. Diremos que V es la
suma directa de Uy,Us, ... U, st se tiene:

)V =U+U+...+U,

i) Uy N (U +Us + ...+ Uiy + Ui + ...+ U) = {0} para todo i

Definicién 14 Sean V, V' dos espacios vectoriales de dimension finita sobre F. Diremos que
la funcion f :V — V' es una transformacion lineal (o funcion lineal) si para todo u, v eV y
aceF, se tiene:

i) flu+v) = f(u)+ f(v)
i) flow) = af(v)
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Sean V, V' dos espacios vectoriales de dimensién finita. El conjuntos de todas las transfor-
maciones lineales de V en V' es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F. Este conjunto
lo denotamos por:

LV, V)

Cuando V = V', la composicién de transformaciones provee una multiplicacién en L(V,V)
la cual hace de este, un anillo con identidad; entonces usamos

End(V)

La multiplicacién por escalar y la multiplicacién de anillo en End(V) cumple la siguiente
propiedad:
a(py) = (ap)h = p(ar)

para todo o € F y toda ¢, 9 ¢ End(V), asi End()V) tiene estructura de una F-algebra.

Definicién 15 Las transformaciones lineales invertibles en End(V) forman un grupo llamado
el Grupo General Lineal y se denota por:

GLr(V), GL,(V), o GL(V)
donde dimV = n.

Definicién 16 Sean V, V' dos espacios vectorial sobre F y sean B = {v1,va,...,v,}, D bases
de V y V' respectivamente. La matriz asociada a ¢ € L(V, V") respecto a las bases B y D, es la
matriz [P|5 de My, cuya i-ésima columna es [¢(v;)]p.

Proposicién 9 Sean ¢, ¢ ¢ Hom(V, V'), v e Hom(V', W) y B, D, C bases de V, V', W respec-

tivamente. Entonces
i) [¢lEl]s = [¢()]p  (veV)
ii) lag + ¢'l5 = al¢]g + [¢5 (a e F)
iii) [1) o ¢l = [VI5[0]5

1.1.1. Diagonalizacion

Proposicién 10 Sean ¢ ¢ End(V) y B, D dos bases del espacio de dimensidn finita V), entonces

det([¢]g) = det([¢]p)

Notacién. Sean ¢ ¢ End(V) y B una base de V. Se define el determinante de ¢ como

det ¢ = det([¢]s)
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Definicién 17 Sea ¢ ¢ End(V), donde V es un F-espacio vectorial de dimension n y B una
base de V.

i) Un vector no nulo v eV, se dice un vector propio ¢ si existe a e F, tal que ¢(v) = av. El
escalar o se llama valor propio.

i) El polinomio det([¢] — x1d,) € F[x], se llama polinomio caracteristico. La ecuacion
det([¢p|s — xId,) =0, se llama ecuacion caracteristica de ¢.

Definicién 18 Si a € F es un valor propio de ¢ ¢ End(V). Definimos el espacio propio V,
asociado a o, como el Kernel del endomorfismo ¢ — aly, es decir

Vo = {veV](¢p—aly)(v)=0}
0=V 60) =)

Proposicién 11 Sean oy, as, . .., ay, los distintos valores propios de ¢ € End(V) y vy, v, ..., U
los respectivos vectores propios. Entonces {vy, v, ..., vy} es un conjunto linealmente indepen-
diente.

1.2. Representacion Natural de Grupos
Sea X un conjunto finito y G un grupo. Sea - una funcién de G x X en X, es decir:

GxX —X
(g,2) ~g-x
Se dice que - es una accion si y sélo si
i)e-z=x
i) g-(h-z)=(gh)-x Vg,heGyVzelX.

En esta situacién, decimos que G actia sobre X o que X es un G-conjunto.

Si GG actua sobre X, entonces actia sobre el espacio vectorial
CX={f:X — C| f es funcién}

del siguiente modo:
x:GxCY —=C¥
(9. f)~~g*f

donde
gxf: X —-C

v~ (g f)(@) = flg™" - x)
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Una base para C* es {4, | z ¢ X}, donde

6, X —C

1 z=vy
’ W{O rFY

Proposicién 12 Sea g € G, entonces
g: CX¥ —cC*¥
fomgxf
es un automorfismo.

De esta manera

p: G — Autc(CY)
g ~ pg:CXHCX
f o p(f)i X =T
x~ flg™h - x)

es llamada la representacién natural de G.
En general tenemos lo siguiente:
Definicién 19 Se dice que (V, p) es una representacion lineal de G si y sdlo si
p: G — Autc(V)
es un homomorfismo de grupos.

Proposicién 13 Sea X un conjunto finito, entonces

Y: C¥ —cHl
[~ Zf(x)ew
zeX

es un isomorfismo.

Observacion. Consideremos el producto interno canénico de C", definido como:
F: C"xC" —-C

(x,y)  ~ Flz,y) =) =7
i=1

donde z = (z1,22,...,2,) e y = (Y1, Y2, - - -, Yn)-
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La Proposicién anterior, nos permite definir un producto interno para C*, dado como:
<, > C¥xC¥ =C

(f.h)  ~ > fla)h(z)

ze X

el cual es invariante bajo G, es decir,

<pg(f)apg(h> >=< f,h> VgeG
Notacién. Denotaremos por L?(X) a CX.

Definicién 20 Sea G un grupo finito y (V, p) una representacion de G.
Se dice que (U, p) es una subrepresentacion de (V, p) si y solo si

i) U <V (subespacio vectorial)

i) (Vg e G)ps(U) SU)

Definicién 21 Sea (V,p) una representacion del grupo finito G. Se dice que (V,p) es una
representacion irreducible si y solo si las unicas subrepresentaciones de V son las triviales, es
decir, (V,p) y ({e}, p) son las inicas subrepresentaciones de V.

Proposicion 14 Sean (L*(X), p) la representacién natural de G, (U, p) una subrepresentacidn
de L*(X) y <, > un producto interno invariante, entonces (U*, p) es también una subrepre-
sentacion de L*(X), es decir,
A(X)=UaU*
donde
U ={fel*(X)|< fh>=0 VYheld)}

Definicién 22 Sean (V,p), (W, o) dos representaciones del grupo G y ¢ € Hom(V, W). Dire-
mos que ¢ es un operador de entrelazamiento si ¥ g € G el siguiente diagrama

% ¢ 4%
Pg O Og
% 4%
o

conmuta, es decir,

pgo¢p=¢ooay, Vge G



1.2. REPRESENTACION NATURAL DE GRUPOS 15

Notacién. Sean (V, p), (W, o) dos representaciones del grupo G. Entonces
Homg(V, W) ={¢:V — W | ¢ es un operador de entrelazamiento}

Enda(V) ={¢| ¢ ¢ Homa(V,V)}

Definicién 23 Se dice que las representaciones (V, p) y (W, o) son isomorfas si y sélo si existe
7:V — W un isomorfismo, el cual satisface la siguiente identidad:

PgOT =TOO0, Vge G

Proposicién 15 Sea (V,p) una representacion del grupo G. Sea ¢ ¢ Ends(V) y a un valor
propio de ¢, entonces
py(Va) CV, VgeG

donde V,, es el espacio propio asociado a c.
Proposiciéon 16 Sea G un grupo, X un conjunto no vacio tal que G actia sobre X, entonces
@ X (X xX)—> X xX

(g, (z,y)) ~ (9-2,9-y)

es una accion de G sobre X x X.

Definicién 24 Sea X un G-conjunto. Se define el conjunto de nicleos
NX,G)={K: X x X =>C|[(Vz,ye X)(Vge G)(K(g-z,9 y) = K(z,9))}

Observacion. Sea K ¢ N(X,G), entonces

w, 2 € Oy = K(w) = K(2)

Definicién 25 Sea O una orbita de la accion de G en X x X. Se define la funcion caracteristica
en la orbita O, como:

K: XxX —C

(z,9) W{ (1) zy) e O

z,y) ¢ O

—~
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Definicién 26 Sean K ¢ N(X,G) y {0, | x ¢ X} una base de L*(X), entonces definimos
o 1 LX) — L*(X)
5:(: ~ Z K(yv x)éy

ye X

un operador de entrelazamiento. En forma general
ox+ LX) — L*(X)
fooo= DY K0 f)

ye X

Proposiciéon 17 Sea X un G-conjunto, entonces

v Endg(L*(X)) — N(X,G)
¢ - K
Pk — K

es un isomorfismo.

Teorema 1 (Maschke) Toda representacion (V,p) de un grupo G es suma directa de repre-
sentaciones irreducibles

Corolario 2 Toda representacion (V, p) de un grupo G, tiene una descomposicion de la forma
p= ,6_91 1 Pi

donde n;p; denota la suma directa de n; sumandos isomorfismos a p; y p; son todas representa-
ciones irreducibles no isomorfas de G. Esta descomposicion es unica, salvo orden.

Proposiciéon 18 Si G es un grupo abeliano, entonces todas las representaciones irreducibles
tienen dimension 1.

Proposicién 19 Sea (V,p) una representacion de G. Si
p= ié T P;
con p; representaciones irreducibles no isomorfas, entonces
1)
dimc(Enda(V)) =Y n?
i=1

ii) Sea X un G-conjunto, entonces

dimc(Endg(L*(X)) =| X x X/G |
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1.2.1. Caracteres

Definicién 27 Sean V un espacio vectorial de dimension n, B una base de V y f una trans-
formacion lineal en V, tal que [f|g = (a;;). Se define la traza de f como

Tr(f) =Y as
1=1

Definicién 28 Sean (V, p) una representacion de un grupo G' y B una base de V. Se define el
caracter de la representacion p como

Xp: G —C
9~ xp(9) =Tr(pg)
Observacion. x, ¢ L*(G).

Proposicién 20 Sea x el caracter de la representacion (V, p) del grupo G, tal que dimV = n.
Entonces

i) x(e) =n
i) x(97") = x(g) para g G
i) x(ghg™') = x(h) para todo g,h c G

donde x(g) corresponde al conjugado de x(g).

Proposicién 21 (Lema de Schur) Sean (V,p), (W, o) dos representaciones de un grupo G
y sea ¢ € Homg(V,W).

i) Si (V,p) y (W, o) son irreducibles no isomorfos, entonces ¢ = 0.

ii) Si(V,p) y (W, o) sonisomorfas, entonces ¢ es una homotecia, es decir, una multiplicacion
por escalar de la identidad.

Proposicién 22 Sean (V,p), (W, o) dos representaciones de un grupo G.
(V,p) y (W, ) son isomorfas si y sélo si x, = Xo
Proposicién 23 Sean (V,p), (W, o) dos representaciones de G, entonces

< Xp> Xo >= dimC(HOmG(pa U))



Capitulo

Formas Cuadraticas y Grupo Ortogonal

Nuestro proposito es estudiar las formas cuadraticas y la geometria ortogonal en un espacio
vectorial V' de dimensién finita n.

Para ello estudiaremos ciertos grupos de transformaciones lineales que deja la forma cuadratica
invariante. Debemos hacer la suposicion desde ahora que el cuerpo de escalares F es de carac-
teristica distinta de 2 y V es no nulo.

2.1. Espacios Cuadraticos

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo F de caracteristica distinta de 2
y sea B una forma bilineal simétrica de V x V, es decir una funcién

B:VxVY—-TF
con las siguientes propiedades:
B(z +y,2) B(z,z) + By, 2)
B(z,y+2) = Blx,y)+ B(z,2)
Blax,y) = aB(z,y)
B(z,y) = Bly,x)

para todo x,y,z¢ )V y todo a € F.
Si definimos Q(z) = B(z, ), obtenemos una funcién

Q:V—F
que satisface las siguientes propiedades
Q(ax) = a*Q(x)
Qz+y) =Qx) + Qy) +2B(z,y).

A esta funcién la llamamos forma cuadratica. Una forma de escribir ambas condiciones es:

18
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Q <Z am) = ZQ?Q(%’) +2 iy Bla;, ;)

i<j
La segunda identidad muestra que la forma bilineal simétrica B asociada con la forma
cuadratica () es tnica.

(Qz+y) — Qz) — Qy))

N —

B(x,y) =

Definicién 29 Un espacio cuadrdtico es un par (V, Q) tal que V es un espacio vectorial y Q
es una forma cuadrdtica la cual tiene a B como forma bilineal simétrica asociada a Q).

Ejemplo 2

1) SeaV =T x F. Definimos
Q: V —=F
(z,y) ~ay
una forma cuadratica. Entonces (V, Q) es un espacio cuadrdtico.

2) Sea F,, el cuerpo finito de q elementos. Entonces
Fe={a+ed|a,BeF,} =F,z]/ <a2®—65>

es la extension cuadrdtica de Fy, donde 0 es un no cuadrado de F,.

De esta forma F 2, es un espacio vectorial de dimension dos sobre IF,. Se define

N: Fp — I,

q
a+eb ~a?—ob?

que es una forma cuadrdtica, con € = §. De esta manera tenemos que (Fg, N) es un
espacio cuadrdtico.

Podemos describir N a través del conjugado, es decir, si o+ € € F 2, se define

(a+€0) = (a —€f)
el conjugado de oo + €[3. Luego

N: Fpe — I,

a+eb ~ (a+ef)(a+ef)
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Definicién 30 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico.

i) Se dice que Q) representa a un elemento « del cuerpo, si existe un vector x en V tal que
Q(z) = «, en otras palabras si a e Q(V).

ii) Decimos que Q) es universal si Q(V) =TF.
Sea « ¢ F fijo, definimos
B*(z,y) = aB(z,y) Vz,yeV,

o de otra forma; sea C = {B : V xV — F | B es una forma bilineal simétrica} y consideremos
la accién

F*xC —C
(, B) ~ B¢

donde
BY: VxV —TF
(z,y) ~ B%x,y)=aB(z,y)

Esto provee a )V con una nueva forma bilineal simétrica B* y una nueva funcién cuadratica
Q" asociada con B®. De esta forma (), Q%) es un espacio cuadratico. Al espacio vectorial lo
denotamos por V<.

Cuando hacemos esto, decimos que hemos multiplicado por « el espacio cuadratico.

No debemos confundir la multiplicacién por escalar del espacio cuadratico (V, (@) con la
multiplicacién por escalar de un vector x ¢ V, es decir, sea x € V y a ¢ F entonces

Q%(z) = aQ(x), mientras Q(azx) = *Q(z).
Proposiciéon 24 Sean B :V xV — F una forma bilineal simétrica y o € F*. Entonces
Q*(V) = aQ(V)
donde Q) es la forma cuadrdtica asociada a B y Q% la forma cuadrdtica asociada a B®.

Demostracién. Sea a ¢ F*. Como a~! ¢ F*, basta demostrar una sola inclusién.

C) Sea e Q*(V), entonces Jy € V tal que Q*(y) =
pero
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asi
BeaQ(V)

Por lo tanto

Q*(V) = aQ(V)

Proposicién 25 Sean (V', Q') un espacio cuadrdtico y o ¢ L(V,V'). Se define

Q:V —F
z ~ Q(o(2))

Entonces (V, Q) es un espacio cuadrdtico, en tal caso decimos que o traslada la forma cuadrdtica

Q' aq.

Demostraciéon. Basta demostrar que () es una forma cuadratica. Sean z,y ¢ V y a ¢ F,
entonces

1)

Qlaz) = Q'(o(ax))
= Q'(ao(z))
= a’Q'(0())
= a*Q(x)

Q

Qlr+y) = (z+y))
(z) +o(y))
) +Q'(o(y) +2B'(0(x),0(y))

Q(y) + 2B(z,y)

Q
S

(
(
(

2
+ B

Observacion. Si o € L(V,V') traslada la forma cuadréatica Q' a @), usando la propiedad

Q(r+y)=Q'(x) +Q'(y) +2B'(x,y)

obtenemos que:

Q(o(r)) =Qx) vy Blo(x),o(y) =Blzy) Va,yeV

luego o traslada la forma cuadratica @’ y la forma bilineal B’.
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Definicién 31 Sean (V,Q), (V', Q') dos espacios cuadrdticos y o € L(V,V'). Se dice que o es
una isometria de Y en V' si y sélo si

o es inyectiva y traslada la forma cuadrdtica Q' a Q

Notacion.

i) El conjunto de todas las isometrias de V en V' se denotard por
oW,V
ii) Si V=V yladimV = n, entonces
oW, V) =0,\V)
en este caso diremos que V y V' son isométricos.
Proposicién 26 O, (V) es un subgrupo de GL,(V).
Demostracién. Como V = V', toda isometria es invertible, asi
O.(V) CGL,(V)

mas aun, la composicién de dos isometrias es una isometria, también lo es la inversa de una
isometria.
De esta forma O, (V) < GL, (V) (subgrupo).
[

Definicién 32 FEste grupo O,(V), es llamado el grupo ortogonal de V, con respecto a la forma
cuadrdtica Q).

Proposicién 27 Sea a un escalar no nulo, entonces
0,(V) = 0,(V)
Demostracién. Sea ¢ O,(V) = Q(o(x)) = Q(x) ¥V x ¢ V, entonces

Q%(o(z)) = B%(o(x),0(x))

asi
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Por lo tanto

On(V) € On (V%)
Reciprocamente, sea 0 ¢ O,(V*) = Q%(c(z)) = Q*(z) VeV

pero
Q*(o(z)) Q% (x)
& aB(o(x),0(r)) = aB(x,z) como a # 0
&  B(o(x),0(x)) = B(z, )
& Qo)  =Q()

Por lo tanto

Finalmente obtenemos que

Proposicién 28 Sean (V,Q) y (V', Q') dos espacios cuadrdticos, o € L(V,V') y sea
B ={x1,xs,...,2,} una base para V, tal que

B'(o(z:),0(x;)) = B(wi,x;) 1<4,j<n
Entonces o traslada la forma bilineal.

Demostracién. Sea z ¢V, entonces z = > a;x;. Asi
5

Q'(o(x)) = Q/<Zai0($i)>
= Za?@'(a(mi))+22aiaj3,(0(37i)a0($j))

= Za?@(zi)—l—QZO&iOﬁB(xia%)
= Q(z)



2.2. MATRIZ ASOCIADA 24

2.2. Matriz Asociada

Sea (V, Q) un espacio cuadratico de dimensiéon ny B = {x1, ..., z,} una base de V. Podemos
asociar al espacio cuadratico y a la forma bilineal B asociada a (), una matriz simétrica N de
n x n, la cual en la entrada i, j el coeficiente es B(z;, x;).

Llamaremos a N = (B(z;,x;)), la matriz asociada al espacio cuadratico (V, Q) o también,

la matriz asociada a la forma bilineal B, en la base {x1,...,z,} y lo denotamos por
V=N en B
Reciprocamente si V es un espacio vectorial con base B = {zy,...,2,} ysi N = (n;;) es una

matriz simétrica de n X n, entonces existe una forma bilineal B con respecto a la cual V tiene
a la matriz N como su matriz asociada en B, la cual se define como

i J i, J

para vectores Y a; x; y ». 5; x; de V.
- .

J
Si V=< N'enlabase B = {z},...,2,,} y sea T = [Id]5, la matriz cambio de base, es decir
ZL’; = Ztkj T
!
Entonces
B(xj, 7)) = B <Z lii @y, Ztkj fk) = ZtliB(:):l,xk)tkj
! K Lk

Asi
N =T!NT

como T' es invertible, decimos que N’ y N son equivalentes sobre F, lo cual lo denotamos por
N = N.

Definicién 33 Dada una matriz simétrica N de n X n, (N) denota el espacio cuadrdtico de
dimension n el cual tiene como matriz asociada a N.

Observacion. Si « € F*, entonces (a) denota la recta, la cual contiene un vector no nulo x
para el cual Q(z) = a.

Proposicién 29 Sean (V,Q) y (V',Q’) dos espacios cuadrdticos con matrices asociadas M y

N respectivamente. Entonces
V=V siysilosi M =N
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Demostracién. Sean B = {x1,...,z,}, B ={y1,...,yn} bases de V y V' respectivamente.
Definamos M = (a;;) y N = (b;;), donde B(z;,z;) = ai; y B'(yi, yj) = bij-
Sea o : V — V' una isometria, tal que V = V', entonces

B'(2;,2j) = B'(0(x:), 0(x;)) = B(w, x5) = ai

escribiendo

Zi = Ztkiyk
k

obtenemos T' = (t;) = [¢]8 una matriz invertible, entonces

Qi = B/(zi,zj) =B (Ztkiyk’ztlj yl> = Ztkibkltlj
A ] k1

Asi M =T'NT y por lo tanto M = N.

El reciproco es andlogo. |
Definicién 34 Sean zi, ..., z, vectores en el espacio cuadratico (V, Q). El determinante de la
matriz (B(z;,2;)) de m x m es llamado el discriminante de los vectores zi, ..., zm y lo deno-

taremos por
dB(Zla ceey Zm)

De otro modo, tenemos que dp es una funcién, dada por

dp : ym — F
(21,29, -y 2m) ~>dp(z1,--., 2Zm)
Proposicién 30 Sea B = {z1,...,z,} una base de V, tal que N es la matriz asociada a V en

esta base, entonces

dp(xy,...,x,) =det N

Demostracién. Como N es la matriz asociada de V, es decir, N = (B(x;, x;)) paral < 4,5 < n.
Entonces

dp(xy,29,...,2,) = det((B(x;,x;)))
= detN

Si consideramos otra base {x, ...,z } de V y la relacién N’ = T*NT obtenemos que

dp(xy,...,x)) = det N’
= det(T"NT)

= Oé2dB([L’1, .. .,ZL’n)
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paraalg}inaaF;{aaF\q%O}.
Sea F2={BeF| (JaeF)(8=a?)} y considerando la funcién

7: F —0U(F/F?)

a ~ o«
luego .
dp: yr — F 5 OU (F/F?)
(i, ... 2l) ~ aldp(xy,ma,...,1,) ~ dp(wi,To,...,7,)
Por lo tanto la proyeccién de dg(zy, . .., z,) en 0U (F/F2) es independiente de la base, esto

es llamado el discriminante del espacio cuadratico (V, Q) y se denota como:

dBV (6] dV
SidV = a con « £ F; esto significa que dV es la proyeccién de a en 0U (IF / Fz) Es equivalente
a decir que V tiene una base {x1,zs,...,z,} en la cual
dp(x1,...,2,) = «

Proposicién 31 Sea N la matriz asociada al espacio cuadrdtico (V,Q) y o€ F, entonces
V=< aN
de lo cual obtenemos que dV* = a"d) .

Demostracién. Sea B = {z1,xs,...,x,} una base de V, entonces
N = (B(w;, 7))

para 1 <i,j <n, donde B es la forma bilineal simétrica asociada al espacio cuadratico (V, Q).
B¢ es la forma bilineal simétrica asociada a V*, entonces

B%(x;, xj) = aB(x;, x;)

asi
(B (i, 1)) = (aB(xi, 25))i,
de esta forma, a/N es la matriz asociada a V¢, ademas
dv® = det(a(B(z;,z;)))

= o"det((B(xi, z;)))
= oa"N
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Ejemplo 3 Sean {xi,...,x,} vectores del espacio cuadrdtico (V,Q), si dg(x1,...,xm) # 0,
entonces {x1,...,xy,} son independientes.

Demostracion. Consideremos una combinacion lineal a cero, es decir,

m
E ;0 = 0
i=1

entonces

0=28 (Z Oéil’i,l'j> = ZaiB(xi>xj) 1 SJ =m
=1 =1

Esto es una dependencia entre las filas de la matriz (B(z;, x;)); tal dependencia es imposible ya
que dp(x1,...,Ty) # 0. [ |

2.3. Suma Ortogonal
Consideremos el espacio cuadratico (V, Q) y la asociada forma bilineal simétrica B.

Definicién 35 Sean X e Y dos subconjuntos de V.

i) Se define
B(X,Y)={B(z,y) |ze X,yeY}

ii) Diremos que X e Y son ortogonales si

B(X,Y) = {0}

Andlogamente si x,y €V, se dice que son ortogonales si y solo si
B(z,y) =0
Notacion.
1) B(z,W)={B(z,2) | ze W}
2) B(z,W) = {0}, entonces B(z, W) =0

Definicién 36 Decimos que V tiene una suma ortogonal en subespacios Vi, ..., V,, si cumple
lo siguiente:

NV=Vao---aV,
2) Los V; son ortogonales dos a dos, es decir,

B(V,,V;) =0 para 1<i<j<r
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Esta suma ortogonal la denotaremos como:
V=Y L---1YV,

Llamaremos a los V; los componentes de la suma ortogonal o simplemente, sumandos orto-

gonales. Formalmente definiremos
1LV, =0

Y
donde ¢ denota el conjunto vacio.
Proposicién 32 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico, tal que V =U L W, entonces
dimV = dimU + dim W
Proposicién 33 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico, tal que V =V; L Vo L -+ LV, entonces
dp(V) = dVidVs - - - dV,

Demostracion. Sean Cy,...,C, bases de Vi, ..., V, respectivamente, entonces C = C;U---UC,
es una base de V), la cual consideramos ordenada, luego

dp(V) = det((B(x;, x;))) con x;,x; € C

como los V; son ortogonales dos a dos, la matriz (B(z;,z;)) tiene la siguiente forma:

1 1
(B(xéf = (B(xg ) 0 0
i)
0 0 0
0 0 0 | (B(zf, 7))

donde los elementos z% & C;. Por lo tanto

det((B(z;, z5))) = det(B(x},x}))det(B(x?,x?)) o -det(B(z],x%))

RRad}
= dVidVy---dV,
. . .
la multiplicacién esta dada por supuesto en 0 U (F/F?).
Proposicién 34 Sean (Vi,Q1), Vs, Qs), ..., (V,,Q,) espacios cuadrdticos, entonces existe un

espacio cuadrdatico (V,Q), tal que

V=V 1L Vol --- LV,
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Demostracion. Consideremos V = ; V; v definamos una forma bilineal para ) de la siguiente

i=1
forma:
B: VxV —F
(z,y) ~ Z Bi(w;, y:)
i=1
donde = = (x1,29,...,2:),y = (Y1,Y2,---,Yr), con z;,y; € Vi y 1 < i < r, ademds sean
By, Bs, ..., B, las respectivas formas bilineales de V;, Vs, ..., V, respectivamente. Probemos que

B es una forma bilineal de V), para esto, sean x,y,2 ¢ V vy a € [F, entonces
a)

B(x+y,z) = B((z1,29,...,2:) + (y1,Y2,-- -, Yr), (21, 22, . -, 2))
= B({(z1+vy, 22+ Y22+ Y, (21,22, .., %))

= Z Bi(z; + vi, )
i=1
= Z Bi(xi, z;) + Bi(ys, %)

i=1

= B(z,2)+ By, 2)

B(z,y+2) = B((z1,22,...,2), (Y1,Y2, -, Yr) + (21, 22, -+, 2))
= B((I1>I2a"'>zr)a(yl+Zl>y2+z2>---ayr+zr))

= 27’: Bi(zi,yi + )
i=1

— Z Bi(xi, yi) + Bi(x;, ;)
i—1

= B(z,y)+ B(z,2)

B(azx,y) = B(a(xi,z2,...,2:), (Y1,Y2, -, Yr))
- B((axlaaz2>'"aazr)a(ylay2>'"ayr))

= Z Bi(ax, y;)
i=1

= « Z Bi(z4,y5)
i=1

= aB(z,y)
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B(%y) = B((mlax%'"7'r7‘>7(y17y27"'7y7"))

= Z Bi(l'z', yi)
i=1

= ) Bilyi 1)
1=1

= B((y17y27’"7y7‘>7($17$27'--7'r7‘))
= B(y. )

por lo tanto B es una forma bilineal.
Por la definicién de B, tenemos que B(z;,z;) =0 paral <i<j <r.

r s
Como x V; = €V, cuando r es finito, entonces
=1 i=1

V:V1J-V2J-J—Vr
Con Q: V =T
(Zlfl,l'g,...,l'r) ~ ZQZ("EZ)
=1

la respectiva forma cuadratica asociada a V. [ |
Ejemplo 4 Sean M y N dos matrices simétricas sobre F y definamos
V= (M) L(N)

luego, V es un espacio cuadrdtico con una base en la cual
M| 0
V= ()

V=<{a) L L {ay)

con todos los o enIF, de manera que V tiene una base {x1,...,x,} en la cual Q(x;) = o; para
1<i<nyB(z;zj) =0paral <i<j<nysumatriz asociada es:

Similarmente

o | 0| 0| 0 |---| 0
0|loag| O 0 |---] 0

0|0 |ag| 0 |---] 0
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Definicién 37 Sea B = {z1,...,x,} una base del espacio cuadrdtico (V, Q).
Se dice que B es una base ortogonal si y sélo si

B(z;,z;) =0 para 1<i<j<n

Ejemplo 5 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico y B = {x1,xa,...,x,} una base de V, tal que
Q(V) =0, es decir, Q(x) = 0 para todo z £V, entonces

B(x;,xj) = %(Q(%ﬂL%’)—Q(%)_Q(%‘))
=0

de aqui obtenemos que B(z;,x;) =0 para 1 < i < j <mn. Por lo tanto B es una base ortogonal
de V.

Proposiciéon 35 Todo espacio cuadrdtico tiene una base ortogonal.

Demostracion. La demostracién se hara por induccién en la dimensién de V.

1) Si Q(V) =0, es el ejemplo anterior.

2) Sea Q(V) # 0, podemos escoger x € V con Q(x) # 0 y completamos {x, xs,...,z,} a una
base de V. Asi tenemos que

R P CE

es también una base de V.

Sea W = <x2 — Bg?’;f)x, ey Ty — %x> un subespacio de V de dimension n — 1,

de donde obtenemos que B(z, W) = 0, en efecto

Bz,W) = B (x,al (xg - B(x’“)x) + o o (xn - Mm))

Q(x) Q(x)
i (n B o (1, - B

= o(B(z,z) — B(x,22)) + -+ + an_1(B(z,x,) — Bz, z,,))
=0

Por hipétesis de induccion en W, obtenemos que esta base es una base ortogonal.
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Observacion.

1) Sean (V,Q) = 'J; V;y (V, Q) dos espacios cuadraticos, con
o: V=V

una transformacién lineal, entonces se define o; como la restriccion de o a V;, es decir
g |Vz‘: (o Vz — O'(VZ)

2) Sea (V,Q) = 'J—_1 V; un espacio cuadratico, entonces (V;, );) es un espacio cuadratico para
1 <4 <r, donde
Proposicién 36 Sean (V,Q) = Vi L --- L V., y V,Q) = V] + --- + V. dos espacios
cuadrdticos, con los subespacios V. ortogonales dos a dos, (no necesariamente asumimos que
los V! son una suma ortogonal de V').
Si o, V; — V! traslada la forma cuadrdtica. Entonces existe una unica o : V — V' que
traslada la forma cuadrdtica, la cual concuerda con cada o;.

Demostracién. Sea B; = {z},z},...,2’,} una base de V;, asf
_ 1 1 1 2 2 2 r r r
B={x],2g,...,Ta,,T5y ..., Tsay. ., T, T . , Tty }
es una base de V' y

c: vV =YV

T

1=

es una funcién. Notemos que o esté bien definida, ya que basta definirla en los elementos de la

base, dada por
y — V

T~ O’,(ZL';)

y se extiende de manera tinica, linealmente. Ademas
Qo) = Qo (X))
= Qo)
= QO oilx)
)
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Notacién. La funcién construida en la Proposicién anterior, se denotara por

c=01 L -1 o,

El caso importante es donde V = V', V; = V! y todas las o; estan en O(};), en este caso
op L Lao.e0O(V)
Proposicién 37 Seanoc =0y Loy L--- Lo, 7=7 L1 L - L71.e0(V), entonces

ooT = (O'lOTl)J_"'J-(O'rOTr)
ot = oyt L Lot

detoc = detoydetos---deto,

2.4. Complementos Ortogonales

Definicién 38 Sea U un subespacio del espacio cuadrdtico (V,Q). Se define el complemento
ortogonal de U como el subespacio

Ut ={reV|VyeclU, B(z,y) =0}
El radical de V' es el subespacio
radV ={xeV|VzeV, B(z,z)=0}
Asi el radV = V+.

Ejemplo 6 Sea

Q: F* —F

(z,y) ~ 2
una forma cuadrdtica de F?. Entonces
B: F? x F? —F
((z,y), (a,b)) ~ za

es la forma bilineal asociada a Q). Asi

radV = {(z,y) e F*| B((,y), (a,b)) = 0,¥(a,b) c F*}
= {(2,y) e F? | za = 0,Va ¢ F}
= <(0,1) >

Definicién 39 Diremos que (V, Q) es un espacio cuadrdtico reqular si rady = {0}.
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Proposicién 38 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico, que es una suma de subespacios ortogonales
dos a dos, es decir, V =V +---+V, con B(V;,V;) =0 para 1 <i < j <r. Entonces

radV =radV; + ---+radV,

Demostracién. Sea x ¢ rad) y lo escribimos como = = > x; con cada z; € V;. Entonces para
(1 <i<r) tenemos

asi x; € rad V;, por lo tanto z ¢ > radV;.
En el otro sentido, si tomamos x = > x; con cada x; € rad V; tenemos

B(z,V) C B(x1,V1)+ -+ Bz, V) =0
de manera que z € rad V. [ |
Corolario 3 V es regular si y sélo st todos los V; son regulares.
Corolario 4 Si V es reqular, entonces V =V; L --- L V,.

Demostraciéon. Sélo es necesario mostrar que la suma es directa. Asi que tomemos
r1+ -4+ 2. =0con x; ¢V, para 1 <1 < r. Entonces

0=B(x1+ - +x, V) = Bz, Vi)
Por lo tanto x; € radV; = 0, asi x; = 0. [
Proposicién 39 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico. V es reqular si y sélo si dV # 0.
Demostracién. Sea B = {x,zs,...,x,} una base ortogonal de V y consideremos
V=< >l - 1l<z, >
Entonces

AV = d<xy >1l<zy>1 - 1<z, >)
= d(<z >)d(< xo >)---d(< Ty >)
= Q(l“l)Q(fz) e Q(%)
#+ 0
ya que Q(x;) # 0 para 1 <i < n.
En el otro sentido, si dV # 0, entonces rad < x; >= 0 para 1 < i < n. De esta manera

radV = rad<xzy > +rad <xg>+---+rad < x, >
0

por lo tanto V es regular. [ |
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Proposicién 40 Sea U un subespacio reqular del espacio cuadrdtico (V, Q). Entonces U es un
sumando ortogonal de V, es decir, V =U L U*. Ademds siV =U L W es cualquier otra suma
ortogonal, entonces W = U™ .

Demostracién. Sea B = {z1,xs,...,x,} una base ortogonal de U, entonces
U=<z;>1L - 1<z, >

Ya que U es regular, todos los Q(z;) # 0. Sea z € V.
Se define

y consideramos
w=z-—y

veamos que w € U+, para ello calculemos B(w, z;) para 1 <i < r, asf

B(’LU, xl) = B(Z - y7x2)
B B
= B(z,z;)— B <M$1 -+ (Z’xr)xmxi)

Q1) Q(x)
= Z,x;) — B(Z’xi)x- T
= Bl =BGy e
= 2, 1) — Bz z) T, T;
= Bl =iy Pl
=0

de aqui que w e U+.
Por lo tanto z =y — w, asi V =U + U™ .
Ahora U NU+ = rad U = 0. De esta manera V =U G U*. Por lo tanto V =U L U* .

SiV=U LW, entonces W C U*. Pero tenemos que V = U L U~+. De aqui que
dim W = dimU*. Por lo tanto W = U, [ |

Lema 1 Sea U un subespacio de un espacio cuadrdtico reqular (V,Q). Entonces
U =u

Demostraciéon. Sea WV un subespacio de V, tal que V =U L W. Como V es regular entonces
U y W también lo son. Asi W = U+, de esta manera

V=u_Llu*
lo mismo sucede para W, es decir ¥V = W L W+ y como W = U, por lo tanto
Ut =u
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Proposicién 41 Sean (V,Q) un espacio cuadrdatico y U, W subespacios de V, tal que U C W.
Entonces Wt C U+,

Demostracién. Sea w ¢ W+, entonces B(w,z) = 0 para todo z ¢ W. En particular para
z e U, por lo tanto
B(w,z) =0 VYzel

asi weU™t. [

Proposicién 42 Sea B la forma bilineal del espacio cuadrdtico reqular (V,Q) y sea
V* = L(V,F) el espacio dual de V, entonces eziste un isomorfismo ¢ de V en V*.

Demostracion. Sea x ¢ V, entonces

¢:(y) = B(z,y)

define una forma lineal ¢, : V — F. Asi ¢, esta en el espacio dual V*. Por lo tanto

w: V — V"
T~ oy
es un isomorfismo. [ |
Sea {z1,...,2,} una base de V, entonces {x},3,...,x:} es la base dual de {1, za,...,2,}
en V* dada por:
;o V. —F
» |1 i=y
" ”ﬂ'@)‘{ 0 i#j
Si aplicamos ¢! a esta base dual obtenemos una base {yi,...,y,} para V) con la propiedad que

B(xi,yj) = 6ij (Delta de Kronecker)
en efecto, como y; = ¢! (%), entonces
yi = ¢ (25) /¢
Py, = T /i
oy, (1) = af(xi)
B(yj,x:) = dij
Blxi,y;) = dij

Mas aun, esta base es tnica.

Corolario 5 Sea W un subespacio de un espacio cuadrdtico reqular (V,Q), entonces

dimV = dim W + dim W+
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Demostracién. Sea B = {x1,zs,...,z,.} una base de W, luego C = {x1,29,...,2,} es una
base de V, por lo tanto existe {y1,ys, ..., yn} tal que

B(xi,y;) = dij
entonces W+ =< Yral,-- -5 Yn >, en efecto

n
sea z = Y auy;, entonces
i=1

por lo tanto z ¢ < Ypi1,. .., Yn >. |
Ejemplo 7 Sean (V,Q) un espacio cuadrdatico reqular, N la matriz de V en la base

B = {z1,...,2,} y M la matriz de V en la base C = {y1,...,yn}, tal que B(x;,y;) = J;;.
Entonces M = N71.

Demostracién. Por 2.2 tenemos que M = T*NT donde T = (t;;) con 1 < i,5 < n, es la
matriz cambio base, es decir y; = > t;,2;. Si NT = (¢;;) con 1 < i,j < n, entonces
J

n
Cj = E N jtk;
k=1
n
= 5 B(w;, xp)ty
k=1

= Z B(Z’Z, tkjl’k)
k=1

= B ([L’Z‘, Z tk]l’k>
k=1

B(xia yj)
5ij

de esta manera, NT es la matriz identidad. De aqui M = T*. Por lo tanto M = MNM.
Asi M = N1 [ |

2.5. Suma Radical

Sea (V, Q) un espacio cuadratico y U un subespacio de V.

Lema 2 SiV =U & radV, entonces V =U L rad).
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Demostraciéon. Basta demostrar que U y rad) son ortogonales, para esto, sea y € radV,
entonces

B(y,z) =0 VzxeV
en particular para x € Y. Por lo tanto V =U L radV . [ |
Definicién 40 A la suma ortogonal anterior la llamaremos suma radical de V.

Ademads, U no es tnico a menos que V sea regular, pero veremos en la Proposicién 45 que
es siempre Unico bajo una isometria.

Ejemplo 8 Sea
Q: R —R
(z,y) ~ a’
una forma cuadrdtica de R? y la forma bilineal simétrica asociada es:
B : R? x R? — R
((z,9),(a,b)) ~ za

Es fdcil obtener que rad R?* =< (0,1) >. Por lo tanto R? =< (1,a) > & < (0,1) > con a ¢ R.
Con lo cual, U de la Proposicion siguiente, no es unico.

Proposicién 43 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico y U un subespacio de V, tal que
V=U_LradV, entonces U es reqular.

Demostracion. Como V =U L radV, entonces

radV = radld +rad(radV)
radyY = radld +radV
0 = radid
por lo tanto U es regular. [ |

Proposicién 44 Sean (V,Q), (V', Q') dos espacios cuadrdticos, tal que o ¢ L(V,V') traslada
la forma cuadrdtica. SiV es reqular, entonces o es una isometria.

Demostracion. Tomemos z en el kernel de o. Entonces
B(z,V) = B'(o(x),0(V)) =0
Asi x e rad V. Por lo tanto x = 0. [ |

Proposicion 45 Sea V = U L radV y V' = U" L radV' la suma radical de los espacios
cuadrdticos (V,Q) y (V',Q'). Entonces

V=YV siysilosid=U" conradV = rad)’
Demostracién. Sean o :)V — V' una isometria, x € radV y y € V, entonces
0 = Bz,y)
= Blo(z),0(y))

por lo tanto o(x) € radV’, de esta manera radV = radV'.
Como V = V' y radV = rad)’, entonces U = U'. [
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2.6. Isotropias
Sea (V, Q) un espacio cuadratico tal que V # {0}.

Definicién 41 Sea x £V no nulo,
a) x es isotropo si y solo si Q(x) =0
b) x es anisdtropo si y sdlo si Q(x) # 0
c) V es isétropo si y sdlo si este contiene un vector isdtropo
d) V es anisdtropo si y sélo si no contiene vectores isétropos

e) V es totalmente isdtropo si y sdlo si cada uno de los vectores no nulos son isétropos.

Observacion. Tenemos que V es totalmente isétropo si y sélo si V es no nulo con Q(V) = 0.

Para cualquier espacio cuadratico (V, @) con un forma cuadratica, tal que Q(V) = 0, obte-
nemos lo siguiente:

QWV)=0< B(V,V)=0
debido a la identidad B(z,y) = % (Qlx+y)—Q(x) — Qy)).

Un ejemplo de espacios isétropos es cualquier espacio que tiene en la matriz asociada un
cero en la diagonal. El méas simple y méas importante ejemplo de un espacio regular isotropo es
el plano hiperbdlico.

Definicién 42 Un espacio V es llamado un plano hiperbolico si la matriz asociada a la forma

bilineal es
0 1
1 0

Ejemplo 9 Supongamos que el plano hiperbdlico V esta escrito comoV =< z,y >, con Q(x) =
Q(y) = 0. Entonces las rectas < x >, <y > son isdtropas y la ecuacion

Q(ax + Py) = 2a8B(x,y)

en alguna base de V.

muestra que estas son solamente las rectas isdtropas en V. Esta ecuacion muestra que Q(V) =T,
en otras palabras, todos los planos hiperbdlicos son universales.
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Proposicién 46 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio cuadrdtico (V, Q)
de dimension 2:

1) V es un plano hiperbdlico

2) V es isdtropo y reqular

3) dy = -1
Demostracién.

1) = 2) a) Sea {z1, 22} una base de V, como

0 1
= (1)

entonces (1) = Q(x2) = 0, de esta manera 1 y 5 son isétropos. Por lo tanto
V es isétropo.

0 1
b) dV-det(l .

2) = 3) Seax eV tal que Q(x) =0y sea z1 ¢ V tal que {z, z;} forman una base de V. Asi V
en esta base tiene la matriz
(57)
B

) — —/32, como V es regular, entonces 3 £ F. Pero — 32

) = —1. Por lo tanto V es regular.

0 g
6 . .
es equivalente a —1 en F/F2. Asi dV = —1.

3) = 1) Como V es regular entonces Q(V) # 0. Tomando a € F, tal que a € Q(V), es decir,
J a2 eV tal que Q(z) = a. Asi < & > es un sumando ortogonal de V y ademés
regular, de esta manera V =< x >1<y > para algin y ¢ V.
Como dV = —1, entonces —Q(x)Q(y) es un cuadrado no nulo, de esta manera pode-
mos asumir que Q(y) = —«. Entonces

entonces dV = det (

v=(3+ni-n)

— O

) , en efecto

O =

en esta base ortogonal tiene como matriz (

Q5a+0) = 1@ +QW) +25()

(0 — o+ 2B(x,y))

O = x| =
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B(%(ijy),é(x—y)) = L(Q(x)—B(m,y)+B($,y)—Q(y))

por lo tanto V es un plano hiperbélico.

Proposicion 47 Todo espacio reqular isotropo tiene como sumando ortogonal un plano hiper-
bolico. Asi este es universal.

Demostracién. Sea z un vector isétropo en V. Como V es regular, 3y ¢ V con B(z,y) # 0
entonces 'H =< x,y > es un espacio regular isétropo de dimensiéon 2 entonces es un plano
hiperbdlico, ademéas como H es regular, entonces

V=HLH"
Como @ | es universal, entonces ) es universal ya que

QYY) = QHLH
Q(H) + Q(H")
= F+Q(HY)

- F

Proposicién 48 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico reqular, sea e F. Entonces se cumple:
ae Q(V) siy solo si (—a)y LV es isdtropo
Demostracién. Consideremos W = (—a) L V con Q(z) = —a, para algin z ¢ W.

=) Sea x ¢V tal que Q(x) = a entonces

Qz+z) = Q(2)+Q(x) +2B(z, )
= —a+a+0
0

entonces W es isétropo.
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<) Supongamos que W es isétropo. Si V es isétropo este es universal por Proposicion 47,

asi a e Q(V).
Si V no es isétropo, entonces existe x € W tal que Q(z) = 0, donde x = fz+y, con [ € F,
ye V. Asi
QBz+y) = 0
—Fa+Qy) = 0

1

o = Q(y)/ﬁ2=Q<5y) - Q)

Proposicién 49 Seald un subespacio reqular de un espacio cuadrdtico (V,Q), tal que la dimU =
3 yladimV =4. Si el discriminante de ) es 1, entonces

V es isotropo si y solo si U es isotropo
Demostracion.
<) La demostracién es clara.

=) Sea V isétropo y escribamos V = U L UL, por Proposicién 40.

Como dimU* = 1, entonces U+ = (a), con a e Fy Q(z) = o, con x £ V. Asi

V=U L<a> esisétropo

entonces —a £ Q(U) por proposicién 48. De esta manera U = (—a) L P, por Proposicién
38, con P un plano.

De esta manera

V=(-a) LP L (a)

como

1=dV = d{—a)-dP-d{a)
= —a’dP
= —dP
dP = -1

asi P es un plano hiperbdlico. Por lo tanto U es isétropo.

Proposicién 50 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico reqular, U un subespacio de V con Q(U) =0
y {1,292, ...,2.} una base de U. Entonces existe un subespacio H1 L Ho L -+ L H, deV en
el cual cada H; es un plano hiperbolico, con x; € 'H;.
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Demostracion.

a) Sir =1 tomamos y; € V con B(xy,y;) # 0y haciendo H; =< x1,4; > obtenemos que H;
es un plano hiperbdlico con las propiedades deseadas.

b) r > 1 definimos lo siguiente:
sea
ur_1:<l'1,---,$7«_1> y ur:u

entonces U,_; C U, de esta manera U;- C U+ ;.

Sea y, ¢ U+ | — Ut y escribiendo H, =< z,,y, >, obtenemos que
B(y,,w) =0 Yw e U,y

en particular para z;, con 1 <i < r—1. Como B(z,,y,) # 0, asi H, es un plano hiperbdélico
que contiene a x,.

Escribiendo V = H,. L 'H;-, entonces
H, CU,_,
va que y, e U |y x, e UE CUL . Ast
U1 CHy
Aplicando la inductividad a U,_; como subespacio de H:* obtenemos que
Hy LHy Lo LH,—y CHE

con z; € H; para 1 <i <r—1. De esta manera H; L Hy L --- L H, es el subespacio con
las propiedades deseadas.

2.7. Involuciones y Reflexiones

Sea 1y ¢ End(V) la transformacién lineal identidad, es decir

1y2 y =V

T o~
y su inversa aditiva —1y, la cual da el opuesto a todo vector de V, es decir,

—1y1 y =V

T~ —
Claramente £1y, ¢ O,(V) ya que Q(£1y(z)) = Q(z) Ve V.
Definicién 43 Sea o ¢ End(V), tal que o # 1y, diremos que o es una involucion si 0% = 1y,.

Proposicién 51 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico y o € O,(V). o es una involucion si y sdlo
st existe una suma ortogonal deV =U L W para la cual 0 = —1y L 1yy.
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Demostracion.
<) Sio=—1y L 1y, entonces
o = —1y—1y L1ply
= 1y L1y
= 1y

por lo tanto es una involucién. Donde 1y = 1y |y v 1y = 1y |-

=) Supongamos que ¢ es una involucién, entonces o> = 1y. Consideremos las transforma-
ciones lineales 0 — 1y, y 0 + 1y, definidas de la siguiente forma:

c—1y: V =V

r ~w(0—-1W)(z)=0(z) -z
U+1V: y =V

r > (o+1y)(z)=0(z)+z

haciendo U = (o — 1y)(V) y W = (0 + 1y)(V), para x € V tenemos que

z:—%(a—lv)(a:)jté(ajtlv)(x) ceU+W
en efecto,
(o= 1)(@) + o+ 1) (@) - 2 (o(x) — ) + (o(x) + )

de esta manera V =U + W.
Sea y € U, entonces y = (0 — 1y)(x), asi

o(y) = ol(o—1y)(x))

= o’(x) —o(2)

= x—o(x)

= —(0—1)(z)

= Y

para todo y € Y. Similarmente para z ¢ W tenemos que z = (0 + 1y,)(z), entonces
o(z) = o*(z)+o(x)

= z+o0(x)
= (0 + 1))

z
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para todo z ¢ W. Si v e U N W tenemos que

ov) = o)

- = v
20 = 0
v o=

por lo tanto Y N W =0. Asi V =U & W. Ademaés para y e U y z € YV tenemos que

Bly,z) = Blo(y),0(2))

Ast BU,W) = 0. Por lo tanto V =U L W.

De esta manera o es —1;; en U y 1y, en W, por lo tanto

O':—luJ_lw

|
Observacion. U es el conjunto de vectores opuestos de o y W es el conjunto de vectores fijos
de o.

Definicién 44 Sea y €V fijo, tal que y es anisdtropo, entonces se define

Ty VYV =V

una reflexion deV en ).

Proposicién 52 Seay e V, tal que y es anisétropo y o € O, (V), entonces tenemos las siguientes
propiedades:

a) T, es una transformacion lineal
b) T, es una involucion

c) 7y e Op(V)

d) oTyo™t = T4

e) 7t =1,
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Demostracién. Sean x,z ¢V y «a € F entonces

a)
2B(ax + z,y)
Q)
2(B(az,y) + B(z,9))
Qy)
_ ol 2Bly) . 2B(=y)
a ( Qy) y) " Q) "’

= amy(z) +7,(2)

T(ar+2) = (ax+2)—

= (ax+2)—

por lo tanto 7, es una transformacion lineal.
b)
Ty () = 7(ry(x))

- ofr-2e0)

= T1,(x)— 2B(<xy,)y)7_y<y) pero 7,(y) = —y

_ 2B(z,y) 2B(z,y)
(x Q(y) y>+ Qly) "’

=z
Por lo tanto 7 (z) = x, de esta manera 7; = 1y. Asi 7, es una involucién.

c) 1)

_ o 2Bl,y)

Qr(z)) = @( o y)
_ O 2 B y)? . 2Blry)
= Qo+ —ppy QW +2B ( W) y)
_ Ol 2 4Bl y)*  4B(y) o
R T RS T B

= Q)
Por lo tanto 7, traslada la forma cuadratica.

2) Sea z ¢ kerT,

m(x) = 7,(0y) =0y

(IJIOV

asi 7, es una isometria y por lo tanto 7, € O, (V).
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(om0 (@) = o(r(0 (2)))

Llamaremos a 7, la reflexién con respecto al vector y o con respecto a la recta <y >.

Ademas sea = ¢ V, entonces

Ty(z) = 7y(2)
,_ 2By 2By,
Qw '~ QW) 7
B(z,y) , _ Blz,y)
QW) T Q) ’
pero Bcgzﬁ)/), Bcg:)gz;?)/) e IF, por lo tanto
<y > = <y>

asi 7y(x) = 1y (z) siy sélosi ay e <y’ > o viceversa.
En particular hay exactamente tantas reflexiones como vectores anisétropos en V.

Ejemplo 10 Sea 0 € Os(H), con H un plano hiperbélico. Entonces,

o es una reflexion si y solo si o intercambia las dos rectas isotropas.
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a) Sea H =< z,y > un plano hiperbdlico con Q(x) = Q(y) = 0. Consideremos un vector
z =1x — ay para algun o # 0. Luego

B(z,z) = B(z—ay,z— ay)
= 2aB(z,y)

por lo tanto z es anisotropo. De esta manera podemos formar la reflexion 7., donde

B x_2B(x,x—ozy) o
T 0BGy W
= r—x+ay
T.(y) = y—%ﬁ(x—ay)
2B(z,y)
Y- —2ozB(x,y) (LU o Oéy>
= yt+alr—y

Asi toda reflexion en un plano hiperbolico intercambia las dos rectas isotropas.

b) Sea o e Oy(V), tal que intercambia las dos rectas isdtropas, entonces debe ser una reflexion:
o(z) = ay con acF, de aqui la ecuacion
B(z,y) = Blo(z),a(y))
= Bl(ay,o(y))
lleva a que o(y) = a™ @, por lo tanto o = Ty—py.

Finalmente notemos que la accion de o' € O2(V) la cual no es una reflexion esta descrita
por
o'(x)=ax, o'(y)=ay

por lo tanto, toda o’ es de la forma

/
0 = To—yTa—ay

2.8. Teorema de Witt

Teorema 2 Sea U y W subespacios regulares de un espacio cuadrdtico (V,Q). StiU = W,
entonces U+ = W,
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Demostraciéon. Probaremos el resultado por induccién en la dimension de U.

i) dimU = 1. Sean U y W rectas, es decir U =<z >y W =< y > con Q(x) = Q(y) # 0.
Entonces

Qlr +y) +Qz —y) = 2Q(z) +2Q(y) = 4Q(x)

por lo tanto Q(z + y) o Q(x — y) es no nulo. Como W =< y >, podemos intercambiar
y por —y, es decir, W =< —y >, lo cual nos permite asumir que Q(z — y) # 0. Por
consiguiente podemos considerar la reflexién 7,_,. Asi tenemos que

L 2B(x,x —y) .
To—y(T) = Qx —1) (z—y)
pero Qx—y) = Q)+ Qy) —2B(x,y)
= 2Q(z) —2B(z,y)
= 2B(x,z—vy)
asi Q(r —y)

To—y(T) = T— m(x —y) =y

de aqui que 7,_, es la respectiva isometria de la hipdtesis, es decir, 7,_, (U) = W. Sea
w e U*, tenemos que
B(u,z) =0 Veeld

luego 0 = B(u,z)

por lo tanto 7,_,(u) ¢ W*. Asf 7,_, (U*+) € W+, Como dimU* = dim W+, entonces
Ut =w.
ii) dimY > 1. Como U = W y son regulares, podemos considerar

U=U LU y W=W LW}

donde Uy = W, y Ui = Wi, ademds dimU; = 1.
Como V =U L U* y U; = W),, por la primera parte resulta que

Ut Lut=wi L wt
Tenemos Ui~ = Wit y dimU; < dimU, luego por hipétesis de induccién

Ut =w+
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Teorema 3 (Witt) Sean (V,Q) y (V', Q') dos espacios cuadrdticos regulares e isométricos.
Sea U un subespacio de V y o una isometria de U en V'. Entonces existe una prolongacion de
o a una isometria de V) sobre V'.

Demostracién. Consideremos Y =W L radlU y sea {1, xs,...,2,} una base para radld. La
Proposicién 43 nos dice que W es regular y por la Proposicion 50 existe un subespacio

H:HlJ_HQJ_J_HT

del espacio W+ en el cual cada H; es un plano hiperbdlico tal que x; ¢ H,;. Como H es regular,
este es un sumando ortogonal de W+, asi

V=W.1lHLH

donde H* = {z e W* |Vy e H, B(y, z) = 0}. Colocando a(Ud) =U', c(W) =W'y o(z;) = |
para 1 <17 < r, tenemos que

radUU' = o(radU) =< x,2h, ..., 2

T

>

U =W'_Lradld’

Repitiendo el proceso anterior obtenemos una suma ortogonal
V=W LH L(H)"

en la cual

H =M, LH, L-H,

donde los H} son planos hiperbélicos con z} ¢ H;.
De esta manera existe una isometria

T H—H'

la cual coincide con o en cada z; y por lo tanto en rad U, ademds o lleva W en W', por lo
tanto existe una prolongacién de o a una isometria ¢/ = o L 7 de W L H sobre W' L H'.
Como H y H’' son isométricos por 7, el teorema anterior nos dice que Ht y (H’)* son

isométricos. Por lo tanto hay una prolongacién de o a una isometria de V sobre V’.

[ |
Uno puede usar los dos ultimos teoremas para definir un invariante llamado indice a un
espacio regular cuadrético (V, Q).

Proposicién 53 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico regqular, entonces todos los subespacios M
mazximales de V, tal que Q(M) = 0, tienen la misma dimension.



2.8. TEOREMA DE WITT ol

Demostracién. Sea M un subespacio maximal de V tal que Q(M) = 0 y sea M’ otro
subespacio maximal, tal que Q(M’) = 0, y supongamos que dim M < dim M’.

Existe una isometria ¢ de M en M’ donde Q(M) = Q(M’) = 0, asi hay una prolongacién
de o a una isometria 7 de V sobre V por teorema anterior. Entonces

MC M)
pero Q(771(M’)) =0 y M es maximal, entonces M = 77H(M’) luego dim M = dimM’. N

Definicién 45 Sea (V, Q)un espacio cuadrdtico reqular y M un subespacio mazximal totalmente
isotropo. Se define el indice de V como la dimension de M y lo denotaremos por ind )V .

Existe otra forma de mirar el indice. Si descomponemos V completamente en planos hiperbdli-
cos obtenemos una suma ortogonal

V=Hy L ---LH. LYV

con 0 < 2r <dimV y Vp es 0 o anisétropo. Por Teorema 2 vemos que r no depende de la suma
ortogonal realizada y entonces V) es tnico bajo una isometria. La Proposicién 50 muestra que
r es realmente el indice de V. En particular esto prueba que r = indV satisface la inecuacién

0<2indV <dimV

Definicién 46 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico tal que indV = r. Diremos que V es un espacio
hiperbolico si dimy = 2r.

Asi (V, Q) es un espacio hiperbdlico si y sélo si este tiene una suma ortogonal
V=H;L---1LH,

en la cual 1 < r con todos los H; planos hiperbdlicos.



Capitulo 3

Subgrupos Distinguidos del Grupo
Ortogonal

Consideremos un espacio cuadrético regular (V, Q). Mostraremos que las reflexiones de V
generan a O, (V) y haremos un estudio preliminar de ciertos subgrupos de O,(V), estos son:

i) O, el subgrupo de rotaciones.
ii) €2,, el subgrupo conmutador.

iii) Zp, el centro.

3.1. Rotaciones y Simetrias

Consideremos el grupo ortogonal O,,(V) del espacio cuadratico regular no nulo (V, Q) y la
forma bilineal B asociada a ().

Fijemos una base B = {z1,x9,...,x,} para ) y sea M la matriz asociada a B. Consideremos
0¢eO0,(V) yseaT = [o]g la matriz de o en esta base, es decir,

O'([Ej) = Z tij €X;
i=1

entonces {o(x1),0(x2),...,0(x,)} es también una base de V y la matriz asociada a B en esta
base es M, en efecto

(Blo(z:),o(x,))) = (Blziz)) 1<ij<n
= M

Proposicién 54 Sean o & End(V), B una base de V y M la matriz asociada a B en esta base.

oe0,(V) siy sdlo si[o]zgM[o]lg =M

52



3.1. ROTACIONES Y SIMETRIAS 53

Demostracién. Sea T = [0]g, por 2.2 tenemos que M = T*MT, entonces

oe0,(V) & B(o(x),o(y)) = B(x,y) Va,yeV

< (o) (B(xi, 7)) [o(y)ls = [2]5 (B(aiz))) [yls ~ Va,yeV
< ([o]slz]s)" M [o]slyls =[] M [yls  Va,yeV

& [2]T"MTy)s = [z]sMy]s Vr,yeV

& T'MT =M

Q

Corolario 6 Con las hipdtesis de la Proposicion anterior.
¢: 0,(V) = {TeGL,(V)|M=T'MT}
g o8
es un isomorfismo de grupos.

Corolario 7 Sea 0 ¢ O,(V), entonces
det(¢p(c)) = +1

Demostracién. Por la Proposicién anterior, si o ¢ O,(V), entonces M = T*MT, donde
M = (B(z;,z;)) y T = [o]g, entonces

det M = det(T"MT)
det M det(T") det M det T
det M det M (det(T))?
1 = (det(T))?
+1 = det(¢(0))

cuando V es regular.
Denotamos por det(¢(o)) = det(o). [ ]

Si consideramos ahora el determinante como una funcién, es decir,
det : O, (V) — {1}

entonces det es un epimorfismo de grupos y con ntcleo ker(det) = {o ¢ O,(V) | deto = 1}, de
esta manera ker(det) < O, (V), con

0,(V) : ker(det)] =
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Definicién 47 Sea o ¢ O, (V).

1) Diremos que o es una rotacion si deto =1 y sea
Of (V) ={oc0,(V) | deto =1}

el conjunto de rotaciones de V.

2) Diremos que o es una simetria si detc = —1 y sea
O,V)={cec0,(V) | deto = -1}
el conjunto de simetrias de V.

Por Corolario anterior, tenemos que O; (V) es un subgrupo normal de O,(V), ademds

O;F(V),0;, (V) corresponden a las clases laterales, asi tenemos que

0.(V) =0,V U0, (V),  O0;(V)NO, (V)= ¢

Observacion. Como hay tantas reflexiones como rectas anisotropas, entonces el nimero de
reflexiones es al menos igual al nimero de rectas anisotropas. Como hay tantas rotaciones
como reflexiones, entonces el numero de rotaciones es al menos igual al niumero de rectas
anisotropas.

Proposicién 55 Sea (V,Q) un espacio hiperbdlico y o € O, (V) la cual es la identidad en un
subespacio maximal totalmente isotropo de V. Entonces o es una rotacion.

Demostracién. Sea M un subespacio maximal tal que Q(M) = 0 y sea r la dimensién de
M, por lo tanto la dimensién de V es 2r. Por la Proposicién 50 existe otro subespacio maximal
totalmente isétropo N de V tal que V = M @ N.

Para cualquier x ¢ M e y ¢ N, donde o(z) = z se cumple que

B(z,0(y) —y) = B(x,0(y)) — B(z,y)
= B(z,0(y)) — Blo(x),0(y))
-0

por lo tanto o(y) —y ¢ ML

Como M C M+ y la dim M = dim V/2, entonces dim M = dim M=, por lo tanto
M= Mt asi o(y) —y e M.

Tomando una base {xy,xs,..., 7.} de M y una base {yi,y2,...,y,} de N, construimos
B = {x1,z2,...,%r,Y1,Y2,--.,Y-} una base para V), entonces la matriz asociada a o en esta
base, la obtenemos de:

i) o(x;) =2 1<i<r
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if)
olyr) —yr = afzi+Y By, =M
i1 =1

de esta manera ﬁ]’? =0,paral <j#k<r. Asl
o(yr) = Zaf% + Yk
i=1

de esta forma

1 0 0 o o o

0 1 0 o) a2 ab

0] 0 0 1 ol ao? al
571 00 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

y por lo tanto
det o = det([o]p) =1

[ |
Proposicién 56 Seald un hiperplano del espacio cuadrdtico reqular (V, Q) y sea o una isometria

deU enV. Sil es reqular hay exactamente dos prolongaciones de o a 'V y una es una reflexion
compuesta con la otra. St U no es reqular hay exactamente una prolongacion de o a V.

Demostracién. El Teorema de Witt nos asegura que existe una prolongacién oy de o. Con-
sideremos o3 € O, (V). 09 es una prolongacién de o si y sélo si oy Yooy = 1y en U, en efecto,
como o |y= o, entonces

01|u = U2|u
oytoo lu = 1y

Sea p = 0, ! o 0y, entonces

1) U es regular. Sea U+ =< y > con Q(y) # 0, entonces para todo x ¢ U

0 = B(z,y)
= B(p(x),p(y))
= B(z,p(y))
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entonces p(y) € UL, de esta manera p(y) = ay. Asi

Qly) = Qp(y))
= Q(ay)
= a’Q(y)

por lo tanto a? = 1. De esta forma p |;;.= +1,.. Por lo tanto
oco=0loy o oa=0l —0y

y s6lo existen 2 prolongaciones.

Si consideramos 7, la reflexién con respecto a la recta < y >, donde < y > es ortogonal a
U, entonces para u € U tenemos que

oroT,(u) = oy (u—

01(u + 0)
= o(u)

2B(u,y)
Qy) y)

asi, 01 o 7, es la otra prolongacién de o.

2) U no es regular. Demostraremos que p = 1y,. Sea rad(d) = U NU* =< z > con Q(x) = 0.
Por Lema 2 tenemos que Y = W L rad (U), donde W es regular y dimW = n — 2. Por
lo tanto

V=W IW=W l<uz,2> Q) =Q(2) =0

Como p (W) =W y ademés p(z) =z y p(z) = az con o € F, de esta manera

B(x,2) = B(p(x),p(2))
= B(z,az)
= aB(z,2)

asi a =1y p=1y en V. De donde 05 = 07 y asi ¢ tiene sélo una prolongacién.

3.2. Conjunto Generador de O,(V)

En esta secciéon mostraremos que las reflexiones forman un conjunto generador de O, (V).

Lema 3 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico de dimension n y o € O,(V) con la siguiente condi-
cion:

YV x anisdtropo en V = o(x) — x es isétropo en V (%)

entonces n > 4, par, y o es una rotacion.
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Demostracién. Sea n > 3y o € O,(V), tal que cumple la condicién (x). Afirmamos que
Q(o(x) —x) = 0 para todo x € V, y no sélo para vectores anisétropos.

Para esto consideremos un vector isétropo y € V, tal que o(y) # y, de esta manera existe un
plano hiperbdlico H =<y, z > con Q(z) # 0. Por lo tanto

Qy+062) = Qly) +26B(y,2) + °Q(2)
# 0
para ciertos (¢ F. Asf
Qlo(y+pPz) —(y+pP2) =0, Qo) —2) =0
por la condicién (x), luego
0 = Qoly+pz) — (y+ B2))
y) —y+o(Bz) - B2)

o(y) —y) +26B(o(y) —y,0(z) — 2) + fQ(o(2) — 2)
—2)

entonces usando dos de estos valores obtenemos que Q(o(y) —y) = 0 como afirmamos.
De esta forma, existe un subespacio W = (o — 1y,)(V) de V, el cual satisface que Q(W) = 0.
Si consideramos x ¢ V y w € W=, entonces obtenemos

B(z,o(w) —w) = B

(o(z)
= B(o(x),0(w) —w) — B(o(x) — z,0(w) — w)
= B(o(z),0(w) —w)
= B(o(z),0(w)) — B(o(z), w)
= Bz —o(z),w)

Asi o(w) —w e rad V, pero V es regular, por lo tanto
olw)=w, YweW?*

Sea w &€ W+ anisétropo, por la condicién () tenemos que o(w) — w es isétropo, pero esto
es una contradiccién ya que o(w) —w = 0.
Por lo tanto Vw e W, w es isétropo, es decir, QW) = 0. Asi

WCW-CcWhHt=w

Por lo tanto YW = W+=. De esta manera n es par y la dim W = %, por el Corolario 5, lo que
implica que V es un espacio hiperbdlico y ademas WV es un espacio totalmente isétropo. Como
o es la identidad en W+ = W, por la Proposicién 55, ¢ es una rotacién. [ |
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Teorema 4 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico reqular de dimension n. Entonces Yo € O,(V),
o es un producto de a lo mds n reflexiones.

Demostracion. La demostracion se realiza por inducciéon en n.

n =1 Es facil al considerar los elementos de Oy (V).

n>1 a) Sea x anisétropo en V tal que o(x) = x.

La restriccién de o al hiperplano U ortogonal a < x > es un elemento de O,,_1(U).
En efecto, sea y € U, entonces

B(o(y),z) = B(o(y),o(z))
= B(y,z)
= 0

asi o(y) e < x >1= U. Por hipdtesis inductiva, o |;; es producto de a lo mds
n — 1 reflexiones tomadas con respecto a las rectas de U, es decir

9 |U: TerTzg """ Top_y

con T, reflexiones en O, _1(U), 1 <i<n—1.

Cada 7,, tiene una prolongacién natural 7, en ) dada con respecto a su recta
de origen < x; >. Esta prolongacién esta dada de la siguiente forma:
Consideremos V =< x >1 U, entonces v =ax +u eV, con uel, asi

2B(ax + u, x;)

m(ar+u) = ar+u-— 00 T
= ar+u— 2B(u, z,)
Q(;) '
= ar+ 7, (u)

es la prolongacién de 7, a V.
Por lo tanto el producto de las T:éi con 1 < 4 < n concuerda con o tanto en U
como en < x >, asi

O =T, Ty +Te _4 sobreV

Asi o es producto de a lo mas n — 1 reflexiones cuando deja un vector fijo.

Sea x ¢ V anisétropo tal que Q(o(x) —x) # 0
De esta manera existe una reflexion 7,(;)—,. Formando 7,(;)—,0, entonces 7,(y)—20
deja fijo a x, en efecto

(Ta(x)—xa>(x) = Ta(x)—x(a(x»
2B(o(x),0(x) — x)
Qo(z) — x)

(o() — )

= os) -
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Q(o(z) — )
2B(o(x),0(x))x — 2B(o(x), z)x
Q(o(z) — z)
2Q(o(2)) — 2B(0(2),2)
Qo(z) — z)

= X.

Por lo anterior tenemos que 7,(;)—,0 es producto de a lo mds n — 1 reflexiones.
Por lo tanto o es producto de a lo mas n reflexiones.

¢) Sea x € V anisotropo tal que Q(o(z) —x) = 0, es decir, que satisface la condicién
(x), entonces m es par y ¢ es una rotaciéon. Si fijamos una reflexiéon 7 en V,
entonces 7o es una reflexion, por lo tanto no satisface la condicién (x), asi 70 es
producto de a lo mas n reflexiones, por lo tanto o es producto de a lo mas n+ 1
reflexiones, pero ¢ no puede ser producto de n + 1 reflexiones ya que o es una
rotacion y n + 1 es impar.
Por lo tanto o es producto de a lo mas n reflexiones.

Definicién 48 Sea (V, Q) un espacio cuadratico y o € O, (V). El conjunto
V,={zxeV|o(x)=ux}
es el espacio fijo de o.

Ejemplo 11 Sea o ¢ O,(V).
a) Si o= —1y, entonces V, = {0}
b) Sio =1y, entonces V, =V

c) Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico. Sea y € V tal que Q(y) # 0, por lo tanto existe la
reflexion 7, en V, asi

Ve, = {zeV|7(r) =2}
2B(z,y)
Qy)
{zeV|B(z,y)y =0}
= {zeV|B(z,y)=0)}
= <y>Tt

= {zeV]|z— =x}

Por lo tanto el espacio fijo de una reflexion es el hiperplano ortogonal a la recta de la
definicion de la reflexion.
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d) Consideremos el espacio vectorial (R? Q), con
Q: R* =R

obtenemos que
o) = { (o) o) ) (o) ) ) o)
de esta forma R = (0.0)
(5)

Corolario 8 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico y o € O,(V). Si o es producto de r reflexiones,
entonces la dimension de su espacio fijo es al menosn —r.

Demostraciéon. Expresando ¢ como un producto ¢ = 77y -- -7, de reflexiones y sea U; el
espacio fijo de 7; para 1 <4 < r, entonces

UunNtUsN---NU, CV,
por lo tanto basta probar que si U, ...,U, son hiperplanos de V, entonces
dim(U, NUs N ---NU) >n—7
Hagamos induccién en r
a) r =1, por Ejemplo ¢) anterior, es un hiperplano.
b) r > 1,

dim(Uy NUs N ---NU,) = dimUy N ---NU_1) + dim(U,) — dim(Ch N ---NU_1) + U,.)
> n—(r-1)+n-1)—-Mn)=n—r

Corolario 9 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico y o € O,(V), tal que o es producto de n reflexio-
nes. Entonces puede ser expresado como producto de n reflexiones con la primera (o la iltima)
escogida arbitrariamente.

Demostracion. Escribamos o como un producto de n reflexiones, ¢ = 775 -+ - 7,. Sea T una
reflexion cualquiera, entonces por el Teorema anterior 7o puede ser escrito como producto de a
lo més n reflexiones

O =TTyTy - Th
donde r —1 <n << r <n+1. Aqui el detoc = (—1)" y por la hipdtesis det o = (—1)". Por lo
tanto r y n tienen la misma paridad. En particular » < n. Si r < n, podemos poner un niimero

par de 7’s al final de la expresién anterior para o y obtener

O=TTy " T)

Asi podemos elegir la primera reflexion en forma arbitraria. Para el caso de la tltima elegida
arbitrariamente, se procede en forma similar. [ |
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3.3. Peculiaridades en Dimension 2 y 3

El grupo ortogonal de espacios de dimension dos y tres tienen ciertas propiedades especiales
que pueden ser usadas en la teoria general. Incidentalmente la teoria del grupo ortogonal en
dimensién dos es muy diferente de la teoria en grandes dimensiones.

Proposicién 57 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico de dimensién 2, entonces OF (V) es conmu-
tativo.

Demostracién.

a) Sean 7,0 € Oy(V), tal que T es una reflexién y o una rotacién, entonces

TO = Tq
es una reflexién, de esta manera
TOT = TIT
b) Sean o, 0 ¢ OF (V), entonces
ooo ' = TronT por a)

= 101

= 0

Por lo tanto Oy (V) es conmutativo. |

Proposicién 58 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico regular, con 1 < dimV <3 y o e O,(V) tal
que dim V), = d, entonces o es un producto de n — d reflexiones de V.

Demostracién.

I) Supongamos que o es producto de r reflexiones, con r < n — d, entonces
d=dim(V,) >n—r>d
lo cual no es posible.

IT) Probemos que o tiene al menos una expresién como producto de n — d reflexiones.

I)n=1
a) d =0, entonces 0 = —1y, asi ¢ es una reflexién.
b) d =1, entonces o = 1y.
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2) n=2

a)

d = 0, supongamos que existe y ¢ V tal que Q(y) # 0 y 0 = 7, entonces
{0} =V, =<y>"

lo cual no puede ser ya que dim < y >*+= 1, entonces 1y # o # 7,.
Por lo tanto ¢ es una rotacion.

b) d =1, como V, <V de dimensién 1, entonces V, es regular, entonces
VYV =V, L V. Asf 0 es una reflexién con respecto a la recta ortogonal a V,.
C) d= 2, g = 1];.
3) n=3
a) d=0
- Si o es producto de 1 reflexion, entonces dim )V, = 2, lo cual es una contradic-
cion.
- Supongamos que 0 = T,7,, con z,y € V' y Q(y) = Q(x) # 0, asi
Vo = {2eV|n(n(z)) =2}
2B(x, 2) )
= {zeV|nylz———"2) ==
Cevin(:-2Gate) =2
2B(x, 2)
= {z2eV |71z ————71,(r) =2
(zeVIn() - T (@) = )
2B(y,z) ~ 2B(z,z) ( 2B(y, z) )
= {zeV]z— Yy — x — Yy ==z
Vo0 YT oW aw ')~
4B B 2B 2B
- ey (BB 202, 1),
Qy)Q(x) Qy) Q(x)
Asi la dim V), es al menos 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto o es
producto de tres reflexiones.
b) d =1, entonces V, =< z > con = € V. Luego es necesario mostrar que ¢ es una

rotacion.

Supongamos que ¢ es una reflexion, entonces —o es una rotacion, por lo tanto
—o deja fijo un vector, es decir —o(y) = y y o invierte otro, o(z) = —z. Estos
dos vectores son independientes, en efecto, sean ¢,z e V no nulos y o, 3 € IF, tal
que 0(z) = —zy —o(y) = y. Supongamos que ay + Fz = 0, asi

olay+pz) = 0
ao(y)+ Po(z) = 0
fo(z) = a—oa(y)
fz=ay

de esta manera, 2ay = 0, entonces « = 0 y a su vez 5 = 0, por lo tanto {y, z} es
linealmente independiente.
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De esta forma o?(w) = w, para todo w e < y,z >. A su vez 02 es una rotacion;

de esta manera o? = 1, por la Proposicién 56. Asi ¢ es una reflexién y una
involucién, entonces por la Proposicion 51, 0 = —1y, o una reflexiéon, lo cual es
imposible, ya que dim ), = 1. Por lo tanto ¢ es una rotacion.

c) d = 2, entonces V, = P, donde P es un plano, el cual es regular, asi o es una
reflexion con respecto a la recta ortogonal P.

d) d = 3, entonces o es la identidad.

[ |

La ultima Proposicion muestra que para espacios de dimensién 3 el espacio fijo de cualquier

rotacion, distinta de la identidad, es una recta. A esta recta la llamaremos el eje de rotacion. El
conjunto de todas las rotaciones con un eje dado es un subgrupo de OF (V).

Proposiciéon 59 Sea L una recta anisotropa y Oy el grupo de rotacion que tienen como eje a
L, entonces existe un isomorfismo natural de Oy, sobre el grupo OF (L1).

Proposicién 60 Sea L una recta isétropa en un espacio cuadrdtico reqular (V, Q) de dimension
3, entonces existe un isomorfismo de grupos entre (Op,-) y (F,+).

Demostracion. Sea L =< x > con x £ V. Podemos obtener la suma ortogonal
V=<uzy>l<z>

donde Q(z) = Q(y) = 0, B(z,y) = 1. Sea U un plano, tal que Y =< =z >1< z >, donde
radd =<z >.
Consideremos « ¢ F y definamos una funcién

p: U —V
T T

zZ ~war+z
la cual es una isometria, en efecto

B(p(z),p(z)) = B(x,ax+z)
= B(z,ax)+ B(z,z2)
= B(z,2)
El Teorema de Witt nos dice que existe una prolongacién de p a una isometria de V
sobre V), esta prolongacion es inica ya que U no es regular. De esta forma asociamos esta tinica

isometria de V sobre V con «. Esta isometria la escribimos como p, y se define de la siguiente
forma:

Pa: V —V
T o~

Z o~ axr+z
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donde patp = paps v, en particular p, = p? /2 de esta manera p, es siempre una rotacion, con
< x > como el eje de rotacién. Asi obtenemos el homomorfismo definido por:

Ademas,

i)

ii)

¢: F — Ocos
a ~ g
Sea « £ ker ¢, entonces
Pla) = 1y
Pa = ]-V /Z
pa(z) = =z
ar+z = =z
ax 0
a=0 VvV =0

como x # 0, entonces ¢ es inyectiva.
Epiyectividad. Sea o € O3 (V) con V, =< x > y escribiendo
olx) = =
oly) = ar+by+cz
o(z) = de+ey+ fz
como < x,y > es un plano hiperbdlico, entonces B(o(z),0(y)) =1, asi b = 1.

Ademds U =< x >1< z >, entonces e = 0. Si consideramos B = {z,y, z} una base para
V), entonces

1 a d 1 a d
ols=1 0 b e =1 0 1 0
0 ¢ f 0 ¢ f

como el det o = 1, entonces f = 1, asi ¢ queda como
olx) = =
oly) = ar+y+cz
o(z) = dr+z

por lo tanto o en U esta dada como
o(x)=x o(z) =dx+z

asi 0y pg coinciden en U y como U no es regular, entonces o = py. Asi ¢ es epiyectiva y
por lo tanto un isomorfismo

Corolario 10 Toda rotacion en un eje isotropo es el cuadrado de una rotacion en el mismo
eje. Hay al menos una rotacion en este eje la cual no es la identidad.



3.4. EL SUBGRUPO CONMUTADOR DE Oy (V) 65

3.4. El subgrupo conmutador de O,(V)

Denotaremos por €, al subgrupo conmutador del grupo ortogonal O, (V) de un espacio
cuadratico regular (V, Q).

Proposicién 61 El conmutador Q, estd generado por elementos de la forma [1,, 7)) = T7y7, 7,7
Ademdas contiene los cuadrados de todos los elementos de O,(V) y en particular esta generado

por los cuadrados de los elementos de O (V).

Demostracién. Sea G un subgrupo de O, (V) que esté generado por el conmutador
[T, 7] = Tery7, 1 = (727,)%. Para cualquier o € O, (V) tenemos que 07,0~ = T,(y), entonces

O‘[Tx, Ty]O'_l = [Ta(x), Ta(y)]
por lo tanto GG es un subgrupo normal de O, (V). Asi podemos definir la proyeccién canénica

0 0,(V) —0,(V)/G

Tx ~ Ty

y tenemos que [7,, 7,] = 1, es decir, 7,7, = T, 75.
De esta manera, si consideramos o, 90 £ O,(V) y las escribimos en términos de reflexiones,
resulta que
O=TT2 " Tm Y 0= Tm+1Tm+2" " "Tr
tenemos

EEIT_I"'me—I—I"'T_T:Tm—l—l"'TTTl ...Tm:EE

por lo tanto O, (V)/G es conmutativo. Luego

ap = po
opoc—lp~t =1

e G, por lo tanto asi Q, C G, pero G C Q, por definicién. Por lo

de esta manera opo~lp~
tanto G = €Q,,.

Finalmente, sea o € O,,(V), entonces tenemos

T =T T T T =TT T = 1
Por lo tanto 02 ¢ G = Q,,. Asi ,, contiene los cuadrados de todos los elementos de O, (V).
Pero 2, estd generado por lo cuadrados (7,7,)? por definiciéon de G = ,,. Por lo tanto €,
estd generado por los cuadrados de todos los elementos de O;F (V). |
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Proposicién 62 Q,, es también el subgrupo conmutador de O} (V) cuando n > 3.

Demostracién. Sea 2 el subgrupo conmutador de O, (V), solo bastarfa demostrar que es
igual a €2,,.

C) Como O} (V) < O,(V), entonces QF C Q,,.

D) Como £, esta generado por el conmutador [7,,7,], donde 7,, 7, son reflexiones de V. Hay
que demostrar que [7,, 7,] € Q.

Sean x,y € V anisétropo, entonces existe U subespacio regular de dimensién 3 de V, tal
que < x,y > U, en efecto

a) Si < z,y > es regular, existe < x,y > anisétropo, luego
U=<zy>1l<z>

b) Si < z,y > no es regular, entonces rad (< z,y >) =< z >. Asi
<zy>=<T,2>

De esta manera, z e < x >1y Q(z) = 0, luego existe w e < x >* tal que < z,w >
es un plano hiperbdlico, asi
U=<ux2zw>

Por lo tanto

V=U_1l1WwW

Consideremos 7, y 7, reflexiones de U con respecto a x e y respectivamente y 1y € O,,_3(W),
entonces

[Ty Ty = TuTyTuTy
= M7 =T Llw
= (7% L Iw)(=7y L Iw) (=7 L ) (=7 L 1w)

asl —7, es una rotacién, ya que 7, es una reflexiéon, ademas
(T L) (T L1w)=F L1y) =1y L1y) =1y
or lo tanto
P (=7 L1w)™ = (-7 L 1w)
lo mismo ocurre para (—7, L 1,y). Asi [7, 7] es un conmutador de elementos de O} (V).

Por lo tanto [7,, 7,] € Q.
[ |
Observacion. Cuando dimV = 1 el grupo O; es un grupo de dos elementos, de esta manera
su estructura es trivial.

Si dimV = 2 conocemos que OF es conmutativo, luego su subgrupo conmutador es 1y.
Veremos mas adelante que 2, = 1,, si y s6lo si V es un plano hiperbdlico sobre un cuerpo de
tres elementos; en particular la Proposiciéon anterior es cierta para espacios de dimensién dos.

Conocemos que el subgrupo conmutador €2, de O esta generado por el conjunto de cuadrados
de todas las rotaciones; pero este conjunto es un grupo donde O; es conmutativo; por lo tanto
(5 es el conjunto de cuadrados de todas las rotaciones.
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3.5. El centro de O, (V)

Denotaremos como Z,, al centro de O,(V).

Proposicién 63 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico reqular y o € O,(V), la cual deja todas las
rectas fijas. Entonces o = £1y.

Demostracién. Sea z ¢V fijo tal que Q(x) # 0. Sea o € O, tal que o(r) = ax por hipétesis,
entonces

a’Q(z) = Qax)
= Q(o(x))
= Q)

por lo tanto o = 41, ya que a® = 1. Luego para todo z € < x >, tenemos que o(z) = az.

Consideremos {x,y} linealmente independientes, asi tenemos que o(y) = [y para algin
B e F. Queda demostrar que a = 3. Para ello sabemos que, o(z +y) = y(x + y) con v ¢ F, por
hipétesis, asi

ar+ Py = o(z)+o(y)
o(x+vy)
= vz +y)
= yz+7y

por lo tanto aa = vy = f3. [ |

Proposicién 64 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico regular isétropo, donde dim) = n, con
n>3yoeO0y(V), la cual deja toda recta isétropa fija. Entonces o = +1y,.

Demostraciéon. Como V es isétropo, entonces tiene como sumando ortogonal a un plano
hiperbdlico ‘H. Asi
V=HL1H

Notemos que o (H) = H, ya que es generado por dos rectas isétropas.

Probemos que ¢ deja toda recta fija de H> .

Sea z ¢ Ht, tal que Q(z) # 0. Sabemos que (H, Q) es universal, entonces —Q(2) ¢ Q(H),
por Proposicién 32, asi existe x ¢ H tal que Q(z) = —Q(z), ademds x + z es un vector isétropo,
ya que

Qr+2) = Q)+ Q(2) +2B(x, 2)

—Q(2) + Q(2) + 0
0
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luego tenemos que H’' =< x + z,z > es un plano hiperbdlico, entonces existe y ¢ < z >1 H

tal que Q(y) =0y
H =<z+zy><<z>LH

Como o (H') = H', entonces
o(z)e <z>LH

pero o (H) = H, por lo tanto
o(z) LH

Con lo cual tenemos que o(z) ¢ < z >. Por lo tanto o deja toda recta de H* fija. Por
la Proposicién anterior, tenemos que o = +14.1. Podemos suponer que o(z) = z para todo
z e H*, reemplazando o por —o.

Ahora probaremos que o |3= 1. Como o fija las rectas isétropas, ¢ |3 es una rotacion,
como probamos en el Ejemplo 10. Una rotacién en espacios de dimension dos, fija al 0 o a todo
el espacio.

Como z + z es isétropo, entonces o(z + z) = a(x + z), por hipdtesis. De esta manera

art+az=oc(x+z2)=0(r)+=2
entonces

ar+az—z = o(x)
ar+ (a—1)z = o(x) eH

De esta manera o = 1y o(x) = x. Por lo tanto o |= 14. Con esto, hemos demostrado que

g |’H: 1H y g |HL: ]_HL
Luego obtenemos o = +1,,. [ |

Proposicién 65 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico reqular de dimension n, distinto de un plano
hiperbélico sobre un cuerpo de 3 elementos y sea o € O,(V), la cual deja toda recta anisdtropa
fija, entonces o = +1y,.

Demostracion.

n =1 Trivial.
n>2 a) SiV es anisétropo, se sigue por la demostracién de la Proposicién 63.
b) Si V es isétropo.
n =2 Aqui V es un plano hiperbdlico. Si ¢ deja las dos rectas isétropas fijas, en-
tonces deja todas las rectas fijas, la demostracion sigue de la Proposicion
63.

Supongamos que ¢ intercambia las 2 rectas isétropas. Por Ejemplo 10, o es
una reflexién, con respecto a una recta < x >, es decir, o = 7,. Consideremos
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< y > una recta ortogonal a < z > y un vector anisétropo de la forma: z+ay
con « € F. Entonces

ox)=—z o(y)=y olz+ay)=7(+ay)
para algtiin v € F. De esta manera
yr +yay =o(r+ay) = —x + ay

de donde obtenemos que o = 0. En otras palabras < x > y < y > son las
Unicas rectas anisétropas en V. Pero hay al menos cuatro rectas anisétropas
en un plano hiperbdlicos sobre un cuerpo de cinco o mas elementos. Por lo
tanto, nuestra suposicion de que o intercambia las rectas isétropas de V es
inaceptable. Asi o = 1.

n > 3 Todo plano regular en V es generado por 2 rectas anisétropas, por lo tanto
es fijo por 0. Si podemos demostrar que todo vector isétropo x pertenece
a dos planos hiperbdlicos distintos, entonces o(x) pertenece a cada uno de
estos planos y asi en < x >; esto implicaria que toda recta isétropa, asi toda
recta, queda fija por o. Encontremos dos planos hiperbdlicos que contengan
ax.

Existe al menos un plano hiperbdlico H =< x,y > que contiene a x dado
que V es regular.

Tomando un vector no nulo z ortogonal a H, entonces H' =< z,y + z >
es otro plano hiperbdlico que contiene a x y distinto de H. De esta forma
o(x) e <z > para todo z isétropo.

Por lo tanto, como ¢ deja toda recta fija, de la Proposicién 63, obtenemos
que o = %1y,

Proposicién 66 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico reqular. Entonces Z, = {xly} con una
unica excepcion, cuando V es un plano hiperbolico sobre un cuerpo de tres elementos. En este

caso Zy = O5(V).
Demostracion.
D) Claramente +1y, € Z,.

C) Sean 0 € Z,, y < x > una recta anisétropa en V), entonces consideremos la reflexién 7, asi
_ -1 _
Ty = 00T 00 = = Ty()

Por lo tanto o(z) ¢ <z >. De esta manera o deja toda recta anisétropa fija, asi 0 = +1,,
por Proposiciéon anterior.
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Veamos el caso en que V es un plano hiperbdlico sobre un cuerpo de tres elementos.
Aqui V contiene dos rectas anisétropas distintas, por lo tanto O5 (V) contiene dos reflexiones

distintas, de esta manera |Oy(V)| = 4 y todo grupo de orden cuatro es conmutativo.
|

Corolario 11 O,(V) es conmutativo en exactamente dos casos, cuandon =1y V es un plano
hiperbolico sobre un cuerpo de tres elementos. En otro caso, no es conmutativo.

Demostracion. Miremos el caso de n > 1.
Aqui V tiene 2 o més rectas anisétropas (por ejemplo, las rectas en una base ortogonal) y
de esta manera O, (V) tiene a lo menos orden 4. En particular O,,(V) # {£1y}. |

Corolario 12 O/ (V) es conmutativo cuando n = 1,2, para n > 3 no es conmutativo.

Demostracién. La conmutatividad de O (V) es evidente, para OF (V) ya estd probado en la
Proposicién 57.

Para n > 3, tenemos que 2, # 1y, ya que O, (V) no es conmutativo, pero €, es el subgrupo
conmutador de O (V). Por lo tanto O (V) no es conmutativo. [ |

Proposicién 67 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico reqular. El centralizador de €, en O, (V) es
Z,, cuando n > 3.

Demostracién. Tomaremos o ¢ O, (V) tal que conmute con todo elemento de €2,, y probaremos
que o € Zy,.

1) Sea V anisétropo. Probaremos que todo plano queda fijo por o y asi probar que deja toda
recta fija y por Proposiciéon 63, o = +1.

Consideremos un plano P en V y sea V =P L W la correspondiente suma ortogonal de

V.

Como P es anisotropo, este contiene a lo menos 3 rectas anisétropas, de esta manera
OF (P) tiene a lo menos 3 rotaciones; en un espacio de dimensién 2 existen exactamente
dos involuciones que son rotaciones, las cuales son +1p; de esta manera existe p e OF (P)

tal que p? # 1y.
Considerando p = p L 1y, entonces W es el espacio fijo de p?, ya que

prW)=p" L1y (W) =W
ademads V2 = {0} y

Voop2es-1 = {zeV]oop®oo l(z) =ux}
= {zeV|[p*o }(2) =07 ()}
= {zeV]oHa)e W}
= o(W)
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pero p* € 2, entonces o0 0 p? o 0~ = p? por hipdtesis, de esta manera V2 = o(W).
Por lo tanto c(W) = W y asi o(P) = P. El resultado es consecuencia inmediata de lo
anterior y la Proposicién 63.

2) Sea V isétropo. Por la Proposicién 64 es necesario probar que o deja toda recta isétropa
fija. Para esto consideremos < x > una recta isétropa, entonces existe un plano hiperbdlico
H =< x,z > con Q(z) = 0y a su vez un subespacio regular U de dimensién 3 de V), el
cual contiene a < x >.

Tomando la suma ortogonal V = U L W. Por el Corolario 10, existe p ¢ O5 (U) la cual
tiene como eje a < x >y p* # 1y.

Colocando p = p L 1)y, entonces
Vor=<z>1LW
donde V,; =< x > y ademads

Vooprer1 = {yeV]oop?oal(y) =y}
= {yeVIp*o ' (y) =0 (v)}
= {yeV|o 'y e <z>1LW}
= <o(x)>LaW)

1

pero p2 € €, entonces 0 0o p% o 0~ = 52 por hipétesis, de esta manera

Vi =< o(z) >L a(W).

Por lo tanto
<ox)>LoW)=<z>LW

por Proposicién 38, tenemos que

rad(<xz>1W) = rad(<z>)+radV)
= <zr>

asi, < o(z) >=< x > y entonces o(x) = z, por lo tanto o deja toda recta isétropa fija.

Corolario 13 Sea n > 3. Entonces el centro de O (V) es OF (V)N Z, y el centro de Q,, es
QN 7Z,.
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3.6. Representacion Irreducible de (),
El siguiente resultado muestra que V, es una representacién irreducible de €2,,.

Proposicién 68 Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico reqular de dimension n, conn >3 yU un
subespacio de V donde 0 CU C V), entonces existe o € Q,, tal que o(U) # U.

Demostracion.

1) U es regular.

Consideremos la suma ortogonal ¥V = U L W y consideremos la involucion —1;; L 1yy.
Entonces, existe o € €, la cual no conmuta con —1;; L 1y, ya que el centralizador de €2,
en O,(V) es {£1y}.

Supongamos que o(U) = U, entonces 0 =7 L p, con 7 e O,(U) y p e O, (W), de esta
manera
(T 1 p)(—lu 1 1w) = (—11,{ 1 1w)(T 1 p)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto o(U) # U

2) U no es regular.
Reemplazando U por rad(U), si es necesario, para asumir que Q(U) = 0.

Sea x ¢ U, luego existe y € V, tal que H =< z,y > es un plano hiperbdlico, luego existe
2 ¢ H* anisétropo, entonces
T=x<zxzy>l<z>

es regular, tal que U N T =< x >.

Por Corolario 10, existe o € OF (7) la cual es el cuadrado de una rotacién en 7 y cuyo
espacio fijo es < y >. Colocando @ = ¢ L 1y y como o = p?, para algtn p € OF (T),
entonces

ag=(pL1lw)pLlw)
asi @ es el cuadrado de una rotacion y por lo tanto pertenece a €2,,.

Sabemos que 7(z) = o(x), ademés
ox)eT sio(x)el
por lo tanto o(z) e < x >, entonces o deja fijo a H y al vector y, pero el espacio fijo de

oes <y >, luego o(U) #U. -

Proposicién 69 Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico reqular, el cual no es un plano hiperbélico
sobre un cuerpo de 3 elementos y ae Q(V).

i) St # 0, entonces existe una base {x1,xs,...,x,} de V, tal que Q(x;) = a.

ii) Si'V es isétropo, entonces existe una base {x1,xs,...,x,} deV, tal que Q(x;) = 0.
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Demostracion.

n=1 SiV =<z > regular, luego Q(z) = a # 0.
n =2 Si V es un plano hiperbdlico, el resultado es evidente.

Si V es anisotropo, entonces sea x € V tal que Q(x) = a. Considerando 7 la reflexion
con respecto a la recta, la cual no es igual a < x > ni tampoco ortogonal a < z >,
de esta manera {x,7(z)} es una base con las propiedades deseadas.

n >3 Sea z eV — {0}, tal que Q(x) = a.
Sea U un subespacio de V, tal que

U=<{p(z)[peQ}>

Entonces o(U) = U,V o € Q,, asi U =V, por la Proposicién anterior. Por lo tanto
podemos encontrar oy, 09, ...,0, € €, tal que {o1(x),02(x),...,0,(x)} es una base
de V.



Capitulo 4

Representacion Natural del Grupo
Ortogonal

En este capitulo, realizaremos la representacién natural del Grupo ortogonal en espacios
cuadraticos (V, @), en dimensién 2 y 4, sobre el cuerpo finito F,,.

4.1. Representacién Natural de Oy(V)

4.1.1. YV un plano isétropo

Por la Proposicion 46, consideraremos un plano hiperbolico ‘H sobre un cuerpo de ¢ elemen-
tos, IF,. De esta manera H =< ey, e5 >, tal que Q(e;) = Q(e2) = 0.
Por el Ejemplo 10, tenemos que

0 0 « ,
02(H) = {( 8 C_l ) ) ( C_l g ) | CE Fq} = {7-81—@277-81—82 O Tey—Ces | Cg IE?q}
Consideremos una descomposicion de ‘H, dada de la siguiente forma:
H - Oani U Oiso U {0}

donde
Ouni ={2e H—{0} | Q(2) # 0} vy Oiso = {w e H — {0} | Q(w) = 0}

y en nuestro caso:
Oam' = {ael + ﬁ62 | Oé,ﬁ € FZ}

Oiso ={aej |aeF,y j=1,2}
Sea la accién por evaluacion de Oy(H) en H, dada por:
O;(H)xH —H

(o,2) ~0-x=0(x)

74
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Notacién. A los elementos de O,y = {ae; + fey | a, 3 € F}, los denotaremos como (a 3).

Lema 4 O,,;, bajo la accion por evaluacion de Oy(H), no es transitivo.
Demostraciéon. Consideremos
Ox={(ap) e Ouni | af = A, con e F,}

1) Sean z e O, e y e O,,, con A\ # \s.

Entonces si O,y,; fuese transitivo, existiria o € O2(H), tal que o(z) =y, entonces

Q(z) = Qo(2))
= Qy)

luego A\ = Ag, lo cual es una contradiccion.
2) Ahora probaremos que O, es transitivo. Sean (« (), (v 0) € Oy, luego

A =ANYW=A=>F=a"]AANS ="'\

(% ) (%)= (50

Ademas, podemos describir a O, de la siguiente forma:

entonces

Or={(axa™)|acF;}

De esta manera consideraremos Og,; = |J O,, donde O, es transitivo.
AeF¥
q

Descomposicién de L?*(0))

Para poder conocer las subrepresentaciones de L?(0)), primero debemos saber cuantas hay.
La siguiente proposiciéon nos entrega un resultado de gran utilidad, para conocer este niimero.

Proposicién 70 Sea A € F}, entonces

| OA X O)\/OQ(H) |: _—

Demostracién. Sean («a 3), (v 0) € O,, entonces

Oaprvoy = (- (aB),0-(7v0)) | oeOs(H)}



4.1. REPRESENTACION NATURAL DE O,(V) 76

1) Como O, es transitivo, existe o ¢ O2(H) tal que, o - (o 5) = (1 ), en efecto,

(5% ()= (3)
(550 ) 3) = 057) = (6 ) = G

ya que 76 = \. Sea € = 71, de esta manera

ademas,

O(a 8).v 8) = O((1 N, (e A1)

2) Ahora si miramos el estabilizador de (1 \), es decir

o (LX) = (1))

/10 (0 A
7=\ o0 1 © 7=l 0

c-IN)=1N A o-(ara)=(a"" )

obtenemos que

asi tenemos que

Por lo tanto
Oa y@ra1) = On a1 ra)

donde (a Aa™!) = (a™! \a) si y sélo si o? = 1.
De esta manera, un sistema de representantes para esta orbita, esta dado por
I={{a,a '} ae F,}
denotaremos por @ a los elementos de I, es decir

I={a={a,a '} |acF;}
Notemos que @ = a~!, de esta manera obtenemos que #1I = q_j2t_1 Asi

Ox x Ox/O3(H) = {01 a)(a ra-1y) | @ e T}

y por lo tanto
1
04 x 0,/0x(H) |= L=
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De esta manera la dim(End(L?(0,))) = q—2k_1’ lo cual nos dice, que si

t
L*(0)) = @ m;V;
i=1
donde V; son subrepresentaciones irreducibles de L*(O0,) y m; su multiplicidad respectiva, en-

tonces .
St =15
; ! 2
=1

Tabla de Caracteres

Sea (L%(0,), p) la representaciéon natural de Oy(H), es decir,

p: Oy(H) — Aut(L*(Oy))
o ~ pe L0y — L*(Oy)

5((1 da—ly 2 5o(a Aa—1)
entonces el caracter de p esta dado por:

Xp: O2(H) —C
o~ Tr([ps]s) = #(Fizs(0)))

donde B es una base de L*(0,) y
Fiz,(0y) = {(a da™) | o(a da™) = (a Aa™)}
De esta forma, calcularemos el caracter en cada elemento del grupo:

a) Xp(Loyry) = dim(L*(0y)) = q — 1
b) Sea ¢ F; — {1}, luego

xp(ﬁ ﬁql) - #{(:)ﬁy)e@”(ﬁ ﬂql)(i):(i)}
- #{(:L"y)s@”(ﬂﬂ_f ):(y

y
= #{(zy) e Ox| fr =z}
=0

8
N———
—

ya que fzx = x implica que § = 1 y esto es una contradiccion.
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c) Sea [ ¢ I}, entonces

vl 0) = #leveon (o) (3)-(0))
< fenean () (1))
- wfewon (5)- ()]
como (z y) € Oy, entonces
Byxy = A

y2 — )\6—1

lo cual tiene solucién si y sélo si AG™! es un cuadrado, es decir, que exista a ¢ F,, tal que
a? = \37L, por lo tanto

Xﬁ(ﬁql g)

Notacién. Definimos el conjunto de los cuadrados como:

O={a*|aecF,}

2 A3~ ! es un cuadrado
0 AB7!mno es un cuadrado

De esta manera, la tabla de caracteres queda como

oo (5 52 )| (5 0)| (% 0)
O2(H) 0 6_1 6_1 0 -1
F? Fr
6 € FZ - {1} )\g—gl EqD )\ﬂﬁ_f ¢qD
Xp| ¢—1 0 2 0

Claramente tenemos

_ 1 _1\2 q—1
<XP7XP> - |02(H)‘ <(q 1) _'_4( 2 ))
1
= m((q—l)(QﬂLl))
qg+1

2

Observacion. Esto muestra que las subrepresentaciones de L?(0,) y L*(O,,) son isomorfas, si
y s6lo si Ay es un cuadrado con A, p e Fy, ya que tienen la misma tabla de caracteres.
Ademas si Au no es un cuadrado entonces

q—1

< XPA7XPM >= 2
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Construcciéon de los Nicleos
Consideremos Oy x Oy = _UILIO“ donde Uy, = O yyaray e I ={a@={a,a”'} |acF}}.
o€
Definamos la funcion caracteristica:

Kai O)\XO)\ — C

1 (z,w)eU,
(z,w) v»{ 0 (znu)z "

el hecho que (z,w) = ((#1 22), (w1 we)) € Uy, implica que existe o € Oz(H) tal que:
o - (1 )\) = (Zl 22)

o-(aXa™) = (w; wsy)

0 ¢
¢t o

Kai O)\XO)\ — C
1 w=zna00w =z

((21 22), (w1 w2)) ~ { 0 en otro caso

si consideramos o = < ), obtenemos que w; = z0 0 w; = z;o~ . De esta manera

1

asi definimos el siguiente operador de entrelazamiento:
¢a: L*(On) — L*(0))
5(21 z0) 7 ¢a(5(21 22)) = Z Ka((wl w2>7 (Zl 22))5(1111 w2)

(w1 wa) € Oy
= 5(21(1 zoa~1) + 5(21(1*1 2201)
como z1zo = A, entonces

- 5(z1a Az10)1) + 5(2104’1 Azra—1)71)

Por Proposicion 15, tenemos que los espacios propios de ¢, son subrepresentaciones irreducibles
de L2 (Oani) .

Otro resultado importante, es el hecho que {K,, | « € I'} sea conmutativo, lo cual en nuestro
caso sucede. Esto sucede ya que las orbitas son simétricas, es decir,

Ko(z,y) = Ka(y, v)

y de esta forma

K,* Kg(z,y) = Z K, (x,2)Kp(z,y)

ze Oy
= Ka(z,2)Kp(y, 2)
= Kps(y, 2)Ka(z,2)
= Ks* K,(y,2)
= Kp* Ko(z,y)
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Por lo tanto, si
t
L2(O)\) = @m,vz
i=1

entonces

1

De esta manera, podemos enunciar la siguiente proposicién:

Proposicién 71 Sea x : F; — C*, un homomorfismo. Se define
fo="Y_ X(@)dara)
aceFy

entonces
U, =< fy, x>

es una subrepresentacion irreducible de L?(O))

Demostracién. Sélo nos queda demostrar que U, es estable, para todo o € Oz(H).

Sea f\ € U,, entonces

pU(fX) = pPo ZX(OOé(a)\a*l)

*
aeIFq

= Z x(@)py (5(a Aa*l))

*
aceFy

= Z X(@)d(o-(a Aa—1))

*
as]Fq

a) Sio= ( g Vql ), con 7y ¢ 7, entonces

<g 791 ) < e ) - ( )\(o(j;y)—l ) = < Ag_l ) donde 8 = ay

de esta manera

po(f) = D X(@)(o(ara)

*
acelFy

= > X(By a1

BeFy
= x(r™) D x(B)ds sy
BeFy
= x(r"fx
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b) Sio = 0 7 con v ¢ F?, entonces
7_1 0 ) q’
0 7~ o o Aot 3 _ B .
(7_1 0)()\a_1)_< ay! =\ g ; donde 8 = My«
asi tenemos que
pcr(fx) = Z X(O‘)é(o-(a Aa~1))
aeFy
= > X(MB)dE s
BeFy
= x(M) D X(B7)d(s 1)
BeFy
= x(M)fx
Entonces, para f = 0f, + nfy, tenemos que:
. ([~ O
a) Sio= ( 0 A1 )
pcr(f) = H/fx + W/f7
e U,
. 0
b) 810:(7_1 g)
pcr(f) = H/fy + W/fx
e Uy
De esta manera
po(f) €Uy, Ve OuH) ¥V f el
Por lo tanto U, es una subrepresentacién de L?(O,). |

Observemos que la dimensién de U, se desglosa de la siguiente forma:

1) Si x =1, al cual denotaremos como 1, entonces la dim(Uy) = 1.

2) Definimos
sgn: F, — C*

B ngn(ﬁ):{ -1 840

de esta forma, si x = sgn, entonces la dim (U, ) = 1.
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3) x? # 1, entonces dim(U,) = 2.

Proposicién 72 Sea A €

i)
L*(Ouni) = €5 L*(0))

AsIF;

LXHOy) =Uy @ Usgn, & | & U,

we JF:;
HFER

donde

1
SgNN sgn(3) sgn(BA)

Descomposicién de L?(O;,,)
Para esto, recordemos que
.
Oiso = {aei | aqu ytr= 172}
y la accion por evaluacién

O2<H> X Oiso - Oiso

(U, a€z‘) ~ U(Oéﬁ’z‘)
naturalmente tenemos la accion

* 1 02(H) X (Oiso X Oiso) - (Oiso X Oiso)
(0, (aei, Fe;)) v (o(aei), 0(e;))

La cantidad de dérbitas la tenemos en la siguiente proposicion.

Proposicién 73

‘ Oiso X Oiso/02(H) |: 2((] - 1)

Demostraciéon. Sean ae;, Be; € O;s,, entonces

Olae; pej) = {(0(aei), 0(0¢;)) | o ¢ O(H)}

Como O, es transitivo, existe o € Oz(H), tal que o(ae;) = e;.
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a) Sii = j, entonces
O(aei,ﬁej-) = Oler,2er) para algin A e IF:;
b) Sii # j, entonces
Olae; e;) = Oler res) para algin A e I}
Por lo tanto
Oiso X Oiso/OZ(H) - {O(El7>\€1)> O(el7>\€2) | )\ 19 F;}
donde
O(el,)\el) = {(Oéej, >\Oé€j) ‘ (e F;}
O(El7>\62) = {(O‘eia )\Oé_lej) | o€ FZ, 7 7'é ]}
asi
| Oiso X Oiso/O2(H) |=2(q — 1)
[ |

Construccion de los Nucleos
Para O, »e,) definimos el nticleo por:

K(el,)\el) . Oiso X Oiso — C

1 (aey, Pej) e Oler per)
e, Be; Ko, pen (e, Bej) = P LAl
( B ]) 7 Ber, A )( 5 ]) { 0 (aei,ﬂej) ¢ 0(617>\61)

es decir,

K(el,)\el) : Oiso X Oiso —C

|1 B=laei=7
(Oéei,ﬁej) ~ K(el,kel)(o‘ei’ﬁej) o { 0 en otro caso

Luego

¢(61,)\61): Lz(Oiso) _>L2(Oiso)

60161' ~ ¢(61,)\61) (60161') = Z K(el,)\el) (ﬁeja aei)dﬁej
/Bej € oiso

= 5)\*10462-

es un operador de entrelazamiento.
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Si realizamos un procedimiento parecido para las érbitas O, ie,), obtenemos el siguiente
operador de entrelazamiento:

¢(61,)\62): Lz(Oiso) _>L2(Oiso)

6aei ~ ¢(61,)\62) (6aei) - Z K(el)\eg) (ﬁeja Oé€i)55€j
ﬁej € Oiso

= 5)\(1*16]'
Proposicion 74 Sea x : F;, — C*, un homomorfismo, entonces

Uy =< fy, 9y >

es una subrepresentacion irreducible de L*(O;s,), donde

fx = Z X(a)6a61 gx = Z X(a)6a62

* *
asIFq aeIFq

Demostracién. Nos queda demostrar que U, es estable. Para esto sea f = 0f, + 6'g, ¢ U,
con 0,60 ¢ C. Entonces

po(f) = po(0f+0gy)

- 0 Z X(@)po (bae,) | +6 Z X(@)po (Gae,)

as]F; ae]F;
= 0 Z X(@)do(aery | +0 Z X (@) s (aes)
as]F; as]F;

. 0 p
a) Sio= ( 51 0 ), entonces

olae)) = afey; y o(aey) =af e

entonces

pe(f) = 0 D x(@)basesy | +6 | D x(@)S(ag-1er)

* *
acelFy acelFy

0 Z X(Vﬂ_l)é(wez) + ¢’ Z X(Vﬂ)é(wel)

veF} v eF;

= (9/X(ﬂ)) Z X(fy)é('ya) + (9X<6_1>> Z X(V)é('yw)

v e Fg veF;

e U,
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b) Sio = ( /(6) ﬁql ), entonces

olae)) = afe; y o(aey) =ap ey
entonces

po(f) = 0 ZX(Q)é(aﬁm) +0 ZX(O‘)(S(aﬁ”ez)

* *
aan aan

= 0 Y x(B8 Vo0en | 8 [ D x(1)d0e

veFy v e Fy

= (OB | D XxWMdgen | +OXB) | D X(Ndae)

veFy veFy

e U,

De esta manera

pa(f) CUy Vo Ou(H), ¥f e Uy

Por lo tanto U, es una subrepresentacién de L?*(O;s). El hecho que sea irreducible, sale de
lo siguiente:

1) Si consideramos < f, > como posible subrepresentacién de L*(O;s,), por a), de la prueba
anterior, obtenemos que < f, >C< g, > y viceversa, por lo tanto < f, > o < g, > no
son estables.

2) Sea f eU,, tal que < f > es estable. Por lo tanto
f = fx + ng

con # ¢ C. Aplicando a), de la demostracién anterior, obtenemos que

U(f) = U(fx) + Ha(gx)
= X(B)f+ HX(ﬂ_l)gx (4.1)

de esta manera o(f) ¢ < f >, y por lo tanto < f > no es estable, si y # X.

Por lo tanto U,, es una subrepresentacién irreducible de L?(O;s,), para x # X. [ |
Corolario 14 Por 4.1, tenemos que
<fito> vy < fyr—gy>

son estables si x =X.
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Proposicién 75 La descomposicion de L*(Oys,) es:

L Oiso) =< f1 £91 > ® < fagn £ gogn > & | & 2Uy
x e F%
X#Yq
Demostracién. Solo nos queda ver la multiplicidad de U,,.
Si miramos la tabla de caracteres de U, obtenemos lo siguiente:

‘ Te1—fes ‘ Tei—ez © Ter—PBes

U 0 [x(B)+x(B7

Este resultado aparece en la demostracion de la Proposicién anterior, de donde obtenemos que,

(7., 5oy lB = < X(g_l) X(Oﬁ) ) Y [Prey—egore, pey)B = ( X(Oﬁ) X(g_l) )

donde B = {f,, g, } es una base de U, . De esta manera la tabla de caracteres de Uy, obtenemos

‘ Te1—PBe2 ‘ Ter—ez © Te1—PBes
U | 0 [ x(B)+x(B71) =x(8) +x(B7)
de esta forma
U, = Uy
asi 5
| Oiso X Oiso/O2(H) |=2(q — 1) = 17 + 12 + 12 + 12 + 2° (q%)
[ |

Resumen

1° Describimos Oz(H), con H =< ey, ey > v Qe + fes) = af.

02(H> = {( 8 <(—)1 ) ) ( C(zl g ) ‘ ga‘ FZ} = {Tel_<3277-31—62 OTel—Ce2 ‘ Cé’:‘FZ}

2° Descomponemos H en oOrbitas.
H = Ouni UOis, U {0}
H = R UIF*OA UO;5,U {0}

3° Representacién Natural de L?(H).

LA(H) = P L*(Ox) & L*(Ois) & L*({0})

AsIF;
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4° Descomposicién en subrepresentaciones irreducibles.

Lz(O)\) = ull D usgnA ¥ @A Z/{M ; Ae FZ
pelg
BER

Lz(oiso) =< fll j:gll > D < fsgn =+ Gsgn > @ @A QUX
e F%
X

4.1.2. YV un plano anisétropo

Sea 2 la extensién cuadrética de F, y 6 un no cuadrado en F,. Definimos el espacio
cuadratico anisétropo (F2, N), dado por:
N: Fp —F,
a+eb ~ a®— b
con € = 4.

Observacion. Sabemos, por teoria de cuerpos finitos, que 72 es ciclico, de esta forma, existe
ac Fzg, tal que

a’l =1
(CLQ—I)Q-FI —
por lo tanto ¢'~Y, con t =0,1,2,...,q, son las ¢ + 1 soluciones de 29! — 1 sobre Fg.

Si consideramos la funciéon conjugado, es decir
—: Fp —Fp
v U

la cual es un automorfismos de cuerpos, tal que deja fijo a IF,.
De esta manera, si v e F 2, es solucién del polinomio az?® + Bz + ¢ sobre F,, entonces

0 = av’+pv+c
av? + B0+ ¢

obtenemos que v es la otra soluciéon de este polinomio.
Ademas, tenemos que:

(v+u)? =v+ul
de esta forma

(av® + Bv + ¢)? = 0°
a()? + Bl +c=0
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asf, v7 es también solucién de aw? 4 Bz + ¢, por lo tanto

vi=7

Proposicién 76
O2(Fp) ={pueFpe | N(u) =1}

Ademds

| O2(Fg2) [=q+1
Demostracién. Consideremos A = {pne Fp | N(u) = 1} y definamos

¢p: A — End(Fp)
oo~ hy i Fpe —Fe
U~
Es claro que ¢ es funcién
1) Homomorfismo. Sean p,v ¢ Ay w e Fp2, entonces

h(w) = pvw

hu(vw)

= hyu(h(w))
= hy o hy(w)

ast hy, = hy o h,. Por lo tanto

2) Inyectividad. Sea
ker(s) = {ne Alhy=1s,)

{peAlh,(v)= If (v) VveFgp}

= {peAlpw=v VveFp}
= {peAlv(p—1)=0 VoveFp}
= {1}

asi es inyectiva.

Ademés, para v € [F 2, tenemos que

N(h(v)) = N(uv)

[
=
=
=
<



4.1. REPRESENTACION NATURAL DE O,(V) 89

entonces h,, traslada la forma cuadratica, también tenemos que
ker(h,) = {veFp|h,(v)=0}
{veFpe|p=0}
= {0}
de esta manera h, € Oy(F2).
3) Epiyectividad. Sea 0 € Oy(F,2) y consideremos p = o(1) € F 2, demostraremos que
hy=0  YveFg

Como Fp» es un espacio vectorial sobre [, con base B = {1, e}, entonces solo bastaria
demostrar lo anterior en esta base.

Para todo a € F,, tenemos que

hy(a) =ap=aoc(l) =o(a)

Solo queda ver, que sucede en €. Para esto, sea v € F2, entonces

N(o(v)) = N(v)
N(e(v))N(w)™ =1
N(o()w™) =1

de esta manera, o(v)v~!
algiin v € A, entonces

=voo(v) = v, con ve A Supongamos que o(€) = ve, para

o(l+e) = w(l+e)
wHrve = w4 we

como {1, €} es base de F,2, entonces pp = w = v. Asi o(e) = o(1)e.

De esta manera

hoy(€) = o(1)e
Por lo tanto

De esta manera ¢ es un isomorfismo de grupos.

Si consideramos a N como:

N : IFZQ —
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por la Observacién anterior, obtenemos que | ker(N) |= ¢ + 1, como ker(N) = A, entonces

| O2(Fg2) [= g +1

|
Corolario 15
Oy(Fp2)  es conmutativo
Demostracién. De la demostraciéon anterior, obtuvimos que ker(N) = O3(F,z). Como
ker(N) < F;,. Entonces Oy(F,2), es conmutativo. |

Notacién. Para los elementos h;, ¢ O2(F,2), los denotaremos simplemente como p, entendiendo
que

pv = hy(v)
Sea
02 (Fq2) X qu — qu
(1, ) ~
la accién natural de Oq(F2) en F .
Proposicién 77 F 2, con la accion natural, tiene q orbitas.
Fae o .
e )\EIF;OA U {0}
con Oy ={veFp| N()=A}, con \e[F;.
Demostracion.

i) Seaue Oyyve Oy, tal que A # N, entonces si F2 fuese transitivo, existiria p e O9(F2),
tal que pu = v, entonces

lo cual es una contradiccion.
ii) Sean w,z e Oy, es decir N(w) = N(z) = A, como A ¢ F;, entonces

N(w) = N(z)
Nwz™t) =1
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luego wz™! & Oq(F,2) entonces w = uz, para algin u € Oz(Fpz2). De esta manera, sea

velF e tal que N(v) = A, entonces
O = {w | 1= OulF)}

Ademés
‘ O)\ ‘: q—+ 1

Asi obtenemos
Fae )
P \ EIF; O, U {O}

Descomposicién de L?(0,)
Para esta seccion, consideraremos a A € .

Proposicion 78 Sea v € Oy fijo, entonces
O\ X OA/O2<Fq2) = {O(v,/w) | e 02(Fq2>}

de esta forma

| Ox X Ox/Oq(Fg2) |= g+ 1
Demostraciéon. Sean u, w ¢ O,, entonces

Ou,wy = {(pu, pw) | 1 Oo(Fg2)}
Como O, es transitivo, podemos suponer que pu = v, con v € O,, entonces

u= vu!

de esta forma

Hw = vu " w

ahora
N 'w) = (N(u)"'N(w)
=1
entonces u~'w = v, para algin v ¢ Oy(F;2) Por lo tanto
Ow,w) = O para algin v € Oq(F2)

Asi
O\ X OA/O2<Fq2) = {O(v,/w) | e 02(Fq2>}

de esta manera
| Ox X Ox/Oa(Fg2) |= g+ 1

Como O,(F;2) es conmutativo, tenemos que la dimension de las representaciones irreducibles

es igual a 1.
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Proposicién 79 Sean x : Oz(F2) — C*, un homomorfismo y v e Oy, entonces

U, =< Z X (1) 0w >

ne O2(F 2)
es una subrepresentacion de L*(O).
Demostracién. Sé6lo queda ver la estabilidad de U,. Para esto, sea f = > x(1)du0,
pe O2(F 2)
entonces
po(f) = oo | D X(1)d
pe O2(F 2)
= Z X(:u)pu (5,uv>
pe O2(F 2)
= D X
me O2(F 2)
haciendo & = vu, tenemos que
pl(f) = > X'
§ g Oz(Fqg)
= Xt Y x(©de
5 € Oz(Fqg)
e U,
Por lo tanto U,, es una subrepresentacién de L*(O)) |
Proposicién 80
roy= @ u,
pe O@)
Demostracién. De la Proposicién anterior obtenemos que U, con p e O(F,2) son todas las
subrepresentaciones irreducibles de L?*(O)). [

4.2. Representacién Natural de O4()V)

Nos interesa en esta seccién determinar todas las representaciones irreducibles, que aparecen
en la descomposicién de la representacion natural, asociada al conjunto de las rectas isétropas
en V, para los casos V="H L H' oV ="H L Fp, donde H, H son planos hiperbélico y F,2 es
el plano asociado a la extensiéon cuadratica de F,.



4.2. REPRESENTACION NATURAL DE O,(V) 93

Para lo anterior definimos

L = {l <V |l esuna recta isétropa}
= {<z>[Qx) =0,z # 0}

el conjunto de las rectas isétropas.

4.2.1. YV suma de dos planos hiperbdlicos

Consideremos (H =< e1,e5 >, Qx), (H' =< e3,e4 >, Q), los respectivos planos hiperbdli-
cos, donde

Qu: H —TF,
(af) ~ap
analogamente para Q7. De esta manera (V, QQy L Q3) es nuestro espacio cuadrético. Ademas
la forma bilineal asociada a @) es:

B((z,y, z,w), (a,b,¢,d)) = %(:)jb + ya + zd 4+ we)

De la seccién anterior obtuvimos que todo vector anisétropo, en un plano hiperbdlico, es de
la forma (o Aa™") y para los isétropos tenemos que son (0 a) o (a 0), con o, A € F.
El conjunto de rectas isétropas esta contenido por:

ha) = <(1,0,c,0) >

lro(a) = <(1,0,0,c) >

I3y = <(0,1,,0) >

I(a) = <(0,1,0,c) >
s(@,8) = < (1,,8,—F"a) >

ademds < e; >, < ey >, < e3>, < eq >, con a, e Fy. Luego tenemos que
#L=4+4(¢— 1)+ (¢—1)*= (¢ +1)*

Proposicién 81
| 0s(V) |= 2¢%(q = 1)*(q + 1)°

Demostracién. Consideremos la siguiente accion
O,(V)x(LXxL) —(LxL)
(o, (1,1)) ~ (o(l),0(l'))

de esta manera
| O4(V) [=] Owpy | - | Stabay |

Aplicaremos este resultado al elemento (< e; >, < ey >).
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1) Calculemos | O(<¢,>,<e,>) |- Para ello veremos lo siguiente.

Sea 'H =< ey, ey >, un plano hiperbdlico, luego por Teorema 2 de Witt, tenemos que el
conjunto de los planos hiperbdlicos es transitivo, ya que,

sean Hi, Hao <V, dos planos hiperbdlicos, luego

c: Hy — Hy
es una isometria, luego

c: Hy —V

es una isometria y por Witt, existe g € O4(V), que cumple con o(H;) = o(H1) = Ho.

De lo anterior, basta contar los posibles pares de rectas, tal que estas rectas forman planos
hiperbdlicos, es decir, los pares (< =z >, < y >), tal que B(x,y) # 0.

Observemos que (< z >, <y >) # (< y >, < x >). De esta forma contaremos en un
sentido y después amplificamos por dos para obtener la cuenta total de estas posibles
combinaciones.

a) Caso del tipo (I1,(3), tenemos que

B((1707a70)7(170707/8)) % 0
af # 0
por lo tanto, existen (¢ — 1)? posibles pares, con (Iy,l3). Considerando (I, 1), obte-
nemos 2(q — 1)? posibilidades.
Esta cantidad se repite en: (I1,13), (lo,l4) v (I3,14).

b) Caso del tipo (I, ;). Tenemos que

B((1,0,0,0),(0,1,0,8) # 0
1+

asi, existen 2(q — 1)(¢ — 2) posible pares
Lo mismo ocurre, para (I3, [3).

C) (ll,l5).
B((1,0,a,0),(1,3,7,—B7™") # 0
B—afyt # 0
Bl—ay™) # 0  comofB#0
1 # ay!

por lo tanto obtenemos 2(q — 1)?(¢ — 2) posibilidad. Esto se repite con (la,15), (I3, 15)
y (147 l5)
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d) Con (< e; >,l3) obtenemos 2(¢ — 1) posibilidades. Esto también ocurre con:

(< €1 >,l4), (< €2 >,ll), (< €2 >,l2), (< €3 >,l2), (< €3 >,l4), (< €4 >,ll) y
(< €4 >,l3)
(

e)

< e1 >,l5). Aqui tenemos

B((1,0,0,0),(1,8,7,=8y"") # 0
B # 0

entonces, existen 2(¢ — 1)? posibilidades. Lo mismo ocurre para:

(< eg >15), (<es>l5)y (<eq>,l5)

£) (s, 15).

B((].,Oé,ﬁ, _aﬁ_l)’(]v’%aa _75_1)) 7é 0
a+y—pyt—adBt #£ 0 colocando u = 36"
all—u ™ +v(1—-u) # 0

i) u= 0. Este caso es imposible, ya que 3,9 ¢ F}.
ii) w =1, implica que 0 4+ 0 # 0, lo cual es una contradiccién.
iii) u > 1, entonces u, tiene (¢ — 1)(q — 2) posibilidades. Asi de

a(l —u ™) +v(1—u)#0

obtenemos en total (¢ — 1)%(q — 2)2.

g) Por ultimo, nos que (< e; >,< ea >), (< ea >, < €1 >), (< e3 >, < e4 >)y
(< ey >,<e3z>).

Por lo tanto, de la suma de a), b),...,g) obtenemos que
| Ocers <ens) |= *(a+1)
2) Ahora, calcularemos el orden de Stab(<c,> <e,>) en O4(V). Sea
Hy = Staby, L O3(H') < 04(V)

a) Sea o € Hy, entonces

a 0 0 «
a-(oa_l)J_T 0 U_<a_10)J_T

donde 7 € O3(H’). Entonces

((g 91)J_T)(<el>,<eg>):(<el>,<eg>)

«
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pero

(( aql g)Lr) (<ep><e>)=(<e > <e >)

De esta manera
a 0
o= ( 0 ol ) L7

fija a (< e; >, < ey >), para toda 7 £ Oy(Ha)

b) Sea 0 € Stab(<e, >, <c,>) ¥y Supongamos que o(e3) = ae; + Bez + yez + dey, entonces

0 = B(61,63)
= Blo(er), o(e3))
= B(el, aep + 562 + YEs + 564)
= ey

por lo tanto § = 0. Ahora si lo hacemos para es, es decir

0 = B(eg,e3)
= Blo(ez), o(e3))
= B(eg, aep + 562 + YEs + 564)

= Q€9

obtenemos que o = 0. De esta manera o(e3) = yes + dey. Ahora si suponemos algo
parecido para o(ey), obtenemos que o(ey) = v'e3 + §’e4. De esta manera o(H') C H/,
por lo tanto o € Hy.

Por lo tanto
‘ Stab(<e1>,<e2>) ‘: 2((] - 1>2

De esta manera
| O4(V) |=2¢°(q — 1)*(q + 1)*

Proposicién 82

| Lx L/O4(V) |=3

Demostracién. Por lo anterior, tenemos que O(<¢,> <¢,>) contiene a todos los pares de rectas
que generan planos hiperbdlicos, o de otra forma, contiene a (< x >, < y >), tal que B(x,y) # 0.

Por lo tanto solo nos queda ver que sucede con aquellas rectas, en las cuales B(x,y) = 0, es
decir, rectas ortogonales.

Para esto consideremos Q¢ > <ey>) = {(0(< €1 >),0(< ez >)) | 0 O4(V)}.

Supongamos que (o(< e; >),0(< ez >)) = (< x >, <y >), entonces existe una isometria

T:< €1, >—< x,x/ >
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tal que Q(z') = 0, reciprocamente existe
i< ez, eq >—<y,y >
De esta forma 7 L 7/ :V =< z,2’ > 1< y,y' >, la cual pertenece a O4(V). Por lo tanto

Olcersicess) = {(<x>,<y>) | B(z,y) =0y x #y}
Asi
Olcersicers) = (<o >, <2 >) | Q(z) =0}

y por lo tanto
L x 5/04(V) = {O(<e1>,<e1>)7 O(<e1>,<62>)7 O(<e1>,<63>)}

y asi

| L X L/Oy(V) |=3
[
Notacion. Sean [,!' ¢ L.
Si [, 1’ son ortogonales, lo denotamos por [ 1 I’, en caso contrario lo denotamos como [ } I'.

Construcciéon de los Nucleos

Consideremos B = {4, | l ¢ L*(£)} una base de L*(L£). Entonces para cada una de las érbitas,
construimos la funcién caracteristica, dada por:

K(l,l’): LxL —C

1 (li,l2) € Oy
l l PONY K ’ l l - ’
(l, 1) iyl l2) { 0 (I1,ls) ¢ Ouw

De esta forma construimos los respectivos operadores de entrelazamiento, dados por:
a) Para la orbita O(<c,> <¢,>), tenemos que su operador asociado es simplemente 12(z).
b) Para O(<c,> <c,>), Obtenemos

¢y LAL) — L*(L)
51 ~ <Z5,L(5l) = Z K(<e1>,<e2>)(l/= 1)51'

el
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c) Para O(<c > <e;>), Obtenemos

¢1: LAL) — L*(L)
0; ~ QSJ_((SI) = Z K(<e1>,<63>)(l/a l)él’

Para calcular las subrepresentaciones de L?*(L), utilizaremos la Proposicién 15, junto al
operador ¢, .

Proposicién 83 L%*(L) se descompone como:
L*(L) =V,
donde V,, son los espacios propios asociados a ¢ .

Demostracion. Primero realizaremos unos cédlculos previos, teniendo en cuenta que
¢ = alpg) + BdL + vdy, para todo ¢ un operador de entrelazamiento de L?*(L).

a) Calculemos «, 3,7 ¢ C, tal que ¢ = alpegy + BoL +7Py.

¢ (0cer>) = Z ¢1(01)

ll<er>

= 2. D

ll<eyr> V1l

donde el conjunto de rectas ortogonales a < e; > son
{<(1,0,0,0) >, < (1,0,0,) >, < e3 >, < ey >| a e Fy}
de esta forma obtenemos que
1 (0cers) = (2q1r2c) + (@ — 1)o1 4+ 2¢y)(0<er>)

como d..,~ es base de L*(L), entonces
01 = 2q112() + (q — 1)br + 204
Si realizamos un calculo parecido para ¢y o ¢, obtenemos que

Gy(dp1) =qdL +2(q—1)py
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¢l = ¢1(s0)
2901 + (g — 1)@ + 20 (¢1)
= 2¢(q =112+ (g +1)%0L +6(q— )¢y

Resolviendo el sistema

¢t = 2qliz) + (¢ — D)oL +2¢y
¢ = 2q(q—Dlee) + (g +1)°¢1 +6(qg—1)gy

obtenemos que

¢1 = 3(g = 1)o7 +2(¢" — g + 1oL +4q(q — 1)1rzey = 0

de esta forma el polinomio anulador de ¢ es:

By, () = (z = 2¢)(z + 2)(z = (¢ = 1))

Ahora
tr(l¢.ls) =0

dado que ¢, , no tienen puntos fijos, asi
2¢dim Vo — 2dimV_y 4 (¢ — 1) dim V(4—1) = 0

ademas
dim Vg + dim V_y 4+ dim Vj,_1) = (¢ + 1)?

de esta forma obtenemos que

dimV,, = 1
dimV., = ¢
dim ‘/(q—l) = 2(]

Luego
L*(L) = Vog @ Voo ® Vig—1)

4.2.2. VY suma de un plano hiperbdlico y un plano anisétropo

Con las notaciones anteriores, tenemos que (H L Fp2, Q3 L N) es nuestro espacio cuadrético,
con

1
B((z,y, z,w), (a,b,c,d)) = §(xb + ya) + z¢ — dwd

la forma bilineal simétrica asociada a Q).
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De esta forma, el conjunto de rectas isétropas es :
L={<e > <e><(l,-a*+3%a,B8) > a,fcF;a=0Y3=0}

Ademads tenemos
H#L=q +1

Para encontrar la descomposiciéon en subrepresentaciones irreducibles, trabajaremos en forma
similar al caso anterior.

Proposiciéon 84

| Lx L/O4V) |=2

Demostracion. para calcular este niimero, primero veremos las rectas ortogonales y no or-
togonales. Para esto, tenemos que

(61,62) 7’é 0
Bley, (1,—a*+ 6% a, 8)) # 0
B(es, (1,—a* + 6%, a,3)) # 0
9 9 0 a=a,0=">
B((1,—a* + 68, a, 3), (1, —a® + 6b*,a,b)) = {

¢ F* en otro caso
q

por lo tanto, £ es un conjunto con rectas no ortogonales entre ellas.
De esta forma, por Witt, tenemos que O, <e,>) contiene a todos los pares de rectas, las
cuales son no ortogonales y O¢,> <, >) contiene las rectas ortogonales a si mismas. Asi

L x 5/04(1}) = {O(<61>,<61>)7 O(<e1>,<e2>)}

y por lo tanto

‘ L x £/04(V) ‘: 2

Proposicién 85
LX(L)=Uy @ (Uy)™*

Demostracion. Como ya sabemos, Uy el espacio constante, siempre se encuentra en la des-
composicién de L?(X), con X un conjunto finito. De esta manera, por la Proposicién 14,

L*(L) =Uy ® (Uy)*"

es la descomposicién en subrepresentaciones irreducibles de L?(L). n
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