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Tabla de Śımbolos

F∗ Grupo multiplicativo del cuerpo F

(V, Q) Espacio Cuadrático V, con Q la forma cuadrática asociada
L(V,W) Conjunto de transformaciones lineales de V en W
End(V) Conjunto de transformaciones lineales de V en V
GLn(V) Grupo General Lineal del espacio vectorial V, dimV = n
On(V) Grupo Ortogonal del espacio vectorial V, dimV = n
M ≡ N M es equivalente con N (pág. 25)
V ≍ N N es la matriz asociada a V
V ∼= V ′ σ : V → V ′, con σ un isomorfismo, V y V ′ son isométricos
〈N〉 Espacio vectorial con N como matriz asociada
dB(z1, z2, . . . , zm) Discriminante de los vectores z1, . . . , zm (Def. 34)

Ḟ Conjunto de los α ε F, tal que α 6= 0

Ḟ2 Conjunto de los β ε Ḟ, tal que existe α ε F, donde β = α2 (cuadrados)
V ⊥ V ′ Suma ortogonal de V y V ′ (Def. 36)
U ⊕W Suma directa entre U y W
U⊥ Complemento ortogonal de U (Def. 38)
r
×
i=1
Vi Producto interno directo de los espacios Vi

radU Radical del espacio U (Def. 38)
Vσ Espacio fijo de σ sobre V



Introducción

La presente tesis estudia el grupo de las transformaciones lineales biyectivas, que preserva
o deja invariante una forma cuadrática en espacios vectoriales de dimensión finita sobre cuer-
pos finitos, llamadas transformaciones Ortogonales. Entre los elementos más caracteŕısticos del
grupo ortogonal, estudiaremos algunos invariantes, un conjunto generador, la posibilidad de
levantar isometŕıas y algunos de los subgrupos notables.

Para finalizar este estudio se obtiene, en la Proposición 68, que un espacio vectorial V es una
representación irreducible de On(V) y utilizando los resultados de las proposiciones anteriores,
obtendremos algunas representaciones irreducibles del grupo O2(V) y O4(V) al descomponer las
representaciones naturales.

Para conseguir esto, en el Caṕıtulo 1, entregamos las nociones básicas de álgebra lineal y
de representación natural de grupos finitos y de esta manera introducimos las notaciones y la
terminoloǵıa necesaria para el desarrollo de esta tesis.

En el Caṕıtulo 2, definimos los elementos básicos para introducirnos a las formas cuadráticas,
entre ellos matriz asociada, suma ortogonal, el complemento ortogonal y el radical en V, los
cuales se definen en estos espacios vectoriales. Otros elementos de gran importancia son los vec-
tores isótropos y anisótropos, los vectores isótropos permiten construir los espacios hiperbóli-
cos, necesarios al momento de descomponer un espacio vectorial en suma ortogonal de espacios
hiperbólicos, además con ellos construimos el ı́ndice; y por otra parte, los anisótropos, que sirven
para construir reflexiones, las cuales forman un conjunto generador de nuestro Grupo Ortogonal.
Para finalizar este caṕıtulo, enunciamos el Teorema de Witt, de gran utilidad al momento de
levantar una isometŕıa a todo el espacio.

Iniciamos el Caṕıtulo 3, destacando en On(V) el subgrupo de las rotaciones O+, para después
pasar a estudiar los subgrupos conmutador y el centro, en forma especial entregamos resultados
en dimensión 2 y 3. Como resultado adicional obtenemos que un espacio vectorial V es una
representación irreducible del grupo ortogonal.

Para finalizar, en el Caṕıtulo 4, construimos las representaciones naturales de los grupos
O2(V) y O4(V), en cada uno de ellos descomponemos las órbitas y aplicamos métodos geométri-
cos para encontrar la descomposición expĺıcita de los espacios de representaciones irreducibles.

En el caso de O2(V), tenemos dos posibles espacios, el hiperbólico o el anisótropo, cuan-
do V es un espacio isótropo, descomponemos su representación natural en dos naturales, la
primera formada por el conjunto de los vectores anisótropos y la otra por el conjunto de los
vectores isótropos, trabajando cada una por separado. Aśı obtenemos una descomposición total
en subrepresentaciones irreducibles.

Para el caso de O4(V), tenemos dos posibles espacios, el formado por una suma de dos planos
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hiperbólicos y el otro formado por un plano hiperbólico suma ortogonal con un plano anisótropo,
en cada uno de estos casos encontramos su descomposición.

Cabe destacar, que para encontrar las subrepresentaciones irreducibles de la representación
natural del grupo, hemos usado la estrecha relación que existe entre las órbitas que se obtiene
al actuar el grupo sobre el conjunto y los operadores de entrelazamiento.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Los resultados expuestos en este caṕıtulo, se pueden encontrar fácilmente en textos rela-
cionados con Algebra Lineal y de Teoŕıa de Representación de Grupos Finitos, en particular
utilizaremos [2] y [3].

1.1. Algebra Lineal

En todo lo que sigue, F denota un cuerpo.

Definición 1 La traspuesta M t de una matriz M = (ai j) ε Mn×m(F) es la matriz de Mm×n(F),
la cual posee en la posición (i, j) el coeficiente aj i.

Proposición 1 Sean M y N matrices, tal que el producto MN este bien definido, entonces

i) (MN)t = N tM t

ii) Sea M una matriz de n× n entonces, det(M) = det(M t)

Si M ε GLn(F), entonces
(M−1)t = (M t)−1

Definición 2 Diremos que V es un F-espacio vectorial, si (V,+) es un grupo abeliano y además
existe una función

· : F× V → V

(α, v)  αv

tal que para todo u, v ε V y α, β ε F, se cumplen los siguientes axiomas:

i) α(u+ v) = αu+ αv

ii) (α + β)v = αv + βv

iii) (αβ)v = α(βv)

iv) 1Fv = v

7
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Ejemplo 1

a) Sea Fn = F× F× · · · × F (n veces) un F-espacio vectorial, con las operaciones usuales:

i) (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

ii) α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn)

b) Sea FX = {f : X → F | f es una función}, FX es un F-espacio vectorial con las siguientes
operaciones:

i)

f + g : X → F

x  f(x) + g(x)

ii)

αf : X → F

x  αf(x)

Definición 3 Sea U un subconjunto no vaćıo de V. Diremos que U es un F-subespacio (o
simplemente subespacio) vectorial de V si se cumple:

i) u+ v ε U , para todo u, v ε U

ii) αu ε U , para todo u ε U y α ε F

Definición 4 Sean v1, v2, . . . , vm vectores de un F-espacio vectorial V. Diremos que v es una
combinación lineal de los vectores v1, v2, . . . , vm si y sólo si existen escalares α1, α2, . . . , αm ε F,
tal que

v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αmvm

Sea S un subconjunto no vaćıo del F-espacio vectorial V. Se define

< S >=

{
n∑

i=1

αisi | si ε S, αi ε F, n ε N

}

como el subconjunto de V formado por todas las combinaciones lineales de los elementos de S.

Proposición 2 Sea S ⊆ V, entonces < S > es un subespacio vectorial de V.

Definición 5 El subespacio vectorial < S > de V se llama el espacio generado por S.
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Definición 6 Sea S = {v1, v2, . . . , vm} un subconjunto de V.

i) Diremos que S es linealmente dependiente si y sólo si, existen escalares no todos nulos
α1, α2, . . . , αm ε F, tal que

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αmvm = 0

ii) En otro caso diremos que S es linealmente independiente, es decir,

Si α1v1 + α2v2 + · · ·+ αmvm = 0, entonces α1 = α2 = · · · = αm = 0

Proposición 3 S es linealmente independiente si y sólo si, no existe v ε S que es combinación
lineal de elementos de S − {v}.

Definición 7 Un subconjunto ordenado B de V se dice una base de V si:

i) B es linealmente independiente

ii) B genera a V

Proposición 4 Sea V un F-espacio vectorial. Sean J ⊆ S subconjuntos no vaćıos de V, tales
que J es linealmente independiente y S genera a V. Entonces existe una base B de V, tal que

J ⊆ B ⊆ S

Corolario 1 Todo conjunto linealmente independiente está contenido en una base.

Proposición 5 Sean B = {v1, v2, . . . , vn} y B′ = {w1, w2, . . . , wm} dos bases de V, entonces
n = m.

Definición 8 Sean V un F-espacio vectorial y B una base de V.
Si B es un conjunto finito, entonces se define la dimensión de V como el cardinal de B, lo

cual denotamos por dim(V).

Proposición 6 Sea B = {v1, v2, . . . , vn} una base del F-espacio vectorial V y v ε V, entonces
existen únicos escalares α1, α2, . . . , αn ε F tales que

v = αv1 + α2v2 + · · ·+ αnvn

Definición 9 Conservando las notaciones de la Proposición anterior. Se define las coordenadas
de v ε V, respecto a una base B, como la matriz [v]B ε Mn×1(F) definida por:

[v]B =




α1

α2
...
αn



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Definición 10 Sea B = {v1, v2, . . . , vn} y D dos bases del F-espacio vectorial V. La matriz
cambio de base [Id]DB es la matriz de Mn(F) cuya i-ésima columna es [vi]D.

Proposición 7 Sean B y D dos bases de V y v ε V. Entonces

i) [Id]DB [v]B = [v]D

ii) [Id]DB es invertible, donde ([Id]DB )−1 = [Id]BD

Definición 11 Sean U , W dos subespacios del F-espacio vectorial V. Se define la suma de U y
W como:

U +W = {u+ w | u ε U , w εW}

Definición 12 Sean U , W dos subespacios del F-espacio vectorial V. Diremos que V es una
suma directa (interna) de los subespacios U y W si:

i) V = U +W

ii) U ∩W = {0}

Denotaremos a esta suma como:
V = U ⊕W

Proposición 8 Sean U , W dos subespacios de un espacio vectorial de dimensión finita, en-
tonces

dim(U +W) = dim(U) + dim(W)− dim(U ∩W)

En particular
dim(U ⊕W) = dim(U) + dim(W)

Definición 13 Sean U1,U2, . . . ,Ur subespacios del espacio vectorial V. Diremos que V es la
suma directa de U1,U2, . . . ,Ur si se tiene:

i) V = U1 + U2 + . . .+ Ur

ii) Ui ∩ (U1 + U2 + . . .+ Ui−1 + Ui+1 + . . .+ Ur) = {0} para todo i

Definición 14 Sean V, V ′ dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre F. Diremos que
la función f : V → V ′ es una transformación lineal (o función lineal) si para todo u, v ε V y
α ε F, se tiene:

i) f(u+ v) = f(u) + f(v)

ii) f(αv) = αf(v)
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Sean V, V ′ dos espacios vectoriales de dimensión finita. El conjuntos de todas las transfor-
maciones lineales de V en V ′ es un espacio vectorial de dimensión finita sobre F. Este conjunto
lo denotamos por:

L(V,V ′)

Cuando V = V ′, la composición de transformaciones provee una multiplicación en L(V,V)
la cual hace de este, un anillo con identidad; entonces usamos

End(V)

La multiplicación por escalar y la multiplicación de anillo en End(V) cumple la siguiente
propiedad:

α(ϕψ) = (αϕ)ψ = ϕ(αψ)

para todo α ε F y toda ϕ, ψ ε End(V), aśı End(V) tiene estructura de una F-algebra.

Definición 15 Las transformaciones lineales invertibles en End(V) forman un grupo llamado
el Grupo General Lineal y se denota por:

GLF(V), GLn(V), o GL(V)

donde dimV = n.

Definición 16 Sean V, V ′ dos espacios vectorial sobre F y sean B = {v1, v2, . . . , vn}, D bases
de V y V ′ respectivamente. La matriz asociada a φ ε L(V,V ′) respecto a las bases B y D, es la
matriz [φ]DB de Mm×n cuya i-ésima columna es [φ(vi)]D.

Proposición 9 Sean φ, φ′ ε Hom(V,V ′), ψ ε Hom(V ′,W) y B, D, C bases de V, V ′, W respec-
tivamente. Entonces

i) [φ]DB [v]B = [φ(v)]D (v ε V)

ii) [αφ+ φ′]DB = α[φ]DB + [φ′]DB (α ε F)

iii) [ψ ◦ φ]CB = [ψ]CD[φ]DB

1.1.1. Diagonalización

Proposición 10 Sean φ ε End(V) y B, D dos bases del espacio de dimensión finita V, entonces

det([φ]B) = det([φ]D)

Notación. Sean φ ε End(V) y B una base de V. Se define el determinante de φ como

detφ = det([φ]B)
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Definición 17 Sea φ ε End(V), donde V es un F-espacio vectorial de dimensión n y B una
base de V.

i) Un vector no nulo v ε V, se dice un vector propio φ si existe α ε F, tal que φ(v) = αv. El
escalar α se llama valor propio.

ii) El polinomio det([φ]− xIdn) ε F[x], se llama polinomio caracteŕıstico. La ecuación
det([φ]B − xIdn) = 0, se llama ecuación caracteŕıstica de φ.

Definición 18 Si α ε F es un valor propio de φ ε End(V). Definimos el espacio propio Vα

asociado a α, como el Kernel del endomorfismo φ− α1V , es decir

Vα = {v ε V | (φ− α1V)(v) = 0}

= {v ε V | φ(v) = αv}

Proposición 11 Sean α1, α2, . . . , αm los distintos valores propios de φ ε End(V) y v1, v2, . . . , vm

los respectivos vectores propios. Entonces {v1, v2, . . . , vm} es un conjunto linealmente indepen-
diente.

1.2. Representación Natural de Grupos

Sea X un conjunto finito y G un grupo. Sea · una función de G×X en X, es decir:

· : G×X → X

(g, x)  g · x

Se dice que · es una acción si y sólo si

i) e · x = x

ii) g · (h · x) = (gh) · x ∀ g, h ε G y ∀x ε X.

En esta situación, decimos que G actúa sobre X o que X es un G-conjunto.

Si G actúa sobre X, entonces actúa sobre el espacio vectorial

C
X = {f : X → C | f es función}

del siguiente modo:
∗ : G× C

X → C
X

(g, f) g ∗ f

donde
g ∗ f : X → C

x (g ∗ f)(x) = f(g−1 · x)
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Una base para CX es {δx | x ε X}, donde

δx : X → C

y  

{
1 x = y
0 x 6= y

Proposición 12 Sea g ε G, entonces

g : CX → C
X

f  g ∗ f

es un automorfismo.

De esta manera

ρ : G → AutC(CX)

g  ρg : C
X → C

X

f  ρg(f) : X → C

x f(g−1 · x)

es llamada la representación natural de G.
En general tenemos lo siguiente:

Definición 19 Se dice que (V, ρ) es una representación lineal de G si y sólo si

ρ : G→ AutC(V)

es un homomorfismo de grupos.

Proposición 13 Sea X un conjunto finito, entonces

ψ : CX → C
|X|

f  
∑

x ε X

f(x)ex

es un isomorfismo.

Observación. Consideremos el producto interno canónico de Cn, definido como:

F : Cn ×Cn → C

(x, y)  F (x, y) =

n∑

i=1

xiyi

donde x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn).
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La Proposición anterior, nos permite definir un producto interno para CX , dado como:

< , >: CX × CX → C

(f, h)  
∑

x ε X

f(x)h(x)

el cual es invariante bajo G, es decir,

< ρg(f), ρg(h) >=< f, h > ∀ g ε G

Notación. Denotaremos por L2(X) a CX .

Definición 20 Sea G un grupo finito y (V, ρ) una representación de G.
Se dice que (U , ρ) es una subrepresentación de (V, ρ) si y sólo si

i) U ≤ V (subespacio vectorial)

ii) (∀ g ε G)(ρg(U) ⊆ U)

Definición 21 Sea (V, ρ) una representación del grupo finito G. Se dice que (V, ρ) es una
representación irreducible si y sólo si las únicas subrepresentaciones de V son las triviales, es
decir, (V, ρ) y ({e}, ρ) son las únicas subrepresentaciones de V.

Proposición 14 Sean (L2(X), ρ) la representación natural de G, (U , ρ) una subrepresentación
de L2(X) y < , > un producto interno invariante, entonces (U⊥, ρ) es también una subrepre-
sentación de L2(X), es decir,

L2(X) = U ⊕ U⊥

donde
U⊥ = {f ε L2(X) |< f, h >= 0 ∀h ε U)}

Definición 22 Sean (V, ρ), (W, σ) dos representaciones del grupo G y φ ε Hom(V,W). Dire-
mos que φ es un operador de entrelazamiento si ∀ g ε G el siguiente diagrama

V

V

W

W

ρg σg

φ

φ

�

conmuta, es decir,
ρg ◦ φ = φ ◦ σg ∀ g ε G
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Notación. Sean (V, ρ), (W, σ) dos representaciones del grupo G. Entonces

HomG(V,W) = {φ : V → W | φ es un operador de entrelazamiento}

EndG(V) = {φ | φ ε HomG(V,V)}

Definición 23 Se dice que las representaciones (V, ρ) y (W, σ) son isomorfas si y sólo si existe
τ : V → W un isomorfismo, el cual satisface la siguiente identidad:

ρg ◦ τ = τ ◦ σg ∀g ε G

Proposición 15 Sea (V, ρ) una representación del grupo G. Sea φ ε EndG(V) y α un valor
propio de φ, entonces

ρg(Vα) ⊆ Vα ∀ g ε G

donde Vα es el espacio propio asociado a α.

Proposición 16 Sea G un grupo, X un conjunto no vaćıo tal que G actúa sobre X, entonces

· : G× (X ×X)→ X ×X

(g, (x, y)) (g · x, g · y)

es una acción de G sobre X ×X.

Definición 24 Sea X un G-conjunto. Se define el conjunto de núcleos

N(X,G) = {K : X ×X → C | (∀x, y ε X)(∀ g ε G)(K(g · x, g · y) = K(x, y))}

Observación. Sea K ε N(X,G), entonces

w, z ε O(x,y) ⇒ K(w) = K(z)

Definición 25 Sea O una órbita de la acción de G en X×X. Se define la función caracteŕıstica
en la órbita O, como:

K : X ×X → C

(x, y)  

{
1 (x, y) ε O
0 (x, y) /ε O
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Definición 26 Sean K ε N(X,G) y {δx | x ε X} una base de L2(X), entonces definimos

φK : L2(X) → L2(X)

δx  
∑

y ε X

K(y, x)δy

un operador de entrelazamiento. En forma general

φK : L2(X) → L2(X)

f  
∑

y ε X

K(?, y)f(y)

Proposición 17 Sea X un G-conjunto, entonces

ψ : EndG(L2(X)) → N(X,G)

φ → Kφ

φK ← K

es un isomorfismo.

Teorema 1 (Maschke) Toda representación (V, ρ) de un grupo G es suma directa de repre-
sentaciones irreducibles

Corolario 2 Toda representación (V, ρ) de un grupo G, tiene una descomposición de la forma

ρ =
r
⊕
i=1

niρi

donde niρi denota la suma directa de ni sumandos isomorfismos a ρi y ρi son todas representa-
ciones irreducibles no isomorfas de G. Esta descomposición es única, salvo orden.

Proposición 18 Si G es un grupo abeliano, entonces todas las representaciones irreducibles
tienen dimensión 1.

Proposición 19 Sea (V, ρ) una representación de G. Si

ρ =
r
⊕
i=1

niρi

con ρi representaciones irreducibles no isomorfas, entonces

i)

dimC(EndG(V)) =
r∑

i=1

n2
i

ii) Sea X un G-conjunto, entonces

dimC(EndG(L2(X)) =| X ×X/G |
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1.2.1. Caracteres

Definición 27 Sean V un espacio vectorial de dimensión n, B una base de V y f una trans-
formación lineal en V, tal que [f ]B = (ai j). Se define la traza de f como

Tr(f) =
n∑

i=1

ai i

Definición 28 Sean (V, ρ) una representación de un grupo G y B una base de V. Se define el
caracter de la representación ρ como

χρ : G → C

g  χρ(g) = Tr(ρg)

Observación. χρ ε L
2(G).

Proposición 20 Sea χ el caracter de la representación (V, ρ) del grupo G, tal que dimV = n.
Entonces

i) χ(e) = n

ii) χ(g−1) = χ(g) para g ε G

iii) χ(ghg−1) = χ(h) para todo g, h ε G

donde χ(g) corresponde al conjugado de χ(g).

Proposición 21 (Lema de Schur) Sean (V, ρ), (W, σ) dos representaciones de un grupo G
y sea φ ε HomG(V,W).

i) Si (V, ρ) y (W, σ) son irreducibles no isomorfos, entonces φ = 0.

ii) Si (V, ρ) y (W, σ) son isomorfas, entonces φ es una homotecia, es decir, una multiplicación
por escalar de la identidad.

Proposición 22 Sean (V, ρ), (W, σ) dos representaciones de un grupo G.

(V, ρ) y (W, σ) son isomorfas si y sólo si χρ = χσ

Proposición 23 Sean (V, ρ), (W, σ) dos representaciones de G, entonces

< χρ, χσ >= dimC(HomG(ρ, σ))



Caṕıtulo 2

Formas Cuadráticas y Grupo Ortogonal

Nuestro propósito es estudiar las formas cuadráticas y la geometŕıa ortogonal en un espacio
vectorial V de dimensión finita n.

Para ello estudiaremos ciertos grupos de transformaciones lineales que deja la forma cuadrática
invariante. Debemos hacer la suposición desde ahora que el cuerpo de escalares F es de carac-
teŕıstica distinta de 2 y V es no nulo.

2.1. Espacios Cuadráticos

Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo F de caracteŕıstica distinta de 2
y sea B una forma bilineal simétrica de V × V, es decir una función

B : V × V → F

con las siguientes propiedades:

B(x+ y, z) = B(x, z) +B(y, z)

B(x, y + z) = B(x, y) +B(x, z)

B(αx, y) = αB(x, y)

B(x, y) = B(y, x)

para todo x, y, z ε V y todo α ε F.
Si definimos Q(x) = B(x, x), obtenemos una función

Q : V → F

que satisface las siguientes propiedades

Q(αx) = α2Q(x)

Q(x+ y) = Q(x) +Q(y) + 2B(x, y).

A esta función la llamamos forma cuadrática. Una forma de escribir ambas condiciones es:

18
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Q

(
∑

i

αixi

)
=
∑

i

α2
iQ(xi) + 2

∑

i<j

αiαjB(xi, xj)

La segunda identidad muestra que la forma bilineal simétrica B asociada con la forma
cuadrática Q es única.

B(x, y) =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y))

Definición 29 Un espacio cuadrático es un par (V, Q) tal que V es un espacio vectorial y Q
es una forma cuadrática la cual tiene a B como forma bilineal simétrica asociada a Q.

Ejemplo 2

1) Sea V = F× F. Definimos

Q : V → F

(x, y)  xy

una forma cuadrática. Entonces (V, Q) es un espacio cuadrático.

2) Sea Fq, el cuerpo finito de q elementos. Entonces

Fq2 = {α + ǫβ | α, β ε Fq} = Fq[x]/ < x2 − δ >

es la extensión cuadrática de Fq, donde δ es un no cuadrado de Fq.

De esta forma Fq2, es un espacio vectorial de dimensión dos sobre Fq. Se define

N : Fq2 → Fq

a+ ǫb  a2 − δb2

que es una forma cuadrática, con ǫ2 = δ. De esta manera tenemos que (Fq2, N) es un
espacio cuadrático.

Podemos describir N a través del conjugado, es decir, si α + ǫβ ε Fq2, se define

(α + ǫβ) = (α− ǫβ)

el conjugado de α + ǫβ. Luego

N : Fq2 → Fq

a+ ǫb  (α + ǫβ)(α + ǫβ)
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Definición 30 Sea (V, Q) un espacio cuadrático.

i) Se dice que Q representa a un elemento α del cuerpo, si existe un vector x en V tal que
Q(x) = α, en otras palabras si α ε Q(V).

ii) Decimos que Q es universal si Q(V) = F.

Sea α ε F fijo, definimos

Bα(x, y) = αB(x, y) ∀x, y ε V,

o de otra forma; sea C = {B : V × V → F | B es una forma bilineal simétrica} y consideremos
la acción

· : F∗ × C −→ C

(α,B)  Bα

donde

Bα : V × V −→ F

(x, y)  Bα(x, y) = αB(x, y)

Esto provee a V con una nueva forma bilineal simétrica Bα y una nueva función cuadrática
Qα asociada con Bα. De esta forma (V, Qα) es un espacio cuadrático. Al espacio vectorial lo
denotamos por Vα.

Cuando hacemos esto, decimos que hemos multiplicado por α el espacio cuadrático.
No debemos confundir la multiplicación por escalar del espacio cuadrático (V, Q) con la

multiplicación por escalar de un vector x ε V, es decir, sea x ε V y α ε F entonces

Qα(x) = αQ(x), mientras Q(αx) = α2Q(x).

Proposición 24 Sean B : V × V → F una forma bilineal simétrica y α ε F∗. Entonces

Qα(V) = αQ(V)

donde Q es la forma cuadrática asociada a B y Qα la forma cuadrática asociada a Bα.

Demostración. Sea α ε F∗. Como α−1 ε F∗, basta demostrar una sola inclusión.

⊆) Sea β ε Qα(V), entonces ∃ y ε V tal que Qα(y) = β
pero

β = Qα(y)

= Bα(y, y)

= αB(y, y)

= αQ(y)
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aśı
β ε αQ(V)

Por lo tanto
Qα(V) = αQ(V)

�

Proposición 25 Sean (V ′, Q′) un espacio cuadrático y σ ε L(V,V ′). Se define

Q : V → F

x  Q′(σ(x))

Entonces (V, Q) es un espacio cuadrático, en tal caso decimos que σ traslada la forma cuadrática
Q ′ a Q.

Demostración. Basta demostrar que Q es una forma cuadrática. Sean x, y ε V y α ε F,
entonces

1)

Q(αx) = Q′(σ(αx))

= Q′(ασ(x))

= α2Q′(σ(x))

= α2Q(x)

2)

Q(x+ y) = Q′(σ(x+ y))

= Q′(σ(x) + σ(y))

= Q′(σ(x)) +Q′(σ(y)) + 2B′(σ(x), σ(y))

= Q(x) +Q(y) + 2B(x, y)

�

Observación. Si σ ε L(V,V ′) traslada la forma cuadrática Q′ a Q, usando la propiedad

Q′(x+ y) = Q′(x) +Q′(y) + 2B′(x, y)

obtenemos que:

Q′(σ(x)) = Q(x) y B′(σ(x), σ(y)) = B(x, y) ∀x, y ε V

luego σ traslada la forma cuadrática Q ′ y la forma bilineal B′.
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Definición 31 Sean (V, Q), (V ′, Q′) dos espacios cuadráticos y σ ε L(V,V ′). Se dice que σ es
una isometŕıa de V en V ′ si y sólo si

σ es inyectiva y traslada la forma cuadrática Q ′ a Q

Notación.

i) El conjunto de todas las isometŕıas de V en V ′ se denotará por

O(V,V ′)

ii) Si V ∼= V ′ y la dimV = n, entonces

O(V,V ′) = On(V)

en este caso diremos que V y V ′ son isométricos.

Proposición 26 On(V) es un subgrupo de GLn(V).

Demostración. Como V ∼= V ′, toda isometŕıa es invertible, aśı

On(V) ⊆ GLn(V)

más aún, la composición de dos isometŕıas es una isometŕıa, también lo es la inversa de una
isometŕıa.

De esta forma On(V) ≤ GLn(V) (subgrupo).
�

Definición 32 Este grupo On(V), es llamado el grupo ortogonal de V, con respecto a la forma
cuadrática Q.

Proposición 27 Sea α un escalar no nulo, entonces

On(V) = On(Vα)

Demostración. Sea σ ε On(V)⇒ Q(σ(x)) = Q(x) ∀ x ε V, entonces

Qα(σ(x)) = Bα(σ(x), σ(x))

= αB(σ(x), σ(x))

= αB(x, x)

= Bα(x, x)

= Qα(x)

aśı
σ ε On(Vα)
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Por lo tanto
On(V) ⊆ On(Vα)

Rećıprocamente, sea σ ε On(Vα)⇒ Qα(σ(x)) = Qα(x) ∀ x ε V
pero

Qα(σ(x)) = Qα(x)

⇔ αB(σ(x), σ(x)) = αB(x, x) como α 6= 0

⇔ B(σ(x), σ(x)) = B(x, x)

⇔ Q(σ(x)) = Q(x)

aśı
σ ε On(V)

Por lo tanto
On(V

α) ⊆ On(V)

Finalmente obtenemos que
On(V) = On(Vα)

�

Proposición 28 Sean (V, Q) y (V ′, Q ′) dos espacios cuadráticos, σ ε L(V,V ′) y sea
B = {x1, x2, . . . , xn} una base para V, tal que

B ′(σ(xi), σ(xj)) = B(xi, xj) 1 ≤ i, j ≤ n

Entonces σ traslada la forma bilineal.

Demostración. Sea x ε V, entonces x =
∑
i

αixi. Aśı

Q ′(σ(x)) = Q ′

(
∑

i

αiσ(xi)

)

=
∑

i

α2
iQ

′(σ(xi)) + 2
∑

i<j

αiαjB
′(σ(xi), σ(xj))

=
∑

i

α2
iQ(xi) + 2

∑

i<j

αiαjB(xi, xj)

= Q(x)

�
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2.2. Matriz Asociada

Sea (V, Q) un espacio cuadrático de dimensión n y B = {x1, . . . , xn} una base de V. Podemos
asociar al espacio cuadrático y a la forma bilineal B asociada a Q, una matriz simétrica N de
n× n, la cual en la entrada i, j el coeficiente es B(xi, xj).

Llamaremos a N = (B(xi, xj)), la matriz asociada al espacio cuadrático (V, Q) o también,
la matriz asociada a la forma bilineal B, en la base {x1, . . . , xn} y lo denotamos por

V ≍ N en B

Rećıprocamente si V es un espacio vectorial con base B = {x1, . . . , xn} y si N = (ni j) es una
matriz simétrica de n× n, entonces existe una forma bilineal B con respecto a la cual V tiene
a la matriz N como su matriz asociada en B, la cual se define como

B

(
∑

i

αi xi,
∑

j

βj xj

)
=
∑

i, j

αiβjni j

para vectores
∑
i

αi xi y
∑
j

βj xj de V.

Si V ≍ N ′ en la base B′ = {x′1, . . . , x
′
n} y sea T = [Id]BB′ la matriz cambio de base, es decir

x′j =
∑

k

tk j xk

Entonces

B(x′i, x
′
j) = B

(
∑

l

tl i xl,
∑

k

tk j xk

)
=
∑

l, k

tliB(xl, xk)tk j

Aśı
N ′ = T tNT

como T es invertible, decimos que N ′ y N son equivalentes sobre F, lo cual lo denotamos por
N ′ ≡ N .

Definición 33 Dada una matriz simétrica N de n × n, 〈N〉 denota el espacio cuadrático de
dimensión n el cual tiene como matriz asociada a N .

Observación. Si α ε F∗, entonces 〈α〉 denota la recta, la cual contiene un vector no nulo x
para el cual Q(x) = α.

Proposición 29 Sean (V, Q) y (V ′, Q′) dos espacios cuadráticos con matrices asociadas M y
N respectivamente. Entonces

V ∼= V ′ si y sólo si M ≡ N



2.2. MATRIZ ASOCIADA 25

Demostración. Sean B = {x1, . . . , xm}, B′ = {y1, . . . , yn} bases de V y V ′ respectivamente.
Definamos M = (aij) y N = (bij), donde B(xi, xj) = aij y B′(yi, yj) = bij .
Sea σ : V → V ′ una isometŕıa, tal que V ∼= V ′, entonces

B′(zi, zj) = B′(σ(xi), σ(xj)) = B(xi, xj) = aij

escribiendo
zi =

∑

k

tk i yk

obtenemos T = (tk i) = [σ]B
′

B una matriz invertible, entonces

aij = B′(zi, zj) = B′

(
∑

k

tk i yk,
∑

l

tl j yl

)
=
∑

k, l

tk i bk l tl j

Aśı M = T tNT y por lo tanto M ≡ N .
El rećıproco es análogo. �

Definición 34 Sean z1, . . . , zm vectores en el espacio cuadrático (V, Q). El determinante de la
matriz (B(zi, zj)) de m ×m es llamado el discriminante de los vectores z1, . . . , zm y lo deno-
taremos por

dB(z1, . . . , zm)

De otro modo, tenemos que dB es una función, dada por

dB : V m → F

(z1, z2, . . . , zm)  dB(z1, . . . , zm)

Proposición 30 Sea B = {x1, . . . , xn} una base de V, tal que N es la matriz asociada a V en
esta base, entonces

dB(x1, . . . , xn) = detN

Demostración. ComoN es la matriz asociada de V, es decir,N = (B(xi, xj)) para 1 ≤ i, j ≤ n.
Entonces

dB(x1, x2, . . . , xn) = det((B(xi, xj)))

= detN

�

Si consideramos otra base {x′1, . . . , x
′
n} de V y la relación N ′ = T tNT obtenemos que

dB(x′1, . . . , x
′
n) = detN ′

= det(T tNT )

= α2dB(x1, . . . , xn)
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para algún α ε Ḟ = {α ε F | α 6= 0}.
Sea Ḟ 2 = {β ε Ḟ | (∃α ε Ḟ)(β = α2)} y considerando la función

π : F → 0 ∪ (Ḟ/Ḟ 2)

α  α

luego
dB: V n → F

π
→ 0 ∪ (Ḟ/Ḟ 2)

(x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)  α2dB(x1, x2, . . . , xn)  dB(x1, x2, . . . , xn)

Por lo tanto la proyección de dB(x1, . . . , xn) en 0∪ (Ḟ/Ḟ 2) es independiente de la base, esto
es llamado el discriminante del espacio cuadrático (V, Q) y se denota como:

dBV o dV

Si dV = α con α ε Ḟ; esto significa que dV es la proyección de α en 0∪(Ḟ/Ḟ 2). Es equivalente
a decir que V tiene una base {x1, x2, . . . , xn} en la cual

dB(x1, . . . , xn) = α

Proposición 31 Sea N la matriz asociada al espacio cuadrático (V, Q) y α ε F, entonces

Vα ≍ αN

de lo cual obtenemos que dVα = αndV.

Demostración. Sea B = {x1, x2, . . . , xn} una base de V, entonces

N = (B(xi, xj))

para 1 ≤ i, j ≤ n, donde B es la forma bilineal simétrica asociada al espacio cuadrático (V, Q).
Bα es la forma bilineal simétrica asociada a Vα, entonces

Bα(xi, xj) = αB(xi, xj)

aśı
(Bα(xi, xj))i,j = (αB(xi, xj))i,j

de esta forma, αN es la matriz asociada a Vα, además

dVα = det(α(B(xi, xj)))

= αn det((B(xi, xj)))

= αnN

�
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Ejemplo 3 Sean {x1, . . . , xm} vectores del espacio cuadrático (V, Q), si dB(x1, . . . , xm) 6= 0,
entonces {x1, . . . , xm} son independientes.

Demostración. Consideremos una combinación lineal a cero, es decir,

m∑

i=1

αixi = 0

entonces

0 = B

(
m∑

i=1

αixi, xj

)
=

m∑

i=1

αiB(xi, xj) 1 ≤ j ≤ m

Esto es una dependencia entre las filas de la matriz (B(xi, xj)); tal dependencia es imposible ya
que dB(x1, . . . , xm) 6= 0. �

2.3. Suma Ortogonal

Consideremos el espacio cuadrático (V, Q) y la asociada forma bilineal simétrica B.

Definición 35 Sean X e Y dos subconjuntos de V.

i) Se define
B(X, Y ) = {B(x, y) | x ε X , y ε Y }

ii) Diremos que X e Y son ortogonales si

B(X, Y ) = {0}

Análogamente si x, y ε V, se dice que son ortogonales si y sólo si

B(x, y) = 0

Notación.

1) B(x,W) = {B(x, z) | z εW}

2) B(x,W) = {0}, entonces B(x,W) = 0

Definición 36 Decimos que V tiene una suma ortogonal en subespacios V1, . . . ,Vr, si cumple
lo siguiente:

1) V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr

2) Los Vi son ortogonales dos a dos, es decir,

B(Vi,Vj) = 0 para 1 ≤ i < j ≤ r
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Esta suma ortogonal la denotaremos como:

V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vr

Llamaremos a los Vi los componentes de la suma ortogonal o simplemente, sumandos orto-
gonales. Formalmente definiremos

⊥
o/
Vi = 0

donde o/ denota el conjunto vaćıo.

Proposición 32 Sea (V, Q) un espacio cuadrático, tal que V = U ⊥ W, entonces

dimV = dimU + dimW

Proposición 33 Sea (V, Q) un espacio cuadrático, tal que V = V1 ⊥ V2 ⊥ · · · ⊥ Vr, entonces

dB(V) = dV1dV2 · · · dVr

Demostración. Sean C1, . . . , Cr bases de V1, . . . ,Vr respectivamente, entonces C = C1∪ · · ·∪ Cr
es una base de V, la cual consideramos ordenada, luego

dB(V) = det((B(xi, xj))) con xi, xj ε C

como los Vi son ortogonales dos a dos, la matriz (B(xi, xj)) tiene la siguiente forma:




(B(x1
i , x

1
j)) 0 0 0

0 (B(x2
i , x

2
j)) 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 (B(xr
i , x

r
j))




donde los elementos xi
k ε Ci. Por lo tanto

det((B(xi, xj))) = det(B(x1
i , x

1
j))det(B(x2

i , x
2
j )) · · ·det(B(xr

i , x
r
j))

= dV1dV2 · · · dVr

�

la multiplicación esta dada por supuesto en 0 ∪ (Ḟ/Ḟ 2).

Proposición 34 Sean (V1, Q1), (V2, Q2), . . . , (Vr, Qr) espacios cuadráticos, entonces existe un
espacio cuadrático (V, Q), tal que

V = V1 ⊥ V2 ⊥ · · · ⊥ Vr
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Demostración. Consideremos V =
r
×
i=1
Vi y definamos una forma bilineal para V de la siguiente

forma:

B : V × V → F

(x, y)  

r∑

i=1

Bi(xi, yi)

donde x = (x1, x2, . . . , xr), y = (y1, y2, . . . , yr), con xi, yi ε Vi y 1 ≤ i ≤ r, además sean
B1, B2, . . . , Br las respectivas formas bilineales de V1,V2, . . . ,Vr respectivamente. Probemos que
B es una forma bilineal de V, para esto, sean x, y, z ε V y α ε F, entonces

a)

B(x+ y, z) = B ((x1, x2, . . . , xr) + (y1, y2, . . . , yr), (z1, z2, . . . , zr))

= B ((x1 + y1, x2 + y2, . . . , xr + yr), (z1, z2, . . . , zr))

=

r∑

i=1

Bi(xi + yi, zi)

=
r∑

i=1

Bi(xi, zi) +Bi(yi, zi)

= B(x, z) +B(y, z)

b)

B(x, y + z) = B ((x1, x2, . . . , xr), (y1, y2, . . . , yr) + (z1, z2, . . . , zr))

= B ((x1, x2, . . . , xr), (y1 + z1, y2 + z2, . . . , yr + zr))

=
r∑

i=1

Bi(xi, yi + zi)

=

r∑

i=1

Bi(xi, yi) +Bi(xi, zi)

= B(x, y) +B(x, z)

c)

B(αx, y) = B (α(x1, x2, . . . , xr), (y1, y2, . . . , yr))

= B ((αx1, αx2, . . . , αxr), (y1, y2, . . . , yr))

=

r∑

i=1

Bi(αxi, yi)

= α

r∑

i=1

Bi(xi, yi)

= αB(x, y)
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d)

B(x, y) = B ((x1, x2, . . . , xr), (y1, y2, . . . , yr))

=

r∑

i=1

Bi(xi, yi)

=
r∑

i=1

Bi(yi, xi)

= B ((y1, y2, . . . , yr), (x1, x2, . . . , xr))

= B(y, x)

por lo tanto B es una forma bilineal.
Por la definición de B, tenemos que B(xi, xj) = 0 para 1 ≤ i < j ≤ r.

Como
r
×
i=1
Vi
∼=

r⊕
i=1

Vi, cuando r es finito, entonces

V = V1 ⊥ V2 ⊥ · · · ⊥ Vr

Con Q : V → F

(x1, x2, . . . , xr)  

r∑

i=1

Qi(xi)

la respectiva forma cuadrática asociada a V. �

Ejemplo 4 Sean M y N dos matrices simétricas sobre F y definamos

V = 〈M〉 ⊥ 〈N〉

luego, V es un espacio cuadrático con una base en la cual

V ≍

(
M 0
0 N

)

Similarmente
V ≍ 〈α1〉 ⊥ · · · ⊥ 〈αn〉

con todos los αi en F, de manera que V tiene una base {x1, . . . , xn} en la cual Q(xi) = αi para
1 ≤ i ≤ n y B(xi, xj) = 0 para 1 ≤ i < j ≤ n y su matriz asociada es:




α1 0 0 0 · · · 0
0 α2 0 0 · · · 0
0 0 α3 0 · · · 0
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 αn



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Definición 37 Sea B = {x1, . . . , xn} una base del espacio cuadrático (V, Q).
Se dice que B es una base ortogonal si y sólo si

B(xi, xj) = 0 para 1 ≤ i < j ≤ n

Ejemplo 5 Sea (V, Q) un espacio cuadrático y B = {x1, x2, . . . , xn} una base de V, tal que
Q(V) = 0, es decir, Q(x) = 0 para todo x ε V, entonces

B(xi, xj) =
1

2
(Q(xi + xj)−Q(xi)−Q(xj))

= 0

de aqúı obtenemos que B(xi, xj) = 0 para 1 ≤ i < j ≤ n. Por lo tanto B es una base ortogonal
de V.

Proposición 35 Todo espacio cuadrático tiene una base ortogonal.

Demostración. La demostración se hará por inducción en la dimensión de V.

1) Si Q(V) = 0, es el ejemplo anterior.

2) Sea Q(V) 6= 0, podemos escoger x ε V con Q(x) 6= 0 y completamos {x, x2, . . . , xn} a una
base de V. Aśı tenemos que

{
x, x2 −

B(x, x2)

Q(x)
x, . . . , xn −

B(x, xn)

Q(x)
x

}

es también una base de V.

Sea W =

〈
x2 −

B(x, x2)
Q(x)

x, . . . , xn −
B(x, xn)
Q(x)

x

〉
un subespacio de V de dimensión n− 1,

de donde obtenemos que B(x,W) = 0, en efecto

B(x,W) = B

(
x, α1

(
x2 −

B(x, x2)

Q(x)
x

)
+ . . .+ αn−1

(
xn −

B(x, xn)

Q(x)
x

))

= α1B

(
x, x2 −

B(x, x2)

Q(x)
x

)
+ · · ·+ αn−1B

(
x, xn −

B(x, xn)

Q(x)
x

)

= α1(B(x, x2)− B(x, x2)) + · · ·+ αn−1(B(x, xn)− B(x, xn))

= 0

Por hipótesis de inducción en W, obtenemos que esta base es una base ortogonal.

�
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Observación.

1) Sean (V, Q) =
r

⊥
i=1
Vi y (V ′, Q′) dos espacios cuadráticos, con

σ : V → V ′

una transformación lineal, entonces se define σi como la restricción de σ a Vi, es decir
σ |Vi

= σi : Vi → σ(Vi)

2) Sea (V, Q) =
r

⊥
i=1
Vi un espacio cuadrático, entonces (Vi, Qi) es un espacio cuadrático para

1 ≤ i ≤ r, donde
Qi = Q |Vi

: Vi → F

Proposición 36 Sean (V, Q) = V1 ⊥ · · · ⊥ Vr y (V ′, Q′) = V ′
1 + · · · + V ′

r dos espacios
cuadráticos, con los subespacios V ′

i ortogonales dos a dos, (no necesariamente asumimos que
los V ′

i son una suma ortogonal de V ′).
Si σi : Vi → V ′

i traslada la forma cuadrática. Entonces existe una única σ : V → V ′ que
traslada la forma cuadrática, la cual concuerda con cada σi.

Demostración. Sea Bi = {xi
1, x

i
2, . . . , x

i
si} una base de Vi, aśı

B = {x1
1, x

1
2, . . . , x

1
s1 , x2

1, x
2
2, . . . , x

2
s2, . . . , xr

1, x
r
2, . . . , x

r
sr}

es una base de V y

σ : V → V ′

r∑
i=1

xi  

r∑

i=1

σi(xi)

es una función. Notemos que σ está bien definida, ya que basta definirla en los elementos de la
base, dada por

V → V ′

xi
j  σi(x

i
j)

y se extiende de manera única, linealmente. Además

Q′(σ(x)) = Q′(σ
(∑

xi

)
)

= Q′(
∑

σ(xi))

= Q′(
∑

σi(xi))

=
∑

Q′(σi(xi))

=
∑

Q(x)

= Q(x)

�
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Notación. La función construida en la Proposición anterior, se denotará por

σ = σ1 ⊥ · · · ⊥ σr

El caso importante es donde V = V ′, Vi = V ′
i y todas las σi están en O(Vi), en este caso

σ1 ⊥ · · · ⊥ σr ε O(V)

Proposición 37 Sean σ = σ1 ⊥ σ2 ⊥ · · · ⊥ σr, τ = τ1 ⊥ τ2 ⊥ · · · ⊥ τr ε O(V), entonces

σ ◦ τ = (σ1 ◦ τ1) ⊥ · · · ⊥ (σr ◦ τr)

σ−1 = σ−1
1 ⊥ · · · ⊥ σ−1

r

det σ = det σ1 det σ2 · · ·det σr

2.4. Complementos Ortogonales

Definición 38 Sea U un subespacio del espacio cuadrático (V, Q). Se define el complemento
ortogonal de U como el subespacio

U⊥ = {x ε V | ∀ y ε U , B(x, y) = 0}

El radical de V es el subespacio

radV = {x ε V | ∀ z ε V, B(x, z) = 0}

Aśı el radV = V⊥.

Ejemplo 6 Sea

Q : F2 → F

(x, y)  x2

una forma cuadrática de F2. Entonces

B : F2 × F2 → F

((x, y), (a, b))  xa

es la forma bilineal asociada a Q. Aśı

radV = {(x, y) ε F
2 | B((x, y), (a, b)) = 0, ∀(a, b) ε F

2}

= {(x, y) ε F
2 | xa = 0, ∀a ε F}

= < (0, 1) >

Definición 39 Diremos que (V, Q) es un espacio cuadrático regular si radV = {0}.
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Proposición 38 Sea (V, Q) un espacio cuadrático, que es una suma de subespacios ortogonales
dos a dos, es decir, V = V1 + · · ·+ Vr con B(Vi,Vj) = 0 para 1 ≤ i < j ≤ r. Entonces

radV = radV1 + · · ·+ radVr

Demostración. Sea x ε radV y lo escribimos como x =
∑
xi con cada xi ε Vi. Entonces para

(1 ≤ i ≤ r) tenemos
B(xi,Vi) = B(Σ xj ,Vi) ⊆ B(x,V) = 0

aśı xi ε radVi, por lo tanto x ε
∑
radVi.

En el otro sentido, si tomamos x =
∑
xi con cada xi ε radVi tenemos

B(x,V) ⊆ B(x1,V1) + · · ·+B(xr,Vr) = 0

de manera que x ε radV. �

Corolario 3 V es regular si y sólo si todos los Vi son regulares.

Corolario 4 Si V es regular, entonces V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vr.

Demostración. Sólo es necesario mostrar que la suma es directa. Aśı que tomemos
x1 + · · ·+ xr = 0 con xi ε Vi para 1 ≤ i ≤ r. Entonces

0 = B(x1 + · · ·+ xr,Vi) = B(xi,Vi)

Por lo tanto xi ε radVi = 0, aśı xi = 0. �

Proposición 39 Sea (V, Q) un espacio cuadrático. V es regular si y sólo si dV 6= 0.

Demostración. Sea B = {x1, x2, . . . , xn} una base ortogonal de V y consideremos

V =< x1 >⊥ · · · ⊥< xn >

Entonces

dV = d(< x1 >⊥< x2 >⊥ · · · ⊥< xn >)

= d(< x1 >)d(< x2 >) · · ·d(< xn >)

= Q(x1)Q(x2) · · ·Q(xn)

6= 0

ya que Q(xi) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n.
En el otro sentido, si dV 6= 0, entonces rad < xi >= 0 para 1 ≤ i ≤ n. De esta manera

radV = rad < x1 > +rad < x2 > + · · ·+ rad < xn >

= 0

por lo tanto V es regular. �
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Proposición 40 Sea U un subespacio regular del espacio cuadrático (V, Q). Entonces U es un
sumando ortogonal de V, es decir, V = U ⊥ U⊥. Además si V = U ⊥ W es cualquier otra suma
ortogonal, entonces W = U⊥.

Demostración. Sea B = {x1, x2, . . . , xr} una base ortogonal de U , entonces

U =< x1 >⊥ · · · ⊥< xr >

Ya que U es regular, todos los Q(xi) 6= 0. Sea z ε V.
Se define

y =
B(z, x1)

Q(x1)
x1 + · · ·+

B(z, xr)

Q(xr)
xr, ε U

y consideramos
w = z − y

veamos que w ε U⊥, para ello calculemos B(w, xi) para 1 ≤ i ≤ r, aśı

B(w, xi) = B(z − y, xi)

= B(z, xi)− B

(
B(z, x1)

Q(x1)
x1 + · · ·+

B(z, xr)

Q(xr)
xr, xi

)

= B(z, xi)− B(
B(z, xi)

Q(xi)
xi, xi)

= B(z, xi)−
B(z, xi)

Q(xi)
B(xi, xi)

= 0

de aqúı que w ε U⊥.
Por lo tanto z = y − w, aśı V = U + U⊥.
Ahora U ∩ U⊥ = rad U = 0. De esta manera V = U ⊕ U⊥. Por lo tanto V = U ⊥ U⊥.

Si V = U ⊥ W, entonces W ⊆ U⊥. Pero tenemos que V = U ⊥ U⊥. De aqúı que
dimW = dimU⊥. Por lo tanto W = U⊥. �

Lema 1 Sea U un subespacio de un espacio cuadrático regular (V, Q). Entonces

(U⊥)⊥ = U

Demostración. Sea W un subespacio de V, tal que V = U ⊥ W. Como V es regular entonces
U y W también lo son. Aśı W = U⊥, de esta manera

V = U ⊥ U⊥

lo mismo sucede para W, es decir V =W ⊥W⊥ y como W = U⊥, por lo tanto

(U⊥)⊥ = U

�
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Proposición 41 Sean (V, Q) un espacio cuadrático y U ,W subespacios de V, tal que U ⊂ W.
Entonces W⊥ ⊂ U⊥.

Demostración. Sea w ε W⊥, entonces B(w, z) = 0 para todo z ε W. En particular para
z ε U , por lo tanto

B(w, z) = 0 ∀ z ε U

aśı w ε U⊥. �

Proposición 42 Sea B la forma bilineal del espacio cuadrático regular (V, Q) y sea
V∗ = L(V,F) el espacio dual de V, entonces existe un isomorfismo ϕ de V en V∗.

Demostración. Sea x ε V, entonces

ϕx(y) = B(x, y)

define una forma lineal ϕx : V → F. Aśı ϕx está en el espacio dual V∗. Por lo tanto

ϕ : V −→ V∗

x  ϕx

es un isomorfismo. �

Sea {x1, . . . , xn} una base de V, entonces {x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n} es la base dual de {x1, x2, . . . , xn}

en V∗, dada por:

x∗j : V → F

xi  x∗j (xi) =

{
1 i = j
0 i 6= j

Si aplicamos ϕ−1 a esta base dual obtenemos una base {y1, . . . , yn} para V con la propiedad que

B(xi, yj) = δij (Delta de Kronecker)

en efecto, como yj = ϕ−1(x∗j ), entonces

yj = ϕ−1(x∗j ) /ϕ

ϕyj
= x∗j /xi

ϕyj
(xi) = x∗j(xi)

B(yj, xi) = δi j

B(xi, yj) = δi j

Más aún, esta base es única.

Corolario 5 Sea W un subespacio de un espacio cuadrático regular (V, Q), entonces

dimV = dimW + dimW⊥
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Demostración. Sea B = {x1, x2, . . . , xr} una base de W, luego C = {x1, x2, . . . , xn} es una
base de V, por lo tanto existe {y1, y2, . . . , yn} tal que

B(xi, yj) = δij

entonces W⊥ =< yr+1, . . . , yn >, en efecto

sea z =
n∑

i=1

αiyi, entonces

0 = B(xi, z)

= αj 1 ≤ j ≤ r

por lo tanto z ε < yr+1, . . . , yn >. �

Ejemplo 7 Sean (V, Q) un espacio cuadrático regular, N la matriz de V en la base
B = {x1, . . . , xn} y M la matriz de V en la base C = {y1, . . . , yn}, tal que B(xi, yj) = δi j.
Entonces M = N−1.

Demostración. Por 2.2 tenemos que M = T tNT donde T = (tij) con 1 ≤ i, j ≤ n, es la
matriz cambio base, es decir yi =

∑
j

tj ixj . Si NT = (ci j) con 1 ≤ i, j ≤ n, entonces

ci j =

n∑

k=1

ni ktkj

=
n∑

k=1

B(xi, xk)tk j

=
n∑

k=1

B(xi, tk jxk)

= B

(
xi,

n∑

k=1

tk jxk

)

= B(xi, yj)

= δi j

de esta manera, NT es la matriz identidad. De aqúı M = T t. Por lo tanto M = MNM .
Aśı M = N−1. �

2.5. Suma Radical

Sea (V, Q) un espacio cuadrático y U un subespacio de V.

Lema 2 Si V = U ⊕ radV, entonces V = U ⊥ radV.
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Demostración. Basta demostrar que U y radV son ortogonales, para esto, sea y ε radV,
entonces

B(y, x) = 0 ∀x ε V

en particular para x ε U . Por lo tanto V = U ⊥ radV. �

Definición 40 A la suma ortogonal anterior la llamaremos suma radical de V.

Además, U no es único a menos que V sea regular, pero veremos en la Proposición 45 que
es siempre único bajo una isometŕıa.

Ejemplo 8 Sea

Q : R2 → R

(x, y)  x2

una forma cuadrática de R2 y la forma bilineal simétrica asociada es:

B : R2 ×R2 → R

((x, y), (a, b))  xa

Es fácil obtener que rad R2 =< (0, 1) >. Por lo tanto R2 =< (1, α) > ⊕ < (0, 1) > con α ε R.
Con lo cual, U de la Proposición siguiente, no es único.

Proposición 43 Sea (V, Q) un espacio cuadrático y U un subespacio de V, tal que
V = U ⊥ radV, entonces U es regular.

Demostración. Como V = U ⊥ radV, entonces

radV = radU + rad (radV)

radV = radU + radV

0 = radU

por lo tanto U es regular. �

Proposición 44 Sean (V, Q), (V ′, Q′) dos espacios cuadráticos, tal que σ ε L(V,V ′) traslada
la forma cuadrática. Si V es regular, entonces σ es una isometŕıa.

Demostración. Tomemos x en el kernel de σ. Entonces

B(x,V) = B′(σ(x), σ(V)) = 0

Aśı x ε radV. Por lo tanto x = 0. �

Proposición 45 Sea V = U ⊥ radV y V ′ = U ′ ⊥ radV ′ la suma radical de los espacios
cuadráticos (V, Q) y (V ′, Q′). Entonces

V ∼= V ′ si y sólo si U ∼= U ′ con radV ∼= radV ′

Demostración. Sean σ : V → V ′ una isometŕıa, x ε radV y y ε V, entonces

0 = B(x, y)

= B(σ(x), σ(y))

por lo tanto σ(x) ε radV ′, de esta manera radV ∼= radV ′.
Como V ∼= V ′ y radV ∼= radV ′, entonces U ∼= U ′. �
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2.6. Isotroṕıas

Sea (V, Q) un espacio cuadrático tal que V 6= {0}.

Definición 41 Sea x ε V no nulo,

a) x es isótropo si y sólo si Q(x) = 0

b) x es anisótropo si y sólo si Q(x) 6= 0

c) V es isótropo si y sólo si este contiene un vector isótropo

d) V es anisótropo si y sólo si no contiene vectores isótropos

e) V es totalmente isótropo si y sólo si cada uno de los vectores no nulos son isótropos.

Observación. Tenemos que V es totalmente isótropo si y sólo si V es no nulo con Q(V) = 0.

Para cualquier espacio cuadrático (V, Q) con un forma cuadrática, tal que Q(V) = 0, obte-
nemos lo siguiente:

Q(V) = 0⇔ B(V,V) = 0

debido a la identidad B(x, y) = 1
2 (Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)).

Un ejemplo de espacios isótropos es cualquier espacio que tiene en la matriz asociada un
cero en la diagonal. El más simple y más importante ejemplo de un espacio regular isótropo es
el plano hiperbólico.

Definición 42 Un espacio V es llamado un plano hiperbólico si la matriz asociada a la forma
bilineal es (

0 1
1 0

)

en alguna base de V.

Ejemplo 9 Supongamos que el plano hiperbólico V esta escrito como V =< x, y >, con Q(x) =
Q(y) = 0. Entonces las rectas < x > , < y > son isótropas y la ecuación

Q(αx+ βy) = 2αβB(x, y)

muestra que estas son solamente las rectas isótropas en V. Esta ecuación muestra que Q(V) = F,
en otras palabras, todos los planos hiperbólicos son universales.
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Proposición 46 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio cuadrático (V, Q)
de dimensión 2:

1) V es un plano hiperbólico

2) V es isótropo y regular

3) dV = −1

Demostración.

1)⇒ 2) a) Sea {x1, x2} una base de V, como

V ≍

(
0 1
1 0

)

entonces Q(x1) = Q(x2) = 0, de esta manera x1 y x2 son isótropos. Por lo tanto
V es isótropo.

b) dV = det

(
0 1
1 0

)
= −1. Por lo tanto V es regular.

2)⇒ 3) Sea x ε V tal que Q(x) = 0 y sea x1 ε V tal que {x, x1} forman una base de V. Aśı V
en esta base tiene la matriz (

0 β
β γ

)

entonces dV = det

(
0 β
β γ

)
= −β2, como V es regular, entonces β ε Ḟ. Pero −β2

es equivalente a −1 en Ḟ/Ḟ2. Aśı dV = −1.

3)⇒ 1) Como V es regular entonces Q(V) 6= 0. Tomando α ε F, tal que α ε Q(V), es decir,
∃ x ε V tal que Q(x) = α. Aśı < x > es un sumando ortogonal de V y además
regular, de esta manera V =< x >⊥< y > para algún y ε V.

Como dV = −1, entonces −Q(x)Q(y) es un cuadrado no nulo, de esta manera pode-
mos asumir que Q(y) = −α. Entonces

V =

〈
1

2
(x+ y),

1

α
(x− y)

〉

en esta base ortogonal tiene como matriz

(
0 1
1 0

)
, en efecto

Q

(
1

2
(x+ y)

)
=

1

4
(Q(x) +Q(y) + 2B(x, y))

=
1

4
(α− α+ 2B(x, y))

= 0
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B

(
1

2
(x+ y),

1

α
(x− y)

)
=

1

2α
(Q(x)−B(x, y) +B(x, y)−Q(y))

=
1

2α
(α + 0− (−α))

= 1

por lo tanto V es un plano hiperbólico.

�

Proposición 47 Todo espacio regular isótropo tiene como sumando ortogonal un plano hiper-
bólico. Aśı este es universal.

Demostración. Sea x un vector isótropo en V. Como V es regular, ∃ y ε V con B(x, y) 6= 0
entonces H =< x, y > es un espacio regular isótropo de dimensión 2 entonces es un plano
hiperbólico, además como H es regular, entonces

V = H ⊥ H⊥

Como Q |H es universal, entonces V es universal ya que

Q(V) = Q(H ⊥ H⊥)

= Q(H) +Q(H⊥)

= F +Q(H⊥)

= F

�

Proposición 48 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular, sea α ε F. Entonces se cumple:

α ε Q(V) si y sólo si 〈−α〉 ⊥ V es isótropo

Demostración. Consideremos W = 〈−α〉 ⊥ V con Q(z) = −α, para algún z εW.

⇒) Sea x ε V tal que Q(x) = α entonces

Q(z + x) = Q(z) +Q(x) + 2B(z, x)

= −α + α+ 0

= 0

entonces W es isótropo.
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⇐) Supongamos que W es isótropo. Si V es isótropo este es universal por Proposición 47,
aśı α ε Q(V).

Si V no es isótropo, entonces existe x εW tal que Q(x) = 0, donde x = βz+ y, con β ε Ḟ,
y ε V. Aśı

Q(βz + y) = 0

−β2α +Q(y) = 0

α = Q(y)/β2 = Q

(
1

β
y

)
ε Q(V)

�

Proposición 49 Sea U un subespacio regular de un espacio cuadrático (V, Q), tal que la dimU =
3 y la dimV = 4. Si el discriminante de V es 1, entonces

V es isótropo si y sólo si U es isótropo

Demostración.

⇐) La demostración es clara.

⇒) Sea V isótropo y escribamos V = U ⊥ U⊥, por Proposición 40.

Como dimU⊥ = 1, entonces U⊥ = 〈α〉, con α ε Ḟ y Q(x) = α, con x ε V. Aśı

V = U ⊥< α > es isótropo

entonces −α ε Q(U) por proposición 48. De esta manera U = 〈−α〉 ⊥ P, por Proposición
38, con P un plano.

De esta manera
V = 〈−α〉 ⊥ P ⊥ 〈α〉

como

1 = dV = d〈−α〉 · dP · d〈α〉

= −α2dP

= −dP

dP = −1

aśı P es un plano hiperbólico. Por lo tanto U es isótropo.

�

Proposición 50 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular, U un subespacio de V con Q(U) = 0
y {x1, x2, . . . , xr} una base de U . Entonces existe un subespacio H1 ⊥ H2 ⊥ · · · ⊥ Hr de V en
el cual cada Hi es un plano hiperbólico, con xi ε Hi.
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Demostración.

a) Si r = 1 tomamos y1 ε V con B(x1, y1) 6= 0 y haciendo H1 =< x1, y1 > obtenemos que H1

es un plano hiperbólico con las propiedades deseadas.

b) r > 1 definimos lo siguiente:
sea

U r−1 =< x1, . . . , xr−1 > y U r = U

entonces U r−1 ⊂ U r de esta manera U⊥
r ⊂ U

⊥
r−1.

Sea yr ε U⊥
r−1 − U

⊥
r y escribiendo Hr =< xr, yr >, obtenemos que

B(yr, w) = 0 ∀w ε Ur−1

en particular para xi, con 1 ≤ i ≤ r−1. Como B(xr, yr) 6= 0, aśıHr es un plano hiperbólico
que contiene a xr.

Escribiendo V = Hr ⊥ H⊥
r , entonces

Hr ⊆ U
⊥
r−1

ya que yr ε U⊥
r−1 y xr ε U⊥

r ⊆ U
⊥
r−1. Aśı

U r−1 ⊆ H
⊥
r

Aplicando la inductividad a U r−1 como subespacio de H⊥
r obtenemos que

H1 ⊥ H2 ⊥ · · · ⊥ H r−1 ⊆ H
⊥
r

con xi ε Hi para 1 ≤ i ≤ r− 1. De esta manera H1 ⊥ H2 ⊥ · · · ⊥ Hr es el subespacio con
las propiedades deseadas.

�

2.7. Involuciones y Reflexiones

Sea 1V ε End(V) la transformación lineal identidad, es decir

1V : V → V

x  x

y su inversa aditiva −1V , la cual da el opuesto a todo vector de V, es decir,

−1V : V → V

x  −x

Claramente ±1V ε On(V) ya que Q(±1V(x)) = Q(x) ∀x ε V.

Definición 43 Sea σ ε End(V), tal que σ 6= 1V , diremos que σ es una involución si σ2 = 1V .

Proposición 51 Sea (V, Q) un espacio cuadrático y σ ε On(V). σ es una involución si y sólo
si existe una suma ortogonal de V = U ⊥ W para la cual σ = −1U ⊥ 1W.
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Demostración.

⇐) Si σ = −1U ⊥ 1W , entonces

σ2 = −1U − 1U ⊥ 1W1W

= 1U ⊥ 1W

= 1V

por lo tanto es una involución. Donde 1U = 1V |U y 1W = 1V |W .

⇒) Supongamos que σ es una involución, entonces σ2 = 1V . Consideremos las transforma-
ciones lineales σ − 1V y σ + 1V definidas de la siguiente forma:

σ − 1V : V → V

x  (σ − 1V)(x) = σ(x)− x

σ + 1V : V → V

x  (σ + 1V)(x) = σ(x) + x

haciendo U = (σ − 1V)(V) y W = (σ + 1V)(V), para x ε V tenemos que

x = −
1

2
(σ − 1V)(x) +

1

2
(σ + 1V)(x) ε U +W

en efecto,

−
1

2
(σ − 1V)(x) +

1

2
(σ + 1V)(x) = −

1

2
(σ(x)− x) +

1

2
(σ(x) + x)

= x

de esta manera V = U +W.
Sea y ε U , entonces y = (σ − 1V)(x), aśı

σ(y) = σ((σ − 1V)(x))

= σ2(x)− σ(x)

= x− σ(x)

= −(σ − 1V)(x)

= −y

para todo y ε U . Similarmente para z εW tenemos que z = (σ + 1V)(x), entonces

σ(z) = σ2(x) + σ(x)

= x+ σ(x)

= (σ + 1V)(x)

= z
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para todo z εW. Si v ε U ∩W tenemos que

σ(v) = σ(v)

−v = v

2v = 0

v = 0

por lo tanto U ∩W = 0. Aśı V = U ⊕W. Además para y ε U y z εW tenemos que

B(y, z) = B(σ(y), σ(z))

= B(−y, z)

2B(y, z) = 0

B(y, z) = 0

Aśı B(U ,W) = 0. Por lo tanto V = U ⊥ W.

De esta manera σ es −1U en U y 1W en W, por lo tanto

σ = −1U ⊥ 1W

�

Observación. U es el conjunto de vectores opuestos de σ y W es el conjunto de vectores fijos
de σ.

Definición 44 Sea y ε V fijo, tal que y es anisótropo, entonces se define

τy : V → V

x  x−
2B(x, y)

Q(y)
y

una reflexión de V en V.

Proposición 52 Sea y ε V, tal que y es anisótropo y σ ε On(V), entonces tenemos las siguientes
propiedades:

a) τy es una transformación lineal

b) τy es una involución

c) τy ε On(V)

d) στyσ
−1 = τσ(y)

e) τ−1
y = τy
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Demostración. Sean x, z ε V y α ε F entonces

a)

τy(αx+ z) = (αx+ z)−
2B(αx+ z, y)

Q(y)
y

= (αx+ z)−
2(B(αx, y) +B(z, y))

Q(y)
y

= α

(
x−

2B(x, y)

Q(y)
y

)
+ z −

2B(z, y)

Q(y)
y

= ατy(x) + τy(z)

por lo tanto τy es una transformación lineal.

b)

τ 2
y (x) = τy(τy(x))

= τy

(
x−

2B(x, y)

Q(y)
y

)

= τy(x)−
2B(x, y)

Q(y)
τy(y) pero τy(y) = −y

=

(
x−

2B(x, y)

Q(y)
y

)
+

2B(x, y)

Q(y)
y

= x

Por lo tanto τ 2
y (x) = x, de esta manera τ 2

y = 1V . Aśı τy es una involución.

c) 1)

Q(τy(x)) = Q

(
x−

2B(x, y)

Q(y)
y

)

= Q(x) +
4B(x, y)2

Q(y)2 Q(y) + 2B

(
x,
−2B(x, y)

Q(y)
y

)

= Q(x) +
4B(x, y)2

Q(y)
−

4B(x, y)

Q(y)
B(x, y)

= Q(x)

Por lo tanto τy traslada la forma cuadrática.

2) Sea x ε ker τy
τy(x) = 0V

como τy es una involución, entonces

τ 2
y (x) = τy(0V) = 0V

x = 0V

aśı τy es una isometŕıa y por lo tanto τy ε On(V).
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d)

(στyσ
−1)(x) = σ(τy(σ

−1(x)))

= σ

(
σ−1(x)−

2B(σ−1(x), y)

Q(y)
y

)

= σ(σ−1(x))− σ

(
2B(σ−1(x), y)

Q(y)
y

)

= x−
2B(σ−1(x), y)

Q(y)
σ(y)

= x−
2B(x, σ(y))

Q(σ(y))
σ(y)

= τσ(y)(x)

e) Como τy es una involución, entonces

τy ◦ τy = 1V

τy = τ−1
y

�

Llamaremos a τy la reflexión con respecto al vector y o con respecto a la recta < y >.
Además sea x ε V, entonces

τy(x) = τy′(x)

⇔ x−
2B(x, y)

Q(y)
y = x−

2B(x, y′)

Q(y′)
y′

⇔
B(x, y′)

Q(y′)
y′ =

B(x, y)

Q(y)
y

pero
B(x, y′)
Q(y′)

,
B(x, y)
Q(y)

ε F, por lo tanto

< y′ > = < y >

aśı τy(x) = τy′(x) si y sólo si αy ε < y′ > o viceversa.
En particular hay exactamente tantas reflexiones como vectores anisótropos en V.

Ejemplo 10 Sea σ ε O2(H), con H un plano hiperbólico. Entonces,

σ es una reflexión si y sólo si σ intercambia las dos rectas isótropas.
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a) Sea H =< x, y > un plano hiperbólico con Q(x) = Q(y) = 0. Consideremos un vector
z = x− αy para algún α 6= 0. Luego

B(z, z) = B(x− αy, x− αy)

= 2αB(x, y)

por lo tanto z es anisótropo. De esta manera podemos formar la reflexión τz, donde

τz(x) = x−
2B(x, x− αy)

Q(x− αy)
(x− αy)

= x−
2(B(x, x)− αB(x, y))

−2αB(x, y)
(x− αy)

= x− x+ αy

= αy

τz(y) = y −
2B(y, x− αy)

−2αB(x, y)
(x− αy)

= y −
2B(x, y)

−2αB(x, y)
(x− αy)

= y + α−1x− y

= α−1x

Aśı toda reflexión en un plano hiperbólico intercambia las dos rectas isótropas.

b) Sea σ ε O2(V), tal que intercambia las dos rectas isótropas, entonces debe ser una reflexión:
σ(x) = αy con α ε Ḟ, de aqúı la ecuación

B(x, y) = B(σ(x), σ(y))

= B(αy, σ(y))

lleva a que σ(y) = α−1x, por lo tanto σ = τx−αy.

Finalmente notemos que la acción de σ′ ε O2(V) la cual no es una reflexión esta descrita
por

σ′(x) = αx, σ′(y) = α−1y

por lo tanto, toda σ′ es de la forma

σ′ = τx−yτx−αy

2.8. Teorema de Witt

Teorema 2 Sea U y W subespacios regulares de un espacio cuadrático (V, Q). Si U ∼= W,
entonces U⊥ ∼=W⊥.
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Demostración. Probaremos el resultado por inducción en la dimensión de U .

i) dimU = 1. Sean U y W rectas, es decir U =< x > y W =< y > con Q(x) = Q(y) 6= 0.
Entonces

Q(x+ y) +Q(x− y) = 2Q(x) + 2Q(y) = 4Q(x)

por lo tanto Q(x + y) o Q(x − y) es no nulo. Como W =< y >, podemos intercambiar
y por −y, es decir, W =< −y >, lo cual nos permite asumir que Q(x − y) 6= 0. Por
consiguiente podemos considerar la reflexión τx−y. Aśı tenemos que

τx−y(x) = x−
2B(x, x− y)

Q(x− y)
(x− y)

pero
Q(x− y) = Q(x) +Q(y)− 2B(x, y)

= 2Q(x)− 2B(x, y)

= 2B(x, x− y)

aśı
τx−y(x) = x−

Q(x− y)

Q(x− y)
(x− y) = y

de aqúı que τx−y es la respectiva isometŕıa de la hipótesis, es decir, τx−y (U) = W. Sea
u ε U⊥, tenemos que

B(u, x) = 0 ∀x ε U

luego 0 = B(u, x)

= B(τx−y(u), τx−y(x))

= B(τx−y(u), y)

por lo tanto τx−y(u) ε W⊥. Aśı τx−y

(
U⊥
)
⊆ W⊥. Como dimU⊥ = dimW⊥, entonces

U⊥ ∼=W⊥.

ii) dimU > 1. Como U ∼=W y son regulares, podemos considerar

U = U1 ⊥ U
⊥
1 y W =W1 ⊥ W

⊥
1

donde U1
∼=W1 y U⊥

1
∼=W⊥

1 , además dimU1 = 1.

Como V = U ⊥ U⊥ y U1
∼=W1, por la primera parte resulta que

U⊥
1 ⊥ U

⊥ ∼=W⊥
1 ⊥ W

⊥

Tenemos U⊥
1
∼=W⊥

1 y dimU1 < dimU , luego por hipótesis de inducción

U⊥ ∼=W⊥

�
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Teorema 3 (Witt) Sean (V, Q) y (V ′, Q′) dos espacios cuadráticos regulares e isométricos.
Sea U un subespacio de V y σ una isometŕıa de U en V ′. Entonces existe una prolongación de
σ a una isometŕıa de V sobre V ′.

Demostración. Consideremos U =W ⊥ radU y sea {x1, x2, . . . , xr} una base para radU . La
Proposición 43 nos dice que W es regular y por la Proposición 50 existe un subespacio

H = H1 ⊥ H2 ⊥ · · · ⊥ Hr

del espacio W⊥ en el cual cada Hi es un plano hiperbólico tal que xi ε Hi. Como H es regular,
este es un sumando ortogonal de W⊥, aśı

V =W ⊥ H ⊥ H⊥

donde H⊥ = {z εW⊥ | ∀ y ε H, B(y, z) = 0}. Colocando σ(U) = U ′, σ(W) =W ′ y σ(xi) = x′i
para 1 ≤ i ≤ r, tenemos que

rad U ′ = σ(rad U) =< x′1, x
′
2, . . . , x

′
r >

y
U ′ =W ′ ⊥ rad U ′

Repitiendo el proceso anterior obtenemos una suma ortogonal

V ′ =W ′ ⊥ H ′ ⊥ (H ′)
⊥

en la cual
H ′ = H′

1 ⊥ H
′
2 ⊥ · · ·H

′
r

donde los H′
i son planos hiperbólicos con x′i ε H

′
i.

De esta manera existe una isometŕıa

τ : H → H ′

la cual coincide con σ en cada xi y por lo tanto en rad U , además σ lleva W en W ′, por lo
tanto existe una prolongación de σ a una isometŕıa σ′ = σ ⊥ τ de W ⊥ H sobre W ′ ⊥ H ′.

Como H y H′ son isométricos por τ , el teorema anterior nos dice que H⊥ y (H ′)⊥ son
isométricos. Por lo tanto hay una prolongación de σ a una isometŕıa de V sobre V ′.

�

Uno puede usar los dos últimos teoremas para definir un invariante llamado ı́ndice a un
espacio regular cuadrático (V, Q).

Proposición 53 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular, entonces todos los subespacios M
maximales de V, tal que Q(M) = 0, tienen la misma dimensión.
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Demostración. Sea M un subespacio maximal de V tal que Q(M) = 0 y sea M′ otro
subespacio maximal, tal que Q(M′) = 0, y supongamos que dimM≤ dimM′.

Existe una isometŕıa σ deM enM ′, donde Q(M) = Q(M ′) = 0, aśı hay una prolongación
de σ a una isometŕıa τ de V sobre V por teorema anterior. Entonces

M⊆ τ−1(M ′)

pero Q(τ−1(M′)) = 0 yM es maximal, entonces M = τ−1(M ′) luego dimM = dimM ′. �

Definición 45 Sea (V, Q)un espacio cuadrático regular yM un subespacio maximal totalmente
isótropo. Se define el ı́ndice de V como la dimensión de M y lo denotaremos por ind V.

Existe otra forma de mirar el ı́ndice. Si descomponemos V completamente en planos hiperbóli-
cos obtenemos una suma ortogonal

V = H1 ⊥ · · · ⊥ Hr ⊥ V0

con 0 ≤ 2r ≤ dimV y V0 es 0 o anisótropo. Por Teorema 2 vemos que r no depende de la suma
ortogonal realizada y entonces V0 es único bajo una isometŕıa. La Proposición 50 muestra que
r es realmente el ı́ndice de V. En particular esto prueba que r = indV satisface la inecuación

0 ≤ 2 indV ≤ dimV

Definición 46 Sea (V, Q) un espacio cuadrático tal que indV = r. Diremos que V es un espacio
hiperbólico si dimV = 2r.

Aśı (V, Q) es un espacio hiperbólico si y sólo si este tiene una suma ortogonal

V = H1 ⊥ · · · ⊥ Hr

en la cual 1 ≤ r con todos los Hi planos hiperbólicos.



Caṕıtulo 3

Subgrupos Distinguidos del Grupo
Ortogonal

Consideremos un espacio cuadrático regular (V, Q). Mostraremos que las reflexiones de V
generan a On(V) y haremos un estudio preliminar de ciertos subgrupos de On(V), estos son:

i) O+
n , el subgrupo de rotaciones.

ii) Ωn, el subgrupo conmutador.

iii) Zn, el centro.

3.1. Rotaciones y Simetŕıas

Consideremos el grupo ortogonal On(V) del espacio cuadrático regular no nulo (V, Q) y la
forma bilineal B asociada a Q.

Fijemos una base B = {x1, x2, . . . , xn} para V y sea M la matriz asociada a B. Consideremos
σ ε On(V) y sea T = [σ]B la matriz de σ en esta base, es decir,

σ(xj) =
n∑

i=1

tij xi

entonces {σ(x1), σ(x2), . . . , σ(xn)} es también una base de V y la matriz asociada a B en esta
base es M , en efecto

(B(σ(xi), σ(xj))) = (B(xi, xj)) 1 ≤ i, j ≤ n

= M

Proposición 54 Sean σ ε End(V), B una base de V y M la matriz asociada a B en esta base.

σ ε On(V) si y sólo si [σ]tBM [σ]B = M

52
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Demostración. Sea T = [σ]B, por 2.2 tenemos que M = T tMT , entonces

σ ε On(V) ⇔ B(σ(x), σ(y)) = B(x, y) ∀x, y ε V

⇔ [σ(x)]tB (B(xi, xj)) [σ(y)]B = [x]tB (B(xi, xj)) [y]B ∀x, y ε V

⇔ ([σ]B[x]B)t M [σ]B[y]B = [x]tBM [y]B ∀x, y ε V

⇔ [x]tBT
tMT [y]B = [x]tBM [y]B ∀x, y ε V

⇔ T tMT = M

�

Corolario 6 Con las hipótesis de la Proposición anterior.

φ : On(V) → {T ε GLn(V) |M = T tMT}

σ  [σ]B

es un isomorfismo de grupos.

Corolario 7 Sea σ ε On(V), entonces

det(φ(σ)) = ±1

Demostración. Por la Proposición anterior, si σ ε On(V), entonces M = T tMT , donde
M = (B(xi, xj)) y T = [σ]B, entonces

detM = det(T tMT )

detM = det(T t) detM detT

detM = detM(det(T ))2

1 = (det(T ))2

±1 = det(φ(σ))

cuando V es regular.
Denotamos por det(φ(σ)) = det(σ). �

Si consideramos ahora el determinante como una función, es decir,

det : On(V)→ {±1}

entonces det es un epimorfismo de grupos y con núcleo ker(det) = {σ ε On(V) | det σ = 1}, de
esta manera ker(det) E On(V), con

[On(V) : ker(det)] = 2
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Definición 47 Sea σ ε On(V).

1) Diremos que σ es una rotación si det σ = 1 y sea

O+
n (V) = {σ ε On(V) | det σ = 1}

el conjunto de rotaciones de V.

2) Diremos que σ es una simetŕıa si det σ = −1 y sea

O−
n (V) = {σ ε On(V) | det σ = −1}

el conjunto de simetŕıas de V.

Por Corolario anterior, tenemos que O+
n (V) es un subgrupo normal de On(V), además

O+
n (V),O−

n (V) corresponden a las clases laterales, aśı tenemos que

On(V) = O+
n (V) ∪O−

n (V), O+
n (V) ∩ O−

n (V) = o/

Observación. Como hay tantas reflexiones como rectas anisótropas, entonces el número de
reflexiones es al menos igual al número de rectas anisótropas. Como hay tantas rotaciones
como reflexiones, entonces el número de rotaciones es al menos igual al número de rectas
anisótropas.

Proposición 55 Sea (V, Q) un espacio hiperbólico y σ ε On(V) la cual es la identidad en un
subespacio maximal totalmente isótropo de V. Entonces σ es una rotación.

Demostración. Sea M un subespacio maximal tal que Q(M) = 0 y sea r la dimensión de
M, por lo tanto la dimensión de V es 2r. Por la Proposición 50 existe otro subespacio maximal
totalmente isótropo N de V tal que V =M⊕N .

Para cualquier x εM e y ε N , donde σ(x) = x se cumple que

B(x, σ(y)− y) = B(x, σ(y))−B(x, y)

= B(x, σ(y))−B(σ(x), σ(y))

= 0

por lo tanto σ(y)− y εM⊥.
Como M⊆M⊥ y la dimM = dimV/2, entonces dimM = dimM⊥, por lo tanto

M =M⊥, aśı σ(y)− y εM.
Tomando una base {x1, x2, . . . , xr} de M y una base {y1, y2, . . . , yr} de N , construimos

B = {x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , yr} una base para V, entonces la matriz asociada a σ en esta
base, la obtenemos de:

i) σ(xi) = xi 1 ≤ i ≤ r
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ii)

σ(yk)− yk =

r∑

i=1

αk
i xi +

r∑

j=1

βk
j yj εM

de esta manera βk
j = 0, para 1 ≤ j 6= k ≤ r. Aśı

σ(yk) =
r∑

i=1

αk
i xi + yk

de esta forma

[σ]B =




1 0 · · · 0 α1
1 α2

1 · · · αr
1

0 1 · · · 0 α1
2 α2

2 · · · αr
2

...
...

. . .
...

...
... · · ·

...
0 0 · · · 1 α1

r α2
r · · · αr

r

0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 1




y por lo tanto
det σ = det([σ]B) = 1

�

Proposición 56 Sea U un hiperplano del espacio cuadrático regular (V, Q) y sea σ una isometŕıa
de U en V. Si U es regular hay exactamente dos prolongaciones de σ a V y una es una reflexión
compuesta con la otra. Si U no es regular hay exactamente una prolongación de σ a V.

Demostración. El Teorema de Witt nos asegura que existe una prolongación σ1 de σ. Con-
sideremos σ2 ε On(V). σ2 es una prolongación de σ si y sólo si σ−1

2 ◦ σ1 = 1U en U , en efecto,
como σ1 |U= σ, entonces

σ1 |U = σ2 |U

σ−1
2 ◦ σ1 |U = 1U

Sea ρ = σ−1
2 ◦ σ1, entonces

1) U es regular. Sea U⊥ =< y > con Q(y) 6= 0, entonces para todo x ε U

0 = B(x, y)

= B(ρ(x), ρ(y))

= B(x, ρ(y))
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entonces ρ(y) ε U⊥, de esta manera ρ(y) = αy. Aśı

Q(y) = Q(ρ(y))

= Q(αy)

= α2Q(y)

por lo tanto α2 = 1. De esta forma ρ |U⊥= ±1U⊥. Por lo tanto

σ2 = σ ⊥ σ1 o σ2 = σ ⊥ −σ1

y sólo existen 2 prolongaciones.

Si consideramos τy la reflexión con respecto a la recta < y >, donde < y > es ortogonal a
U , entonces para u ε U tenemos que

σ1 ◦ τy(u) = σ1

(
u−

2B(u, y)

Q(y)
y

)

= σ1(u+ 0)

= σ(u)

aśı, σ1 ◦ τy es la otra prolongación de σ.

2) U no es regular. Demostraremos que ρ = 1V . Sea rad(U) = U ∩U⊥ =< x > con Q(x) = 0.
Por Lema 2 tenemos que U = W ⊥ rad (U), donde W es regular y dimW = n − 2. Por
lo tanto

V =W ⊥W⊥ =W ⊥< x, z > Q(x) = Q(z) = 0

Como ρ (W) =W y además ρ(x) = x y ρ(z) = αz con α ε F, de esta manera

B(x, z) = B(ρ(x), ρ(z))

= B(x, αz)

= αB(x, z)

aśı α = 1 y ρ = 1V en V. De donde σ2 = σ1 y aśı σ tiene sólo una prolongación.

�

3.2. Conjunto Generador de On(V)

En esta sección mostraremos que las reflexiones forman un conjunto generador de On(V).

Lema 3 Sea (V, Q) un espacio cuadrático de dimensión n y σ ε On(V) con la siguiente condi-
ción:

∀x anisótropo en V ⇒ σ(x)− x es isótropo en V (∗)

entonces n ≥ 4, par, y σ es una rotación.
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Demostración. Sea n ≥ 3 y σ ε On(V), tal que cumple la condición (∗). Afirmamos que
Q(σ(x)− x) = 0 para todo x ε V, y no sólo para vectores anisótropos.

Para esto consideremos un vector isótropo y ε V, tal que σ(y) 6= y, de esta manera existe un
plano hiperbólico H =< y, z > con Q(z) 6= 0. Por lo tanto

Q(y + βz) = Q(y) + 2βB(y, z) + β2Q(z)

6= 0

para ciertos β ε Ḟ. Aśı

Q(σ(y + βz)− (y + βz)) = 0, Q(σ(z)− z) = 0

por la condición (∗), luego

0 = Q(σ(y + βz)− (y + βz))

= Q(σ(y)− y + σ(βz)− βz)

= Q(σ(y)− y) + 2βB(σ(y)− y, σ(z)− z) + βQ(σ(z)− z)

= Q(σ(y)− y) + 2βB(σ(y)− y, σ(z)− z)

entonces usando dos de estos valores obtenemos que Q(σ(y)− y) = 0 como afirmamos.
De esta forma, existe un subespacio W = (σ− 1V)(V) de V, el cual satisface que Q(W) = 0.
Si consideramos x ε V y w εW⊥, entonces obtenemos

B(x, σ(w)− w) = B(σ(x)− σ(x) + x, σ(w)− w)

= B(σ(x), σ(w)− w)−B(σ(x)− x, σ(w)− w)

= B(σ(x), σ(w)− w)

= B(σ(x), σ(w))−B(σ(x), w)

= B(x− σ(x), w)

= −B((σ − 1)(x), w)

= 0

Aśı σ(w)− w ε radV, pero V es regular, por lo tanto

σ(w) = w, ∀ w εW⊥

Sea w ε W⊥ anisótropo, por la condición (∗) tenemos que σ(w)− w es isótropo, pero esto
es una contradicción ya que σ(w)− w = 0.

Por lo tanto ∀w εW⊥, w es isótropo, es decir, Q(W⊥) = 0. Aśı

W ⊆W⊥ ⊆ (W⊥)⊥ =W

Por lo tanto W = W⊥. De esta manera n es par y la dimW = n
2 , por el Corolario 5, lo que

implica que V es un espacio hiperbólico y además W es un espacio totalmente isótropo. Como
σ es la identidad en W⊥ =W, por la Proposición 55, σ es una rotación. �
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Teorema 4 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular de dimensión n. Entonces ∀σ ε On(V),
σ es un producto de a lo más n reflexiones.

Demostración. La demostración se realiza por inducción en n.

n = 1 Es fácil al considerar los elementos de O1(V).

n > 1 a) Sea x anisótropo en V tal que σ(x) = x.
La restricción de σ al hiperplano U ortogonal a < x > es un elemento de On−1(U).
En efecto, sea y ε U , entonces

B(σ(y), x) = B(σ(y), σ(x))

= B(y, x)

= 0

aśı σ(y) ε < x >⊥= U . Por hipótesis inductiva, σ |U es producto de a lo más
n− 1 reflexiones tomadas con respecto a las rectas de U , es decir

σ |U= τx1
τx2
· · · τxn−1

con τxi
reflexiones en On−1(U), 1 ≤ i ≤ n− 1.

Cada τxi
tiene una prolongación natural τ ′xi

en V dada con respecto a su recta
de origen < xi >. Esta prolongación está dada de la siguiente forma:
Consideremos V =< x >⊥ U , entonces v = αx+ u ε V, con u ε U , aśı

τ ′xi
(αx+ u) = αx+ u−

2B(αx+ u, xi)

Q(xi)
xi

= αx+ u−
2B(u, xi)

Q(xi)
xi

= αx+ τxi
(u)

es la prolongación de τxi
a V.

Por lo tanto el producto de las τ ′xi
con 1 ≤ i ≤ n concuerda con σ tanto en U

como en < x >, aśı
σ = τ ′x1

τ ′x2
· · · τ ′xn−1 sobre V

Aśı σ es producto de a lo más n− 1 reflexiones cuando deja un vector fijo.

b) Sea x ε V anisótropo tal que Q(σ(x)− x) 6= 0
De esta manera existe una reflexión τσ(x)−x. Formando τσ(x)−xσ, entonces τσ(x)−xσ
deja fijo a x, en efecto

(τσ(x)−xσ)(x) = τσ(x)−x(σ(x))

= σ(x)−
2B(σ(x), σ(x)− x)

Q(σ(x)− x)
(σ(x)− x)
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=
Q(σ(x)− x)σ(x)− 2B(σ(x), σ(x)− x)(σ(x)− x)

Q(σ(x)− x)

=
2B(σ(x), σ(x))x− 2B(σ(x), x)x

Q(σ(x)− x)

=
2Q(σ(x))− 2B(σ(x), x)

Q(σ(x)− x)
x

= x.

Por lo anterior tenemos que τσ(x)−xσ es producto de a lo más n− 1 reflexiones.
Por lo tanto σ es producto de a lo más n reflexiones.

c) Sea x ε V anisótropo tal que Q(σ(x)−x) = 0, es decir, que satisface la condición
(∗), entonces n es par y σ es una rotación. Si fijamos una reflexión τ en V,
entonces τσ es una reflexión, por lo tanto no satisface la condición (∗), aśı τσ es
producto de a lo más n reflexiones, por lo tanto σ es producto de a lo más n+ 1
reflexiones, pero σ no puede ser producto de n + 1 reflexiones ya que σ es una
rotación y n + 1 es impar.

Por lo tanto σ es producto de a lo mas n reflexiones.

�

Definición 48 Sea (V, Q) un espacio cuadrático y σ ε On(V). El conjunto

Vσ = {x ε V | σ(x) = x}

es el espacio fijo de σ.

Ejemplo 11 Sea σ ε On(V).

a) Si σ = −1V , entonces Vσ = {0}

b) Si σ = 1V , entonces Vσ = V

c) Sea (V, Q) un espacio cuadrático. Sea y ε V tal que Q(y) 6= 0, por lo tanto existe la
reflexión τy en V, aśı

Vτy
= {x ε V | τy(x) = x}

= {x ε V | x−
2B(x, y)

Q(y)
y = x}

= {x ε V | B(x, y)y = 0}

= {x ε V | B(x, y) = 0)}

= < y >⊥

Por lo tanto el espacio fijo de una reflexión es el hiperplano ortogonal a la recta de la
definición de la reflexión.
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d) Consideremos el espacio vectorial (R2, Q), con

Q : R2 → R

(x, y)  x2 + y2

obtenemos que

O2(R
2) =

{(
cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

)
,

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
| α ε R

}

de esta forma
R

2

 0 1
-1 0




= {(0, 0)}

Corolario 8 Sea (V, Q) un espacio cuadrático y σ ε On(V). Si σ es producto de r reflexiones,
entonces la dimensión de su espacio fijo es al menos n− r.

Demostración. Expresando σ como un producto σ = τ1τ2 · · · τr de reflexiones y sea Ui el
espacio fijo de τi para 1 ≤ i ≤ r, entonces

U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ur ⊂ Vσ

por lo tanto basta probar que si U1, . . . ,Ur son hiperplanos de V, entonces

dim(U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ur) ≥ n− r

Hagamos inducción en r

a) r = 1, por Ejemplo c) anterior, es un hiperplano.

b) r > 1,

dim(U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ur) = dim(U1 ∩ · · · ∩ Ur−1) + dim(Ur)− dim((U1 ∩ · · · ∩ Ur−1) + Ur)

≥ (n− (r − 1)) + (n− 1)− (n) = n− r

�

Corolario 9 Sea (V, Q) un espacio cuadrático y σ ε On(V), tal que σ es producto de n reflexio-
nes. Entonces puede ser expresado como producto de n reflexiones con la primera (o la última)
escogida arbitrariamente.

Demostración. Escribamos σ como un producto de n reflexiones, σ = τ1τ2 · · · τn. Sea τ una
reflexión cualquiera, entonces por el Teorema anterior τσ puede ser escrito como producto de a
lo más n reflexiones

σ = ττ ′2τ
′
3 · · · τ

′
r

donde r − 1 ≤ n ⇔ r ≤ n + 1. Aqúı el det σ = (−1)r y por la hipótesis det σ = (−1)n. Por lo
tanto r y n tienen la misma paridad. En particular r ≤ n. Si r < n, podemos poner un número
par de τ ’s al final de la expresión anterior para σ y obtener

σ = ττ ′2 · · · τ
′
n

Aśı podemos elegir la primera reflexión en forma arbitraria. Para el caso de la última elegida
arbitrariamente, se procede en forma similar. �
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3.3. Peculiaridades en Dimensión 2 y 3

El grupo ortogonal de espacios de dimensión dos y tres tienen ciertas propiedades especiales
que pueden ser usadas en la teoŕıa general. Incidentalmente la teoŕıa del grupo ortogonal en
dimensión dos es muy diferente de la teoŕıa en grandes dimensiones.

Proposición 57 Sea (V, Q) un espacio cuadrático de dimensión 2, entonces O+
2 (V) es conmu-

tativo.

Demostración.

a) Sean τ, σ ε O2(V), tal que τ es una reflexión y σ una rotación, entonces

τσ = τ1

es una reflexión, de esta manera

τστ = τ1τ

= σ−1

b) Sean σ, ̺ ε O+
2 (V), entonces

σ̺σ−1 = ττ1̺τ1τ por a)

= τ̺−1τ

= ̺

Por lo tanto O+
2 (V) es conmutativo. �

Proposición 58 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular, con 1 ≤ dimV ≤ 3 y σ ε On(V) tal
que dimVσ = d, entonces σ es un producto de n− d reflexiones de V.

Demostración.

I) Supongamos que σ es producto de r reflexiones, con r < n− d, entonces

d = dim(Vσ) ≥ n− r > d

lo cual no es posible.

II) Probemos que σ tiene al menos una expresión como producto de n− d reflexiones.

1) n = 1

a) d = 0, entonces σ = −1V , aśı σ es una reflexión.

b) d = 1, entonces σ = 1V .
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2) n = 2

a) d = 0, supongamos que existe y ε V tal que Q(y) 6= 0 y σ = τy, entonces

{0} = Vτy
=< y >⊥

lo cual no puede ser ya que dim < y >⊥= 1, entonces 1V 6= σ 6= τy.
Por lo tanto σ es una rotación.

b) d = 1, como Vσ ≤ V de dimensión 1, entonces Vσ es regular, entonces
V = Vσ ⊥ V

⊥
σ . Aśı σ es una reflexión con respecto a la recta ortogonal a Vσ.

c) d = 2, σ = 1V .

3) n = 3

a) d = 0
- Si σ es producto de 1 reflexión, entonces dimVσ = 2, lo cual es una contradic-
ción.

- Supongamos que σ = τyτx, con x, y ε V y Q(y) = Q(x) 6= 0, aśı

Vσ = {z ε V | τy(τx(z)) = z}

= {z ε V | τy

(
z −

2B(x, z)

Q(x)
x

)
= z}

= {z ε V | τy(z)−
2B(x, z)

Q(x)
τy(x) = z}

= {z ε V | z −
2B(y, z)

Q(y)
y −

2B(x, z)

Q(x)

(
x−

2B(y, x)

Q(y)
y

)
= z}

= {z ε V |

(
4B(x, z)B(y, x)

Q(y)Q(x)
−

2B(y, z)

Q(y)

)
y =

2B(x, z)

Q(x)
x}

Aśı la dimVσ es al menos 1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto σ es
producto de tres reflexiones.

b) d = 1, entonces Vσ =< x > con x ε V. Luego es necesario mostrar que σ es una
rotación.
Supongamos que σ es una reflexión, entonces −σ es una rotación, por lo tanto
−σ deja fijo un vector, es decir −σ(y) = y y σ invierte otro, σ(z) = −z. Estos
dos vectores son independientes, en efecto, sean y, z ε V no nulos y α, β ε F, tal
que σ(z) = −z y −σ(y) = y. Supongamos que αy + βz = 0, aśı

σ(αy + βz) = 0

ασ(y) + βσ(z) = 0

βσ(z) = α− σ(y)

βz = αy

de esta manera, 2αy = 0, entonces α = 0 y a su vez β = 0, por lo tanto {y, z} es
linealmente independiente.
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De esta forma σ2(w) = w, para todo w ε < y, z >. A su vez σ2 es una rotación;
de esta manera σ2 = 1V por la Proposición 56. Aśı σ es una reflexión y una
involución, entonces por la Proposición 51, σ = −1V o una reflexión, lo cual es
imposible, ya que dimVσ = 1. Por lo tanto σ es una rotación.

c) d = 2, entonces Vσ = P, donde P es un plano, el cual es regular, aśı σ es una
reflexión con respecto a la recta ortogonal P.

d) d = 3, entonces σ es la identidad.

�

La ultima Proposición muestra que para espacios de dimensión 3 el espacio fijo de cualquier
rotación, distinta de la identidad, es una recta. A esta recta la llamaremos el eje de rotación. El
conjunto de todas las rotaciones con un eje dado es un subgrupo de O+

3 (V).

Proposición 59 Sea L una recta anisótropa y OL el grupo de rotación que tienen como eje a
L, entonces existe un isomorfismo natural de OL sobre el grupo O+

2 (L⊥).

Proposición 60 Sea L una recta isótropa en un espacio cuadrático regular (V, Q) de dimensión
3, entonces existe un isomorfismo de grupos entre (OL, ·) y (F,+).

Demostración. Sea L =< x > con x ε V. Podemos obtener la suma ortogonal

V =< x, y >⊥< z >

donde Q(x) = Q(y) = 0, B(x, y) = 1. Sea U un plano, tal que U =< x >⊥< z >, donde
radU =< x >.

Consideremos α ε F y definamos una función

ρ : U → V

x  x

z  αx+ z

la cual es una isometŕıa, en efecto

B(ρ(x), ρ(z)) = B(x, αx+ z)

= B(x, αx) +B(x, z)

= B(x, z)

El Teorema de Witt nos dice que existe una prolongación de ρ a una isometŕıa de V
sobre V, esta prolongación es única ya que U no es regular. De esta forma asociamos esta única
isometŕıa de V sobre V con α. Esta isometŕıa la escribimos como ρα y se define de la siguiente
forma:

ρα : V → V

x  x

z  αx+ z
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donde ρα+β = ραρβ y, en particular ρα = ρ2
α/2, de esta manera ρα es siempre una rotación, con

< x > como el eje de rotación. Aśı obtenemos el homomorfismo definido por:

φ : F → O<x>

α  ρα

Además,

i) Sea α ε ker φ, entonces

φ(α) = 1V

ρα = 1V /z

ρα(z) = z

αx+ z = z

αx = 0

α = 0 ∨ x = 0

como x 6= 0, entonces φ es inyectiva.

ii) Epiyectividad. Sea σ ε O+
3 (V) con Vσ =< x > y escribiendo

σ(x) = x

σ(y) = ax+ by + cz

σ(z) = dx+ ey + fz

como < x, y > es un plano hiperbólico, entonces B(σ(x), σ(y)) = 1, aśı b = 1.
Además U =< x >⊥< z >, entonces e = 0. Si consideramos B = {x, y, z} una base para
V, entonces

[σ]B =




1 a d
0 b e
0 c f



 =




1 a d
0 1 0
0 c f





como el det σ = 1, entonces f = 1, aśı σ queda como

σ(x) = x

σ(y) = ax+ y + cz

σ(z) = dx+ z

por lo tanto σ en U esta dada como

σ(x) = x σ(z) = dx+ z

aśı σ y ρd coinciden en U y como U no es regular, entonces σ = ρd. Aśı φ es epiyectiva y
por lo tanto un isomorfismo

�

Corolario 10 Toda rotación en un eje isótropo es el cuadrado de una rotación en el mismo
eje. Hay al menos una rotación en este eje la cual no es la identidad.
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3.4. El subgrupo conmutador de On(V)

Denotaremos por Ωn al subgrupo conmutador del grupo ortogonal On(V) de un espacio
cuadrático regular (V, Q).

Proposición 61 El conmutador Ωn está generado por elementos de la forma [τx, τy] = τxτyτ
−1
x τ−1

y .
Además contiene los cuadrados de todos los elementos de On(V) y en particular esta generado
por los cuadrados de los elementos de O+

n (V).

Demostración. Sea G un subgrupo de On(V) que está generado por el conmutador
[τx, τy] = τxτyτ

−1
x τ−1

y = (τxτy)
2. Para cualquier σ ε On(V) tenemos que στxσ

−1 = τσ(x), entonces

σ[τx, τy]σ
−1 = [τσ(x), τσ(y)]

por lo tanto G es un subgrupo normal de On(V). Aśı podemos definir la proyección canónica

¯ : On(V) → On(V)/G

τx  τx

y tenemos que [τx, τy] = 1, es decir, τxτy = τyτx.
De esta manera, si consideramos σ, ̺ ε On(V) y las escribimos en términos de reflexiones,

resulta que
σ = τ1τ2 · · · τm y ̺ = τm+1τm+2 · · · τr

tenemos
σ ̺ = τ1 · · · τm τm+1 · · · τr = τm+1 · · · τrτ1 · · · τm = ̺ σ

por lo tanto On(V)/G es conmutativo. Luego

σρ = ρσ

σρσ−1ρ−1 = 1

de esta manera σρσ−1ρ−1 ε G, por lo tanto aśı Ωn ⊆ G, pero G ⊆ Ωn por definición. Por lo
tanto G = Ωn.

Finalmente, sea σ ε On(V), entonces tenemos

σ2 = τ1 · · · τm τ1 · · · τm = τ1τ1 · · · τmτm = 1

Por lo tanto σ2 ε G = Ωn. Aśı Ωn contiene los cuadrados de todos los elementos de On(V).
Pero Ωn está generado por lo cuadrados (τxτy)

2 por definición de G = Ωn. Por lo tanto Ωn

está generado por los cuadrados de todos los elementos de O+
n (V). �
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Proposición 62 Ωn es también el subgrupo conmutador de O+
n (V) cuando n ≥ 3.

Demostración. Sea Ω+
n el subgrupo conmutador de O+

n (V), solo bastaŕıa demostrar que es
igual a Ωn.

⊆) Como O+
n (V) ≤ On(V), entonces Ω+

n ⊆ Ωn.

⊇) Como Ωn está generado por el conmutador [τx, τy], donde τx, τy son reflexiones de V. Hay
que demostrar que [τx, τy] ε Ω+

n .

Sean x, y ε V anisótropo, entonces existe U subespacio regular de dimensión 3 de V, tal
que < x, y > ε U , en efecto

a) Si < x, y > es regular, existe < x, y >⊥ anisótropo, luego

U =< x, y >⊥< z >

b) Si < x, y > no es regular, entonces rad (< x, y >) =< z >. Aśı

< x, y >=< x, z >

De esta manera, z ε < x >⊥ y Q(z) = 0, luego existe w ε < x >⊥ tal que < z,w >
es un plano hiperbólico, aśı

U =< x, z, w >

Por lo tanto
V = U ⊥ W

Consideremos τx y τy reflexiones de U con respecto a x e y respectivamente y 1W ε On−3(W),
entonces

[τx, τy] = τxτyτxτy

= (τx τy τx τy) ⊥ 1W

= (−τx ⊥ 1W)(−τy ⊥ 1W)(−τx ⊥ 1W)(−τy ⊥ 1W)

aśı −τx es una rotación, ya que τx es una reflexión, además
(−τx ⊥ 1W)(−τx ⊥ 1W) = (τx

2 ⊥ 1W) = (1U ⊥ 1W) = 1V

por lo tanto
(−τx ⊥ 1W)−1 = (−τx ⊥ 1W)

lo mismo ocurre para (−τy ⊥ 1W). Aśı [τx, τy] es un conmutador de elementos de O+
n (V).

Por lo tanto [τx, τy] ε Ω+
n .

�

Observación. Cuando dimV = 1 el grupo O1 es un grupo de dos elementos, de esta manera
su estructura es trivial.

Si dimV = 2 conocemos que O+
2 es conmutativo, luego su subgrupo conmutador es 1V .

Veremos más adelante que Ω2 = 1v, si y sólo si V es un plano hiperbólico sobre un cuerpo de
tres elementos; en particular la Proposición anterior es cierta para espacios de dimensión dos.

Conocemos que el subgrupo conmutador Ω2 de O2 está generado por el conjunto de cuadrados
de todas las rotaciones; pero este conjunto es un grupo donde O+

2 es conmutativo; por lo tanto
Ω2 es el conjunto de cuadrados de todas las rotaciones.
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3.5. El centro de On(V)

Denotaremos como Zn al centro de On(V).

Proposición 63 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular y σ ε On(V), la cual deja todas las
rectas fijas. Entonces σ = ±1V .

Demostración. Sea x ε V fijo tal que Q(x) 6= 0. Sea σ ε On tal que σ(x) = αx por hipótesis,
entonces

α2Q(x) = Q(αx)

= Q(σ(x))

= Q(x)

por lo tanto α = ±1, ya que α2 = 1. Luego para todo z ε < x >, tenemos que σ(z) = αz.
Consideremos {x, y} linealmente independientes, aśı tenemos que σ(y) = βy para algún

β ε F. Queda demostrar que α = β. Para ello sabemos que, σ(x+ y) = γ(x+ y) con γ ε F, por
hipótesis, aśı

αx+ βy = σ(x) + σ(y)

= σ(x+ y)

= γ(x+ y)

= γx+ γy

por lo tanto α = γ = β. �

Proposición 64 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular isótropo, donde dimV = n, con
n ≥ 3 y σ ε On(V), la cual deja toda recta isótropa fija. Entonces σ = ±1V .

Demostración. Como V es isótropo, entonces tiene como sumando ortogonal a un plano
hiperbólico H. Aśı

V = H ⊥ H⊥

Notemos que σ (H) = H, ya que es generado por dos rectas isótropas.

Probemos que σ deja toda recta fija de H⊥.
Sea z ε H⊥, tal que Q(z) 6= 0. Sabemos que (H, Q) es universal, entonces −Q(z) ε Q(H),

por Proposición 32, aśı existe x ε H tal que Q(x) = −Q(z), además x+ z es un vector isótropo,
ya que

Q(x+ z) = Q(x) +Q(z) + 2B(x, z)

= −Q(z) +Q(z) + 0

= 0
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luego tenemos que H ′ =< x + z, z > es un plano hiperbólico, entonces existe y ε < z >⊥ H
tal que Q(y) = 0 y

H ′ =< x+ z, y > ≤ < z >⊥ H

Como σ (H ′) = H ′, entonces
σ(z) ε < z >⊥ H

pero σ (H) = H, por lo tanto
σ(z) ⊥ H

Con lo cual tenemos que σ(z) ε < z >. Por lo tanto σ deja toda recta de H⊥ fija. Por
la Proposición anterior, tenemos que σ = ±1H⊥. Podemos suponer que σ(z) = z para todo
z ε H⊥, reemplazando σ por −σ.

Ahora probaremos que σ |H= 1H. Como σ fija las rectas isótropas, σ |H es una rotación,
como probamos en el Ejemplo 10. Una rotación en espacios de dimensión dos, fija al 0 o a todo
el espacio.

Como x+ z es isótropo, entonces σ(x+ z) = α(x+ z), por hipótesis. De esta manera

αx+ αz = σ(x+ z) = σ(x) + z

entonces

αx+ αz − z = σ(x)

αx+ (α− 1)z = σ(x) ε H

De esta manera α = 1 y σ(x) = x. Por lo tanto σ |H= 1H. Con esto, hemos demostrado que

σ |H= 1H y σ |H⊥= 1H⊥

Luego obtenemos σ = ±1V . �

Proposición 65 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular de dimensión n, distinto de un plano
hiperbólico sobre un cuerpo de 3 elementos y sea σ ε On(V), la cual deja toda recta anisótropa
fija, entonces σ = ±1V .

Demostración.

n = 1 Trivial.

n ≥ 2 a) Si V es anisótropo, se sigue por la demostración de la Proposición 63.

b) Si V es isótropo.

n = 2 Aqúı V es un plano hiperbólico. Si σ deja las dos rectas isótropas fijas, en-
tonces deja todas las rectas fijas, la demostración sigue de la Proposición
63.
Supongamos que σ intercambia las 2 rectas isótropas. Por Ejemplo 10, σ es
una reflexión, con respecto a una recta < x >, es decir, σ = τx. Consideremos
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< y > una recta ortogonal a < x > y un vector anisótropo de la forma: x+αy
con α ε F. Entonces

σ(x) = −x σ(y) = y σ(x+ αy) = γ(x+ αy)

para algún γ ε F. De esta manera

γx+ γαy = σ(x+ αy) = −x+ αy

de donde obtenemos que α = 0. En otras palabras < x > y < y > son las
únicas rectas anisótropas en V. Pero hay al menos cuatro rectas anisótropas
en un plano hiperbólicos sobre un cuerpo de cinco o más elementos. Por lo
tanto, nuestra suposición de que σ intercambia las rectas isótropas de V es
inaceptable. Aśı σ = ±1V .

n ≥ 3 Todo plano regular en V es generado por 2 rectas anisótropas, por lo tanto
es fijo por σ. Si podemos demostrar que todo vector isótropo x pertenece
a dos planos hiperbólicos distintos, entonces σ(x) pertenece a cada uno de
estos planos y aśı en < x >; esto implicaŕıa que toda recta isótropa, aśı toda
recta, queda fija por σ. Encontremos dos planos hiperbólicos que contengan
a x.
Existe al menos un plano hiperbólico H =< x, y > que contiene a x dado
que V es regular.
Tomando un vector no nulo z ortogonal a H, entonces H ′ =< x, y + z >
es otro plano hiperbólico que contiene a x y distinto de H. De esta forma
σ(x) ε < x > para todo x isótropo.
Por lo tanto, como σ deja toda recta fija, de la Proposición 63, obtenemos
que σ = ±1V .

�

Proposición 66 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular. Entonces Zn = {±1V} con una
única excepción, cuando V es un plano hiperbólico sobre un cuerpo de tres elementos. En este
caso Z2 = O2(V).

Demostración.

⊇) Claramente ±1V ε Zn.

⊆) Sean σ ε Zn y < x > una recta anisótropa en V, entonces consideremos la reflexión τx aśı

τx = σ ◦ τx ◦ σ
−1 = τσ(x)

Por lo tanto σ(x) ε < x >. De esta manera σ deja toda recta anisótropa fija, aśı σ = ±1V
por Proposición anterior.
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Veamos el caso en que V es un plano hiperbólico sobre un cuerpo de tres elementos.
Aqúı V contiene dos rectas anisótropas distintas, por lo tanto O−

2 (V) contiene dos reflexiones
distintas, de esta manera |O2(V)| = 4 y todo grupo de orden cuatro es conmutativo.

�

Corolario 11 On(V) es conmutativo en exactamente dos casos, cuando n = 1 y V es un plano
hiperbólico sobre un cuerpo de tres elementos. En otro caso, no es conmutativo.

Demostración. Miremos el caso de n > 1.
Aqúı V tiene 2 o más rectas anisótropas (por ejemplo, las rectas en una base ortogonal) y

de esta manera On(V) tiene a lo menos orden 4. En particular On(V) 6= {±1V}. �

Corolario 12 O+
n (V) es conmutativo cuando n = 1, 2, para n ≥ 3 no es conmutativo.

Demostración. La conmutatividad de O+
1 (V) es evidente, para O+

2 (V) ya está probado en la
Proposición 57.

Para n ≥ 3, tenemos que Ωn 6= 1V , ya que On(V) no es conmutativo, pero Ωn es el subgrupo
conmutador de O+

n (V). Por lo tanto O+
n (V) no es conmutativo. �

Proposición 67 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular. El centralizador de Ωn en On(V) es
Zn, cuando n ≥ 3.

Demostración. Tomaremos σ ε On(V) tal que conmute con todo elemento de Ωn y probaremos
que σ ε Zn.

1) Sea V anisótropo. Probaremos que todo plano queda fijo por σ y aśı probar que deja toda
recta fija y por Proposición 63, σ = ±1.

Consideremos un plano P en V y sea V = P ⊥ W la correspondiente suma ortogonal de
V.

Como P es anisótropo, este contiene a lo menos 3 rectas anisótropas, de esta manera
O+

2 (P) tiene a lo menos 3 rotaciones; en un espacio de dimensión 2 existen exactamente
dos involuciones que son rotaciones, las cuales son ±1P ; de esta manera existe ρ ε O+

2 (P)
tal que ρ2 6= 1V .

Considerando ρ = ρ ⊥ 1W , entonces W es el espacio fijo de ρ 2, ya que

ρ 2 (W) = ρ2 ⊥ 1W (W) =W

además Vρ2 = {0} y

Vσ◦ρ 2◦σ−1 = {x ε V | σ ◦ ρ 2 ◦ σ−1(x) = x}

= {x ε V | ρ 2(σ−1(x)) = σ−1(x)}

= {x ε V | σ−1(x) εW}

= σ(W)
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pero ρ 2 ε Ωn, entonces σ ◦ ρ 2 ◦ σ−1 = ρ 2 por hipótesis, de esta manera Vρ 2 = σ(W).

Por lo tanto σ(W) = W y aśı σ(P) = P. El resultado es consecuencia inmediata de lo
anterior y la Proposición 63.

2) Sea V isótropo. Por la Proposición 64 es necesario probar que σ deja toda recta isótropa
fija. Para esto consideremos < x > una recta isótropa, entonces existe un plano hiperbólico
H =< x, z > con Q(z) = 0 y a su vez un subespacio regular U de dimensión 3 de V, el
cual contiene a < x >.

Tomando la suma ortogonal V = U ⊥ W. Por el Corolario 10, existe ρ ε O+
3 (U) la cual

tiene como eje a < x > y ρ2 6= 1V .

Colocando ρ = ρ ⊥ 1W , entonces

Vρ 2 =< x >⊥ W

donde Vρ2 =< x > y además

Vσ◦ρ 2◦σ−1 = {y ε V | σ ◦ ρ 2 ◦ σ−1(y) = y}

= {y ε V | ρ 2(σ−1(y)) = σ−1(y)}

= {y ε V | σ−1(y) ε < x >⊥ W}

= < σ(x) >⊥ σ(W)

pero ρ 2 ε Ωn, entonces σ ◦ ρ 2 ◦ σ−1 = ρ 2 por hipótesis, de esta manera
Vρ 2 =< σ(x) >⊥ σ(W).

Por lo tanto
< σ(x) >⊥ σ(W) =< x >⊥ W

por Proposición 38, tenemos que

rad(< x >⊥ W) = rad(< x >) + rad(W)

= < x >

aśı, < σ(x) >=< x > y entonces σ(x) = x, por lo tanto σ deja toda recta isótropa fija.

�

Corolario 13 Sea n ≥ 3. Entonces el centro de O+
n (V) es O+

n (V) ∩ Zn y el centro de Ωn es
Ωn ∩ Zn.



3.6. REPRESENTACIÓN IRREDUCIBLE DE ΩN 72

3.6. Representación Irreducible de Ωn

El siguiente resultado muestra que V, es una representación irreducible de Ωn.

Proposición 68 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular de dimensión n, con n ≥ 3 y U un
subespacio de V donde 0 ⊂ U ⊂ V, entonces existe σ ε Ωn tal que σ(U) 6= U .

Demostración.

1) U es regular.

Consideremos la suma ortogonal V = U ⊥ W y consideremos la involución −1U ⊥ 1W .
Entonces, existe σ ε Ωn la cual no conmuta con −1U ⊥ 1W ya que el centralizador de Ωn

en On(V) es {±1V}.

Supongamos que σ(U) = U , entonces σ = τ ⊥ ρ, con τ ε On(U) y ρ ε Om(W), de esta
manera

(τ ⊥ ρ)(−1U ⊥ 1W) = (−1U ⊥ 1W)(τ ⊥ ρ)

lo cual es una contradicción. Por lo tanto σ(U) 6= U

2) U no es regular.

Reemplazando U por rad(U), si es necesario, para asumir que Q(U) = 0.

Sea x ε U , luego existe y ε V, tal que H =< x, y > es un plano hiperbólico, luego existe
z ε H⊥ anisótropo, entonces

T =< x, y >⊥< z >

es regular, tal que U ∩ T =< x >.

Por Corolario 10, existe σ ε O+
3 (T ) la cual es el cuadrado de una rotación en T y cuyo

espacio fijo es < y >. Colocando σ = σ ⊥ 1W y como σ = ρ2, para algún ρ ε O+
3 (T ),

entonces
σ = (ρ ⊥ 1W)(ρ ⊥ 1W)

aśı σ es el cuadrado de una rotación y por lo tanto pertenece a Ωn.

Sabemos que σ(x) = σ(x), además

σ(x) ε T si σ(x) ε U

por lo tanto σ(x) ε < x >, entonces σ deja fijo a H y al vector y, pero el espacio fijo de
σ es < y >, luego σ(U) 6= U .

�

Proposición 69 Sea (V, Q) un espacio cuadrático regular, el cual no es un plano hiperbólico
sobre un cuerpo de 3 elementos y α ε Q(V).

i) Si α 6= 0, entonces existe una base {x1, x2, . . . , xn} de V, tal que Q(xi) = α.

ii) Si V es isótropo, entonces existe una base {x1, x2, . . . , xn} de V, tal que Q(xi) = 0.
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Demostración.

n = 1 Si V =< x > regular, luego Q(x) = α 6= 0.

n = 2 Si V es un plano hiperbólico, el resultado es evidente.

Si V es anisótropo, entonces sea x ε V tal que Q(x) = α. Considerando τ la reflexión
con respecto a la recta, la cual no es igual a < x > ni tampoco ortogonal a < x >,
de esta manera {x, τ(x)} es una base con las propiedades deseadas.

n ≥ 3 Sea x ε V − {0}, tal que Q(x) = α.

Sea U un subespacio de V, tal que

U =< {ρ(x) | ρ ε Ωn} >

Entonces σ(U) = U , ∀ σ ε Ωn, aśı U = V, por la Proposición anterior. Por lo tanto
podemos encontrar σ1, σ2, . . . , σn ε Ωn tal que {σ1(x), σ2(x), . . . , σn(x)} es una base
de V.

�



Caṕıtulo 4

Representación Natural del Grupo
Ortogonal

En este caṕıtulo, realizaremos la representación natural del Grupo ortogonal en espacios
cuadráticos (V, Q), en dimensión 2 y 4, sobre el cuerpo finito Fq.

4.1. Representación Natural de O2(V)

4.1.1. V un plano isótropo

Por la Proposición 46, consideraremos un plano hiperbólico H sobre un cuerpo de q elemen-
tos, Fq. De esta manera H =< e1, e2 >, tal que Q(e1) = Q(e2) = 0.

Por el Ejemplo 10, tenemos que

O2(H) =

{(
ζ 0
0 ζ−1

)
,

(
0 ζ
ζ−1 0

)
| ζ ε F

∗
q

}
= {τe1−ζe2

, τe1−e2
◦ τe1−ζe2

| ζ ε F
∗
q}

Consideremos una descomposición de H, dada de la siguiente forma:

H = Oani ∪̇Oiso ∪̇ {0}

donde
Oani = {z ε H− {0} | Q(z) 6= 0} y Oiso = {w ε H− {0} | Q(w) = 0}

y en nuestro caso:
Oani = {αe1 + βe2 | α, β ε F

∗
q}

y
Oiso = {αej | α ε F

∗
q y j = 1, 2}

Sea la acción por evaluación de O2(H) en H, dada por:

· : O2(H)×H → H

(σ, x)  σ · x = σ(x)

74
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Notación. A los elementos de Oani = {αe1 + βe2 | α, β ε F∗
q}, los denotaremos como (α β).

Lema 4 Oani, bajo la acción por evaluación de O2(H), no es transitivo.

Demostración. Consideremos

Oλ = {(α β) ε Oani | αβ = λ, con λ ε F
∗
q}

1) Sean z ε Oλ1
e y ε Oλ2

, con λ1 6= λ2.

Entonces si Oani fuese transitivo, existiŕıa σ ε O2(H), tal que σ(z) = y, entonces

Q(z) = Q(σ(z))

= Q(y)

luego λ1 = λ2, lo cual es una contradicción.

2) Ahora probaremos que Oλ es transitivo. Sean (α β), (γ δ) ε Oλ, luego

αβ = λ ∧ γδ = λ⇒ β = α−1λ ∧ δ = γ−1λ

entonces (
γα−1 0

0 αγ−1

)(
α

α−1λ

)
=

(
γ

γ−1λ

)

Además, podemos describir a Oλ de la siguiente forma:

Oλ = {(α λα−1) | α ε F
∗
q}

�

De esta manera consideraremos Oani =
⋃̇

λ ε F∗
q

Oλ, donde Oλ es transitivo.

Descomposición de L2(Oλ)

Para poder conocer las subrepresentaciones de L2(Oλ), primero debemos saber cuántas hay.
La siguiente proposición nos entrega un resultado de gran utilidad, para conocer este número.

Proposición 70 Sea λ ε F∗
q, entonces

| Oλ ×Oλ/O2(H) |=
q + 1

2

Demostración. Sean (α β), (γ δ) ε Oλ, entonces

O((α β),(γ δ)) = {(σ · (α β), σ · (γ δ)) | σ ε O2(H)}
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1) Como Oλ es transitivo, existe σ ε O2(H) tal que, σ · (α β) = (1 λ), en efecto,

(
0 β−1
β 0

)(
α
β

)
=

(
1
λ

)

además,

(
0 β−1

β 0

)(
γ
δ

)
=

(
β−1δ
βγ

)
=

(
β−1δ
λβδ−1

)
=

(
β−1δ

λ(β−1δ)−1

)

ya que γδ = λ. Sea ǫ = β−1δ, de esta manera

O((α β),(γ δ)) = O((1 λ),(ǫ λǫ−1))

2) Ahora si miramos el estabilizador de (1 λ), es decir

σ · (1 λ) = (1 λ)

obtenemos que

σ =

(
1 0
0 1

)
o σ =

(
0 λ−1

λ 0

)

aśı tenemos que

σ · (1 λ) = (1 λ) ∧ σ · (α λα−1) = (α−1 λα)

Por lo tanto
O(1 λ)(α λα−1) = O(1 λ)(α−1 λα)

donde (α λα−1) = (α−1 λα) si y sólo si α2 = 1.

De esta manera, un sistema de representantes para esta órbita, esta dado por

I = {{α, α−1} | α ε F
∗
q}

denotaremos por α a los elementos de I, es decir

I = {α = {α, α−1} | α ε F
∗
q}

Notemos que α = α−1, de esta manera obtenemos que #I =
q + 1

2 . Aśı

Oλ ×Oλ/O2(H) = {O((1 λ),(α λα−1)) | α ε I}

y por lo tanto

| Oλ ×Oλ/O2(H) |=
q + 1

2

�
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De esta manera la dim(End(L2(Oλ))) =
q + 1

2 , lo cual nos dice, que si

L2(Oλ) =

t⊕

i=1

miVi

donde Vi son subrepresentaciones irreducibles de L2(Oλ) y mi su multiplicidad respectiva, en-
tonces

t∑

i=1

m2
i =

q + 1

2

Tabla de Caracteres

Sea (L2(Oλ), ρ) la representación natural de O2(H), es decir,

ρ : O2(H) → Aut(L2(Oλ))

σ  ρσ : L2(Oλ)→ L2(Oλ)

δ(α λα−1)  δσ(α λα−1)

entonces el caracter de ρ esta dado por:

χρ : O2(H) → C

σ  Tr([ρσ]B) = #(Fixσ(Oλ))

donde B es una base de L2(Oλ) y

Fixσ(Oλ) = {(α λα−1) | σ(α λα−1) = (α λα−1)}

De esta forma, calcularemos el caracter en cada elemento del grupo:

a) χρ(1O2(H)) = dim(L2(Oλ)) = q − 1

b) Sea β ε F∗
q − {1}, luego

χρ

(
β 0
0 β−1

)
= #

{
(x y) ε Oλ |

(
β 0
0 β−1

)(
x
y

)
=

(
x
y

)}

= #

{
(x y) ε Oλ |

(
βx
β−1y

)
=

(
x
y

)}

= #{(x y) ε Oλ | βx = x}

= 0

ya que βx = x implica que β = 1 y esto es una contradicción.
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c) Sea β ε F∗
q , entonces

χρ

(
0 β
β−1 0

)
= #

{
(x y) ε Oλ |

(
0 β
β−1 0

)(
x
y

)
=

(
x
y

)}

= #

{
(x y) ε Oλ |

(
βy
β−1x

)
=

(
x
y

)}

= #

{
(x y) ε Oλ |

(
x
y

)
=

(
βy
y

)}

como (x y) ε Oλ, entonces

βy ∗ y = λ

y2 = λβ−1

lo cual tiene solución si y sólo si λβ−1 es un cuadrado, es decir, que exista α ε Fq, tal que
α2 = λβ−1, por lo tanto

χρ

(
0 β
β−1 0

)
=

{
2 λβ−1 es un cuadrado
0 λβ−1 no es un cuadrado

Notación. Definimos el conjunto de los cuadrados como:

� = {α2 | α ε Fq}

De esta manera, la tabla de caracteres queda como

1O2(H)

(
β 0
0 β−1

) (
0 β
β−1 0

) (
0 β
β−1 0

)

β ε F∗
q − {1}

β ε F∗
q

λβ−1 ε �
β ε F∗

q

λβ−1 /ε �
χρ q − 1 0 2 0

Claramente tenemos

< χρ, χρ > =
1

|O2(H)|

(
(q − 1)2 + 4

(
q − 1

2

))

=
1

2(q − 1)
((q − 1)(q + 1))

=
q + 1

2

Observación. Esto muestra que las subrepresentaciones de L2(Oλ) y L2(Oµ) son isomorfas, si
y sólo si λµ es un cuadrado con λ, µ ε F∗

q, ya que tienen la misma tabla de caracteres.
Además si λµ no es un cuadrado entonces

< χρλ
, χρµ

>=
q − 1

2
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Construcción de los Núcleos

Consideremos Oλ ×Oλ = ∪̇
α ε I
Uα, donde Uα = O(1 λ)(α λα−1) e I = {α = {α, α−1} | α ε F∗

q}}.

Definamos la función caracteŕıstica:

Kα : Oλ ×Oλ → C

(z, w)  

{
1 (z, w) ε Uα

0 (z, w) /ε Uα

el hecho que (z, w) = ((z1 z2), (w1 w2)) ε Uα, implica que existe σ ε O2(H) tal que:

σ · (1 λ) = (z1 z2)

σ · (α λα−1) = (w1 w2)

si consideramos σ =

(
0 ζ
ζ−1 0

)
, obtenemos que w1 = z1α o w1 = z1α

−1. De esta manera

Kα : Oλ ×Oλ → C

((z1 z2), (w1 w2))  

{
1 w1 = z1α o w1 = z1α

−1

0 en otro caso

aśı definimos el siguiente operador de entrelazamiento:

φα : L2(Oλ) → L2(Oλ)

δ(z1 z2)  φα(δ(z1 z2)) =
∑

(w1 w2) ε Oλ

Kα((w1 w2), (z1 z2))δ(w1 w2)

= δ(z1α z2α−1) + δ(z1α−1 z2α)

como z1z2 = λ, entonces

= δ(z1α λ(z1α)−1) + δ(z1α−1 λ(z1α−1)−1)

Por Proposición 15, tenemos que los espacios propios de φα, son subrepresentaciones irreducibles
de L2(Oani).

Otro resultado importante, es el hecho que {Kα | α ε I} sea conmutativo, lo cual en nuestro
caso sucede. Esto sucede ya que las órbitas son simétricas, es decir,

Kα(x, y) = Kα(y, x)

y de esta forma

Kα ∗Kβ(x, y) =
∑

z ε Oλ

Kα(x, z)Kβ(z, y)

= Kα(z, x)Kβ(y, z)

= Kβ(y, z)Kα(z, x)

= Kβ ∗Kα(y, x)

= Kβ ∗Kα(x, y)
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Por lo tanto, si

L2(Oλ) =
t⊕

i=1

miVi

entonces

mi = 1 ∧ t =
q + 1

2
De esta manera, podemos enunciar la siguiente proposición:

Proposición 71 Sea χ : F∗
q → C∗, un homomorfismo. Se define

fχ =
∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(α λα−1)

entonces
Uχ =< fχ, fχ >

es una subrepresentación irreducible de L2(Oλ)

Demostración. Sólo nos queda demostrar que Uχ es estable, para todo σ ε O2(H).
Sea fχ ε Uχ, entonces

ρσ(fχ) = ρσ




∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(α λα−1)





=
∑

α ε F∗
q

χ(α)ρσ

(
δ(α λα−1)

)

=
∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(σ·(α λα−1))

a) Si σ =

(
γ 0
0 γ−1

)
, con γ ε F∗

q , entonces

(
γ 0
0 γ−1

)(
α

λα−1

)
=

(
αγ

λ(αγ)−1

)
=

(
β

λβ−1

)
donde β = αγ

de esta manera

ρσ(fχ) =
∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(σ·(α λα−1))

=
∑

β ε F∗
q

χ(βγ−1)δ(β λβ−1))

= χ(γ−1)
∑

β ε F∗
q

χ(β)δ(β λβ−1))

= χ(γ−1)fχ
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b) Si σ =

(
0 γ
γ−1 0

)
, con γ ε F∗

q , entonces

(
0 γ
γ−1 0

)(
α

λα−1

)
=

(
λγα−1

αγ−1

)
=

(
β

λβ−1

)
; donde β = λγα−1

aśı tenemos que

ρσ(fχ) =
∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(σ·(α λα−1))

=
∑

β ε F∗
q

χ(λγβ−1)δ(β λβ−1))

= χ(λγ)
∑

β ε F∗
q

χ(β−1)δ(β λβ−1))

= χ(λγ)fχ

Entonces, para f = θfχ + ηfχ, tenemos que:

a) Si σ =

(
γ 0
0 γ−1

)
.

ρσ(f) = θ′fχ + η′fχ

ε Uχ

b) Si σ =

(
0 γ
γ−1 0

)

ρσ(f) = θ′fχ + η′fχ

ε Uχ

De esta manera
ρσ(f) ε Uχ ∀σ ε O2(H) y ∀ f ε Uχ

Por lo tanto Uχ es una subrepresentación de L2(Oλ). �

Observemos que la dimensión de Uχ, se desglosa de la siguiente forma:

1) Si χ = 1, al cual denotaremos como 11, entonces la dim(U11) = 1.

2) Definimos

sgn : F∗
q → C

∗

β  sgn(β) =

{
1 β ε �
−1 β /ε �

de esta forma, si χ = sgn, entonces la dim(Usgn) = 1.
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3) χ2 6= 1, entonces dim(Uχ) = 2.

Proposición 72 Sea λ ε F∗
q

i)

L2(Oani) =
⊕

λ ε F∗
q

L2(Oλ)

ii)

L2(Oλ) = U11 ⊕ Usgnλ
⊕


 ⊕

µ ε F̂∗q

µ6=µ

Uµ




donde (
β 0
0 β−1

) (
0 β
β−1 0

)

11 1 1
sgnλ sgn(β) sgn(βλ)
µ µ(β) + µ(β−1) 0

Descomposición de L2(Oiso)

Para esto, recordemos que

Oiso = {αei | α ε F
∗
q y i = 1, 2}

y la acción por evaluación

· : O2(H)×Oiso → Oiso

(σ, αei)  σ(αei)

naturalmente tenemos la acción

∗ : O2(H)× (Oiso ×Oiso) → (Oiso ×Oiso)

(σ, (αei, βej))  (σ(αei), σ(βej))

La cantidad de órbitas la tenemos en la siguiente proposición.

Proposición 73
| Oiso ×Oiso/O2(H) |= 2(q − 1)

Demostración. Sean αei, βej ε Oiso, entonces

O(αei,βej) = {(σ(αei), σ(βej)) | σ ε O2(H)}

Como Oiso es transitivo, existe σ ε O2(H), tal que σ(αei) = e1.
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a) Si i = j, entonces
O(αei,βej) = O(e1,λe1) para algún λ ε F

∗
q

b) Si i 6= j, entonces
O(αei,βej) = O(e1,λe2) para algún λ ε F

∗
q

Por lo tanto

Oiso ×Oiso/O2(H) = {O(e1,λe1),O(e1,λe2) | λ ε F
∗
q}

donde

O(e1,λe1) = {(αej, λαej) | α ε F
∗
q}

O(e1,λe2) = {(αei, λα
−1ej) | α ε F

∗
q, i 6= j}

aśı
| Oiso ×Oiso/O2(H) |= 2(q − 1)

�

Construcción de los Núcleos

Para O(e1,λe1) definimos el núcleo por:

K(e1,λe1) : Oiso ×Oiso → C

(αei, βej)  K(e1,λe1)(αei, βej) =

{
1 (αei, βej) ε O(e1,λe1)

0 (αei, βej) /ε O(e1,λe1)

es decir,

K(e1,λe1) : Oiso ×Oiso → C

(αei, βej)  K(e1,λe1)(αei, βej) =

{
1 β = λα e i = j
0 en otro caso

Luego

φ(e1,λe1) : L2(Oiso) → L2(Oiso)

δαei
 φ(e1,λe1)(δαei

) =
∑

βej ε Oiso

K(e1,λe1)(βej, αei)δβej

= δλ−1αei

es un operador de entrelazamiento.
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Si realizamos un procedimiento parecido para las órbitas O(e1,λe2), obtenemos el siguiente
operador de entrelazamiento:

φ(e1,λe2) : L2(Oiso) → L2(Oiso)

δαei
 φ(e1,λe2)(δαei

) =
∑

βej ε Oiso

K(e1,λe2)(βej, αei)δβej

= δλα−1ej

Proposición 74 Sea χ : F∗
q → C∗, un homomorfismo, entonces

Uχ =< fχ, gχ >

es una subrepresentación irreducible de L2(Oiso), donde

fχ =
∑

α ε F∗
q

χ(α)δαe1
gχ =

∑
α ε F∗

q

χ(α)δαe2

Demostración. Nos queda demostrar que Uχ es estable. Para esto sea f = θfχ + θ′gχ ε Uχ,
con θ, θ′ ε C. Entonces

ρσ(f) = ρσ(θfχ + θ′gχ)

= θ




∑

α ε F∗
q

χ(α)ρσ (δαe1
)



+ θ′




∑

α ε F∗
q

χ(α)ρσ (δαe2
)





= θ




∑

α ε F∗
q

χ(α)δσ(αe1)



+ θ′




∑

α ε F∗
q

χ(α)δσ(αe2)





a) Si σ =

(
0 β
β−1 0

)
, entonces

σ(αe1) = αβe2 y σ(αe2) = αβ−1e1

entonces

ρσ(f) = θ




∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(αβe2)



+ θ′




∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(αβ−1e1)





= θ




∑

γ ε F∗
q

χ(γβ−1)δ(γe2)



+ θ′




∑

γ ε F∗
q

χ(γβ)δ(γe1)





= (θ′χ(β))




∑

γ ε F∗
q

χ(γ)δ(γe1)



+ (θχ(β−1))




∑

γ ε F∗
q

χ(γ)δ(γe2)





ε Uχ
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b) Si σ =

(
β 0
0 β−1

)
, entonces

σ(αe1) = αβe1 y σ(αe2) = αβ−1e2

entonces

ρσ(f) = θ




∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(αβe1)



+ θ′




∑

α ε F∗
q

χ(α)δ(αβ−1e2)





= θ




∑

γ ε F∗
q

χ(γβ−1)δ(γe1)



+ θ′




∑

γ ε F∗
q

χ(γβ)δ(γe2)





= (θχ(β−1))




∑

γ ε F∗
q

χ(γ)δ(γe1)



+ (θ′χ(β))




∑

γ ε F∗
q

χ(γ)δ(γe2)





ε Uχ

De esta manera
ρσ(f) ⊆ Uχ ∀σ ε O2(H), ∀f ε Uχ

Por lo tanto Uχ es una subrepresentación de L2(Oiso). El hecho que sea irreducible, sale de
lo siguiente:

1) Si consideramos < fχ > como posible subrepresentación de L2(Oiso), por a), de la prueba
anterior, obtenemos que < fχ >⊆< gχ > y viceversa, por lo tanto < fχ > o < gχ > no
son estables.

2) Sea f ε Uχ, tal que < f > es estable. Por lo tanto

f = fχ + θgχ

con θ ε C. Aplicando a), de la demostración anterior, obtenemos que

σ(f) = σ(fχ) + θσ(gχ)

= χ(β)fχ + θχ(β−1)gχ (4.1)

de esta manera σ(f) /ε < f >, y por lo tanto < f > no es estable, si χ 6= χ.

Por lo tanto Uχ, es una subrepresentación irreducible de L2(Oiso), para χ 6= χ. �

Corolario 14 Por 4.1, tenemos que

< fχ + gχ > y < fχ − gχ >

son estables si χ = χ.
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Proposición 75 La descomposición de L2(Oiso) es:

L2(Oiso) =< f11 ± g11 > ⊕ < fsgn ± gsgn > ⊕


 ⊕

χ ε F̂∗q

χ 6=χ

2Uχ




Demostración. Solo nos queda ver la multiplicidad de Uχ.
Si miramos la tabla de caracteres de Uχ obtenemos lo siguiente:

τe1−βe2
τe1−e2

◦ τe1−βe2

Uχ 0 χ(β) + χ(β−1)

Este resultado aparece en la demostración de la Proposición anterior, de donde obtenemos que,

[ρτe1−βe2
]B =

(
0 χ(β)

χ(β−1) 0

)
y [ρτe1−e2

◦τe1−βe2
]B =

(
χ(β) 0

0 χ(β−1)

)

donde B = {fχ, gχ} es una base de Uχ. De esta manera la tabla de caracteres de Uχ, obtenemos

τe1−βe2
τe1−e2

◦ τe1−βe2

Uχ 0 χ(β) + χ(β−1) = χ(β) + χ(β−1)

de esta forma
Uχ
∼= Uχ

aśı

| Oiso ×Oiso/O2(H) |= 2(q − 1) = 12 + 12 + 12 + 12 + 22

(
q − 3

2

)

�

Resumen

1o Describimos O2(H), con H =< e1, e2 > y Q(αe1 + βe2) = αβ.

O2(H) =

{(
ζ 0
0 ζ−1

)
,

(
0 ζ
ζ−1 0

)
| ζ ε F

∗
q

}
= {τe1−ζe2

, τe1−e2
◦ τe1−ζe2

| ζ ε F
∗
q}

2o Descomponemos H en órbitas.

H = Oani ∪̇Oiso ∪̇ {0}

H = ∪̇
λ ε F∗

q

Oλ ∪̇Oiso∪̇ {0}

3o Representación Natural de L2(H).

L2(H) =
⊕

λ ε F∗
q

L2(Oλ)⊕ L
2(Oiso)⊕ L

2({0})
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4o Descomposición en subrepresentaciones irreducibles.

L2(Oλ) = U11 ⊕ Usgnλ
⊕


 ⊕

µ ε F̂∗q

µ6=µ

Uµ


 ; λ ε F

∗
q

L2(Oiso) =< f11 ± g11 > ⊕ < fsgn ± gsgn > ⊕


 ⊕

χ ε F̂∗q

χ 6=χ

2Uχ




4.1.2. V un plano anisótropo

Sea Fq2 la extensión cuadrática de Fq y δ un no cuadrado en Fq. Definimos el espacio
cuadrático anisótropo (Fq2, N), dado por:

N : Fq2 → Fq

a+ ǫb  a2 − δb2

con ǫ2 = δ.
Observación. Sabemos, por teoŕıa de cuerpos finitos, que F∗

q2 es ćıclico, de esta forma, existe
a ε F∗

q2 , tal que

aq2−1 = 1

(aq−1)q+1 = 1

por lo tanto at(q−1), con t = 0, 1, 2, . . . , q, son las q + 1 soluciones de xq+1 − 1 sobre Fq2.
Si consideramos la función conjugado, es decir

: Fq2 → Fq2

v  v

la cual es un automorfismos de cuerpos, tal que deja fijo a Fq.
De esta manera, si v ε Fq2 , es solución del polinomio αx2 + βx+ c sobre Fq, entonces

0 = αv2 + βv + c

= αv2 + βv + c

obtenemos que v es la otra solución de este polinomio.
Además, tenemos que:

(v + u)q = vq + uq

de esta forma

(αv2 + βv + c)q = 0q

α(vq)2 + βvq + c = 0
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aśı, vq es también solución de αx2 + βx+ c, por lo tanto

vq = v

Proposición 76
O2(Fq2) ∼= {µ ε Fq2 | N(µ) = 1}

Además
| O2(Fq2) |= q + 1

Demostración. Consideremos A = {µ ε Fq2 | N(µ) = 1} y definamos

φ : A → End(Fq2)

µ  hµ : Fq2 → Fq2

v  µv

Es claro que φ es función

1) Homomorfismo. Sean µ, ν ε A y w ε Fq2 , entonces

hµν(w) = µνw

= hµ(νw)

= hµ(hν(w))

= hµ ◦ hν(w)

aśı hµν = hµ ◦ hν . Por lo tanto

φ(µν) = φ(µ) ◦ φ(ν)

2) Inyectividad. Sea

ker(φ) = {µ ε A | hµ = 1F
q2
}

= {µ ε A | hµ(v) = 1F
q2

(v) ∀ v ε Fq2}

= {µ ε A | µv = v ∀ v ε Fq2}

= {µ ε A | v(µ− 1) = 0 ∀ v ε Fq2}

= {1}

aśı es inyectiva.

Además, para v ε Fq2, tenemos que

N(hµ(v)) = N(µv)

= N(µ)N(v)

= N(v)
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entonces hµ traslada la forma cuadrática, también tenemos que

ker(hµ) = {v ε Fq2 | hµ(v) = 0}

= {v ε Fq2 | µv = 0}

= {0}

de esta manera hµ ε O2(Fq2).

3) Epiyectividad. Sea σ ε O2(Fq2) y consideremos µ = σ(1) ε Fq2 , demostraremos que

hµ = σ ∀v ε Fq2

Como Fq2 es un espacio vectorial sobre Fq, con base B = {1, ǫ}, entonces solo bastaŕıa
demostrar lo anterior en esta base.

Para todo α ε Fq, tenemos que

hµ(α) = αµ = ασ(1) = σ(α)

Solo queda ver, que sucede en ǫ. Para esto, sea v ε Fq2 , entonces

N(σ(v)) = N(v)

N(σ(v))N(v)−1 = 1

N(σ(v)v−1) = 1

de esta manera, σ(v)v−1 = ν o σ(v) = νv, con ν ε A. Supongamos que σ(ǫ) = νǫ, para
algún ν ε A, entonces

σ(1 + ǫ) = w(1 + ǫ)

µ+ νǫ = w + wǫ

como {1, ǫ} es base de Fq2 , entonces µ = w = ν. Aśı σ(ǫ) = σ(1)ǫ.

De esta manera

hσ(1)(ǫ) = σ(1)ǫ

= σ(ǫ)

Por lo tanto
hσ(1) = σ

De esta manera φ es un isomorfismo de grupos.

Si consideramos a N como:

N : F∗
q2 → F

∗
q

a  aq+1
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por la Observación anterior, obtenemos que | ker(N) |= q + 1, como ker(N) = A, entonces

| O2(Fq2) |= q + 1

�

Corolario 15
O2(Fq2) es conmutativo

Demostración. De la demostración anterior, obtuvimos que ker(N) = O2(Fq2). Como
ker(N) ≤ F∗

q2 . Entonces O2(Fq2), es conmutativo. �

Notación. Para los elementos hµ ε O2(Fq2), los denotaremos simplemente como µ, entendiendo
que

µv = hµ(v)

Sea

· : O2(Fq2)× Fq2 → Fq2

(µ, v)  µv

la acción natural de O2(Fq2) en Fq2.

Proposición 77 Fq2, con la acción natural, tiene q órbitas.

Fq2 = ∪̇
λ ε F∗

q

Oλ ∪̇ {0}

con Oλ = {v ε Fq2 | N(v) = λ}, con λ ε F∗
q.

Demostración.

i) Sea u ε Oλ y v ε Oλ′ , tal que λ 6= λ′, entonces si Fq2 fuese transitivo, existiŕıa µ ε O2(Fq2),
tal que µu = v, entonces

λ = N(u)

= N(µu)

= N(v)

= λ′

lo cual es una contradicción.

ii) Sean w, z ε Oλ, es decir N(w) = N(z) = λ, como λ ε F∗
q , entonces

N(w) = N(z)

N(wz−1) = 1
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luego wz−1 ε O2(Fq2) entonces w = µz, para algún µ ε O2(Fq2). De esta manera, sea
v ε Fq2 tal que N(v) = λ, entonces

Oλ = {µv | µ ε O2(Fq2)}

Además
| Oλ |= q + 1

Aśı obtenemos
Fq2 = ∪̇

λ ε F∗
q

Oλ ∪̇ {0}

�

Descomposición de L2(Oλ)

Para esta sección, consideraremos a λ ε F∗
q.

Proposición 78 Sea v ε Oλ fijo, entonces

Oλ ×Oλ/O2(Fq2) = {O(v,µv) | µ ε O2(Fq2)}

de esta forma
| Oλ ×Oλ/O2(Fq2) |= q + 1

Demostración. Sean u, w ε Oλ, entonces

O(u,w) = {(µu, µw) | µ ε O2(Fq2)}

Como Oλ es transitivo, podemos suponer que µu = v, con v ε Oλ, entonces

µ = vu−1

de esta forma
µw = vu−1w

ahora

N(u−1w) = (N(u))−1N(w)

= 1

entonces u−1w = ν, para algún ν ε O2(Fq2) Por lo tanto

O(u,w) = O(v,νv) para algún ν ε O2(Fq2)

Aśı
Oλ ×Oλ/O2(Fq2) = {O(v,µv) | µ ε O2(Fq2)}

de esta manera
| Oλ ×Oλ/O2(Fq2) |= q + 1

�

Como O2(Fq2) es conmutativo, tenemos que la dimensión de las representaciones irreducibles
es igual a 1.
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Proposición 79 Sean χ : O2(Fq2)→ C∗, un homomorfismo y v ε Oλ, entonces

Uχ =<
∑

µ ε O2(Fq2
)

χ(µ)δµv >

es una subrepresentación de L2(Oλ).

Demostración. Sólo queda ver la estabilidad de Uχ. Para esto, sea f =
∑

µ ε O2(F
q2

)

χ(µ)δµv,

entonces

ρν(f) = ρν




∑

µ ε O2(Fq2
)

χ(µ)δµv





=
∑

µ ε O2(Fq2
)

χ(µ)ρν (δµv)

=
∑

µ ε O2(Fq2
)

χ(µ)δνµv

haciendo ξ = νµ, tenemos que

ρν(f) =
∑

ξ ε O2(Fq2
)

χ(ν−1ξ)δξv

= χ(ν−1)
∑

ξ ε O2(Fq2
)

χ(ξ)δξv

ε Uχ

Por lo tanto Uχ, es una subrepresentación de L2(Oλ) �

Proposición 80

L2(Oλ) =
⊕

µ ε Ô2(Fq2
)

Uµ

Demostración. De la Proposición anterior obtenemos que Uµ, con µ ε Ô2(Fq2) son todas las
subrepresentaciones irreducibles de L2(Oλ). �

4.2. Representación Natural de O4(V)

Nos interesa en esta sección determinar todas las representaciones irreducibles, que aparecen
en la descomposición de la representación natural, asociada al conjunto de las rectas isótropas
en V, para los casos V = H ⊥ H′ o V = H ⊥ Fq2, donde H, H′ son planos hiperbólico y Fq2 es
el plano asociado a la extensión cuadrática de Fq.
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Para lo anterior definimos

L = {l ≤ V | l es una recta isótropa}

= {< x >| Q(x) = 0, x 6= 0}

el conjunto de las rectas isótropas.

4.2.1. V suma de dos planos hiperbólicos

Consideremos (H =< e1, e2 >,QH), (H′ =< e3, e4 >,QH′), los respectivos planos hiperbóli-
cos, donde

QH : H → Fq

(α β)  αβ

análogamente para QH′ . De esta manera (V, QH ⊥ QH′) es nuestro espacio cuadrático. Además
la forma bilineal asociada a Q es:

B((x, y, z, w), (a, b, c, d)) =
1

2
(xb+ ya+ zd + wc)

De la sección anterior obtuvimos que todo vector anisótropo, en un plano hiperbólico, es de
la forma (α λα−1) y para los isótropos tenemos que son (0 α) o (α 0), con α, λ ε F∗

q.
El conjunto de rectas isótropas está contenido por:

l1(α) = < (1, 0, α, 0) >

l2(α) = < (1, 0, 0, α) >

l3(α) = < (0, 1, α, 0) >

l4(α) = < (0, 1, 0, α) >

l5(α, β) = < (1, α, β,−β−1α) >

además < e1 >,< e2 >,< e3 >,< e4 >, con α, β ε F∗
q. Luego tenemos que

#L = 4 + 4(q − 1) + (q − 1)2 = (q + 1)2

Proposición 81
| O4(V) |= 2q2(q − 1)2(q + 1)2

Demostración. Consideremos la siguiente acción

· : O4(V)× (L × L) → (L× L)

(σ, (l, l′))  (σ(l), σ(l′))

de esta manera
| O4(V) |=| O(l,l′) | · | Stab(l,l′) |

Aplicaremos este resultado al elemento (< e1 >,< e2 >).
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1) Calculemos | O(<e1>,<e2>) |. Para ello veremos lo siguiente.

Sea H =< e1, e2 >, un plano hiperbólico, luego por Teorema 2 de Witt, tenemos que el
conjunto de los planos hiperbólicos es transitivo, ya que,

sean H1,H2 ≤ V, dos planos hiperbólicos, luego

σ : H1 →H2

es una isometŕıa, luego

σ : H1 → V

es una isometŕıa y por Witt, existe σ̂ ε O4(V), que cumple con σ̂(H1) = σ(H1) = H2.

De lo anterior, basta contar los posibles pares de rectas, tal que estas rectas forman planos
hiperbólicos, es decir, los pares (< x >,< y >), tal que B(x, y) 6= 0.

Observemos que (< x >,< y >) 6= (< y >,< x >). De esta forma contaremos en un
sentido y después amplificamos por dos para obtener la cuenta total de estas posibles
combinaciones.

a) Caso del tipo (l1, l2), tenemos que

B((1, 0, α, 0), (1, 0, 0, β)) 6= 0

αβ 6= 0

por lo tanto, existen (q − 1)2 posibles pares, con (l1, l2). Considerando (l2, l1), obte-
nemos 2(q − 1)2 posibilidades.

Esta cantidad se repite en: (l1, l3), (l2, l4) y (l3, l4).

b) Caso del tipo (l1, l4). Tenemos que

B((1, 0, α, 0), (0, 1, 0, β)) 6= 0

1 6= −αβ

aśı, existen 2(q − 1)(q − 2) posible pares

Lo mismo ocurre, para (l2, l3).

c) (l1, l5).

B((1, 0, α, 0), (1, β, γ,−βγ−1)) 6= 0

β − αβγ−1 6= 0

β(1− αγ−1) 6= 0 como β 6= 0

1 6= αγ−1

por lo tanto obtenemos 2(q− 1)2(q− 2) posibilidad. Esto se repite con (l2, l5), (l3, l5)
y (l4, l5).
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d) Con (< e1 >, l3) obtenemos 2(q − 1) posibilidades. Esto también ocurre con:

(< e1 >, l4), (< e2 >, l1), (< e2 >, l2), (< e3 >, l2), (< e3 >, l4), (< e4 >, l1) y
(< e4 >, l3)

e) (< e1 >, l5). Aqúı tenemos

B((1, 0, 0, 0), (1, β, γ,−βγ−1)) 6= 0

β 6= 0

entonces, existen 2(q − 1)2 posibilidades. Lo mismo ocurre para:

(< e2 >, l5), (< e3 >, l5) y (< e4 >, l5)

f) (l5, l5).

B((1, α, β,−αβ−1), (1, γ, δ,−γδ−1)) 6= 0

α + γ − βγδ−1 − αδβ−1 6= 0 colocando u = βδ−1

α(1− u−1) + γ(1− u) 6= 0

i) u = 0. Este caso es imposible, ya que β, δ ε F∗
q.

ii) u = 1, implica que 0 + 0 6= 0, lo cual es una contradicción.

iii) u > 1, entonces u, tiene (q − 1)(q − 2) posibilidades. Aśı de

α(1− u−1) + γ(1− u) 6= 0

obtenemos en total (q − 1)2(q − 2)2.

g) Por ultimo, nos que (< e1 >,< e2 >), (< e2 >,< e1 >), (< e3 >,< e4 >) y
(< e4 >,< e3 >).

Por lo tanto, de la suma de a), b),...,g) obtenemos que

| O(<e1>,<e2>) |= q2(q + 1)

2) Ahora, calcularemos el orden de Stab(<e1>,<e2>) en O4(V). Sea

H0 = StabH ⊥ O2(H
′) ≤ O4(V)

a) Sea σ ε H0, entonces

σ =

(
α 0
0 α−1

)
⊥ τ o σ =

(
0 α
α−1 0

)
⊥ τ

donde τ ε O2(H′). Entonces

((
α 0
0 α−1

)
⊥ τ

)
(< e1 >,< e2 >) = (< e1 >,< e2 >)
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pero ((
0 α
α−1 0

)
⊥ τ

)
(< e1 >,< e2 >) = (< e2 >,< e1 >)

De esta manera

σ =

(
α 0
0 α−1

)
⊥ τ

fija a (< e1 >,< e2 >), para toda τ ε O2(H2)

b) Sea σ ε Stab(<e1>,<e2>) y supongamos que σ(e3) = αe1 + βe2 + γe3 + δe4, entonces

0 = B(e1, e3)

= B(σ(e1), σ(e3))

= B(e1, αe1 + βe2 + γe3 + δe4)

= βe2

por lo tanto β = 0. Ahora si lo hacemos para e2, es decir

0 = B(e2, e3)

= B(σ(e2), σ(e3))

= B(e2, αe1 + βe2 + γe3 + δe4)

= αe2

obtenemos que α = 0. De esta manera σ(e3) = γe3 + δe4. Ahora si suponemos algo
parecido para σ(e4), obtenemos que σ(e4) = γ′e3 + δ′e4. De esta manera σ(H′) ⊆ H′,
por lo tanto σ ε H0.

Por lo tanto
| Stab(<e1>,<e2>) |= 2(q − 1)2

De esta manera
| O4(V) |= 2q2(q − 1)2(q + 1)2

�

Proposición 82
| L × L/O4(V) |= 3

Demostración. Por lo anterior, tenemos que O(<e1>,<e2>) contiene a todos los pares de rectas
que generan planos hiperbólicos, o de otra forma, contiene a (< x >,< y >), tal que B(x, y) 6= 0.

Por lo tanto solo nos queda ver que sucede con aquellas rectas, en las cuales B(x, y) = 0, es
decir, rectas ortogonales.

Para esto consideremos O(<e1>,<e3>) = {(σ(< e1 >), σ(< e3 >)) | σ ε O4(V)}.
Supongamos que (σ(< e1 >), σ(< e3 >)) = (< x >,< y >), entonces existe una isometŕıa

τ :< e1, e2 >→< x, x′ >
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tal que Q(x′) = 0, rećıprocamente existe

τ ′ :< e3, e4 >→< y, y′ >

De esta forma τ ⊥ τ ′ : V →< x, x′ >⊥< y, y′ >, la cual pertenece a O4(V). Por lo tanto

O(<e1>,<e3>) = {(< x >,< y >) | B(x, y) = 0 y x 6= y}

Aśı
O(<e1>,<e1>) = {(< x >,< x >) | Q(x) = 0}

y por lo tanto
L × L/O4(V) = {O(<e1>,<e1>),O(<e1>,<e2>),O(<e1>,<e3>)}

y aśı
| L × L/O2(V) |= 3

�

Notación. Sean l, l′ ε L.
Si l, l′ son ortogonales, lo denotamos por l ⊥ l′, en caso contrario lo denotamos como l 6⊥ l′.

Construcción de los Núcleos

Consideremos B = {δl | l ε L2(L)} una base de L2(L). Entonces para cada una de las órbitas,
construimos la función caracteŕıstica, dada por:

K(l,l′) : L × L → C

(l1, l2)  K(l,l′)(l1, l2) =

{
1 (l1, l2) ε O(l,l′)

0 (l1, l2) /ε O(l,l′)

De esta forma construimos los respectivos operadores de entrelazamiento, dados por:

a) Para la órbita O(<e1>,<e1>), tenemos que su operador asociado es simplemente 1L2(L).

b) Para O(<e1>,<e2>), obtenemos

φ 6⊥ : L2(L) → L2(L)

δl  φ 6⊥(δl) =
∑

l′ ε L

K(<e1>,<e2>)(l
′, l)δl′

=
∑

l′ 6⊥l

l′ 6=l

δl′
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c) Para O(<e1>,<e3>), obtenemos

φ⊥ : L2(L) → L2(L)

δl  φ⊥(δl) =
∑

l′ ε L

K(<e1>,<e3>)(l
′, l)δl′

=
∑

l′⊥l

l′ 6=l

δl′

Para calcular las subrepresentaciones de L2(L), utilizaremos la Proposición 15, junto al
operador φ⊥.

Proposición 83 L2(L) se descompone como:

L2(L) = ⊕Vα

donde Vα son los espacios propios asociados a φ⊥.

Demostración. Primero realizaremos unos cálculos previos, teniendo en cuenta que
φ = α1L2(L) + βφ⊥ + γφ 6⊥, para todo φ un operador de entrelazamiento de L2(L).

a) Calculemos α, β, γ ε C, tal que φ2
⊥ = α1L2(L) + βφ⊥ + γφ 6⊥.

φ2
⊥(δ<e1>) =

∑

l⊥<e1>

φ⊥(δl)

=
∑

l⊥<e1>

∑

l′⊥l

δl′

donde el conjunto de rectas ortogonales a < e1 > son

{< (1, 0, α, 0) >,< (1, 0, 0, α) >,< e3 >,< e4 >| α ε F
∗
q}

de esta forma obtenemos que

φ2
⊥(δ<e1>) = (2q1L2(L) + (q − 1)φ⊥ + 2φ 6⊥)(δ<e1>)

como δ<e1> es base de L2(L), entonces

φ2
⊥ = 2q1L2(L) + (q − 1)φ⊥ + 2φ 6⊥

Si realizamos un calculo parecido para φ 6⊥ ◦ φ⊥, obtenemos que

φ 6⊥(φ⊥) = qφ⊥ + 2(q − 1)φ 6⊥
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b)

φ3
⊥ = φ2

⊥(φ⊥)

= 2qφ⊥ + (q − 1)φ2
⊥ + 2φ 6⊥(φ⊥)

= 2q(q − 1)1L2(L) + (q + 1)2φ⊥ + 6(q − 1)φ 6⊥

Resolviendo el sistema

φ2
⊥ = 2q1L2(L) + (q − 1)φ⊥ + 2φ 6⊥

φ3
⊥ = 2q(q − 1)1L2(L) + (q + 1)2φ⊥ + 6(q − 1)φ 6⊥

obtenemos que

φ3
⊥ − 3(q − 1)φ2

⊥ + 2(q2 − 4q + 1)φ⊥ + 4q(q − 1)1L2(L) = 0

de esta forma el polinomio anulador de φ⊥ es:

Pφ⊥
(x) = (x− 2q)(x+ 2)(x− (q − 1))

Ahora
tr([φ⊥]B) = 0

dado que φ⊥, no tienen puntos fijos, aśı

2q dim V2q − 2 dimV−2 + (q − 1) dimV(q−1) = 0

además
dimV2q + dimV−2 + dimV(q−1) = (q + 1)2

de esta forma obtenemos que

dimV2q = 1

dimV−2 = q2

dimV(q−1) = 2q

Luego
L2(L) = V2q ⊕ V−2 ⊕ V(q−1)

�

4.2.2. V suma de un plano hiperbólico y un plano anisótropo

Con las notaciones anteriores, tenemos que (H ⊥ Fq2, QH ⊥ N) es nuestro espacio cuadrático,
con

B((x, y, z, w), (a, b, c, d)) =
1

2
(xb+ ya) + zc− δwd

la forma bilineal simétrica asociada a Q.
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De esta forma, el conjunto de rectas isótropas es :

L = {< e1 >,< e2 >,< (1,−α2 + δβ2, α, β) >| α, β ε Fq;α = 0 ⊻ β = 0}

Además tenemos
#L = q2 + 1

Para encontrar la descomposición en subrepresentaciones irreducibles, trabajaremos en forma
similar al caso anterior.

Proposición 84
| L × L/O4(V) |= 2

Demostración. para calcular este número, primero veremos las rectas ortogonales y no or-
togonales. Para esto, tenemos que

B(e1, e2) 6= 0

B(e1, (1,−α
2 + δβ2, α, β)) 6= 0

B(e2, (1,−α
2 + δβ2, α, β)) 6= 0

B((1,−α2 + δβ, α, β), (1,−a2 + δb2, a, b)) =

{
0 α = a, β = b

γ ε F∗
q en otro caso

por lo tanto, L es un conjunto con rectas no ortogonales entre ellas.
De esta forma, por Witt, tenemos que O(<e1>,<e2>) contiene a todos los pares de rectas, las

cuales son no ortogonales y O(<e1>,<e1>) contiene las rectas ortogonales a si mismas. Aśı

L × L/O4(V) = {O(<e1>,<e1>),O(<e1>,<e2>)}

y por lo tanto
| L × L/O4(V) |= 2

�

Proposición 85
L2(L) = U11 ⊕ (U11)

⊥

Demostración. Como ya sabemos, U11 el espacio constante, siempre se encuentra en la des-
composición de L2(X), con X un conjunto finito. De esta manera, por la Proposición 14,

L2(L) = U11 ⊕ (U11)
⊥

es la descomposición en subrepresentaciones irreducibles de L2(L). �
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