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Introduccion

Esta tesis tiene como objetivo estudiar los Grupos de Reflexiones Afines, para lo
cual nos introducimos a la teoria de grupos de Coxeter finitos y grafos de Coxeter; y
terminamos entregando el orden de los grupos de Weyl segtin su tipo. Este trabajo
esta dividido en cuatro capitulos. A continuacién, haremos una descripcion de cada
uno de los capitulos.

En un primer capitulo, recordaremos propiedades de grupos y espacios vectoria-
les, basicos para el desarrollo de esta tesis.

El siguiente capitulo establece las definiciones y propiedades de los Grupos de
Reflexiones Finitos que son fundamentales para los capitulos posteriores.

Iniciamos este capitulo definiendo las reflexiones y traslaciones por elementos de
un espacio vectorial; explicamos los sistemas de raices cristalograficos, donde cons-
truimos un ejemplo que se seguira desarrollando durante toda la tesis. Introducimos
un orden lexicografico sobre un espacio vectorial V', el cual permite determinar los
sistemas positivos, sistemas negativos, sistemas simples y raiz suprema, que cumple
un rol esencial en el desarrollo de esta tesis; posteriormente vemos que estos grupos
finitos estan generados por reflexiones simples y entregamos una presentacion de
ellos, lo que nos permite definir el concepto de grupos de Coxeter y la funcion
largo, que es fundamental para demostrar la cancelacion de Matsumoto. Luego,
definimos los reticulados de raices y coraices con sus respectivos pesos. Concluimos
este capitulo, mostrando que dado un sistema de Coxeter irreducible, entonces su
grafo de Coxeter es uno de los dados en el teorema 17.

En el tercer capitulo se describen las reflexiones afines, y con ello los grupos de
Weyl afines y grupos de Weyl afin extendido.

Introducimos este capitulo definiendo los hiperplanos y reflexiones afines, con
ello estudiaremos los grupos de Weyl afines y la extension de estos, para luego
entregar el concepto de cdmaras y demostrar como estos grupos acttian sobre ellas.
Proseguimos con definir la funcién largo para los grupos de Weyl y analizamos la

geometria de esta funciéon. Continuamos dando la lista de hiperplanos que separa la
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camara fundamental de una camara cualquiera, probando como el grupo de Weyl
actua fielmente sobre las cAmaras. Establecemos un sistema de representantes para
la accion del grupo de Weyl sobre V. También obtenemos la condicién de cambio y
con ello la nocién de sistemas de Coxeter. Verificamos las relaciones de los grupos
de Weyl para los tipos 2{; y E:L , mostrando los respectivos diagramas de Dynkin,
ademas construimos un isomorfismo de estos grupos con un subgrupo del grupo de
permutaciones de Z. Terminamos este capitulo con el teorema 45, el cual nos da una
lista de diagramas de Dynkin para los distintos tipos de grupos de Weyl.

Este ultimo capitulo tiene como objetivo principal demostrar el teorema 52, el
cual nos da el orden para un grupo de Weyl. Concluimos esta tesis entregando una

lista que nos indica el orden de un grupo de Weyl segtn su tipo.



Simbolos

V . R-espacio vectorial.

(,) : Producto interno en V.

< ,> : Subespacio Generado o Subgrupo Generado.
< : Subgrupo o Subespacio Vectorial.

O(V) : Grupo Ortogonal.

GL(V) : Grupo General Lineal.

T(V) : Conjunto de las traslaciones de V' en si mismo.
Aff(V) : Grupo Afin.

Grupo de Weyl.

Grupo de Weyl afin.

Grupo de Weyl Afin Extendido.

Sistemas de Raices Cristalogréfico.

MRS

ous . Sistema Positivo.

9

Sistema Negativo.
Sistema Simple.
Sistemas de Coraices.
Reticulado de Raiz.
Peso del Reticulado.
Reticulado de Coraices.

Copeso del Reticulado.

SIS A IR I

wk : Hiperplano ortogonal al espacio generado por u trasladado.
Conjunto de los Hiperplanos Afines.

Coleccion de componentes conexas.

Sl ow

Raiz Suprema.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

En este capitulo enunciaremos algunas definiciones de grupos y espacios vecto-

riales las cuales son esenciales para comprender de buena manera el contenido de

esta tesis.
1. Grupos

DEFINICION 1. Sea G un conjunto no wvacio, se dice que el par (G,*) es un

grupo, si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Clausura: *x : G X G — G una aplicacion.

2. Asociatividad: (Va,b,c € G)(a* (bxc) = (a*b) *c)

3. Neutro: (Jle € G)(Va € G)(axe=a=exa)

4. Inverso: (Va € G)(Fla™' € G)(axa™t =e=a""'xa)

Si, ademds se satisface la siguiente condicion:
5. Conmutatividad: (Va,b € G)(axb=0bxa),

decimos que el par (G, *) es un grupo abeliano.

PROPOSICION 1. Sea (G, *) un grupo y a,b € G, entonces:
L. (aHt=a
2. (axb) P =b"txa!
DEFINICION 2. Sean (G, *) un grupo y ) # H C G.
Se dice que H es un subgrupo de G, lo cual se denota por H < G, si y sdlo st
(H,*|g) es un grupo.

DEFINICION 3. Sean G un grupo y S C G.
Se dice que el conjunto S genera a G, lo cual denotaremos por G =< S >,

si, y solo si, todo elemento de G puede ser expresado como producto de un nimero

finito de elementos de SU S™!, con S™t = {x | z~! € S}.
DEFINICION 4. Sean G un grupo y H, K < G. El conjunto HK se define por:

HK = {hk|he H ke K}

5
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DEFINICION 5. Sean (G, *) un grupo y H < G.

El normalizador de H en G es el conjunto:
No(H)={g€G|gxHx*g " =H}

DEFINICION 6. Sean G un grupo y H < G.

H es un subgrupo normal de G, lo cual denotamos por H < G si, y sdlo si,

se cumple la siguiente condicion:
(Vg € G)(9Hg™' C H)
PROPOSICION 2. Sean G un grupo, K < G y H 1 G, entonces HK < G.

DEFINICION 7. Sean (H,*) y (K,-) dos grupos. Consideremos el producto carte-
siano H x K = {(h,k) | h € H,k € K} y definamos en el conjunto H x K la
siguiente operacion binaria,

* ¢ (HxK)x(HxK) — (HxK)
((hi, k1) X (ho, ko)) = (hy % ho, ky - k2)
Asi, (H x K,x) es un grupo, llamado producto directo de H y K.

DEFINICION 8. Sea G un grupo.
G es producto semidirecto de H y K, lo cual denotamos por G = H x K, si
y solo si
1. K es un subgrupo de G

2. H es un subgrupo normal de G
3. HN K ={e}
4. G=HK

DEFINICION 9. Sea (G, *) un grupo y A un conjunto (A # 0). Se dice que G

actia sobre A, si y solo si existe una funcion
GxA — A, que cumple con
(9:0) +— ga
1. (Vae€ A)( ea=a ), donde e € G es el neutro.
2. (V91,92 € G)(Va € G)( g1(g20) = (g1 * g2)a ).

En este caso se dice también que A es un G — conjunto.

DEFINICION 10. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto A, y a € A.
Entonces:
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1. La orbita de a, se denota por O,, y estd definida de la siguiente manera:
Ou={ga | ge G} C A
2. El estabilizador de a el cual se denota por G, es:
Go={9€G | ga=a} <G

DEFINICION 11. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto A.
Se dice que G actia sobre A:
1. Trivialmente, si y solo si (Vg € G)(Va € A)(ga = a). O sea, O, = a y
G, =G.
2. Transitivamente, si y solo si (Va € A)(O, = A)
3. Fielmente Transitivo o Fiel, si y sdlo si (Va,b € A)(3lg € G)(ga =10)

2. Espacio Vectorial

DEFINICION 12. Se dice que (V,+,-) es un R-espacio vectorial, si y sélo si
1. (V,+) es un grupo abeliano,

ademds con el producto por escalar posee las siguientes propiedades:
Clausura: - : R xV — V es funcion.

(Vo € V)(Va, B € R)(a(Bz) = (af)z)

(Vz,y € V)(Va € R)(a(z +y) = ax + ay)

(Vz € V)(Va, B € R)((a+ f)x = ax + fx)

(Vo € V)(1z = x), donde 1 es el elemento neutro multiplicativo del cuerpo

R.

A AT ol S

OBSERVACION 1. En esta tesis consideraremos solo espacios vectoriales sobre R.

Por ende, el lector debe asumir que todo espacio vectorial es sobre el cuerpo R.

DEFINICION 13. Sean V' un espacio vectorial y U C V (U # 0).

Se dice que U es un subespacio vectorial de V', si y solo si U es un espacio
vectorial con las restricciones a U de la suma y el producto en V, que denotamos
por U < V.

DEFINICION 14. Sean V' un espacio vectorial y S = {s1, -+ ,s,} C V.
a) Un conjunto S genera a 'V, lo cual denotaremos por V. =< S >, si y sdlo
St,

(Vy € V)3 € R)(y = ays1+ -+ - + asy), con .
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b) S es un conjunto linealmente independiente, si y sdlo si,
(Va; € R)(as1 + -+ - + ans, = 0), entonces a; =0, para todoi=1,...,n.

c) El conjunto S = {s1,...,S,} es una base del espacio vectorial V si se
cumplen las dos condiciones anteriores, y en este caso V' es un espacio de

dimension n, lo cual denotamos por dimV = n.

DEFINICION 15. Sean V' un espacio vectorial y Wy, Wy < V. La suma de los

subespacios Wy y Wy es el conjunto:
Wy + W, = {’LU1+UJ2 eV | wy € Wl,wg € WQ}

DEFINICION 16. Sean V' un espacio vectorial y Wy, Wy subespacios de V.
Se dice que V' es suma directa de Wy y Wy, y se denota V=W, & Wy, siy
solo st
1.V =W, +W,
2. Wi nWw, = {0}

2.1. Transformacién Lineal.

DEFINICION 17. Sean U,V dos espacios vectoriales.
Una aplicacion f : U — V es una transformacion lineal de U en V', si y

sdlo si

L (Vo,y e U)(f(z +y) = f(z) + [(y))
2. Vx e U)(Va € R)(f(ax) = af(x))

DEFINICION 18. Sea V' un espacio vectorial. Se define GL(V') como el conjunto

de todas las transformaciones lineales biyectivas de V' en si mismo.
2.2. Producto Interno.

DEFINICION 19. Sea V' un espacio vectorial, un producto interno sobre V es
una forma bilineal, simétrica, definida positiva. Es decir, es una funcion
(,) : VxV — R,
(z,y) — (x,9)
tal que,
1. (Va,y,z € V)Va e R)( (z+az,y) = (x,y)+ alz,y))
2. (Vo,y e V)((z,y) = (y,2))
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3. (Vo e V — {0V)( (x,2) € R )

DEFINICION 20. Sean V' un espacio vectorial con producto interno y x,y € V.

Decimos que x ey son ortogonales si, y solo si, el producto interno entre ellos

es cero. Lo denotamos x 1L y.

DEFINICION 21. Sea S C V, el conjunto ortogonal a S estd dado por:
St={yeV|(vz € S)((z,y) =0)}
NOTACION 1. Sea u € V — {0}
<uxt={yeV | (yu)=0}=H,

DEFINICION 22. Sea V' un espacio vectorial con producto interno. El grupo
ortogonal, denotado por O(V') es el conjunto de las transformaciones lineales de V/

en st mismo que preservan este producto interno. Es decir,
O(V) ={r e GL(V) | (rz,ry) = (z,y),Vz,y € V}.

NOTACION 2.

1. El simbolo < denotard subgrupo o subespacio vectorial dependiendo si esta-
mos trabajando en grupos o espacios vectoriales respectivamente.
2. El simbolo < > representa al subespacio generado o subgrupo generado si

estamos trabajando en espacios vectoriales o grupos respectivamente.



Capitulo 2

Grupos de Reflexiones Finitos

En este capitulo veremos conceptos esenciales sobre sistemas de raices, y sistemas
de raices cristalograficos que nos permiten comprender de mejor forma los grupos de
Coxeter y grupos de Weyl respectivamente. Ademés, estudiaremos los reticulados y
algunas de sus propiedades, para luego finalizar explicitando los grafos de Coxeter

para cada tipo de grupo.

DEFINICION 23. Una reflexion es una transformacion lineal de un espacio vec-
torial V en si mismo, que fija todos los elementos del hiperplano ortogonal al vector
u no nulo, y envia todo vector de la recta < u > en su inverso aditivo.

La reflexion anterior la denotamos por s, y se define del siguiente modo:

B (U,u>u
“lu,u)

DEFINICION 24. Sea u € V, se define la traslacion en u, denotada port, de la

su(v) =0

stguiente manera:
t, V. — V
v — t,(v)=v+u

Denotemos por T'(V), el conjunto de las traslaciones de V' en si mismo.

PROPOSICION 3. Sea V' un espacio vectorial. Entonces,
(Vv e V)((t,) ™" =t-0)

Ademdas, T(V') es un subgrupo de las biyecciones de V.

1. Sistemas de Raices Cristalograficos

DEFINICION 25. Sea ® C V.
Se dice que ® es un sistema de raices si, y solo si, satisface las siguientes

condiciones:
Ri: Pn<u>»={u,—u}, Vue .
Ra:  5,(P) =@, Vue d.
10



2. SISTEMAS POSITIVOS Y SIMPLES 11
Se dice que ® es un sistema de raices cristalogrdfico si satisface la condicion
adicional:

Rs: 2<U’U>GZ, Vu,v € P.
(v,v)

EJEMPLO 1. El conjunto de vectores que se muestran en la siguiente grafica,

el cual denotaremos por ®, representa un sistema de raices en R?, pues satisface

claramente las condiciones Ry y Ra

YA
(-1.0) CD Y
(=1,0) (1,0)

Es decir, el sistema de raices esta dado por:

¢ = {(07 1)a (17 1)a (17 O)a (17 _1)7 (Oa _1)a (_1a _1)a (_1a 0)7 (_17 1)}

Ademas, este sistema cumple la condicion Rg, por lo cual es un sistema de raices

cristalogrdfico.

2. Sistemas Positivos y Simples

DEFINICION 26. Sea {z1, 22, ..., 2, } una base ordenada de V.

La relacion de orden lexicogrdfico en V' se define por:
r<Ly<=zx=y)V(Fke{l,...n})(ax < bp A (Vi < k)(a; =b)))],
donde x = Ya;z;, y = Xb;z;. Fsta es una relacion de orden total.
PROPOSICION 4. Dado un orden lexicogrifico, entonces tenemos que:
(Va e RY)(Vz € V)(z < 0 = ax <0)

VaeR7)(Vx e V)(z <0= 0 < ax)
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DEFINICION 27. Dados un orden < en 'V y un sistema de raices ®:

1. Se dice que @t es un sistema positivo de @, si y sdélo si, Pt es el conjunto

de todas las raices positivas de ®. Es decir,
Pt ={ued | 0<u}

2. Decimos que @~ es un sistema negativo de @, si y solo st P~ es el conjunto

de todas las raices negativas de ®. En otras palabras,
" ={uecd | u<0}

OBSERVACION 2. Como las raices vienen en pares {u, —u}, una positiva y la
otra negativa, segun el orden lexicogrdfico. Entonces, el sistema de raices ® es union

disjunta del sistema positivo @ y el sistema negativo ®~, es decir,
o=t U

EJEMPLO 2. Sea ® el sistema del ejemplo 1 y consideremos el orden lexicogrdfico

asoctado a la base candnica. Los sistemas positivos y negativos estdan dados por:

" = {(0’ 1)7 (1a 1)7 (1a0)> (1a _1)}
QT = {(07 _1)7 (_17 _1)7 (_170)a (_1a 1)}

DEFINICION 28. Sean ® un sistema de raices y A C .
Se dice que A es un sistema simple si, y solo si, satisface las siguientes condi-

ciones:

1. A es linealmente independiente.
2. Todo elemento de ®T se escribe como una combinacion lineal de elementos

de A, con los escalares no negativos.

Los elementos en el sistema simple se llaman raices simples.

EJEMPLO 3. Sea ® el sistema del ejemplo 1 y consideremos el orden lexicogrdafico

asociado a la base canonica, entonces el sistema simple asociado de ® es:
A= {(07 1)a (17 _1)}

PROPOSICION 5. Dados un orden lexicogrifico sobre V' y un sistema de raices
O, esto implica que existe un tinico v € DT tal que, para todo u € ®T, se tiene que

u < v. Fste elemento se llama raiz suprema.
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Ademds, para toda raiz positiva u, se tiene que 0 — u es suma de raices simples.

Esto es,

(Vu € %) (@ —u= Zm)

vEA

DEFINICION 29. Sean W < O(V) finito y ® un sistema de raices.

Se dice que W es un grupo de reflexiones, si y solo si
W=<s, | ued®>

Ademds, si ® es un sistema de raices cristalogrdfico entonces el grupo de reflex-

wones es llamado grupo de Weyl.
Estos son los grupos que nos interesan en el desarrollo de esta tesis.

TEOREMA 6. Sea W un grupo de reflexiones asociado a ® y A un sistema simple

en @, entonces W estd generado por reflexiones simples. De otro modo,
W=<xs, | veEA>

COROLARIO 7. Sea A un sistema simple, entonces para todo u € ® existe w € W
tal que wu € A. Es decir,

(Vu € @)(Fw € W)(wu € A)
TEOREMA 8. Dado W un grupo de reflexiones finito, entonces
W =(S|R),
donde S es el conjunto de generadores dado por:
S={s, | ve A}
y sujetas a las siguientes relaciones,
R={(spsy)™ =¢ | v,v' € A;my, € N}

con my, =1y siv#v se tiene que my, ,» # 1.
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3. Grupos de Coxeter Finitos

DEFINICION 30. Sea W un grupo finito.
Se dice que W es un grupo de Cozxeter finito, si y solo si, existe S C W tal

que:

W=<5>

donde los elementos de S cumplen solamente las siguientes relaciones

(ss")s' =€, Vs, €S
mss =1 ymsy € N—{1}. El par (W, S) se llama sistema de Coxeter.
PROPOSICION 9. Todos los grupos de reflexiones finitos son grupos de Cozeter.

DEMOSTRACION. Ver Teorema 26 en tesis de Roberto Medina de Grupos de

Reflexiones finitos. O

DEFINICION 31. Sea (W, S) un sistema de Coxeter.

Se define la funcion largo de la siguiente manera:

l: W — N
w — l(w)=r,
donde r es la menor cantidad de reflexiones simples, tal que w = $18+ - s,.. Ademds,

l(e) =0.

PROPOSICION 10 (Cancelacion de Matsumoto).

Sean (W, S) un sistema de Cozeter y w € W.

Siw =318 yl(w) <r, entonces existen 1 < i < j <r tal que:
w:sl"'é\i"'é\j"'sr

donde las reflexiones s; y §; han sido removidas de la expresion.

DEMOSTRACION. Ver Teorema 22 en tesis de Roberto Medina de Grupos de

Reflexiones finitos. O

4. Reticulados de Raices y Coraices

4.1. Coraices.
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DEFINICION 32. Dado ® un sistema de raices. Para cada uw € ®, se define la

coraiz de u como,

2
(u, u)

Denotaremos por ® el conjunto de las coraices.

U = U.

PROPOSICION 11. §i ® es un sistema de raices cristalogrifico, entonces ® tam-

bién es un sistema de raices cristalogrifico.

EJEMPLO 4. Sea ® el sistema del ejemplo 1 y consideremos el orden lexicogrdafico

asociado a la base candnica, tenemos el sistema de raices cristalogrdfico dado por:

¢ = {(Ov 1)7 (17 1)7 (170)7 (17 _1>7 (07 _1)7 (_17 _1)7 (_17())7 (_17 1)}

Los elementos del sistema de coraices estan dados por:

v 2
(0:1) = W(O, 1) =(0,2)
(1,1) = W(l, 1)=(1,1)
(1:0) = —(LO) = (2’0)

((1,0),(1,0))
v 2

== @)

R () 0.1

(~1,-1) = 5oy b=

(1,-1)=(1,-1)

(0,—1) = (0,—-2)

O~

A (S NN N0 A
(—1,1) = 2 (=1,1) = (=1,1)

<(_1a 1)> (_1> 1))
Ast, el sistema de coraices esta dado por:
¢ = {(0,2), (1,1),(2,0), (1, =1), (0,-2), (=1, ~1), (=2,0), (=1, 1)}

4.2. Reticulados. Un reticulado L, se define como un Z-moédulo libre en un
espacio vectorial V', particularmente nos interesan en el desarrollo de esta tesis, los

reticulados de raices y coraices.

DEFINICION 33. Dado un sistema de raices cristalogrifico @, el reticulado de
raiz R(P) denotado simplemente por R, es el conjunto de todas las combinaciones

lineales enteras de los elementos de ®. Es decir,
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R:ZZU

ued
donde Zu = {nu | n € Z}.
En particular, st consideramos el sistema de raices P, el reticulado de coraices

R(Ci)) el cual lo denotamos por R estd dado de la siguiente maneras:

R = Z Zu
ued

LEMA 12. Sea ® un sistema de raices cristalografico y A = {vy, ..., v, } un sistema

simple en @, entonces
n
R =P zv;
i=1

DEMOSTRACION. Sea L = (P, . Zv;, claramente £ C R.

Para la otra contencion (R C L), observemos que £ es W-invariante, pues

Luego,
(Vw € W)(w(L) = L)

Ademas, por el corolario 7, dado u € ® existe w € W tal que
w(v;) = u, para algin v; € A
De lo cual obtenemos que,
(Vu € P)(u = w(v;) € w(L) C L)

Por lo tanto,

DEFINICION 34. Se define el reticulado de peso de ® como el conjunto:

P =P@) = {zEV | gl eZ,Vuecb}

{u, u)

= {zeV | (ﬁ,z)eZ,Vueé}
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De la misma forma el reticulado de copeso de d esta dado por:

P=P@) = {zeV | 25;’3 eZ,Vﬂeé}

= {ze V| (u,z2) € Z,Vuc o}

LEMA 13. Sea {vy,...,v,} base dual del sistema simple A = {vy,...,v,}, es decir,

(V;,vj) = 0;;, entonces se tiene que,
P=7Zv,&---&Lv,
DEMOSTRACION. Como {21, ..., 0, } es una base de V' construimos,

YT =Zv, & Zo,

y demostremos que P="T.

Dado z € T, esto implica que,
(z,v;) € Z, para todo v; € A.

De esta manera, z € P.
En el otro sentido: Sea z € P, entonces z se escribe en combinaciéon lineal de

{01, ..., 0, }, es decir

2= A, donde \; € R.

i=1
Por la definicion de P se tiene que,

(z,v;) € Z, con v; € A.

Con lo cual se obtiene que \; € Z, para todo j.

Luego,

2= A, donde ); € Z.

i=1

Por lo tanto, z € T. O

LEMA 14. El grupo W permuta los elementos del sistema de coraices d.
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DEMOSTRACION. Sean i € ¢ y w € W entonces

v = v (o)

2wu

De este modo, W permuta los elementos de 3.

18

O

OBSERVACION 3. Notemos que, por el lema anterior, si z € R, entonces wz € R.

PROPOSICION 15. Sean P el copeso de reticulado y R el reticulado de coraices,

entonces, R - P.

DEMOSTRACION. Sea z € 7v€, esto quiere decir que,

Luego,

y como ® es un sistema de raices cristalografico, tenemos

2(u;, u)

€z
<ui>ui>

<ﬁi> u> =
Por lo tanto, z € P.

Anélogamente notemos que,
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5. Grafos de Coxeter

DEFINICION 35. Sean (W, S) un sistema de Coxeter, entonces el grafo de Coxe-
ter etiquetado es el grafo dado por:
1. El conjunto de vértices es S.
2. Simf(s,s") =2, entonces no hay arista entre s y s', donde s,s' € S.
3. Simf(s,s") = 3, entonces la arista entre s y s’ no tiene etiqueta.

4. Sim(s,s") > 3, entonces la arista entre s y s’ es etiquetado con m(s, s').

PROPOSICION 16. Sea X wun grafo de Coxeter, entonces el grafo satisface las
siguientes condiciones:
1. Un vértice pertenece a lo mads a tres aristas.
2. Un wvértice pertenece a tres aristas solo si todas las aristas tienen etiqueta
wgual a 3.
3. Un vértice pertenece a lo mds a una arista de etiqueta mayor o igual a 4.

4. Emziste una arista de etiqueta mayor o igual a 6 solo st X tiene dos vértices.

DEMOSTRACION. Ver Lema 41 en tesis de Roberto Medina de Grupos de Re-

flexiones finitos. O

DEFINICION 36. Se dice que el sistema de Cozxeter (W, S) es irreducible si dados

dos puntos en el grafo de Coxeter existe un camino que los une.
EJEMPLO 5. Describir el grafo de Coxeter de tipo (A,,n > 1).

SOLUCION 5. Consideremos el espacio R™™ con la base candnica {e1, ..., en41}.

Sabemos que su sistema de raices esta dado por:
®={e;—e;|i#70<4,j<n}
y el sistema simple asociado a P es:
A={e;—e9,....en —€pni1}

En este caso, denotemos por s; = S¢,—,., las reflexiones simples, que cumplen
con:
1. (s;)*=1Id, para 0 <i < n.
2. m(s;, si11) = 3.
3. m(s;,85) =2, si |[1—j|>2.
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Con lo cual su grafo de Cozeter es,

Para la demostracion de cada una de estas relaciones x € R 1.

1. Sea e; —e; 1 € A, donde 0 < i <n. Luego,
si(z) = x— (7,6 —ei1)(e; —eiy1)
= (xl,...,xi_l,le,xi,ng,...,xn+1)

Claramente (s;)*(x) = Id.

2. Sean e; — e;11,€,41 — €40 € A, para 0 < i <n — 1. Entonces,

(sisip1)(x) = si(si41(2))
= Si(l’l,...,ZI,’Z',LUZ‘+2,LUZ'+1,SL’Z'+3,...,.len+1)
= (3517 ey L1, Tig 2, Tiy i1, Tit 3y - - - 736’n+1)

De esta manera,
(5i85i41)%(2) = (T1, .+ -, Ti1, Tig1, Tigo, Tiy Titsy - - -, Tp1)
Concluyendo obtenemos que,
(sisip1)’(x) = @

3. Supongamos que | i — j |> 2, entonces s; y s; actian sobre diferentes coor-
denadas sin relacionarse entre ellas.
En otras palabras, (s;s;)* = Id.

Asi hemos demostrado las relaciones anteriormente dadas.
EJEMPLO 6. Realizar el grafo de Coxeter de tipo (B,,n > 2).

SOLUCION 6. Para comenzar consideremos la base candnica {ey, ..., e,} de R™.

El sistema de raices estd determinado por:
O = {£e; £e;} U{xe;}
y su sistema simple es:

A:{€1_€27---76n—1_6n76n}



5. GRAFOS DE COXETER 21

Donde las reflexiones simples denotadas por s; = Se,—e,.,; Sn = S, satisfacen las
siguientes condiciones:
1. (s;)*=Id, para 0 <i<n.
2. m(s;, si11) = 3.
3. m(s;,85) =2, si |1 —j|>2.
4. m(sy_1,8,) = 4.

De esta manera el grafo de Coxeter estd descrito por:

4
o o o o o re)
Para la demostracion de estas relaciones x € R™.
1. Sea e; —e; 1 € A, donde 0 < i <n. Luego,
Sz(x) = T — (fL”@z‘ - 6i+1>(€i - €i+1)
= (T1,. 5 2n) — (T — Tig1) (& — €it1)
= (1’1,...,l’i,xi+1,...,$n) - (0,...,2[‘2‘ — Xjr1, Li1 —LUZ',...,O)
== (xl7"'axi—17$i+l7Iiaxi+27"'axn)
Claramente (s;)*(z) = Id. Ademds,
sp(x) = x— (x,e,)2e,
= (x1,...,2,) — (0,...,22,)
= (xlv ey Tp—1, _In)

De esta forma se observa que (s,)*(z) = Id.

2. Sean e; — e; 11,641 — €400 € A, para 0 < i < n — 1. Entonces,

(sisiv1)(z) = si(sipa(z))
= 5i(T1, .., Tis Tiga, Tig1, Tigss -+ Tp)
= (xl,...,xi_l,ng,xi,xiH,ng,...,xn)
Luego,
(8i8i+1)2(93) = (551, ey Li—1, it 1, it 2, Liy it 3,y - - - >In)

(3i8i+1)3(3¥’) = 7
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3. Si|i—j|> 2, entonces se tiene que s; y s; actian sobre diferentes coorde-
nadas haciendo que estas reflexiones conmuten.
. 2 .
Es decir, (s;s5)” = 1d.

4. Sean e,,_1 —e,, e, € A. Calculando tenemos que,

($n_150)(2) = sp_1(s0())
= Sp1(x—{(x,e,)2¢,)
= Sno1(z — (2n)2€n)
= Spa((w1,... @) —(0,...,21,))
= Sp_1(T1,...,—2p)
= (T1,...,Tp-2, —Tp, Tpn_1)

Por lo cual se obtienen los siguientes resultados,

(s5p_180)%(x) = (21,...,—Tp_1, —Tp)
(8p_150)%(x) = (T1,...,Tp, —Tn_1)
(sn-182)(z) = @

De esta forma concluimos la demostracion de estas condiciones.
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TEOREMA 17. Si (W, S) es un sistema de Cozeter finito irreducible, entonces su

grafo de Coxeter es uno de los siguientes:

(A,,n>1) o

(o]
o

(B, 6Cpyn>2) o

(o]
o
:
(o]

/N b

(Es) o o o o o o )
(Fy) o o 4 o o
m
(Ga(m)) o——o
(Hj) o > o )
5




Capitulo 3

Grupo de Reflexiones Afines

Para el desarrollo de este capitulo denotaremos por W un grupo de Weyl y
comenzaremos estudiando la estructura del grupo afin, definiendo los conceptos de
hiperplanos y reflexiones afines, determinando la interrelacion entre ellos y la impor-
tancia que tienen para demostrar que el grupo de Weyl afin actta transitivamente

sobre las camaras.

PROPOSICION 18. El conjugado de una traslacion por transformaciones lineales

es una traslacion. Es decir,
(Vg € GL(V))(Vz € V)(gifgcg_1 = tg)

DEMOSTRACION. Para todo y € V' tenemos que,

(gt )y) = (9t)(g7"(v))
(

O

Lo cual demuestra que GL(V') esta contenido en el normalizador de las trasla-

ciones.

DEFINICION 37. El grupo afin que es denotado por Aff(V) es el producto
semidirecto del grupo general lineal y el grupo de traslaciones de V. De otra for-
ma,

Aff(V)=T(V) x GL(V) < Biy(V)

24
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1. Hiperplanos Afines
DEFINICION 38. Para cada z € V — {0} y k € Z un hiperplano afin se define
por:
Hep:={yeV | (y,2) =k}

Nos interesa solamente el caso z € ®.

PROPOSICION 19. Sean u € ® y k € Z. Entonces para los hiperplanos afines se

tiene lo siguiente:

L. Hu,k = H—u,—k
2. Hu70 = Hu

3. H,j puede ser obtenido trasladando H, por gﬁ
donde H, es el hiperplano ortogonal al espacio generado por u.
DEMOSTRACION. Sean u € ® y k € Z.
La demostracion de estas igualdades las haremos por contenciones.

1. Consideremos z € H, lo cual implica que (z,u) = k. Ahora veamos si z

se encuentra en el hiperplano H_, _j. Para ello observemos que,
(z,—u)y =—(z,u) = —k

Con lo cual z € H_,, _y.
Dado z € H_,, _, entonces (z, —u) = —k. Para demostrar que z pertenece

al hiperplano H, j, notemos lo siguiente,

ASi, z € Hu,k

2. Su demostracion es inmediata, pues,

H,o={2€V| (2,u)=0} = H,
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3. Dado z € Hy, luego (z,u) = 0. Debemos verificar que z trasladado por gﬁ

se encuentra en el hiperplano H, ;. Para ello calculemos,

<§7j + z,u> = g(ﬂ,w + (z,u), pero (z,u) =0
_ B/
A
k
- <U,U> <U,U>
=k
Por lo tanto z € H,, k.
Ahora consideremos z € H,y, es decir (z,u) = k, y por lo anterior
tenemos que,
k
Reemplazando,
k
<Zvu> = §<d,u>
k
<Z,U>—§<'&,U> =0
k
<z— 511,u> =0

0

—~

|\“|~
IMES

(4

—
N

~—
<

~
I

De esta manera t_%ﬁ(z) € H,, luego tenemos que z € tgu(Hu)

2. Reflexiones Afines
DEFINICION 39. Para u € ® y k € Z una reflexion afin se define:
Suk(2) =2 —((z,u) — k)u, conz€V.

PROPOSICION 20. Sean u € ® y k € Z. Las reflexiones afines cumplen con las
siguientes propiedades:
1. sy0 = Su-
2. 5,4(0) = ki.
3. th O Sy = Sy k-
4

. La reflexion s, i, fija el hiperplano H,, ;, punto por punto.
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DEMOSTRACION. Sean u € & y k € Z.

1. Sea z € V entonces,

suo(z) = z—((z,u) — 0)u

= z —(z,u)u
= z— <Z’u>u
~ T )

= su(?)
2. Denotemos por 0 = 5,

suk(0) = 0—((0,u) — k)i
= —(—k)i

3. Dado z € V. Sabemos que,

{z,u)

Su(z) = 2 — Q(u,u)

u=2z — (z,u)u
Luego, trasladando esta reflexion por tx; obtenemos:
tra(su(2)) = tra(z — (z,u)0)
= z —(z,uwyu+ku
= z—({z,u) — k)u
= Sng(Z)
4. Debemos demostrar que,
(Vz € Hyp)(sur(2) = 2)
Sea z € H, entonces (z,u) = k. Calculando se tiene,
suk(z) = z—((zu) — k)u
= z—(k—Fk)u

= Z

De esta manera, todos los puntos del hiperplano H,, ;, son fijos por s, .



2. REFLEXIONES AFINES 28

NOTACION 3. Sea H,, el hiperplano fijo por la reflexion afin s, . Denotemos
H,  por H, en caso que no induzca error omitiendo la raiz u y el entero k.
Ademds se define H como la coleccion de hiperplanos afines asociado a las re-

flexiones afines, es decir
H={Hyx|uedkeclZ}
PROPOSICION 21. Sean u € ® y k € Z, entonces para w € W tenemos que:
1. ws%kw_l = Swu,k
2. SuSu,15u,—k = Su,—(k+1)
3. Su,15uSun+1 = Su,n+2

DEMOSTRACION. 1. Sea z € V. Luego,

(ws,w 1) (2) = (wsyp)(w™'z)
= w(s%k(w_lz))
= ww 'z — ((wlz,u) — k)u)

= z— ((w'zu) — kwi

= 2= ((z,wu) = k)(wu)
= Swuk(?)
2. Sea z € V. Entonces,
(Susu1Su,—k)(2) = (Susu1)(Su-r(2))
= (susun)(z = ((z,u) + k)i1)
= (s)(sua(z = ((zu) +
— sulz = ((zu) + K)ii—(
= su(z — (z,u)u —ku —
= su(z+(k+1)u)
= z+(k+1Du— ((z+ (k+ 1)u,u))u
= z+(k+1Du — (z,uyu—2(k+1)u
= z —{(z,wyu—(k+1)u
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(SuSui1Su—k)(2) = z—((z,u)+ (k+1))u
= Su,—(k+1)(2)

3. Sea z € V. Calculando se tiene que,

(Su1SuSukt1)(2)

= (SuiSulSurt1(2))

(su,180) (2 = ((z,u) — (K + 1))

(su1)(sulz — ((z,u

= su(z—((zu) = (k+1)i — ((z — ((z,u) — (k + 1)), u))d)
—(z,u)u + 2(z,u)u — 2(k + 1)u)

O

La siguiente proposiciéon demuestra, en los dos primeros items, como los ele-
mentos de W y las traslaciones actiian sobre H, y luego de que manera acttian las

traslaciones sobre las reflexiones afines.

PROPOSICION 22. Con las condiciones de la proposicion anterior. Si x € V' es

tal que (x,u) € Z, entonces
1. 'LUHng = ku,k
2. txHu,k - Hu,k—l—(x,u)
3. txsu,kt—:c = Su,k+{(x,u)
DEMOSTRACION.
1. Sea z € H, , entonces (z,u) = k. Veamos si wz se encuentra en el hiperplano

H - Para esto notemos que,

(wz,wu) = (z,u) =k
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Por lo tanto, wH, ; C Hyy k-
En el otro sentido. Consideremos z € Hy, . esto es (z, wu) = k. Observemos
que,
(w 'z, u) = (z,wu) =k
Asi, w™'z € H,, lo cual implica que z € wH, .
2. Sea z € H,, esto nos dice que (z,u) =k
Veamos si z trasladado por x se encuentra en H, j (.. Para ello re-
alizaremos el siguiente célculo,
<t$(z)7u> = <Z _'_ ZL’,U>
= (z,u) + (z,u)
= k + (z,u)
Por lo tanto, t, Hyx C Hy gt (a0
En la otra contencion. Sea z € Hy j1(z 4y entonces (z,u) =k + (z,u).
Luego,
<Z>u> - (x,u> = k
(z—mzu) = k
De esta manera t_,(z) € H, lo cual demuestra que z € t, H, .

3. Sea z € V, entonces

(t:csu,kt—x) () = (t:csu,k) (t_2(2))

= Suk+(z,u) (Z)

3. Grupos de Weyl Afines

En esta seccion definiremos los grupos de Weyl afines y los grupos de Weyl afines

extendidos. Ademas, determinaremos el grupo de Weyl afin de tipo ;4: .
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DEFINICION 40. Sea ® un sistema de raices cristalogrdfico.
Se define el grupo de Weyl Afin W, al subgrupo de Aff(V') generado por todas

las reflexiones afines s, i, conu € ® y k € Z. Es decir,
Wo=<sup|lued keZ>

3.1. Grupo de Weyl Afin de Tipo /Tl Sea W el grupo de Coxeter del tipo
A; dado en el teorema 17 y ® su sistema de raices. El grupo de Weyl afin del tipo
;ﬂ es
Wy =< sy |uedkeZ>
Entonces el grupo Afin W, es generado por s, y s,1 con u € ®, sujeto a las
relaciones obvias. De otra forma,

Wo =< 84,81 | (50)° = (5u1)’ =Lu€ >

LEMA 23. Sean A = 5,541 Yy B = sy154. Entonces,
1. (Vn e N)(A"sy, = Su,—n)
2. (Vn € N)(B"Su1 = Sunt1)

DEMOSTRACION. Sea u € .

1. Definamos p(n) : A"s, = s, _n y procedamos por induccién sobre n. Se
obtiene facilmente que p(0) : s, = s, es verdadera.
En la segunda parte de la induccion, supongamos que p(n) es verdadera

y demostremos p(n+ 1) : A"*'s, = s, _(,41). Para esto se tiene lo siguiente,
Artls, = A(A"s,)
= Asy-n
= SuSu,18u,—n
= Su,—(n+1)

Para justificar la tltima igualdad consideremos la segunda parte proposi-
cion 21.

Entonces por induccién se cumple que:
(Vn € N)(A"sy = Su.—n)

2. Sea p(n) : B"sy,1 = Syn+1 y procedamos por induccion sobre n. Claramente

p(0) : Sy1 = su,1 es verdadera.
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Supongamos que p(n) es verdadera y demostremos

p(n+1): B s 1 = Sunio

Luego,
Bn+18u,1 = B(anu,l)
= Bsu,n-‘rl

- Su,lsusu,n—l—l
- Su,n+2

Para la justificacion de la ultima igualdad observemos la tercera parte de
la proposiciéon 21.

De esta forma:

(\V/TL € N)(anu,l - Su,n—i—l)

Observemos que por la primera parte del lema anterior tenemos que,

{Sup | U €D,k EZT} C <K 5yySun | (50)° = (5u1)° =L,ucd>
Por otro lado, la segunda parte del mismo lema nos muestra que,

{Sup | U €D,k €EZT} C K syySun | (50)° = (501)° = L,uc€ d>
Asi,

L Suh |[UERPKEL > =< 54,501 | (50)2 = (8u1)> =L, uc >
Ademés el grupo W, es llamado grupo diedral infinito, denotado por D.
3.2. Estructura de Grupos de Weyl Afines.

PROPOSICION 24. Sean ® un sistema de raices cristalogrdfico, R su correspon-
diente reticulado de coraices y P el reticulado del copeso, entonces todo reticulado

L tal que R C L CP es W-invariante.

DEMOSTRACION. Basta con demostrar que todo elemento de W actua trivial-
mente sobre el cociente de reticulados P / R. Pero el grupo W es generado por re-

flexiones, por ello nos concentramos en mirar como acttian las reflexiones de W.
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Sea z € Py s, una reflexion en W, entonces:

{z,0)
(v, 0)

Como z € P, entonces (z,v) € Z. Asi, (z,0)8 € R
Entonces s,(z) = z(mod R)

Luego, cada elemento de W actiia como la identidad en el grupo 75/ R.

Sp(2) =2 —2 v=2z—(2,0)0

Concluimos la demostraciéon notando que £ C P por lo cual todo reticulado
R C L C P es W-invariante. O

LEMA 25. La traslacion por todo elemento del reticulado de coraices se encuentra

en el grupo W,. Es decir,
(\V/Z S ﬁ)(tz S Wa)

DEMOSTRACION. Es inmediata por la tercera parte de la proposicion 20. O]

PROPOSICION 26. El grupo W, es el producto semidirecto de W y el grupo de

traslaciones correspondiente al reticulado de coraices R.

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que W, = T(R) x W
Donde T(R) = {t. | z € R}

1. Claramente, T(R) N W = {e}.

2. T(R) es normal en W

Sea z € R y w € W. Luego, por la proposicién 18, tenemos que:

-1

wt,w™ " =t,,, donde por observacion 3, wz € R.

1%

3. W,=TMR)W
Para los generadores de W, tenemos, por la proposicion 20.3, que:

Suk = tkﬁsu c Wa

y como W, =< s, >, entonces se tiene que todo los elementos se

pueden escribir de la forma:

Suk = triSu

Por lo tanto, W, = T(R) x W O
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3.3. Grupos de Weyl Afines Extendidos. Sabemos por la proposicion 24

que P es We-invariante, luego el subgrupo de las traslaciones por elementos de 75,

representado por T(P), es normalizado por W. De este modo T(P) x W es un
subgrupo del grupo afin llamado grupo de Weyl Afin Extendido denotado por ﬁ/\a,

es decir,

—

W, =T(P)x W

LEMA 27. El grupo de Weyl afin W, es subgrupo normal del grupo de Weyl afin
extendido Wa. Es decir,

W, dWe;  Wo/W,2P/R

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar la contencién, para ello, por la proposi-

cion 24, tenemos que T(R) C T(P), entonces W, C W,

% v %

Ademas, T(P) es un grupo abeliano, por lo cual T(R) es normal en T(P). Asi,
W, < W,
Ademés tenemos que,
W,/W. 2 T(P) x W/T(R) x W = T(P)/T(R) = P/R (1)
U

COROLARIO 28. Sean w € /WZL y H,r € H, luego existen x € ® y l € Z tal que:
1. wHu,k = Hx’g

2. WSy pw Tt = 84y

DEMOSTRACION. Sea w € W,, entonces:

w = tzwl,z€75, wy € W.

-1 _ -1
w = wy t_,.

1. Por las proposiciones anteriores ya tenemos que:

wHu,k - tzleu,k
= t,H,,uk, Por la primera parte de la proposicion 22

= Huyjuk+(zwiw), POr la segunda parte de la proposicion 22
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2. Sabemos que,
wsu,kw_l = tzwlsu,kwl_lt_z
= tz(wlsu,kwl_l)t_z
= t.Suukt—z, pPor la primera parte de la proposicion 21
Swyuk+(zunu), POI la tercera parte de la proposicion 22

De esta forma obtenemos que z = wyuy € = k+ (z, wiu).

4. Camaras

En esta seccion veremos como los grupos W, y W, acttian sobre la coleccion de

componentes conexos en V° =V — ) H.
HeH

DEFINICION 41. Sea A el conjunto de las componentes conexas de V°, los ele-

mentos de A se llaman eamaras.

Notemos que ﬁ/\a permuta A, pues los elementos de Aff(V'), actiian como homeo-

morfismo.

PROPOSICION 29. Sea A una cimara, entonces para todo u € %, existe k, € Z

tal que:
A={zeV|Vued")(k, < (u,2) <k,+1)}
PRrROPOSICION 30. La coleccion V° es abierta en V.

DEMOSTRACION. Sabemos que los hiperplanos son cerrados, por ende la uniéon
arbitraria de estos es cerrado, y como V° es el complemento de esta union, concluimos

que es V° abierto. O

DEFINICION 42. Sean ® irreducible y A un sistema simple en ®. La cdmara

fundamental es el conjunto:
Ao ={ze V| Vued)(0 < (z,u) <1)}
PROPOSICION 31. La cdmara A, es una componente conexa de V°.

DEMOSTRACION. Comencemos notando que A, C V°, pues dado = € A,, se

tiene,

(r,u) ¢ Z,Yu € &+
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Por lo tanto, x € V°.

Ahora veremos que A, es un conjunto convexo.

Sean z,y € A, y t € [0,1]. Probaremos que tx + (1 — t)y € A,. Para ello sea
ue dt,

como x,y € A, se tiene,

Por otra parte, supongamos que el max{(x, u), (y,u)} = ro < 1. Entonces,
t{z,u) + (1 —t){y,u) < trg+ (1 —t)xg=120<1

Asi, A, es un conjunto convexo y por lo tanto conexo.
Ahora demostremos que A, es una componente conexa. Como A, es conexo existe
A€ A tal que Ay C A.

Sabemos que dada una camara, existen k, tal que:
A={zeV|(Vued")(k, < (z,u) <k,+1)}

por lo tanto, k, = 0 para todo u € ®T, lo que demuestra la otra contencion.

Asi, A, es una componente conexa de V° O

EJERCICIO 7. Las camaras que forman los grupos de Weyl de tipo :4; son tridn-

gulos equildteros.

SOLUCION 7. El grupo Ay = <K Sy, , Sy, >, definido en el ejemplo 5, con n = 2,
para este grupo tenemos que A = {e; — eg, eq — e3} y la raiz suprema es e; — es.
Ademds, denotemos por v; =e; — ;11 Y V3 = €1 — €3.

Notemos que

1

=5 con i # j

< U, Vj >

[lval [ - []o]]

luego los dngulos interiores de la cdmara fundamental son 3.

La camara fundamental en el plano < vi,vy >, se representa de siguiente modo:
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¥/

EJERCICIO 8. Las camaras asociadas con los grupos de Weyl de tipo /BE; son
tridngulos con dngulos /2, w/4, 7/4.

SOLUCION 8. Con las mismas notaciones del ejemplo 1 obtenemos que las cd-

maras son de la siguiente forma:

)
0,1
( Y ) (17 1)
(0% Y (170>
T
(17_1)
Entonces,
T T T
Q= Z ) 5 - 5 ) Y= Z

PROPOSICION 32. Sea ¥ la raiz suprema en términos de A, entonces

A, ={ze V| (YwveA)((zv)>0) y(z0) <1}
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DEMOSTRACION. Denotemos B, de la siguiente manera,
B,={z€eV | (M eA)((z,v) >0) v (z0) <1}

Consideremos z € A,, claramente z € B,.
Para la otra contencién. Sea z € B, y como todo elemento de ®* se escribe en

combinacion lineal no negativa de elementos de A,
(z,u) > 0,Yu € &

Por otra parte, para todo u € ®7, se tiene que v — u es suma de raices simples

se tiene que,

(z,v—u) > 0
(z,0) — (z,u) > 0
(z,u) < (2,0)

y sabemos que (z,v) < 1, entonces z € A,.
Por lo tanto, A, = B.. O

OBSERVACION 4. Esto nos muestra que A, es una interseccion de semiespacios

abiertos.

DEFINICION 43. Las paredes de A, son los hiperplanos H,, conv € A y Hy ;.

Ademds definimos el conjunto de reflexiones asociados:
Se={sy|veA}U{ss1}

También podemos definir paredes de wA,, como las imdgenes de estos hiperplanos

bajo la accion de w, Yw € W,,.

PROPOSICION 33. El grupo W, actia sobre la coleccion A de todas las cdmaras
transitivamente y es generado por el conjunto S, de reflexiones asociado a las paredes

de la cdmara A,.

DEMOSTRACION. Sea W’ un subgrupo de W, generado por S,.
Como primera parte de la demostracion probaremos que W’ actia sobre A tran-

sitivamente. Para esto demostraremos que:
(VA € A)(Fw € W) (wA = Ay,)

Fijemos dos elementos z € Ay y € A..



4. CAMARAS 39

Como la 6rbita de = bajo el grupo de traslaciones de R es un subconjunto discreto
de V' y W, es una extension del grupo finito W a través del producto semidirecto,

la W,-6rbita y por supuesto la W’-6rbita de z la cual denotaremos por:
O, ={wx|we W'}
es un conjunto discreto en V', luego existe z € O, tal que:
d(z,y) = min{d(6,y) | 6 € Oq} (2)

Supongamos que z ¢ A,. Entonces z e y se encuentran en diferentes semiespacios
relativos a alguna pared H de A, y sea s la correspondiente reflexiéon que fija
al hiperplano H (s € S, € W’). Consideremos el trapezoide en V' con vértices
Y, sy, 2, sz que es dividido en dos partes por H. Usando la ley del coseno probaremos
que el largo de una diagonal es mayor que el largo comin de los dos lados no paralelos

del trapezoide. Luego,

Yy

Sabemos que a + g = 180°, es decir, a = 180° — 3. Entonces,

cos(a) = cos(m — )
= cos(m) cos(/3) + sin(7) sin(3)
= —cos(B)

Por el teorema del coseno tenemos que,

ly =2l = sz = 2l* + sz — yl|* = 2llsz — 2[5z — y]| cos(a)

Isz = 2II* + [lsz — ylI* + 2||sz — z||[| sz — yl| cos(8)
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Observemos que 0 < cos(f) < 1, pues 5 € ]0,1]. De esta forma, obtenemos las

siguientes desigualdades:

ly =2l > sz = 2l* + sz — y]I”
ly ==l > sz —yl?

ly =zl > [lsz =yl

Como sz esta en la W’-6rbita de x, esto es una contradiccion, pues z es la menor
distancia a y. Luego, z € A,, entonces wA N A, # () por lo tanto wA = A,. De esta
manera, W' actta sobre A transitivamente.

En la segunda parte nos falta demostrar que W, C W’.

Sea s, una reflexion afin y veremos que esta reflexion se encuentra en W’. Para
ello consideremos A una cdmara que tiene a f,, ;, como una pared. Por lo demostrado
anteriormente W' actua transitivamente, luego existe w € W' tal que wA = A,.

Asi, wH,, ), coincide con H una de las paredes de A,, denotemos por s la reflexién
que deja fija esta pared, luego s € S, C W’. Entonces por corolario 28.2 obtenemos

lo siguiente:
-1 _
WSy W =8

Lo cual implica que s, € W’
Por lo tanto, W' = W,,. O

5. La Funcién Largo
Sea w € W,, w se puede escribir como producto de r reflexiones, es decir, w =
8189 - - - 8., donde s; € S,.
DEFINICION 44. Sea l, la funcion largo de w dada por:

ly + W, — N
w > l(w)=r

donde r es la menor cantidad de reflexiones s; € S, tal que w = $189 - - - s,.. Ademds,

lo(e) = 0.

5.1. Geometria de la funcién largo. En esta secciéon estudiaremos cuan-
tos hiperplanos separan a dos camaras en A. Ademaés, construiremos el conjunto y

veremos como se relaciona con la funcién largo [,,.
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DEFINICION 45. Cada H, j, € H divide a V' en semiespacios positivos y negativos.
Es decair,
Hi ={z€V|(uz2) >k}
H ={2€V|(uz) <k}

DEFINICION 46. Sean H € H y A, B € A.
Se dice que H separa las camaras A y B, si y sdlo si estas camaras se encuentran

en diferentes semiespacios relativos a H.

OBSERVACION 5. Notemos que no existe un hiperplano H,  que separa las cd-
maras A, B, C' simultdineamente. Para ello, supongamos que H, . separa las cdmaras
A, B,C. FEsto es,

1) Hy,y separa A y B

2) Hyx separa B y C

3) Hyx separa A y C
Luego, por 1) y 2) tenemos que A y C' se encuentran en el mismo semiespacio
relativo a H, . Por parte 3) esto es una contradiccion.

Por lo tanto, H, j no separa las cdimaras A, B, C'.

PROPOSICION 34. Si fijamos dos cdmaras, entonces el nimero de hiperplanos

que separa estas camaras es finito.

DEMOSTRACION. Sean A y B dos camaras distintas y u € ®, recordemos que ®
es finito.

Consideremos el siguiente conjunto:
Sap ={H € H | H separa Ay B}

Como estas camaras son distintas, existe al menos un hiperplano H,, ,, que separa
Ay B donde m € Z. Luego, existen finitos hiperplanos paralelos H,, ,, con k, <
m < ki, donde k,, k!, € Z que separan Ay B.

Entonces,
ki,
U {Hu,} C Sap

I=ky
Por lo tanto,

Ky,
U | U{Hu} | = Sas

uedt l=ky

Asi, existen finitos hiperplanos que separan dos camaras distintas. O]
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DEFINICION 47. Sea w € W,,.

a) El conjunto de hiperplanos que separan A, de wA, se denota de la siguiente
manera:

L(w) ={H separa A, de wA,}
b) Se define la funcion,

—

n : W, — N
w o — n(w) = #(L(w))
Ahora nos enfocaremos en demostrar que la restriccion de n a Wy, es la funcion

largo I,.

LEMA 35. Sea s € S,, entonces,
1. n(e) =0.
2. n(s)=1; L(s)= H,.
DEMOSTRACION. Sea s € S, = {s, | v € A} U {s51}.
1. Es inmediato, pues si w = e, entonces no existen hiperplanos que separe la
cidmara A, de si misma.
2. Debemos demostrar que el tnico hiperplano en £(s) es Hj.

Como A, es una camara, entonces es una componente conexa de V°, lo
cual implica que se encuentra en uno de los semiespacios relativos a H,. Al
ser s la reflexion que fija el hiperplano Hy, envia un semiespacio en el otro.
De esta forma, las camaras A, y sA, se encuentran en distintos lados del
hiperplano H,. Por lo tanto, Hy € L(s).

Para demostrar que es el tinico hiperplano.

i) Supongamos que s € {s, | v € A} y sabemos que,
Ao={z€V | (Vue (0 < (z,u) < 1)}
Entonces,
sA, = {szeV|(Vued")(0 < (sz,su) <1)}
= {yeV]|Mued)0 < (y,su) <1)}
En el caso u # v, se tiene que,
0 < (y,u) < 1,Vu € &\ {v}.

pues, recordemos que s,(®T\{v}) = ®T\{v}, para v € A.
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Ahora, si u = v, entonces sv = —v. Con lo cual se obtienen las siguientes

desigualdades,

0 < (y,—v) <1
0 < —(y,v) < 1
0 > (y,vy > —1

sA, = {yeV|Vued \{v))0 < (y,u)y<1) A (=1 < (y,v) <0)}
ii) Consideremos s = s; 1 y por proposicion 32 tenemos que,
A, ={z€V | (VweA)((zv)>0)y ((z,0) < 1)}
Debemos demostrar que,

sA, ={sz eV | (Vv e A)((sz,v) >0)y (1 < (sz,0) <2)}

Primero probemos que (sz,v) > 0, para todo v € A. Para esto, sean

z € A, y v € A. Calculando obtenemos,

(s00(2),0) = (2= ({2,0) = 1)5,0)

En esta dltima igualdad, sabemos que (0,0) > 0y (0,v) > 0. Ademas,

como z € A, entonces (z,v) >0y (z,0) — 1 < 0. Esto implica que,
(sg1(2),v) >0

Luego, (sz,v) > 0 para todo v € A.
Demostremos que 1 < (sz,v) < 2. Para ello, notemos que el punto medio

del segmento que une z y sz se encuentra en el hiperplano Hj; ;. Es decir,

1
5(82 + Z) € H{,J
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Desarrollando,

) = 1
(sz+ z,0) = 2
) = 2—(z70)
Pero como z € A, tenemos las siguientes restricciones:
(2,0) < 1<=0<1—(2,0) <= 1<2—(2,0)

(2,0) >0 <= —(2,0) < 0<=2—(2,0) <2
Asi, obtenemos que 1 < (sz,7) < 2

Por lo tanto, si s € S,, entonces H, es el tnico hiperplano que separa las

camaras A, y sA..

O

LEMA 36. Sean w € V[//\a yseES,.
L n(w) =n(w™); w'L(w)=Lw™)

2. n(ws) =n(sw™); swlL(ws)= L(sw™)

DEMOSTRACION.

1. Esto equivale a demostrar que:

H separa A, y wA, siy solo si w™'H separa w™ A, y A,. Es decir,
w ' L(w) = L(w™)

Consideremos H € L(w), por lo cual H separa A, y wA,, entonces

w™lH separa w™'A, vy A,. Por lo tanto,
w ' L(w) C L(w™), Ywe W,
Haciendo un cambio de variable tenemos que:
wl(w™) C L(w), Ywe W,

Para concluir, sea H € L(w™") esto implica que wH € wl(w™) y en

consecuencia wH € L(w). Luego,

wlwH = H € w'L(w)
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Entonces,
Lw™) Cw ' L(w)
Asi,
wlL(w) = L(w™Y), Vwe W,.

Como w es una funciéon biyectiva, se tiene que,

2. Es inmediato por la primera parte, pues si hacemos el cambio de variable

w = xy, entonces
yo~ L(zy) = L(ya™)
U

OBSERVACION 6. Si L(w) # 0, entonces este conjunto contiene al menos uno
de los hiperplanos H,, donde s € S,. De lo contrario wA,, A, se encontrarian en el
mismo semiespacio relativo a Hg, para todo s € S,. Pero A, es la interseccion de

estos semiespacios, luego se obtendria que wA, = A, lo cual es una contradiccion.

PROPOSICION 37. Sea w € V[//\a y fijemos s € S,.

1. H, se encuentra en exactamente uno de los conjuntos L(w™), L(sw™").
2. s(Lw™)\{H}) = L{sw™)\{H,}.

3. Si Hy € L(w™!), entonces n(ws) = n(w) — 1.

4. Si Hy € L(sw™), entonces n(ws) = n(w) + 1.

DEMOSTRACION. Sea w € W, y fijemos s € S,.

1. Supongamos que H, se encuentra en ambos conjuntos. Luego,

Si H, € L(w™!), por lema 36 se tiene que wH, separa A, de wA,.

Por otro lado, si H, € L(sw™!), entonces wH, separa A, y wsAs,.

Considerando la observacion 5, el hiperplano wH, no separa wA, de
wsA,, y esto es una contradiccion, pues H, separa A, y sA,.

Por lo tanto, H, no se encuentra simultaneamente en ambos conjuntos.

Suponemos ahora que H, no se encuentra en ninguno de estos conjuntos.
Por argumentos analogos,

Si Hy ¢ L(w™') y Hy ¢ L(sw™") tenemos que wH, no separa A, de wA,,
tampoco separa A, de wsA,. De esto concluimos que wH, no separa wA, de
wsA,, por ende H, no separa A, de sA,, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, Hy se encuentra en uno de los conjuntos £L(w™"), L(sw™!).
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2. Sea H € L(w™')\{H,}. Demostremos que sH € L(sw™!).
Para esto, suponemos que sH ¢ L(sw™!), entonces, por observacién 5
wH no separa wsA, de A,.
Por hipétesis, H € L(w™"), luego wH € L(w). De esta manera obtenemos
que wH separa las cAmaras wA, y wsA,, es decir, H separa A, de sA,. Por

lo tanto,
H e L(s) = {H}
Lo cual es una contradicciéon, pues H # H,. Asi,
sH € L(sw™).
Ademas, como s fija H,, lo cual implica sH # H,. Entonces,
sH € L(sw )\{H,}.

En el otro sentido la demostracion la haremos también por el absurdo,

s(L(w™H\{H}) 2 Lsw™ )\ {H}

Sea H € L(sw™')\{H,} y suponemos que sH ¢ L(w™!).
Luego wsH € L(ws), ademés, sH no separa A, y w™'A,, entonces de
forma similar al anterior argumento, tenemos que H separa A, de sA,.

Es decir,
H e L(s) = {H}
Esto es claramente una contradiccion. De esta manera,
st € L(w™)\{H.}.
Asi,
s(L(w™H\{H}) = L{sw™)\{H.}

3. Sea H, € L(w™'), por lo anterior tenemos que H, ¢ L(sw™1),
s(L(w H\{H,}) = L(sw™")\{H,}, entonces
H(L(w H\{H,}) = #(L(sw H\{H,}), pues s es biyectiva
Luego,
#(L(w™) = #(L(sw )\ {H}) +1
#(L(w™)) = #(L(sw™)) +1
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De esta manera, se tienen las siguientes igualdades,
n(w™) = n(sw)+1
n(w) = n(ws)+1
n(ws) = n(w)—1
4. Sea H, € L(sw™'), por argumentos analogos, se tiene que,
(LN} = #(Lsw NLY)

Entonces,

Por lo tanto,
n(sw™) = nw ) +1
n(ws) = n(w)+1

COROLARIO 38. Para todo w € W, tenemos que n(w) < l,(w).

DEMOSTRACION. Sea w = $§189 - - - 8, una expresion reducida de largo r, de-
mostremos por induccion que n(w) < l,(w) = r.
i) Si w = e, entonces n(e) =0 = [,(e).
ii) Ahora probemos que para w = $18 -+ - S,41, se tiene que n(w) < [,(w), donde
lo(w) =71+ 1. Sea,
w = ws,yq
= (517 8r8r41)8r 41
= s1---8, entonces l(w') =r
Por hipétesis de induccion, n(w') < 1,(w'). Asi, por proposicién 37 tenemos que,
n(w's,41) = n(w') £1 < nw') +1
Luego,
n(w) =n(w's,41) < n(w') +1=1,(w)+1=1(w)

Por todo lo anterior tenemos,
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6. Transitividad Fiel

En esta seccion explicitaremos la lista de hiperplanos que separan la camara A

de wAy. Ademas, veremos como el grupo W, actua fielmente transitivo sobre A.

LEMA 39. Sea w € W, no trivial tal que w = s1--- s, es una expresion reducida,

donde s; € S, y denotemos por H; = Hy, los hiperplanos fijos por s;, entonces
Hy,s1Hy, s152H3, ..., 81+ 5,1 H,
son todos distintos.

DEMOSTRACION. Supongamos que no todos estos hiperplanos son distintos.

Luego, existen indice p < ¢, tales que,
S1 'Sp—al =81 'Sq—lHq
Despejando se obtiene,

Hy = (sp-1---s1)(s1- - 54-1)H,

= (sp---84-1)Hy
Por el corolario 28
Sp=(8p -+ 84-1)8¢(5q—1 " 5p)
Entonces,
3p+1"'3q—1:5p"'3q

Lo cual se contradice con la afirmacién que s; - - - s, era reducida.

Por lo tanto, todos los hiperplanos son distintos. ([l

TEOREMA 40.

1. Sea w € W, no trivial, tal que w = sy - - - s, es una expresion reducida, y

denotemos por H; = H,,. Entonces tenemos que,
E(w> = {H17 SIH27 8182H37 ceey 81t ST—IHT}

2. La funcion n sobre W, coincide con la funcion largo .

3. El grupo W, actia fielmente transitivo sobre A.
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DEMOSTRACION. 1. Procederemos por induccion sobre [, (w) = r.

i) Claramente si 7 = 1, entonces L(s) = {H,}, para todo s € S,.
ii) Cuando r > 1, sea w' = sg - - - 5,. Por hipotesis de induccién tenemos
que,
L(sg+--8.)={Ha, 89H3,..., 80+ 8_1H.}
Por el lema anterior, obtenemos que estos r — 1 hiperplanos son todos

distintos.

Supongamos que Hy € L(sy - - - s,.), por lo tanto,
H1 = 81H1 - 81£(82 cee 8,«) = {SlHQ, 8182H3, vy St Sr—lHr}

Lo que contradice el lema anterior. Asi, H; ¢ L(w').

Por la primera parte de la proposicién 37, con s = sy y w™! = 89 - - - 5,

se tiene que,

Hy € L(s1w') = L(w)
Luego, la segunda parte de la proposicion 37, implica lo siguiente,:
st(L)\{H1}) = L{siw)\{H1}
sif(w') = L(siw)\{H:}
siL(w)U{H,} = L(syw')
donde L(w) es el conjunto de r hiperplanos que son todos distintos por el

lema anterior.

. Es inmediata, pues con las notaciones anteriores tenemos que,

| =#L(w) =1 =n(w)

3. Ya sabemos, por la proposiciéon 33 que W, actia transitivamente sobre A,

por ende /V(Zl también. Para demostrar que la accion es fiel sea w # e tal
que fija una cdmara, sin pérdida de la generalidad podemos suponer que la
camara fijada por w es A,, es decir, wA, = A,, lo cual implica que £L(w) = 0,
por lo tanto w = e, lo que es una contradiccion.

O

lg + W, — N
w > l(w)=r
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PROPOSICION 41. La funcion largo l, : W, — N, restringida al subgrupo W,
coincide con la funcion largo | : W — N, es decir
la|W =1

DEMOSTRACION. Sea w € W, tal que w = s,, - - - S, una expresion reducida en

T

W, donde s,, € S C S,. Supongamos que [,(w) = m, entonces se tiene que,
l(w)=m<r

Ahora consideremos w = s1 - - - S, una expresion reducida en W,, donde s; € S,.

Ademas, cada reflexion de S, la podemos escribir de la siguiente manera,
8i = Suik; = tzSu;
Como T'(R) es normal en W, tenemos que:

tzlsultzzsug - tz1+zésu18ug
que al usarlo reiteradamente se deduce,

W =tz Suy 1z Suy = L2Suy *** Su

m

donde t, = Coy et tat, - B8 decir,
W= 8y, *** Sy, = tzsul C o Sum

Por lo tanto, t, € T(R) N W, entonces, t, = e.
Luego,
W= Sy, *** Sy,,, CON S, €5 C5,.

De esta forma obtenemos que,
r<m=l,(w)

Asi se tiene que para todo w € W,

O

EJERCICIO 9. Sean A, B dos cimaras, se define d(A, B) como el entero que se
obtiene al sumar por cada hiperplano H que separa A con B un +1 si B C H' y
—1 en caso contrario.

d(A,B) = > (+1)+ > (-1)

HGSAB HESAB
BCHt BCH™
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Probar que para todo A, B,C € A, se tiene que,

d(A, B) + d(B,C) +d(C, A) = 0

SOLUCION 9. Sabemos, por la observacion 5, que no existe un hiperplano que
separe tres cdmaras simultaneamente.

Observemos ademds que dados A, B € A se tiene que,
d(A, B) = —d(B, A)

Supongamos que A = B, lo cual implica que d(A, B) = 0. Por lo anterior ten-
emos,
d(A,B)+d(B,C)+d(C,A) =0
De esta manera, si dos cdmaras son iguales la relacion se cumple.
Ahora, para cada u € O, definamos d, igual a la restriccion de d referida a los

hiperplanos afines ortogonales a u, donde para cada u € ®F se tiene que,
dy(A,B) = —dy(B, A)

Para la tercera etapa. Sean A,B,C € A y m,n € Z. Luego, para cada u € ®F
supongamos lo siguiente:

Existen m hiperplanos que separan A y B. De otra forma,
(Ve e A)(Vy € B)((u,x) < ay, +1<b, <(u,y))

donde todos estos hiperplanos son ortogonales a w. Los cuales, por la sequnda etapa,

estdan denotados por:

dy(A, B) =m
Andlogamente, supongamos que existen n hiperplanos que separan B y C'. En otras
palabras,
(Vy € B)(Vz € C)({u,y) < b, +1 < ¢, < (u,z))
Ast,

d,(B,C)=n

De esta manera tenemos que existen m +n hiperplanos ortogonales a u que separan
Ay C. Es decir,
dy(A,C)=m+n

Por la primera etapa se tiene que:

du(C, A) = —(m +n)
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Entonces,
du(A, B) + du(B,C) + du(C, A) = 0

Para otras configuraciones el argumento es similar. Por lo tanto, si consideramos

todos los u € 1 obtenemos que,

d(A, B) +d(B,C) + d(C, A) = 0

7. Sistema de Representantes

En esta seccion describiremos un sistema de representantes para la accion de W,

sobre V', este conjunto corresponde a la clausura topologica de Ag.

OBSERVACION 7. La clausura topoldgica de Ay, se denota por Ay y estd dada
por:
Ag={z €V [ (e ((zv) 20y (D) <1)}

TEOREMA 42. La clausura de Ay es un sistema de representantes de la accion
de W, sobre V', es decir, que para cada y € V existe un tinico x € Ay tal que y

pertenece a la orbita de x.

DEMOSTRACION. Por la proposiciéon 33 sabemos que W, actua transitivamente
sobre las camaras y todo elemento de V' se encuentra en la clausura de alguna
camara.

Ahora demostremos que dos elementos distintos z,y € Ay no se encuentran en

la misma orbita de W,. Supongamos lo contrario, es decir,
wy = x, para algin w € W,,

Consideremos w € W, el elemento de menor largo que cumple esta condicion,
como z # y, entonces w # e, por lo tanto existe s € 9, tal que [(ws) < l(w) = n(w)
y por la tercera parte de la proposicion 37 se tiene que H, € L(w™!), de esta manera
H, separa Ay de w1 A,.

Pero y = w™'z € w™' Ay, entonces,
ye Agnw A,

Analicemos los distintos casos para s € S,.
En el caso s = s,, para v € A, tenemos que (y,v) < 0, pero y € A, entonces

{(y,v) >0, es decir, (y,v) = 0, de lo cual se obtiene que y € H,, por lo tanto sy = y.



8. CONDICION DE CAMBIO 53

Ahora, si s = s;1, se tiene que (y,?) > 1, pero y € Ay con lo cual (y,7) < 1
concluyendo que (y,?) = 1, de otra forma, y € Hz1 y sy = y.

En ambos casos sy = y, de esta manera wsy = x. Esto contradice la eleccion w,
es decir, que [(w) es el mas pequenio posible tal que wy = x.

Asi, para cada y € V, existe un tnico x € A, tal que y € O,. O]

8. Condicién de Cambio

PROPOSICION 43. Sea w € W,, y w = sy - -+ S, una expresion reducida, con

s; € Sy. St l(ws) < l(w), entonces existe un indice 1 < i < r para el cual

WS =81 -+~ §; - Sp =81 S_1841 " S
DEMOSTRACION. Por la primera parte del teorema 40 tenemos que,
L(w) ={Hy,s1Ha,s180Hs,...,81 - S,_1H,}
Por lo tanto,

£(w_1) = w_lﬁ(w) ={s, -+ s1Hy,8. -+ 89Hy,...,s.H.}

donde s;H; = H; en cada caso. Como [(ws) < [(w), por la tercera parte de la
proposicién 37, concluimos que H, debe encontrarse en £(w™!), entonces tenemos
que,

Hy=5,---5.:1H; paral <i<r.
Por corolario 28 obtenemos que:
(Sr T Si+1)3i(3i+1 T 3r> =S5
Lo que se puede reescribir como:
SiSi41Sr = Sig1 " SpS
De esta ultima igualdad obtenemos que:
ws = 8188
= 51 8i(Sisr - 8)8
= Sy 888,

= S1---8 - ""8

TEOREMA 44. El par (W,,S,) es un sistema de Coxeter.
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DEMOSTRACION. Sabemos que S, es un conjunto generador de W,. Ademas, la
condiciéon de cambio nos entrega que S, es un conjunto generador minimal de W,,.

De esta forma, existe S, C W, tal que:
W, =<s€S,|(ss)") =1>.

Donde m(s,s) =1y m(s,s) € {2,3,....}.

Por lo tanto, (W,, S,) es un sistema de Coxeter. O

9. Diagramas de Dynkin

En esta seccion estudiaremos de qué manera se introduce un nuevo vértice s; ;
en los grafos de Coxeter irreducible, estos nuevos grafos son los llamados diagramas
de Dynkin. Para lo anterior necesitamos explicitar las relaciones s,s; 1, para todo
v € A, en los distintos tipos de grupos de Coxeter, en especial calcularemos los de
tipos (A,,n > 2) y (Bu,n > 3).

En los diagramas de Dynkin denotaremos las relaciones de la siguiente manera:

i) Un circulo sombreado (e) representa la ubicacion del vértice asociado a la
raiz suprema Sg 1.

ii) Para un diagrama de Dynkin tenemos que:

reemplazan las aristas etiquetadas con 3, 4 y 6 respectivamente.
Los grupos Hs, H; y G2(5) no cumplen la condicion cristalografica, ya

que
cos? <E> ¢ 7
5
Por lo anterior, no existe diagrama de Dynkin cuya arista tenga etiqueta 5.
iii) Finalmente, para aclarar la relacion entre los largos de las raices, agregamos
una flecha apuntando en direccién a la raiz mas corta, lo cual hacemos cuando
se tienen dos o maés aristas entre dos raices. Es decir, si || v ||>|| v1 ||, entonces

ac—>=—0

v U1

A continuacion, veremos en profundidad dos tipos de grupos de Weyl, para luego

describir el diagrama de Dynkin de cada uno de estos tipos.
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9.1. Diagrama de Dynkin del grupo de Weyl de tipo (gn,n > 2).
Consideremos el grupo S, 1 actuando en R"*! del siguiente modo, la transposicién
(¢ ¢+1) acttia por la reflexion s, _,,,, para esta presentacion del grupo de Coxeter

tenemos que el sistema de raices esta dado por:
®={e;—ej|i#70<4,j<n}
Y su sistema de raices simple es:
A={e;—e9,....,6, —€ni1}

ademaés, la raiz suprema v = e; — €,41.

Denotemos por s; = s, e, 415 S0 = 83,1, con estas notaciones demostraremos que:

1) (s))> =1Id, para 0 <i < n.

Siy Siv1) = 3.

Si,S;) =2,81 |1 —j|>2.

;) =2, para0<i<n-+1, coni#2.

=~
— — ~— ~— ~—
~~ I~
V)
o
»

Recordemos que en la seccion grafos de Coxeter las tres primeras rela-
ciones estdn demostradas. Para las otras relaciones consideremos z € R™"*1,

4) Explicitemos sy,

so(z) = z—({z,e1 = ent1) — 1)(€1 — €n41)
= (21, Zna1) — (21 — 2na1 — D)(e1 — €na1)
= (21, y2m11)—(Z1— 2001 — 1, .., =21+ 21 + 1)
= (14 zp11,22, oy 20, — 1+ 21)

De esta manera, sy al actuar sobre R"*! altera solo la primera y la tltima
coordenada, debido a esto se tiene que (sgs;)? = Id, para 0 < i < n.

5) Sean e; —e,11 € Py e; — ey € A. Luego,

(sos1)(z) = so(s1(2))
= S(](ZQ, 21y R3y o vy Zmy Zn+1>

= (1+Zn+17217'z37"'7zn7z2_1)
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Por lo tanto,

(s051)%(2) = (22, 1+ Zng1, 28, -, 20, 21 — 1)
(5051)3(z) = <z
6) Sean e; —e,11 € Py e, —e,r1 € A. Calculando,

(s08n-1)(2) = so(sn-1(2))

= So(21,22, -y Znt1s Zn)
= (14 zp, 20,y 2001,21 — 1)
Luego,
(505n-1)%(2) = (1 + zng1,22,...,21 — 1, 2n)
(s08n-1)°(2) = =2

De esta manera, se satisfacen estas condiciones.
El diagrama de Dynkin asociado al grupo de Weyl afin, con los vértices

50,81, - - -, Sn_1 €s del tipo gn—l y esté dado por:

9.2. El grupo de Weyl afin de tipo An_y puede ser realizado como
un subgrupo del grupo de permutaciones de Z. Con las notaciones de la

subseccion 9.1 y teniendo presente el diagrama de Dynkin, establecemos la siguiente

correspondencia:
Asociamos a s;, para 0 < i < n la siguiente permutacion de Z:
t—1 ,sit=1i+ 1(modn)
si(t) = t+1 ,sit=i(modn)
t ,otro caso
Y a la permutacion sy asociamos:
t+(n—1) ,sit=1(mod n)
so(t) = t—(n—1) ,sit=0(modn)

t ,otro caso
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Con estas correspondencias verificaremos que S, Si,...,S,_1 tienen el mismo
diagrama de Dynkin, es decir, se deben cumplir las siguientes relaciones:

1) (8;)? = Id, para 0 < i < n.

2) m(S;,8;41) =3, para 0 < i < n.

- W

) m(
) m(So, S )—2 paral <i<n—1.
) m(s0,51) =

) m(sc

5) m(8g, Sp— 1) 3.
Para demostrar estas relaciones sea t € Z.
1) Sea 0 < i < n notemos que

Sit =i+ 1(mod n) entonces t — 1 = i(mod n), luego
si(si(t)) =si(t—1) =t

Por otro lado, si t = i(mod n) se tiene que t + 1 = ¢ + 1(mod n), por lo

cual
Si(si(t) =si(t+1) =t
Para ¢ = 0, observemos que

En el caso t = 1(mod n) obtenemos que t + (n — 1) = 0(mod n), de esta

5i(5i(t)) = si(t+ (n—1)) =1

Si t = 0(mod n) entonces t — (n — 1) = 1(mod n), o sea
5i(8i(t)) = si(t — (n—1)) =t

Asi concluimos que (5;)* = Id, para 0 < i < n.

2) Sea 0 < ¢ < n. Definimos la permutacion s;,; de la siguiente manera:

t—1 ,sit=1i+2(modn)
Siv1(t) = t+1 ,sit=i+ 1(modn)

t ,otro caso
Para calcular la compuesta lo haremos por casos.
a) Sit =i+ 2(mod n) entonces s;,1(t) =t — 1, pero t — 1 =i+ 1(mod n) por

lo tanto,

5i(Bin(t) = st —1) =1 -2
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b) En el caso t =i+ 1(mod n) tenemos que s;.1(t) =t + 1y s;(t+1)=t+1
0 sea,
§i(Bim(t) =5t +1) =t +1
c¢) Ahora si t = i(mod n) esto implica que S;41(t) = t, luego t = i(mod n), de
esta forma
5i(sin(t)) = sit) =t + 1
Luego, la compuesta de estas permutaciones esta dada por:
t—2 ,sit=1i+2(modn)
t+1 ,sit=1i+ 1(modn)
t+1 ,sit=i(modn)

t ,otro caso

@@H(t) =

A partir de lo anterior se obtiene facilmente que (35;5;,1)3(t) = Id.
3) Como en 5¢(t) solo actia sobre los elementos congruentes a 0 y 1 modulo n
conmuta inmediatamente con todos los s;(t), con 1 <i <n — 1.

4) Como ya conocemos Sy, nos falta determinar s; la cual esta definida por:

t—1 ,sit=2(modn)
s1(t) = t+1 ,sit=1(modn)

t ,otro caso

Luego, siguiendo el procedimiento descrito en b) obtenemos:

t+(n—2) ,sit=2(modn)

525i(1) t+1 ,sit = 1(mod n)

508 =

. t—(n—1) ,sit=0(modn)
t ,otro caso

De esta manera es claro que (5051)3(t) = Id.
5) Ya hemos descrito la permutacion sp, luego la permutacion s,,_; esta definida
por:
t—1 ,sit=mn(modn)
Sn1(t) = t+1 ,sit=n—1(mod n)

t ,otro caso
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Continuando el procedimiento descrito en la parte b) se tiene que la

compuesta de estas permutaciones esta dada por:

t—1 ,si t = n(mod n)
t—(n—2) ,sit=n—1(mod n)
t+(n—1) ,sit=1(mod n)

t ,otro caso

%gn—l (t> =

Ademaés se obtiene que (So5,-1)%(t) = Id.
Con lo cual se satisfacen las condiciones del diagrama de Dynkin exten-
dido.

9.3. El diagrama de Dynkin del grupo de Weyl de tipo (gn,n > 3).
Consideremos el grupo {1,—1}" x S, actuando en R™ de la siguiente manera,
(t,0)X\e; = YtiAo(i)€i, luego para esta presentacion del grupo de Coxeter tenemos

que el sistema de raices esta determinado por:

Q= {£e; £e;} U{te;}

El sistema simple es:

A={e;—ez...,6n1 —CnCn}

por otra parte, la raiz suprema es v = e; + es.

Denotemos por s; = S, e, 11580 = S3,1; Sn = Se,, CON estas notaciones probaremos

que:
1) (s;)? = Id, para 0 < i < n.
2) m(s;, si+1) = 3.
3) m(si,s;) =2, 81 |i—7|>2.
4) m(sp, s;) =2, para 0 < i <n, con i # 2.
5) m(sg, $2) =
6) m(s,_1,8,) =4

En la seccion grafos de Coxeter ya demostramos las primeras tres rela-
ciones y la tltima. Para demostrar las otras dos relaciones consideremos

z € R™.
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4) Notemos que sq solo actua sobre la primera y segunda coordenada como se

muestra a continuacion,

so(z) = z—((z,e1+e2) —1)eys + ey

21, n) — (21 + 20— 1)es + €2

. zZ,
. 7Zn>_(21+Z2_1,21+22—1,...,0)
1

(
= (217
(

1— 29,1 —29,23,...,2,)

Entonces tenemos que ver que sucede con s; ya que claramente conmuta con

las otras reflexiones. Para esto, hacemos el siguiente calculo:

(sos1)(z) = so(s1(2))
= 80(22, 21y %35+« Zn>

= (1—21,1—29,23,...,2,)

Con lo cual se observa claramente que (sgs1)?(z) = z.

5) Sean e + ey € @ y es — e3 € A. Entonces,

(sos2)(2) = so(s2(2))
= S(](Zl, 23322y Zhy o v oy Zn)

= (1 —z3,1—21,29,24,.-.,2n)
De esta manera se obtienen los siguientes resultados:
(8082)2(Z> = (1 — Z9, 23, 1— 21y Rhy ey Zn>
(s082)°(2) = =z

Asi, hemos demostrado las relaciones anteriormente dadas.

El diagrama de Dynkin extendido asociado al grupo de Weyl afin de tipo /BS;, con

los vértices sg, s1,. .., S, esta determinado por:
So
S92 53 Sp—1 Sn

S1
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9.4. El grupo de Weyl afin de tipo (/B:L,n > 3) puede ser realizado
como un subgrupo del grupo de permutaciones de Z. Con las notaciones de
la subseccion 9.3 y considerando el diagrama de Dynkin, establecemos la siguiente
correspondencia:

Asociamos de la misma manera que en subsecciéon 9.2 la siguiente permutacion
de Z:
t—1 ,sit=1i+ 1(mod n)
si(t) = t+1 ,sit=i(modn)
t ,otro caso

Y las permutaciones de Z relacionadas a sg y s, estan dadas por:

—t+3 ,sit=2(modn)
so(t) = —t+3 ,sit=1(mod n)

t ,otro caso

~ —t ,sit =n(mod n)
Sp(t) =
t ,otro caso

Debemos comprobar que estas asignaciones cumplen con las siguientes relaciones:
1) (8;)? = Id, para 0 < i < n.
2) m(S;,8;41) =3, para 0 < i < n.

)
3) m

)

)

Las primeras dos relaciones son inmediatas, por el ejercicio 4.
3) Como Sy solo actiia sobre los elementos congruentes a 1 y 2 modulo n, en-
tonces solo tenemos que comprobar el hecho que m(sy, 51) = 2. El elemento

s1 esta dado por:

(t—1 ,sit=2(modn)
s1(t) = t+1 ,sit=1(modn)

(| t ,otro caso

De esta manera la compuesta esta dada por:

(

—t+4 ,sit=2(modn)
So51(t) = —t+2 ,sit=1(mod n)

t ,otro caso
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Con lo cual observamos que (5y31)%(t) = Id.

4) La permutacion asociada a sy se denota:

t—1 ,sit=3(modn)
So(t) = t+1 ,sit=2(modn)

t ,otro caso

Entonces la compuesta se encuentra por:

—t+4 ,sit=3(modn)
SE) = t+1 [ sit=2(modn)
—t+3 ,sit=1(mod n)

t ,otro caso

de donde se obtiene que (5052)(t) = Id.
5) Explicitamos s,,_; de la siguiente manera:
t—1 ,sit=mn(modn)
Sp_1(t) = t+1 ,sit=n—1(mod n)

t ,otro caso

La compuesta esta dada por:

—t—1 ,sit=n(modn)
Sn_18a(t) = t+1 sit=n—1(modn)

t ,otro caso
Es facil verificar ahora que (5,_15,)*(t) = Id.

TEOREMA 45. Si (W,,S,) es un sistema de Cozeter irreducible, entonces su

diagrama de Dynkin es alguno de los siguientes diagramas:
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(B 23 >—< A
(B > 1) >—a . »—<

®

o
EG O O O O O
E7 ([ 4 O O O O O O
E8 ([ 4 O O O O O O o]
F4 ® o >=—0—0




Capitulo 4

El orden de un Grupo de Weyl

Sea (W,, S,) un sistema de Coxeter irreducible, en este capitulo nos dedicaremos

a calcular el orden de este grupo segun su tipo.

Y

Grupo de Weyl Afin: Recordemos que W, = T(R) x W, donde W es un grupo
de Weyl y R C V es el reticulado de coraices, T(7v2) el grupo de traslaciones sobre
V. Todo elemento de W, tiene como expresion tnica A = t,w, donde w € W y t, es

la traslacion inducida por z € R. La accién de W, sobre V esta dada por:
Mz)=wx+ 2z, conz €V

Grupo de Weyl Afin Extendido: El grupo de Weyl afin W, puede ser ex-

tendido /Wa, reemplazando el reticulado de coraices R con el copeso del reticulado

v

P.
Denotemos {1, ..., 0, } la base dual asociada al sistema simple A = {vq, ..., v,},

es decir, (v;,v;) = d;;, entonces por el lema 13 se tiene que,
P=76&- - ®Ld,

Por la proposicion 15 sabemos que R C P. De esta forma, definimos el grupo de

Weyl afin extendido,
W, C W, =T(P)x W

Ademés, W, < V[//Z

Estos grupos actiian sobre las cAmaras: La accion de W, sobre V', también
se puede extender a una acciéon de V[//Z sobre el mismo conjunto. Por proposiciéon 33
tenemos que W, actua transitivamente sobre las cAmaras contenidas en V. De igual

manera la accion se extiende a W, en las caAmaras.

Recordemos que la cdmara fundamental esta definida por:
A, = {2V | (MuedM)(0< (z,u) <1)}
= {zeV]|(WweA){zv)>0) vy (z0) <1}

donde v es la raiz suprema.

64
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Sea I el estabilizador en V[//Z de la caAmara fundamental, es decir,
I = {¢eWe|vdo= A} (3)

PROPOSICION 46. La accion de W, sobre las cdmaras verifica la siguiente igual-
dad,

W/ZZ:WGNF.

DEMOSTRACION. Observemos que tanto W, como I' son subgrupos de V[//\a y que
W,NT = {e}, pues como la accion de W, sobre las camaras es fiel, solo la identidad
fija cAmaras en W,.

Sea w € W//\}L, luego wAy = B, donde B € Ay como W, actta transitivamente
sobre las camaras, entonces existe w; € W, tal que wiB = Ay. De esta manera

obtenemos que,

wlon = wlB = AO.
Esto implica que wyw € I'. Luego,

wiw =1, con P €I,
Asi,

w = (w) " € W,T.
Ademas, W, < V[//\a Entonces,

I/I//\a =W, xT.
OJ

LEMA 47. Sean R el reticulado de raices y P el reticulado del peso, entonces,
| T|=IP/R|.

DEMOSTRACION. Esta demostracion esta basada por la siguiente secuencia de

identidades demostradas en el punto (1) del lema 27:
| P/R|=| P/R |=| Wa/Wa |=| T |
UJ

NOTACION 4. Denotemos por c; los escalares que se obtienen al escribir la raiz

suprema en combinacion lineal de las raices simples y | T' |= f.



4. EL ORDEN DE UN GRUPO DE WEYL 66

Para las demostraciones de los dos siguientes lemas sea {v1,...,0,} base dual
del sistema simple A = {vy,...,v,}, es decir, (0;,v;) = 0;; y consideremos el cubo

dado de la siguiente manera:

g = Zai@|0§ai§1, coni=1,...,n
i

= {2eV|0<(v,2) <1, coni=1,...,n}

Como § esta limitado por los mismos hiperplanos que limitan las cidmaras, cada
camara se encuentra al interior de § o es disjunta con el cubo. Para calcular el orden
de los grupos de Weyl contaremos el niimero de camaras al interior de § de dos
diferentes maneras.

Para ello, consideremos un cubo mas pequeno el cual denotaremos por §, y se

obtiene al reemplazar los vértices {vy,...,v,} por {éil, e C%Lz:)n}, es decir,
Fo = Z(a—>@ | 0<a <1
. Ci
3
_ 1
= Zkivi‘0<>\z§—
Ci

Denotemos por:

_ k; ki +1
kiskn T o< 2
So ; iU ‘ ci > Ny > ¢
LEMA 48. Sea n el rango de W, entonces, el nimero de copias disjuntas en §

de §, es el numero de camaras en §o por ¢y - - - Cy.

DEMOSTRACION. De la definiciéon de §, se obtiene que §, C §.

Entonces, § contiene H?:l ¢; copias disjuntas salvo fronteras de §,, estas son
Tk Ademés, cada camara en § se encuentra en una de estas copias de §,, es
decir, F,Fu-kn y cada una contiene el mismo ntmero de camaras que §,. De esta
manera, tenemos que el nimero de camaras en § es igual al nimero de camaras en

So POT €1 - -+ Cpy. [

OBSERVACION 8. Sea I =10,1] y I" el r—cubo.
Un r—simplex se construye a partir de {uo, ..., pu.-} CR™ tal que

[:U’Ov"’nuT]: leﬂ’l ‘ szzl
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Probemos que el nimero de r—simplex disjuntos, salvo las paredes, contenidos
enI" esrl.

Es fdcil verificar que en 12, existen dos 2—simplex disjuntos, suponemos que hay
r! simplex contenidos en 1".

Notemos que,

Ir—i—l

QQ )
L:JAJXI

En cada uno de estos conjuntos NJ x 1, realizamos la siguiente descomposicion.

Sea A, = [1o, - . -, ftr] un simplex en 1", se definen,
Co = (10,0); Cv = (1,0); -..; Cr = (1, 0)
Do = (po,1); Dy = (p1,1); -5 Dy = (pr, 1)
y los

Ai, = [CO>Cla--->Ci—1aCiaDi>Di+la--->Dr] (0 S Z S ’f’).

son las (r + 1) copias en las cuales se descompone en (r + 1)—simplex en conjunto
A, x L

De esta manera, el nimero de r—simplex disjuntos contenidos en 1" es r!.
LEMA 49. Sea n el rango de W, entonces, el nimero de caimaras en §, es n!.

DEMOSTRACION. Podemos identificar §, con I" y aplicando la descomposicion
anterior a §,, tenemos que |0, éfh, ey CL@TL lo identificamos con Aj.
Por lo tanto, §, es una unién de n! copias de Ay, es decir, la unién de n! clausuras

de camaras. 0J
LEMA 50. Sea L1 = {¢ € W, | YAy C F}, entonces se tiene
#W = #L4

DEMOSTRACION. Consideremos w € W, demostraremos que existe un tnico

ue P tal que Y = t,w envia Ay en §.
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Para ello observemos que, dado z € Aj, w(z) estd en una tnica camara, luego

por la proposicion 29 existen k; tales que,
ki < (w(z),v;) < k; + 1, donde v; € A.
Esto implica que,
0 < (w(z),v) —k; <1
Sabemos que {v1,...,0,} es la base dual de A. Entonces,
0< <’UJ(Z),’UZ‘> — ]{7@<1:)Z,’UZ> <1
0< (w(z),v) =25 ki(oy,0) <1
0< (=) )+ (- X0y kyip ) <1
De esta manera definimos u = — Z;;l k;v; y obtenemos que,
0< (w(z)+uuv) <1
0<  (tyw(z),v) <1

Por lo tanto, t,w(z) € §.

Hemos demostrado que dado z en Ay, existe u € P, tal que t,w(z) = (2) € §,
luego 1¥(Ag) C F, es decir, ¢ € L;.

Ahora probaremos que u € P esta tnicamente determinado por w.

Sean w € W, z € Ap, luego tenemos las siguientes relaciones:
0<(v,2)<1,sived” y —1<(v2)<0,sived

Estas inecuaciones y la identidad (wz,v) = (z,w™'v) implican,

0< (vwz) <1, siwtv>0 y —1<{v,wz)<0,siwv<0 (4)
Ademas, la condicion ¢ (z) € § es equivalente a:

0 < (v,9¥(2)) <1, con v € A.
Reemplazando ¢(z) = wz + u, en la inecuacion anterior tenemos
0 < (v,wz) + (v,u) <1, con v € A. (5)

Como R y P son reticulados duales, tenemos que (v,u) € Z. Luego, el valor
exacto de (v, u) estan forzados por las inecuaciones en (4) y (5). De esta manera, si
w v > 0, entonces (v,u) = 0 y cuando w™'v < 0, entonces (v, u) = 1. Asi, u esta

tinicamente determinado por w.
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Por lo tanto,

LW = #{p € W, | P4y C F}

LEMA 51. El nimero de camaras en § es igual a | W | /| T |.

DEMOSTRACION. Con las notaciones dadas anteriormente, se define
L={B CZgF| B es una camara }

Debemos demostrar que #L = #L1/#1.

Para ello, sea B € L y consideremos el conjunto:
Ly(B) ={v € L1 | YA = B}

Observemos lo siguiente:

i) Si 1Ay = 1 Ap, entonces @D;lwle = Ag. De esta manera,

vyt €T
ii) Si¥eAy = B, entonces (13 0y)Ag = B, Vv € T.

Por i) y ii) tenemos que

Y1y € T = 1py = 1hy 0y, para algtn v € T

Con lo cual se obtiene que,

#La(B) = #T

Notemos que,

Esto implica que,

#HL1 = ) #(Ly(B))

Bel

- Z#r

Bel

= #LHT

Sabemos por el lema anterior que

#W = #L1

69
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Entonces,

#L = #W/H#T

TEOREMA 52. St W es un grupo de Weyl irreducible de rango n, entonces,
| W |=nley, ... enf.

DEMOSTRACION. La demostracion es inmediata por los lemas anteriores. Pues,

por los lemas 48 y 49 junto con el lema anterior se tiene que:
[ WI/IT |=nler- e
Esto implica que,
| Wi =nley - | T
Luego, por el lema 47 se obtiene lo deseado:
| W l=nley, ... enf
OJ

EJEMPLO 10. Determinemos el orden de los grupos de Weyl de tipo (A,,n > 1).

SOLUCION 10. Recordemos que el sistema de raices esta dado por:
O=fei—e;|i£,0<i,j <n+1}
Un sistema simple para ® es:

A={€1—62,~~~,€n—6n+1}

donde v = e; — e, 1. Observemos que ® = o y A = A.
Primero determinemos los coeficientes cy, ..., c,, los cuales se obtienen al es-

cribir la raiz suprema en combinacion lineal de A, es decir,

n

(D(er = e2) + (1)(e2 = ea) + -+ (Den = enr1) = Y (e — i)

i=1
= €1~ €n41
Por lo tanto, ¢; =1, para 1l <1 <n.
Ahora calcularemos el valor de f =| P/R |, que inicialmente haremos el caso

particular n = 3 para luego generalizar.
Para ello sea,

Az{el—62762—63763—64}:A
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Calculemos los pesos simples {01, V9, U3} del sistema A.
Sea U, = (a,b,c,d) € R*. Luego,

(V1,61 —e9) =1 ; (U1,ea—e3) =0 ; (U1,e3—eq) =0
De esto concluimos que,
a—b=1 ;b—c=0 ; c—d=0.

Luego,
51 = (b+1ab>bab)

Andlogamente en vy = (a, b, c,d), tenemos que,

O:<’(:JQ,€1—€2> = a—-0b
1:<§2,62—63> = b—c
O:<’(:JQ,€3—€4> = ¢c—d

Entonces,
Vo= (c+1l,c+1,¢0c)
De la misma manera, para v3 = (a,b,c,d) se tiene,
0= <§3,61—62> = a—2>b
0= <’(:J3,€2—€3> = b—c
1= <§3,63—64> = c—d
Asi obtenemos,
v3=(d+1,d+1,d+ 1,d)
Por lo tanto, los pesos simples estdn dados por:
v = (b+1,b,0,0)
vy = (c+1,c+1,¢0)
v3 = (d+1,d+1,d+1,d)

Como las raices simples se escriben en combinacion lineal de los pesos se tiene

que,
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Para €1 — €y = a11:)1 + 04252 + Oégég

<61 — €92, €1 —62> = 2 =
<€1 —62,62—€3> = -1 = Q2
(1 —ez,e3—€q) = 0=a3

Luego,
€1 — ey = 201 — Vg, desarrollando nos queda, 2b — ¢ =0
En ey —e3 = Zf’zl o,;0;, se tiene que,
62—63:—1:)1+21:)2—1:)3, €S decir, 2c—b—-d=0
Por dltimo, para e3 — ey = Zle ;v;, obtenemos,
ez — ey = —Uy + 203, entonces, 2d —c = —1

De esta manera se obtiene el sistema,

2b—c =0
2c—b—d =0
2d—c = -1
Cuyas soluciones son: b = —i ;c= —% ;d= —%.
Notemos que,
2b=c y 3b=d (6)

Entonces los pesos simples estdn explicitados por:

/3111
v = 47 47 4) 4
_ 11 1 1
Vg = a’a’ o’ o
2°2° 20 2

(111 3
BT\
Ahora, observemos el cociente P/R, donde

1 2
P:Z(61—1(61+62+€3+€4))@Z(el—Feg—1(61"‘624‘63"—64))@

3
7 61+62+63——(61+62+63+64)
4

R = Z(61 - 62) ) Z(eg - 63) @D Z(eg — 64)
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Ademas,
45, = (3,-1,—-1,-1)€R
4o, = (2,2,-2,-2)€R
4v3 = (1,1,1,-3) e R
Luego,

€1 — €y = 21211 — ’(:JQ <~ 21211 = 52(m0d R)
€y — €3 = —51 + 252 — 53 < 351 = @3(m0d R),

donde, 4v; = 0(mod R).
En general, sea v; =), xfei € R", luego tenemos que,

(Vj,e; — €41) = T — 5L’g+1a con j fijo,

J J o

donde x; — xj, | = 0;j.
La solucion de esta ecuacion es:

—onZemLZel

i=1

Ademads,

— €41 = E AU U]

De esta manera, para 1 < j <n—1 tenemos,
€ —€j+1 = — 7:)j_1 + 2’(21] - 7:)j+1
= (aj_1+ 205 — aj41) Z ei +(ej — €j41)
i=1
Por lo tanto,
—Q1 + QOéj — Q4 = 0
Por (6) deducimos que ay, = kay, lo cual demostraremos por induccion.
Supongamos que oy = kay y demostremos que oy = (k + 1)ay. Para esto,
sabemos que,
0 = —ap—1+ 20 — agp
= —(]{Z — 1)0&1 + 2]{3041 — Qi1
= (2]{3 —k + 1)0&1 — Oy
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Por lo tanto,

o = kay
Ademds, para la ultima ecuacion, —o,,_1 + 2a,, = —1. Se tiene que,
-1 = —Qp—1 + QOén

= —(n—1ag +2noy

= (n+ 1o
Por lo tanto,
1
“=n +1
Ademas,
k k
ap = ko = —
g ! n+1
Asi, los pesos simples estan dados por,
k k n+1
Uk_]; ]_n+1;6]

Recordemos que,

P = @ZT)Z Yy R = @Z(el - €Z‘+1)
i=1 i=1
Andlogamente a la induccion anterior tenemos que,

Ux = kvi(mod R)

j=1
Por lo tanto,
P/R = Zpta
Entonces,
|P/R| =n+1

De lo anterior, obtenemos que,
#W = nl(1-...-1)(n+1)
= (n+1)!

EJEMPLO 11. Calcular el orden de los grupos de Weyl de tipo (B,,n > 2).
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SOLUCION 11. Tenemos que el sistema de raices esta dada por:
Q= {£e; £e;} U{te;}
Un sistema simple para P es:
A={e;—e€9,....,641—€n,€n},
donde v = ey + ey. Ademds observemos que,

(i) = {:i:6z + 6]'} U {Zt2€z}

A= {e1 —eg, ... 601 —€p,2¢,}

Para calcular los coeficientes de v en A, notemos que,

n—1

()(e1 —e2) + (2)(e2 —e3) + -+ (2en = (D(er—e2) +2 (&5 — ei1) + 26,

=2
= e} — €y + 2(62 — €n) + 2€n

= 61+62

Porlo cual, cy =1 yc; =2, para 2 <1i < n.

Ahora determinemos el valor de f =| P/R | para el caso n = 3.

Calculemos los duales del sistema simple A que denotaremos por {0y, U2, 03} ¥
cumplen con que (v;,v;) = 6;;, donde v; € A, para ello

Sea U, = (a,b,c) € R, entonces,

1:<§1,61—62> = a—>»
O:<’(:Jl,€2—€3> = b—c
O:<§1,63> = C

Por lo cual, v; = (1,0,0)

De igual forma, en vs = (a, b, c) tenemos,

O:<’(:JQ,€1—€2> = a—0b
1:<§2,62—63> = b—c
O:<’(:JQ,€3> = C

Entonces, vs = (1,1,0)
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Para v3 = (a,b,c), se tiene que,

0= (v3,ey—e3) = a—>b
0= (v3,e9 —e3) = b—c
1= (vs,e3) = ¢
Por lo tanto,
v3 = (1,1,1)
Ast,
v = (1,0,0)
v = (1,1,0)
v3 = (1,1,1)

Ademas, los elementos en A se escriben en combinacion lineal de los duales del

sistema simple A, es decir,

€1 — €y = 251 — Vs
€y — €3 = —’l:Jl + 2’(212 - ’(:J3
263 = —21:)2 + 21:)3

Sabemos que,

3
i=1

Describamos P Y R para luego estudiar el cociente 75/7é, entonces,
P =Z(er) ® Z(ey + eg) ® Z(ey + ea + e3)

R =Z(ey — e3) ® Zley — e3) & Z(2e3)

Claramente se observa que,

20, = (2,0,0)€R
2, = (2,2,0)€R
2; = (1,1,1)eR

Luego,
€1 — €y = 251 — 52 < 251 = 1:)2(m0d R)

€y — €3 = —’l:Jl + 2’(212 — 1:)3 o 31211 = ’(:J3(mOd R),
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donde, 2v; = 0(mod R).

En general, los duales al sistema simple estdn dados por:
p=e1+...+eg, paral <k <n.
Los cuales andlogamente al ejemplo anterior satisfacen que,

U, = kU, € P/R

21_11 = 2(61 - €2) +...+ 2(€n—1 - €n) + 2€n
= 261

Por lo tanto,
Entonces,

De esta manera,

#W = pl(1-2-...-2)2

(s
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TEOREMA 53. Sea W un grupo de Weyl irreducible, entonces la siguiente tabla
resume las caracteristicas y el cardinal de W, en efecto, la primera columna nos
muestra el tipo de grupo, a continuacion los coeficientes de la raiz suprema, en la

tercera el orden del indice de conexion, y finalmente, la cuarta columna muestra el

cardinal de W .

Tipo | Coeficientes de v | f H#W
A, 1,1,....1  |n+1| (n+1)
B, 1,2,2,...,2 2 n!2m
c, 2,2,...,2,1 2 nl 2"
D, 1,2,....2,1,1 | 4 nlon-1
Es 1,2,2,3,2,1 3 n! 23 32
E; 2,2,3,4,3,2,1 2 n! 26 32
Eg 2,3,4,6,5,4,3,2 1 n! 263230
E 2,3,4,2 1 n!2t3
Gy 3,2 1 n!6
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